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Resumo

Esta tese aborda o problema do controlo estocastico nao linear de um ponto de vista pura-
mente probabilistico em tempo discreto. O controlo de sistemas estocésticos é geralmente
modelado por um sistema estocédstico e um controlador deterministico. Embora este tipo de
modelagao seja apropriado em muitas situagoes, outras existem em que esta nao é a melhor
abordagem.

Os sistemas de controlo com perturbagoes a entrada podem ser modelados por um con-
trolador probabilistico, em que o sinal de actuagao é uma varidvel aleatéria. A natureza da
perturbagao pode ser diversa (e.g. ruido aditivo, ganho aleatério, etc). No controlo proba-
bilistico, a varidavel manipulada gerada pelo controlador nao é um valor numérico mas uma
distribuicao de probabilidade.

Os sistemas de controlo randomizados tém também a sua representagao natural como
controladores probabilisticos. Este tipo de controladores tem a sua aplicacao natural nos
problemas em que existem varios actuadores num mesmo sistema, sem comunicacao entre
si, e onde a informacao necessaria a actuagao ¢ difundida de igual modo para todos. Nesta
situagao, uma decisao deterministica onde todos os agentes sao forcados a actuarem da mesma
maneira, pode nao gerar a melhor solucao.

As contribuicoes desta tese dizem respeito & formulacao e resolucao de problemas de
optimizagao e de controlo, num contexto puramente probabilistico.

Sao introduzidas ferramentas de geometria de informacao que permitem resolver os pro-
blemas de optimizagao usando a geometria intrinseca aos espagos considerados. Nesta geome-
tria, uma familia paramétrica de distribuicoes de probabilidade é vista como uma variedade
diferencial, onde os pontos sao distribuigoes de probabilidade. Esta variedade é equipada com
uma métrica Riemanniana definida pela matriz de informacao de Fisher. Sao introduzidas
duas conexoes (nao Riemannianas) que permitem definir geodésicas de forma muito simples
em familias mistura e familias exponenciais de distribuicoes de probabilidade. E introduzida
a divergéncia de Kullback-Leibler, e mostra-se que esta satisfaz um teorema de Pitdgoras
generalizado. Os resultados anteriores sao entao aplicados a resolugao de problemas de opti-
mizagao nas familias mistura e exponencial.

E desenvolvido um algoritmo iterativo de optimizacao para distribuicoes discretas que faz
uso das propriedades geométricas do espaco para, intrinsecamente, garantir a satisfacao das
restrigoes. Sao fornecidas formulas de calculo com complexidade linear no tempo e no espaco.
Em determinados funcionais de custo, como é o caso da divergéncia de Kullback-Leibler, o
algoritmo proposto comporta-se como um algoritmo quasi-Newton. E ainda proposto um
critério de paragem do algoritmo e sao obtidos os intervalos admissiveis para os passos das
iteragoes. Sao apresentados exemplos ilustrativos do método em problemas de minimizagao
e maximizacao.

E formulado o controlo probabilistico em familias paramétricas de distribuigoes de pro-
babilidade. Sao consideradas varidveis aleatdrias continuas e discretas. No primeiro caso,
mostra-se que formulacao probabilistica linear Gaussiana é consistente com a solugao de um
problema linear quadratico deterministico. No caso discreto, é aplicado o algoritmo iterativo
ao controlo probabilistico de cadeias de Markov em problemas de dimensao muito elevada,
mostrando-se a viabilidade do método.

Palavras chave: Controlo Estocastico, Geometria da Informacgao, Probabilidade, Opti-
mizacao, Geometria Diferencial, Teoria da Informagao.
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Abstract

This thesis studies the discrete-time stochastic nonlinear control problem from a pure prob-
abilistic viewpoint. Stochastic control is classically modeled by a stochastic system and a
deterministic controller. While this formulation is appropriate in several situations, there are
others in which it not the best approach.

Control systems with input disturbances can be modeled by a probabilistic controller,
where the actuating signal is a random variable. Disturbances can be quite diverse (e.g.
additive noise, random gain, etc). Probabilistic control has probability distributions as ma-
nipulated variable instead of a deterministic value.

Randomized control systems also have their natural representation as probabilistic con-
trollers. This kind of control has its natural application when many controllers act simul-
taneously on the same system, without communication/synchronization between them, but
having shared access to information (e.g. broadcasted information). In situations like these,
a deterministic decision would produce the same response by all agents, and not achieve the
best results.

The contributions of this thesis concern the formulation and solution of optimization and
control problems in a purely probabilistic context.

The optimization problems are solved using tools from information geometry, which make
use the intrinsic geometry of the underlying spaces. There, a parametric family of proba-
bility distributions is viewed as a differential manifold, whose points are specific probability
distributions. It becomes a Riemannian manifold by defining the Fisher information ma-
trix as its metric. Two connections are introduced, which allow the definition of geodesics
in simple way for mixture and exponential families. It is shown that the Kullback-Leibler
divergence satisfies a generalized Pythagorean relation. The previous results are applied to
solving optimization problems in mixture and exponential families.

An iterative algorithm for discrete distributions is developed, which makes use of geomet-
rical properties to satisfy the probability constraints. Computational formulas are given and
shown to have linear complexity in both space and time. For some cost functions, such as the
Kullback-Leibler, the proposed algorithm behaves as a quasi-Newton algorithm. A stopping
criteria is proposed and admissible intervals for the iteration step size are given. Illustrative
examples are presented both for minimization and maximization problems.

The probabilistic control is formulated in parametric families of probability distributions.
Both continuous and discrete random variables are considered. In the first case, it is shown
that the linear Gaussian formulation is consistent with the solution of a deterministic linear
quadratic problem. In the discrete case, the iterative algorithm is applied to find the solution
to the control of controlled Markov chains in highly dimensional problems.

Keywords: Stochastic Control, Information Geometry, Probability, Optimization, Dif-
ferential Geometry, Information Theory.
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Nomenclatura

t
tlitg

Indice temporal.

Conjunto de indices (t1,t1 + 1,t1 +2,...,t2 — 1,t2).

Sinal (de qualquer dimensao).

Valor do sinal x no instante ¢.

Sinal x restrito & janela temporal de t1 a to, i.e. X,y = (Tty ..., Tty)-
Igualdade por definigao.

Modelo do sistema definido por uma distribuicao de probabilidade condicional.
Controlador definido por uma distribuicao de probabilidade condicional.
Modelo de referéncia (ideal) do sistema.

Modelo de referéncia (ideal) do controlador.

Conjunto, variedade ou familia paramétrica de modelos.

Divergéncia de Kullback-Leibler.

Entropia diferencial da varidvel aleatéria continua X ~ p(x).

Entropia da varidvel aleatéria discreta X ~ p(x).

Informacao mitua entre as varidveis aleatérias X e Y.

Derivada parcial relativamente a i-ésima coordenada; i-ésimo vector tangente.
Diferencial da funcao f.

Espago tangente a C no ponto 6.

Produto interno relativamente & métrica g;;, ou Euclidiano por defeito.
Cardinalidade do conjunto X ou determinante da matriz M.

Valor esperado relativamente & distribuicdo p, i.e. [p(z)f(z)dz.
Gaussiana com média p e matriz de covariancia 3.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacgao

A generalidade dos problemas tratados habitualmente em controlo puramente deterministico
considera que as variaveis existentes — varidvel manipulada, saida a controlar, estado, per-
turbagoes e referéncia — sao descritas por fungoes reais da variavel tempo. Em cada instante,
a varidavel manipulada assume um valor real bem definido, que corresponde ao valor a aplicar
ao actuador nesse instante (ou a um vector de valores a aplicar a varios actuadores no caso
de sistemas multivaridveis).

Embora a descricao deterministica tenha dado origem a teorias ricas e elaboradas que
encontraram aplicagoes de grande sucesso, a consideracao de novos problemas sugeriu a ne-
cessidade de outras formulagoes que incluissem a descrigao da incerteza nos sistemas de
controlo. Um exemplo de sistemas de controlo deste tipo inclui o uso de filtros de Kalman
ou minimos quadrados recursivos, onde as variaveis ou parametros estimados sao frequen-
temente descritos por um vector de médias e uma matriz de covariancia. Nestes sistemas
admite-se uma descricao probabilistica de parte do sistema, restrita frequentemente a mo-
delos Gaussianos. Como caso extremo, pode admitir-se uma descrigao probabilistica para
toda a cadeia fechada e libertar a restricao Gaussiana nos modelos. Embora de um ponto de
vista conceptual esta abordagem seja elegante, na realidade, uma boa parte dos problemas
habitualmente tratados em controlo exige um valor deterministico para o actuador. Existe
no entanto uma classe de problemas cuja abordagem sugere uma formulagao probabilistica.
Nestes problemas, um numero elevado actuadores cooperam para um resultado final, sem
comunicacao ou com comunicagao degradada entre si. Para recorrer a um exemplo inspirado
pela natureza, o transporte de um grao por um conjunto de formigas é feito, nao através de
uma sincronizagao perfeita dos esforcos das formigas, mas como resultado de um conjunto
de acgoes aleatodrias, que somadas acabam por produzir o resultado desejado.

Um outro exemplo é o da tecnologia emergente dos microrobots, em que estes sao liber-
tados em grandes quantidades para regular uma varidvel num determinado ambiente (por
exemplo um corpo humano). Como ilustracdo de um sistema deste tipo, admita-se que
os microrobots sao todos idénticos e cada um deles tem a capacidade de actuar ON/OFF.
Nao havendo comunicacao entre eles e nao sendo possivel endereca-los individualmente, nao é
possivel forgar a percentagem de ON/OFFs de todo o conjunto de forma deterministica. Uma
maneira de o conseguir consiste em transmitir para todos a percentagem desejada p, enquanto
cada um deles se liga com probabilidade p. Assim, e tal como no problema das formigas, a
accao aleatéria somada acaba por se aproximar do objectivo (com grande probabilidade).
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Uma outra area de potencial aplicacao é a da biologia celular, em particular em problemas
de diferenciacao de células estaminais e na pesquisa na area do cancro. As células estaminais
sao células sem fungao definida, mas que podem dar origem a células com funcoes especificas,
como células musculares ou outros tecidos do organismo. A funcao de uma célula estd definida
no seu cédigo genético. Assim, para que uma célula estaminal dé origem a células com fungoes
especificas é necessdrio activar/inibir genes especificos. Sabe-se que esta influéncia se d4 pelo
ambiente externo a que uma célula estd submetida, como contacto com células vizinhas,
quimicos segregados por outras células e certas moléculas no seu ambiente. Um problema
que surge nesta area é precisamente produzir células com funcoes especificas. Este problema
pode ser visto como um problema de controlo, onde se pretende levar o cédigo genético
(o estado) a uma determinada configuragdo desejada, actuando no seu ambiente. Dada a
natureza estocéstica deste tipo de problemas, estes surgem como possiveis areas de aplicacao
do controlo probabilistico.

Além dos problemas anteriores, em que é considerado um nimero elevado de actuadores
nao deterministicos, também os problemas tradicionais de controlo com perturbacoes na
entrada podem ser formulados como controladores probabilisticos. A formulacao, neste caso,
consiste apenas em mover a perturbagao da entrada do processo para a saida do controlador.

O conjunto destes problemas sugere que todas varidveis num sistema de controlo sejam
descritas, nao por funcoes reais de varidvel real, mas por varidaveis aleatérias cujas distri-
buicoes de probabilidade variam em funcao do tempo. Nesta formulacao, a variavel ma-
nipulada calculada pelo controlador é uma variavel aleatéria com uma dada distribuigao de
probabilidade. Esta distribuigao de probabilidade tanto modela a “nuvem” de actuadores nos
problemas das formigas, microrobots e células, como modela a variavel manipulada somada
as perturbagoes a entrada do processo.

Por forma a obter controladores deste tipo, é necessaria uma descricao matemaéatica con-
veniente. A descricao adoptada nesta tese consiste em descrever cada subsistema da cadeia
fechada por uma distribuigao de probabilidade condicionada. Mais precisamente, as variaveis
a saida de um bloco sao descritas por uma distribuigao de probabilidade condicionada, onde
as varidveis condicionantes sdo as entradas e as varidaveis de estado. A evolucao destes siste-
mas ao longo do tempo é governada pelas leis bésicas das probabilidades tais como a regra
da cadeia e a equagao de Chapman-Kolmogorov.

Dispondo de uma descricao probabilistica da cadeia fechada, o problema de controlo
é formulado de modo a que as variaveis aleatorias — usualmente as entradas e saidas de
um sistema — apresentem distribuigoes de probabilidade préximas de distribuigoes predefini-
das e consideradas como ideais. Este objectivo é perseguido minimizando a divergéncia de
Kullback-Leibler entre a distribuicao de probabilidade obtida com os modelos probabilisticos
e a distribuicao de probabilidade ideal.

1.2 Enquadramento da tese no estado da arte

A linha de trabalho probabilistica, que surge inicialmente em [21], formula o problema de
optimizagao para variaveis aleatérias continuas num horizonte temporal finito. A solugao
encontrada é uma equacao explicita envolvendo operadores integrais. Nesse trabalho, mostra-
se que a formulagao probabilistica do caso linear Gaussiano tem solucao analitica e que esta
é coincidente com a solucao LQ classica. Exceptuando alguns casos particulares, como o LQ),
as formulas apresentadas nao tém solucao analitica.

Em [27] é apresentada uma versao do controlo probabilistico para cadeias de Markov
finitas. Nesse trabalho, as solugoes obtidas sao analogas as do caso anterior, com varidveis
aleatérias continuas, onde as fungoes densidade de probabilidade sao substituidas por fungoes
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de probabilidade e os integrais sao substituidos por somatérios. O facto de as varidveis pode-
rem tomar valores de um conjunto finito, garante a existéncia de solugoes analiticas tornando
o problema tratavel. Para além da obtencao do controlo 6ptimo, é também considerada
a existéncia de incerteza paramétrica nos modelos e proposto um mecanismo de estimacao
Bayesiano, combinado com uma estratégia de controlo de horizonte temporal recidivo, e com
o principio de equivaléncia certa [28].

A abordagem seguida nesta tese para o controlo probabilistico consiste em efectuar o
procedimento de optimizacao sobre uma familia paramétrica de controladores. A restricao
paramétrica gera uma solugao subdptima mas computacionalmente viavel online, o que nao
acontece em [21]. A motivagao para considerar familias paramétricas surge nos trabalhos de
Kulhavy [19, 20]. Kulhavy debruga-se sobre o problema da estimagao recursiva nao linear,
cuja solugao exacta é computacionalmente intratdvel. Varios métodos tém surgido na lite-
ratura para aproximar a solucao 6ptima (EKF, métodos de grelha ou filtros de particulas
[8]). No entanto, estes métodos falham no sentido em que nao sdo geralmente coerentes
com a lei de Bayes. Em contrapartida, nos trabalhos de Kulhavy, a estimagao é efectuada
sobre familias paramétricas em que os parametros sao uma estatistica reduzida dos dados.
Esta estatistica define uma classe de equivaléncia de distribuices de probabilidade a poste-
riori. Esta estatistica é actualizada de maneira a manter a coeréncia com a lei de Bayes. A
consideracao de familias paramétricas reduz problemas computacionalmente intrataveis, que
requerem memoéria infinita, em problemas computacionalmente trataveis com memoéria cons-
tante. Esta abordagem tras no entanto a desvantagem de a determinagao dos parametros nao
ser em geral simples de efectuar, requerendo muitas vezes a utilizacao de métodos iterativos.
Outro facto interessante em [20] é o formalismo usado, baseado na geometria da informagao.
Este formalismo permite dar uma interpretacao geométrica e intuitiva aos procedimentos de
actualizacao dos parametros usados.

A geometria da informagdo é um nome introduzido por Amari [4, 6] para designar a
andlise dos procedimentos estatisticos usando ferramentas de geometria diferencial. As ideias
base sao a identificagdo de uma familia paramétrica de distribuicoes de probabilidade com
uma variedade diferencial, onde os parametros funcionam como coordenadas, e da matriz de
informacao de Fisher com a métrica Riemanniana.

Nesta tese é desenvolvido um programa de trabalho semelhante a [20] e [21] para o controlo
probabilistico. O projecto de um controlador probabilistico é formulado como um problema
de optimizagao em espagos de distribuicoes de probabilidade, parametrizados por um nimero
finito de parametros. Estes espacos, vistos como variedades estatisticas, admitem uma inter-
pretagao geométrica em que os pontos 6ptimos sao obtidos por projecgao ortogonal sobre a
variedade.

Consideram-se duas familias de distribuigoes de probabilidade, a familia mistura e a
familia exponencial. Estas duas familias tém propriedades especiais que justificam a sua
utilizacao em contextos de optimizagao, como sao os casos da estimacao e controlo éptimo.
Em particular, o teorema de Pitagoras pode ser generalizado para estas familias substituindo
a usual distancia FEuclidiana pela divergéncia de Kullback-Leibler.

Um caso particular de uma familia exponencial de distribuicoes de probabilidade é o da
familia Gaussiana. Para esta familia o controlo probabilistico é equivalente ao controlo li-
near quadratico (LQ), onde as matrizes de covaridncia da entrada e do estado, no controlo
probabilistico, correspondem as inversas das matrizes de penalizacao da entrada e do estado
no funcional de custo LQ. Este resultado, originalmente apresentado em [21], permite ob-
ter a mesma solugdo de um problema essencialmente deterministico (o controlo LQ) numa
perspectiva probabilistica.

Outro caso estudado diz respeito ao controlo de cadeias de Markov. O formalismo usado
para o controlo probabilistico é igualmente aplicavel a este tipo de sistemas. A aborda-
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gem paramétrica apresenta a possibilidade de considerar restrigdes nos parametros de forma
natural, o que nao acontece com a solu¢ao mais geral [27].

Além dos casos anteriores, em cuja solugdo éptima surge explicitamente, outras situagoes
existem em tal nao acontece sendo necessario recorrer a métodos aproximados. Nesta tese,
sao propostos métodos de aproximagao baseados na geometria das familias de distribuigoes
de probabilidade usadas em cada problema.

1.3 Estrutura da tese
A tese esta organizada do seguinte modo:

Capitulo 1 No presente capitulo o problema a resolver é enquadrado na literatura e for-
mulado em linhas gerais. Descreve-se a estrutura da tese e enumeram-se as principais
contribuicoes.

Capitulo 2 Neste capitulo revém-se os principais conceitos de geometria da informagao que
sao usados nos desenvolvimentos subsequentes. Os espagos de distribuigoes de probabi-
lidade (paramétricas) sao interpretados como variedades diferenciais, com uma métrica
dada pela matriz de informagao de Fisher. Sao introduzidas as conexdes de Amari e a
divergéncia de Kullback-Leibler. Mostra-se uma versao do teorema de Pitdgoras e a sua
relagao com problemas de optimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler em familias
mistura e exponenciais.

Capitulo 3 Neste capitulo descrevem-se métodos de optimizacao de distribuigoes de pro-
babilidade. E apresentado o método do gradiente natural e é feita a sua aplicagao a
familias mistura. Deduzem-se as suas propriedades e é proposta uma expressao com-
putacionalmente eficiente para o seu calculo. Sao apresentados exemplos de aplicacao.

Capitulo 4 Neste capitulo formula-se o problema de controlo probabilistico e propoem-se
solugoes para vérios casos particulares. Apresenta-se um algoritmo recursivo que for-
nece a solucao paramétrica. Esta solugao é interpretada geometricamente e é comparada
com as solugoes existentes na literatura. O algoritmo recursivo é resolvido explicita-
mente para os casos particulares do controlo linear Gaussiano e para cadeias de Markov
controldveis. B aplicado o algoritmo desenvolvido no capitulo 3 para obter as solucoes
em problemas de dimensao elevada.

Capitulo 5 Finalmente, apresentam-se conclusoes e descrevem-se os problemas em aberto
passiveis de investigagao futura.

1.4 Principais contribuicoes da tese

O capitulo 2 introduz um conjunto de resultados de geometria da informagao usados nos
capitulos posteriores. Nao sao apresentados resultados tedricos novos. Sao, no entanto,
fornecidas algumas formulagoes alternativas as apresentadas em [6, 26], e que se consideraram
oportunas para o trabalho desenvolvido nos restantes capitulos.

Os capitulos 3 e 4 apresentam contribuicoes originais das quais se destacam as seguintes:

e Optimizacao em espacos de distribuicoes de probabilidade discretas pelo método do
gradiente natural. Em particular,

— formulacao para o caso de distribuicoes discretas;
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— obtencao de uma expressao computacionalmente eficiente para o cdlculo do gradi-
ente natural;

— algoritmo de optimizagao, incluindo condigoes de paragem e tamanhos admissiveis
dos passos;

N

— derivagao das propriedades, em particular no que diz respeito a satisfacao das
restricoes, velocidade de convergéncia e complexidade computacional.

e Definicao do funcional de custo para horizonte temporal infinito.

e Formulagao paramétrica do controlo probabilistico na perspectiva da geometria da in-
formagao. Sobre esta formulacao foi:
— obtida a solucao para horizonte temporal finito;

— dada uma interpretacao geométrica da solucao, assim como a sua relagao com a
solucao Optima nao paramétrica;

— deduzida a solugao paramétrica para o caso linear Gaussiano;

— efectuada a aplicacao do método do gradiente natural a optimizacao.
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Capitulo 2

Geometria da informacao

2.1 Introducao

Neste capitulo apresenta-se um resumo das ferramentas de geometria da informacao usadas
nesta tese. O tratamento de espagos de distribuigoes de probabilidades do ponto de vista
geométrico tem tido um desenvolvimento relativamente recente, descrito nas monografias
[4, 6, 26], e que consiste essencialmente na criacdo de uma moldura de trabalho baseada na
geometria diferencial aplicada aos espacos de distribuicoes de probabilidade e a estatistica.

A vantagem dos métodos da geometria da informacao tem a ver com o facto de terem
uma base matematica soélida, e apresentarem uma nova perspectiva sobre os problemas que
envolvem distribuigoes de probabilidade.

A geometria da informagao parte da defini¢ao de variedade estatistica S como um conjunto
de modelos de distribuigoes de probabilidade pg(z), parametrizadas por um conjunto finito
de parametros 6 = {0',...,0"}, onde os parametros {0’} sdao vistos como um sistema de
coordenadas global para S.

Duas variedades tomam especial relevo e tém um tratamento especial na literatura e neste
trabalho. Estas sao as familias mistura e exponencial definidas em seguida.

Dado um conjunto de distribui¢oes {po(x),p1(x) ..., pn(z)}, define-se uma familia mistura
por

pole) = 3 Oipa(a) + (1= D6 )o(e), (2.1)

onde os n parametros {01,...,60,} sdo as coordenadas da distribuigao pg(x).
Por outro lado, e usando o conjunto de n distribuigdes {pi(x)...,pn(2)}, define-se a
familia exponencial por
01 02 0 n
P (2)p3 (x) - - plr (@
polie) = LI B ey (Y- 0rtogi(o) — 006)). (2.2)
i=1

onde v(0) e p(6) sao factores de normalizagao que garantem [ py(z)dax = 1.

Um vector tangente a variedade estatistica num ponto 6 tem também duas representagoes
preferidas: as representacoes mistura e exponencial. Um vector tangente na representagao
exponencial escreve-se como combinacao linear de vectores da base

", .0logp
;a 50 (2.3)
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i s 1
onde a’ sdo as componentes do vector e 2 o

mistura, os vectores da base tomam a forma de

dp
=1,
891’ 7/ b

sao os vectores da base. Na representacao

, M. (2.4)
O espago tangente a variedade S num ponto 6 é o espaco gerados por todos os vectores
tangentes nesse ponto e representa-se por TpS. A secgao 2.3 introduz estes conceitos de
forma mais detalhada.

Tendo definido as nogoes de vector tangente e espaco tangente passa a ser possivel intro-
duzir os conceitos geométricos de angulo e ortogonalidade. O produto interno entre vectores
tangentes num ponto de S é definido na secgao 2.3. O produto interno permite definir o
angulo entre vectores ou curvas, norma (induzida) de um vector e distancia entre dois pon-
tos. Permite também a passagem de um vector ao seu dual e vice-versa, uma operagao
necessaria para a definicao de vector gradiente.

Na seccao 2.4 sao introduzidas as conexées-a de Amari. Uma conexao é um operador di-
ferencial que permite calcular derivadas direccionais de campos vectoriais. Tradicionalmente,
em variedades Riemannianas, é definida uma conexao que surge naturalmente da métrica. No
entanto, Amari mostra que em familias de distribui¢oes de probabilidade existe uma familia
de conexoes as quais se pode atribuir significado estatistico. Desta familia, duas conexoes to-
mam especial importancia, pois estao intimamente ligadas a familias de distribuigoes mistura
e exponencial e a divergéncia de Kullback-Leibler.

Na secgao 2.5 é definida a divergéncia de Kullback-Leibler. Em geral, uma divergéncia
entre duas distribuicoes de probabilidade é uma medida de discrepancia semelhante a uma
distancia, mas que nao respeita todos os axiomas de distancia (em particular nao é simétrica).
A divergeéncia de Kullback-Leibler é um exemplo de uma divergéncia com vasta aplicagao.
Esta é definida pela formula

Dipla)* [ p(o)1og %dz

onde p(z) e q(z) sao duas distribuigdes de probabilidade e D(p||q) é a divergéncia entre elas.

No contexto da geometria da informagao, os problemas de optimizacao envolvendo a
divergéncia de Kullback-Leibler e familias mistura e exponencial, tém solugoes que podem
ser interpretadas como generalizacao do teorema de Pitdgoras e da projeccao ortogonal.

2.2 Variedade estatistica

Considere-se um modelo probabilistico p(z|0), onde x € X e 0 = (0*,...,0™) é um vector de
parametros.

A fungao p(z|f) é uma funcao de probabilidade ou uma fun¢ao densidade de probabili-
dade consoante a cardinalidade de X, isto é, consoante 2 é uma variavel discreta ou continua.
Independentemente da natureza de X, ir-se-4 referir p(z|0) como uma distribuicao de proba-
bilidade, sendo o sentido geralmente subentendido do contexto.

Considere-se agora a familia de distribui¢oes de probabilidade S = {p(x|0)|0 € O} e
suponha-se que a relagao entre 0 e p(x|f) é bi-univoca, isto é,

04 =0" & p(a|0?) = p(«]0”),

onde a igualdade entre distribuicoes é entendida como igual em quase todo o lado. Nestas
condigoes 0 pode ser considerado um sistema de coordenadas global de §. Além de 0, qualquer
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92

01

Figura 2.1: (Esq.) Variedade estatistica genérica. (Dir.) Familia gaussiana e correspondente
sistema de coordenadas.

outro vector £ = F(6), com F e F~! diferencidveis é também um sistema de coordenadas,
uma vez que a relacio entre & e p(z|F~1(£)) é também bi-unfvoca.

A familia de distribuigoes de probabilidade S pode ser vista como uma entidade para a
qual varios sistemas de coordenadas sao possiveis. A esta entidade mais abstracta S da-se o
nome de variedade estatistica. Assim, uma variedade estatistica é uma familia paramétrica
de distribuicoes de probabilidade, em que cada ponto é uma distribuicao de probabilidade
diferente. A figura 2.1 ilustra esta ideia de forma abstracta no desenho da esquerda.

Em seguida dao-se dois exemplos de variedades estatisticas que surgem de dois modelos
comuns.

A familia Gaussiana é uma variedade estatistica de dimensao 2, em que os parametros
(coordenadas) sio a média pu e a variancia o? (ver figura 2.1 do lado direito). A
familia Gaussiana multivariavel é também uma variedade estatistica cujos parametros
sao o vector das médias p e a matriz de covariancia Y. Esta variedade tem dimensao
(n? +3n)/2 onde n = dim(z).

A familia de distribuigGes finitas sobre o alfabeto X = {xz¢,...,z,} é uma variedade
estatistica de dimensdo n = |X|—1. Os parametros sio as probabilidades (9, ...,0") =
(p(z1),...,p(xyn)). Note-se que a restricao »_, p(x;) = 1 implica que a probabilidade
p(z0) seja automaticamente determinada por

n

n
plro) =1=3 pla:) =1~ 0" (2:5)

i=1 i=1
De um ponto de vista mais geral existem duas familias de distribui¢oes que tém um papel

de relevo. Estas sao as familias mistura e exponencial, construidas a partir de um conjunto
de fungoes de base C(z) e F;(x) como se segue:

p(z]0) = C(z) + Z 0'F;(x) (familia mistura) (2.6)

p(z|f) = exp (C(z) + Z 0'F;(z) — @(9)) (familia exponencial) (2.7)
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As distribuigoes Gaussiana e discreta finita referidas acima sao dois casos particulares das
familias exponencial e mistura, respectivamente: Defina-se

Fi(z) =2, hz)=2? (2.8)

entao a familia Gaussiana pode escrever-se na forma (2.7) fazendo

1 5 1 eH? 1 ™
= ot =L 62 =—— 0)=— —log(——). 2.
Cwy=0, =L, — w0 =t Slg(-0). (29)
Para a distribuicao discreta, com |X| = n + 1, defina-se o conjunto de distribuigoes
{po,p1,...,pn} em que p;(x;) = J;; sao fungdes delta de Kronecker. Como qualquer distri-

buicao discreta pode ser escrita na forma

n

p(alf) = 0'pi(z) + (1 = 291> po()

i=1

. (2.10)
= po(x) + Z 0" (pi(z) — po(x)),
entao, definindo
C(‘T) :p0($), E(‘T) :pi(‘r) —p0($), (2'11)

obtém-se a precisamente a forma da equagao (2.6) para a familia mistura.
A distribuicao discreta goza também da particularidade invulgar de ser simultaneamente
uma familia exponencial. Com efeito, definindo

C(x) =0, Fi(z;)=20d;, 0= %, ©(0) = log (1 + Zexpei) (2.12)

obtém-se uma representacao como a da equagao (2.7)

Exemplo 1 (Mistura de Gaussianas). Considerem-se duas distribui¢oes Gaussianas pa(x) e
pi(x) com parametros (pa,0%) = (=5,1) e (up,0%) = (5,3). A familia mistura de dimensao
1 que contém estas duas Gaussianas € definida por

p(10) Z(1 = O)pa(x) + Opp(x) = pa(z) +0 (p5(x) — pa()) (2.13)

A figura 2.2 mostra, em cima, as distribui¢oes obtidas para vdrios valores de 0 no intervalo
[0, 1].

Exemplo 2 (Familia exponencial de Gaussianas). Considerando as mesmas distribui¢oes
pa(x) e pp(x) do exemplo anterior, a familia exponencial de dimensio 1 que contém estas
duas Gaussianas € definida por

s pA(2) P (@)’

plale) 2 PAE

= exp(logpa(x) +0 (log pp(x) — logpa(z)) —log~(0))  (2.14)
———— —
C(x) F(x) ©(0)
A figura 2.2 mostra, em baixo, as distribuicoes obtidas para vdrios valores de 0 no intervalo
[0,1]. Neste caso, todas as distribui¢ées sao Gaussianas, o que nao acontece no caso da
familia mistura do exemplo 1.

Tomando como fixas as distribuigbes Gaussianas pa(z) e pp(x), as familias mistura e
exponencial definidas nos dois exemplos anteriores sao variedades estatisticas de dimensao 1.
Os sistemas de coordenadas destas variedades consistem no parametro 6 usado na mistura e
no parametro # usado na combinacao exponencial.
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p! 1-a)p3y(a)

p=

Figura 2.2: Familia mistura de Gaussianas (em cima), e familia exponencial de Gaussianas
(em baixo).

2.3 Vectores tangentes e métrica de Fisher

Considere-se uma variedade estatistica S de dimensao n. Para cada ponto 6, correspondente
a uma distribuicao p(z]0) € S, a matriz de informacao de Fisher G(6) é uma matriz simétrica
com componentes reais g;;(0) definidas por

de dlog p(x|0) dlog p(x|6
gij(e) :pr(zG)[ 895 | ) 895 | ) . (2.15)

A matriz G é sempre semidefinida positiva uma vez que, para todo v € R™ e v # 0, tem-se

o Olog p(xz|0) 0log p(x|6
UTG(H)U — Zvl’l}]Ep(m|0) |: %I;E | ) %1975 | ):|
@]

_ .. dlogp(a]6) Dlog p(x0)
= Byelo) | 20 g 67 (2.16)

2%

2
;0log p(x]0)
= Lp(al0) (E:U 90

K2

Se 0s n termos
9dlog p(z|0)

o0 ’
sao fungoes de = linearmente independentes, entao G é definida positiva. Admite-se daqui
em diante que esta ultima situacao se verifica.

O facto das n fungoes (2.17) serem linearmente independentes relativamente a x, permite
associar um espago vectorial de dimensao n a cada ponto 6, em que (2.17) sdo os vectores

i=1,...,n (2.17)
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da base. A este espago dé-se o nome de espaco tangente e representa-se por TyS, o espago
tangente a S no ponto 6.
Note-se que se (2.17) sao linearmente independentes, entao

%, i=1,...,n (2.18)
s@o também fungoes linearmente independentes em z. Chama-se & representacao (2.17) a
representa¢do exponencial de um vector tangente, e & representacao (2.18) a representacao
mistura desse mesmo vector tangente. A passagem de uma representacao para a outra
consiste unicamente em multiplicar ou dividir, conforme apropriado, os vectores da base por
p(xz|0), uma vez que % = %6692.

Esta representacao de vector tangente contrasta com a representacao tradicional, em
geometria diferencial, de um vector tangente como um operador de derivada parcial. Dada
uma variedade diferencial M com um sistema de coordenadas 6 e uma funcao suave f definida
em M, a derivada direccional de f num ponto ¢ tem a forma

Z a'(q) 500

=1

[

q

em que a direccio da derivacdo é especificada pelas componentes a’. Os operadores % Sa0
usualmente interpretados como os vectores da base (do espago tangente).

Em variedades estatisticas, é possivel dar uma interpretacao andloga como se segue.
Suponha-se definido um funcional F' como

F(p) /X £ (p())dz,

onde f: R — R é uma fungao diferencidvel (exemplos: f(p) = p?, f(p) = —plogp) e p(x)
uma funcao densidade de probabilidade arbitraria com p(z) > 0 para € X. Restringindo
p(x) a uma variedade S com coordenadas 6, entdao, o funcional F' passa a ser uma funcao
de 0. Isto é, F : © — R é uma fungao na variedade e as suas derivadas nas direcgoes das
coordenadas 0%, i =1,...,n, sdo

g; = /f’(p(wIG))ggidw - /P(x|9)f/(p(:v|9))ag;gipdx.

Nas trés expressoes anteriores observam-se as trés representagoes dos vectores da base do

espago tangente, nomeadamente a representagao tradicional como operador derivada parcial
9 ~ . dp ~ . dlogp

557> @ representacao mlstu{ra 07 © 2 re.presentagao eXpor%encwfl 0

Da mesma forma, a derivada direccional de F' numa direcgao arbitraria v com componen-

tes v* é

n

Zvia(zi F= /fl(p) <Z“ig§i> dz = /pf’(p) (Zviag;gip> dz. (2.19)
=1 i=1

i=1
———

tradicional mistura exponencial

Assim, as trés representagoes estao naturalmente identificadas pela equacao anterior. Note-
se que a representagao exponencial (termo da direita) da equacao anterior se pode escrever

como o valor esperado
", .0logp
B |1'0) 3 v
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Esta expressao vai surgir mais tarde nesta tese em problemas de optimizacao, onde o funcional
F serd substituido pela divergéncia de Kullback-Leibler D(-||-).

Tendo definido o conceito de vector tangente e espago tangente, torna-se possivel a in-
troducao de um produto interno no espaco tangente a cada ponto da variedade. Para o efeito
é usada a matriz de informagao de Fisher (2.15). Assim, define-se o produto interno em TS
pela formula

a0 0 def
(557 37 ) () = 9:5(6). (2.20)

A métrica que se obtém é uma métrica Riemanniana [11] a que se d4 o nome de métrica de
Fisher.

Para dois vectores arbitrarios a e b em TyS com componentes a’ e b7, respectivamente, o
seu produto interno calcula-se da seguinte maneira:

(o' ¥ 57)(0) = 2 o'W g0,
=1 =1 b

que nido é mais que a forma quadrética a”Gb, onde a e b sdo representados na forma de
vectores coluna, e G é a matriz de informacao de Fisher.

A escolha da matriz de informagao de Fisher como a métrica natural nestes espagos nao
é arbitraria. Os espacos de distribui¢oes de probabilidade sao, em certa medida, espagos
peculiares com caracteristicas préprias. Nestes espacos, a métrica de Fisher é vista como
uma métrica natural. Existem varios argumentos que sustentam esta visao:

1. A métrica de Fisher é invariante a mudancas de coordenadas, no sentido em que, as com-
ponentes se calculam de acordo com a equagao (2.15), independentemente do sistema
de coordenadas 0 usado. Por outras palavras, apds a transformagao de coordenadas
0 — &, a métrica é

dlog p(x|€) c’?logp(wIS)]

gij(g) = E¢ o€t oci

Naturalmente, as componentes de g;;(0) e g;;(§) diferem, mas os produtos internos
entre pares de vectores, representados nos dois sistemas de coordenadas, coincidem
(ver apéndice A.1).

2. A métrica de Fisher é invariante a mapas que transformam as variaveis aleatérias,
desde que satisfagam um critério de suficiéncia. Isto é, suponha-se que ao modelo
p(x]0), x € X, corresponde a métrica g;;; entdo, se o mapa t : X — ) é uma estatistica
suficiente para este modelo, a métrica de Fisher Gy do modelo induzido ¢(y|€) coincide
com a original, G(0) = G¢(0). Intuitivamente, nao havendo perda de informacao na
aplicagao da estatistica ¢, a métrica mantém-se (ver [6] pags. 29-30).

A invariancia relativamente a parametrizacao garante que a geometria obtida é intrinseca, e
nao devida a uma parametrizacao particular. A invariancia nao ocorreria caso fosse usada
uma métrica Euclidiana, por exemplo.

A matriz de informagao pode ainda ser vista intuitivamente como indicador do nivel de
independéncia entre vectores da base do espaco tangente. Se a matriz G é singular, entao
existem um ou mais vectores linearmente dependentes, conforme se observa em (2.16). Nessa
situagao, o espago tangente, e consequentemente a prépria variedade, tém na realidade uma
dimensao inferior a considerada.
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2.4 As conexoes-a de Amari

Uma conexao é um operador diferencial que permite calcular derivadas direccionais de campos
vectoriais numa variedade. A existéncia de um operador deste tipo permite definir o que se
entende por geodésica, ou seja, definir o que é uma “linha recta” numa variedade.

Em R”, uma curva é uma linha recta se o vector tangente a curva se mantém constante
ao logo da curva. Como os vectores tangentes formam um campo vectorial ao longo da curva,
se a derivada direccional deste campo vectorial se anular na direccao da curva, entao esta
é uma geodésica. Numa variedade mantém-se o mesmo principio, mas torna-se necessario
saber calcular a “derivada direccional de um campo vectorial”, i.e., a conexao.

Genericamente, uma conexao representa-se pelo operador V,w querendo significar deri-
vada de w na direccao v. O resultado desta operacao é um novo campo vectorial que se
pode escrever, em cada ponto, como uma combinacao linear dos vectores tangentes 9/06%.
A férmula

Qwk o 0
vazzk: ;vl%—kizjvzwjl"fj oI (2.21)

componentes do vector resultante

mostra como se obtém as componentes do novo campo vectorial em funcao das componentes
de w e v, e dos simbolos de Christoffel Ffj.

Tomando como ilustragao o caso de um campo vectorial w em R™, a sua derivada na
direccao v determina-se calculando a matriz Jacobiana %—gj e multiplicando-a pela direccao v.

O vector resultante tem as componentes

L Qwk
— k=1,...,n.
7‘:211) 8915 b 7n

Comparando esta expressao com (2.21) observa-se que a derivagdo em R™ é um caso particular
de (2.21), em que os sfmbolos de Christoffel sdo identicamente nulos, I'¥;(6) = 0.

Em geral, pode definir-se uma infinidade de conexdes numa variedade, uma vez que exis-
tem muitas possibilidades para a defini¢do dos simbolos de Christoffel. No entanto, estes nao
sao definidos arbitrariamente devendo ser tais que a conexao verifique certas propriedades
desejadas (ver e.g. [11]).

Para as variedades estatisticas, Amari [4] define uma familia a um parametro de conexdes,
conhecidas como conezdes-o e representadas por V(@) onde para cada o € [—1, 1] se obtém
uma conexao diferente. Os simbolos de Christoffel que caracterizam as conexoes-a variam
com « e calculam-se pela formula

2
(a) 0%logp 1 —adlogpdlogpy\ dlogp
Y =FK . 2.22
ik = 0 (aeiaej T e, o0, ) a6, (222)
onde
, o 0
Diin™ f— —— :E Il g 2.2
ijk <Va/69 89j’89k> : i 91k (2.23)

Das conexoes-av de Amari, trés delas merecem destaque. Estas sdo as conexoes mistura,
mélrica e exponencial correspondentes a a = —1, @ = 0 e a« = 1, respectivamente. As secgoes
seguintes apresentam algumas das suas propriedades.
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2.4.1 A conexao métrica

A conexao métrica, também conhecida como conexdao Riemanniana ou de Levi-Civita, é a
que se obtém directamente do tensor métrico g;; pela férmula

1 (39ik gk agij)
ik =5 + — 5 )

201 00" 06k (224)

Usando o tensor ¢;; dado pela métrica de Fisher (2.15), obtém-se a conexao-0 de Amari,
correspondente a fazer o« =0 em (2.22) (ver cdlculos em A.2).

Embora na literatura sobre geometria Riemanniana se trate exclusivamente esta conexao,
em variedades estatisticas esta encontra relativamente pouca aplicacao.

2.4.2 A conexao exponencial

A definicao de conexao exponencial pode ser feita recorrendo a nogao de derivada covariante.

. . - . 1 .
Assim, considere-se um vector tangente com a representacao exponencial %. Derivando
este vector numa direccao j, obtém-se uma expressao

0 Ologp 5 95
967 90 (2.25)
que nao é exprimivel apenas como combinacao linear dos vectores tangentes 9 }),C;gi E 4 =

1,...,n, e consequentemente nao pertence ao espaco tangente. No entanto, a expressao
resultante pode ser escrita como a soma de uma componente tangente com uma ortogonal ao
espaco tangente relativamente & métrica de Fisher. Aqui coloca-se uma questdo técnica: A
métrica de Fisher estd definida apenas para o espago tangente; e a componente “ortogonal”
nao é sequer um vector tangente a nenhuma outra variedade, uma vez que o seu valor esperado
nao se anula. Pode, no entanto, definir-se 7+ ol E [71], cujo valor esperado se anula.
Entende-se em seguida que o significado do termo ortogonalidade é estendido para significar

que E,[rt 6;,%%]” |=E, [ﬁl%] = 0, para qualquer expressdo 7.

Definindo 7(-) como sendo a projec¢ao no espago tangente e nt (+) a componente ortogonal
restante, i.e.

d*logp (32 logp) J_(821ng)’ (2.26)

96196 "\ 9679 96790
podem definir-se os simbolos de Christoffel I';; 5, da conexao exponencial de maneira a que
esta coincida com a derivagao covariante que se obtém por derivacao seguida de projecgao
no espago tangente. Assim,

(2.27)

0%logp alogp}
00100" 00

O resultado (2.27) coincide com a expressdo (2.22) para o = 1. A conexdo cujos simbolos
de Christoffel sdo dados por (2.27) dd-se o nome de conexdo exponencial ou conexao-(1)
de Amari, realcando-se assim o facto de pertencer & familia de conexdes-a. Esta conexao
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tem propriedades importantes quando aplicada a familias exponenciais de distribuicoes de
probabilidade, como se mostra em seguida.
Da definicao de familia exponencial

p(z]8) = exp (C(z) T Z 0 Fy(z) — w(o)) (2.28)

0(8) = log / exp (C(z) + i QiFi(z))dz (2.29)

obtém-se que

Ologp(xl) . . 9¢(0)
o = Fi) - =5 (2.30)
e
0% logp(z]f) _ _0%p(0)
00007 00'007 (2:31)

Nesta familia, a conexao exponencial (o = 1) tem simbolos de Christoffel identicamente
nulos em toda a variedade, pois

1 .. [0%logp(z|6) dlog p(x|0)
Fia‘vk*E"{ 001007 o0k }
_0%(9) .. [9logp(x|0)
= T 90000 "[ 0% } (2.:32)
=0

=0.

Assim a familia exponencial é um variedade plana! relativamente & conexao V) e a curva
exponencial que une duas distribui¢oes é uma geodésica, como se mostra em seguida.

Seja & uma variedade estatistica que é uma familia exponencial como em (2.28), e
considerem-se dois pontos em S com coordenadas 0, e @, conhecidas. Chama-se curva expo-
nencial & familia a um parametro de distribuicoes que une p, = p(x/6q) € py = p(z|6)) definida
por

1—t,t
r(zft) = La_Lo (2.33)
Y(t)
em que ¢t é o parametro e y(¢) uma fungao de normalizagdo. Tendo em conta que as distri-
buicoes envolvidas sao de uma familia exponencial, o desenvolvimento da expressao anterior
resulta em

n

r(z|t) = exp (C(m) + Z (1 =)0, +t0}) Fy(z) — (1 — t)p(0a) — to(6y) — 10g7(t)). (2.34)

i=1

Defina-se 0(t) =(1 — t)f, + t0,. Entao

r(z]t) = exp (C(x) + Y OF () - <p(9(t))), (2.35)

donde se observa que todos os pontos desta curva pertencem a S e se justifica o nome de
curva exponencial. Note-se no entanto que, no espago de parametros, a curva 6(t) é uma
recta em R".

INuma variedade plana a conexdo calcula-se da mesma forma que a derivada direccional de um campo
vectorial em R™.
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Um vector tangente a curva exponencial é dado por

Ologr _ 00" (t) Filx) — 6@ 00" (t)
ot &~ ot £ 00" ot
a0 (t Ao
B Z ( @) = 89i)
(2.36)
Z 00 (t) dlogp
= ot 00
_ - i i\ Ologp
; Z (9b B 9@) 90
=1
Assim, as componentes v® do vector tangente a curva sao as constantes
vi=0, -0, i=1,...,n, (2.37)

e nao dependem do ponto t da curva onde o vector tangente é calculado.
Finalmente, para verificar que a curva exponencial numa familia exponencial S é uma
L . N ~ s (1) ~ (1) i qa -
geodésica relativamente a conexao exponencial V" mostra-se que V, ‘v é idénticamente
nula ao longo da curva. Usando a férmula (2.21) e tendo em consideracao que os simbolos
de Christoffel Ffj se anulam conforme (2.32), obtém-se

V=3 (S5 o
= Z (Z ) azz (05 —02) ) aaok (239)

=0

=0.

2.4.3 A conexao mistura

A semelhanca da conexao exponencial, a conexao mistura pode ser definida derivando um
vector tangente e projectando o resultado no espaco tangente usando a métrica de Fisher,
com a diferenca de que se usa a representacao mistura a(fi para o vector tangente. Derivando
na direccao j, obtém-se que

9 b _ i( 310gp)
907 00 — 967 \P" 97
_ Op dlogp | dlogp

- . —— 2.39
00 0 To0i00: (2.39)
<8logp Odlogp n 0? logp)
001 06 00100
Os simbolos de Christoffel sao entao
Ologp Ologp  0%logpy Ologp
Lijr=FE : : — , 24

ok [( 905 901 T 00300 ) Dok } (2.40)

correspondentes a &« = —1 em (2.22). A conexao-(-1) tem propriedades importantes quando

aplicada a familias mistura, como se mostra em seguida.
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A familia mistura de n+ 1 distribuicoes {po, p1,. .., pn} parametrizada por n pardmetros
0, e definida por

pEY 0'pi+ (1 - ZGi)Po, (2.41)
=1 =1

com 6" > 0 e Z?:l 0 < 1, tem como primeira e segunda derivadas, em representacio
exponencial, as expressoes
dlogp _ pi —po

2.42
50 , (2.42)
© 2
9%logp _ (pi —po)(pj — o) (2.43)
00007 p? ’ '
respectivamente.

A conexao mistura tem simbolos de Christoffel identicamente nulos em toda a variedade,
pois

-1
Fz('j,k) =FE

Ologpdlogp  0%logp\ Ologp
[( 003 9 89j89i) 00k }
| — PoPi — (pj — Po)(Pi — Po) \ Pk —
:E[(pgppop ppoi bj p0p2p Do )pkppo}

(2.44)

=0.

Assim, a familia mistura é uma variedade plana relativamente & conexio V(=1 e a mistura
de duas distribuicoes da variedade é uma geodésica.

2.5 Divergéncias entre distribuicoes de probabilidade

Chama-se divergéncia entre duas distribuigoes p e ¢ a uma funcao suave D(p||q) que verifica
as seguintes propriedades:

D(pllg) >0, e D(pllg) =0 sse p=gq. (2.45)

Assim, D(p|lq) é uma medida de separacao entre duas distribuigoes semelhante a uma
distancia, mas que nao verifica necessariamente todos os axiomas de uma distancia. Em
particular, a simetria e a desigualdade triangular podem nao ser satisfeitas.

Embora a divergéncia nao seja em geral uma distancia, esta estd intimamente ligada a
estrutura métrica da variedade estatistica. Em particular, é possivel induzir uma métrica
Riemanniana ¢(P) e uma conexio V(P) a partir unicamente de uma divergéncia definida
globalmente na variedade, como se segue.

Considere-se uma distribuigao py com parametros 6 e uma distribui¢do vizinha ppiae

onde Af = {Ab;,...,Al,} representa um pequeno desvio dos pardmetros relativamente ao
ponto . Define-se a métrica Riemanniana e a conexao induzidas pelas férmulas
2 2
(D) gy 0" o __9 5 2.46
gl] ( ) 6A916A9J (p9+A0||p9) 6A916A9J (p0||p9+A9) ( : )
e

(D) (gy s _0 0

i) = Fagr 96,900, D Porsolporse). (2.47)
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tomadas em A0 =0e Af =0.
Uma divergéncia que surge habitualmente na literatura é a divergéncia de Kullback-
Leibler definida por
def p(x)
Dxw(pllg) = /p(fc)log ——du. (2.48)
q(x)
Esta surge naturalmente em vérios problemas de estatistica e de teoria da informagao. A
divergéncia de Kullback-Leibler estd também intimamente ligada a estrutura métrica da
variedade estatistica. Em particular, é possivel provar (ver apéndice A.3) que a métrica
induzida pela divergéncia de Kullback-Leibler é a métrica de Fisher, i.e.,

0 0 0 0
mmD(PHMHP@) = mmD(WHPHAB) = gij(0). (2.49)

A matriz de informacao de Fisher é assim a matriz Hessiana da divergéncia D(pp+ag||ps) num
ponto 6 vista como funcao do desvio Af, e pode também ser interpretada como aproximacao
local de segunda ordem da divergéncia de Kullback-Leibler, D(pgyasllpe) =~ A0TGAS.

Adicionalmente, verifica-se que as conexoes induzidas pela divergéncia de Kullback-Leibler
D(p||q) e pela sua dual D*(p||q) = D(q||p) sdo, respectivamente, as conexdes mistura FgJ;) ()
e exponencial FE;’)k (0) (ver apéndice A.4).

2.5.1 Teorema de Pitagoras

e 7. . . def
Em espagos Euclidianos, com produto interno (-, -), e com a respectiva norma ||z|| = /(z, =)
. ~ . def . . . ~ « g .
e distancia d(z,y) = ||z — y|| induzidas, quaisquer trés pontos p, g e r distintos verificam uma

equagao que relaciona as distancias entre eles da seguinte maneira:
d(pa q)2 = d(p7 T)Q + d(T, Q)Q - 2<77)a ﬁj) (250)

— — . — — o~ .
onde 7p = p—r, e r¢ = q — r. Em particular, quando os vectores rp e r§ sao ortogonais,
obtém-se o conhecido teorema de Pitagoras

d(p,q)* = d(p,r)* + d(r, q)*.

Em espacos de distribuigoes de probabilidades é possivel construir um resultado analogo
recorrendo a divergéncia de Kullback-Leibler entre distribuigoes e ao produto interno definido
pela métrica de Fisher.

Considerem-se trés distribuigoes de probabilidade p, g e r, e definam-se as curvas mistura
m(a) e exponencial e(b) seguintes:

m(a) = ap + (1 —a)r (2.51)
¢ aer 170G
e(b) = o) (2.52)

onde a € [0,1] e b € [0, 1] parametrizam as curvas mistura e exponencial, respectivamente, e
~(b) é um factor de normalizagdo. Entao, verifica-se a seguinte igualdade (ver apéndice A.5
e figura 2.3):

dloge(b)

dlogm(a)
. 2.
a=0"  0b ‘b—0>r (2.53)

da

D(pllg) = D(pllr) + D(rllg) - <
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q

dlogm(a)
da a=0
p
m(a) dlog e(b)
ob b=0

D(pl|r) r

Figura 2.3: Teorema Pitagoriano para distribuicoes de probabilidade.

Em particular, se no ponto r as curvas m(a) e e(b) sdo ortogonais, entao obtém-se a férmula
do teorema de Pitagoras generalizado para distribuigoes de probabilidade:

D(pllq) = D(plr) + D(rlq). (2.54)

Este resultado tem aplicacao directa em problemas de optimizagao envolvendo distribuicoes
de probabilidade e a divergéncia de Kullback-Leibler. Em particular, observando a equagao
(2.53) obtém-se imediatamente a solugdo dos dois problemas que se enunciam em seguida:

1. Dada uma familia mistura M, e uma distribuicao ¢ ¢ M, qual a distribuicao r € M
que minimiza D(r||q)?

2. Dada uma familia exponencial £, e uma distribuigao p ¢ £, qual a distribuigao r € £
que minimiza D(pl||r)?

A ideia para a resposta a estas questoes consiste em considerar duas situacoes: Na primeira,
a curva mistura m(a) pertence a uma familia mistura M e responde-se ao primeiro pro-
blema; Na segunda situagdo, a curva exponencial e(b) pertence a uma familia exponencial £
e responde-se ao segundo problema enunciado. Em ambas, considera-se que a condicao de
ortogonalidade se verifica no ponto r. As secgoes 2.5.2 e 2.5.3 apresentam as solugbes em
maior detalhe.

2.5.2 Minimizagao da divergéncia de Kullback-Leibler em familias
mistura

Considere-se uma familia mistura M de distribui¢coes de probabilidade e uma distribuicao
q & M. Pretende-se encontrar a distribuigao r € M que minimiza D(r||q) (ver figura 2.4(a)).
A solucdo deste problema consiste em efectuar uma projecgdo ortogonal de ¢ sobre a
familia mistura M ao longo de uma curva exponencial (ver apéndice A.6). A demonstragao
usando a relacao Pitagoriana é a seguinte:
Suponhamos que a distribui¢ao r é o resultado da projeccao ortogonal de g sobre M ao
longo de uma curva exponencial. Entao, o produto interno anula-se,

<8logr Ologe
00" 7 db

b:0>:0, i=1,....n (2.55)
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(a) Familia mistura (b) Familia exponencial

Figura 2.4: Minimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler.

e verifica-se o teorema de Pitdgoras (2.54), para todo p € M com p # r. Como D(p||r) > 0,
entao D(p|lq) > D(r|lq), ficando assim provado que r é a distribui¢ao em M mais “perto” de
q.

Qualquer outro ponto sobre a curva exponencial e(b) tem como projecgao ortogonal o
mesmo ponto r € M. Isto é, r € M é o ponto que minimiza a divergéncia de M a qualquer
ponto e(b) da curva exponencial, como se mostra em seguida.

Proposigao 3. Considere-se a curva exponencial e(b)d:efﬁrbql_b. Para todo b € [0,1] €

verdade que
argrnelij\r/ll D(r|q) = arggxelij\l}l D(r||e(b)). (2.56)

Demonstra¢do. Dado um ponto ¢, o ponto r € M que minimiza D(r|q) verifica
9D(rlq)
00
Para um ponto e(b) temos que

9D(r[le(b))
T = ET |:10g

zm}

- ET[IOg a0

(2.57)

r Ologr
e(b) 00 }
z@lgogr} +ET{1og7(b)
:(1—b)ET{1oggalggr}

—_—
=0

dlogr
00

=(1-b)Er [1og (2.58)

=0.
O

Embora de um ponto de vista conceptual a solucao geométrica seja elegante, a imple-
mentacao pratica da projecgao ortogonal requer algum cuidado. Para uma familia mistura

r(z]0) = C(z) + Z 0'F;(z),
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a condicao de ortogonalidade (2.55) resulta em

q(x) :
Fi(x)lo dz =0, i=1,...,n 2.59
[ Pwos L (2.59)
nao havendo em geral uma solugdo explicita para os parametros 6. Assim, torna-se necessério
desenvolver métodos iterativos para obter uma aproximagcao do ponto éptimo. Como se trata
de familias mistura, os parametros # estao naturalmente sujeitos a restrigoes. Estas terao de
ser consideradas no procedimento de optimizacao.

2.5.3 Minimizagao da divergéncia de Kullback-Leibler em familias
exponenciais

De forma andloga ao problema anterior, considera-se uma familia exponencial £ e uma dis-
tribuigdo p ¢ £. Pretende-se encontrar a distribuicao r € £ que minimiza D(p||r) (ver
figura 2.4(b)).

A solugao deste problema consiste em efectuar uma projecgao ortogonal de p sobre a
familia exponencial £ ao longo de uma curva mistura. Segue-se a demonstragao.

Suponha-se que a distribuigao r é o resultado da projeccao ortogonal de p sobre £. Esta-
se novamente nas condigoes de aplicacao do teorema de Pitdgoras (2.54), para todo g € &
com q # r. Como D(r||qg) > 0, entdao D(p|lq) > D(pl||r), ficando assim provado que r é a
distribuicao em £ mais “perto” de p.

2.6 Conclusao

Neste capitulo foi introduzida uma moldura de trabalho geométrica para o tratamento de
distribuigoes de probabilidade. Uma familia paramétrica de distribuicoes de probabilidade foi
interpretada como uma variedade diferencial, com uma métrica natural definida pela matriz
de informagao de Fisher. Foram introduzidas as conexoes de Amari, e deduzidas as geodésicas
para os casos particulares das familias exponencial e mistura. Foi introduzida a divergéncia
de Kullback-Leibler e apresentadas algumas das suas propriedades, em particular o teorema
de Pitagoras generalizado. Finalmente foram considerados problemas de optimizagao da
divergéncia de Kullback-Leibler numa perspectiva geométrica.



Capitulo 3

Optimizacao de distribuicoes de
probabilidade

3.1 Introducgao

Em problemas que envolvem optimizacao de distribuigoes de probabilidade, dos quais as
secgoes 2.5.2 e 2.5.3 sao um exemplo, é frequente recorrer a métodos iterativos para aproximar
a solucao ideal.

A literatura [17, 9, 29] é rica em algoritmos de optimiza¢ado com e sem restricoes. Uma
boa parte destes algoritmos baseiam-se na informagao local do funcional de custo, usualmente
o gradiente e a Hessiana, para efectuar a condugdo em direcgdo a um minimo local (ou
global, se se reunirem determinadas condi¢oes). Quando o gradiente ou a Hessiana nao estao
disponiveis, sao frequentemente aproximados numericamente.

Nos problemas com restrigoes, é usual tratar separadamente as restrigoes de igualdade
das restricoes de desigualdade. O método dos multiplicadores de Lagrange é habitualmente
usado no primeiro caso. No segundo caso, distinguem-se ainda as restricoes activas das
inactivas. Enquanto as activas sao tratadas como restricoes de igualdade, as inactivas sao
ignoradas e a geometria Euclidiana é aplicada como habitual. A distingdo entre restrigoes
activas e inactivas leva a que possam existir comutagoes abruptas nas estruturas de dados e
descontinuidades nas direccoes seguidas.

Os métodos de ponto interior sao outra classe de algoritmos onde o ponto éptimo é
aproximado pelo interior da regiao admissivel. Nestes algoritmos é definida uma funcao
barreira que toma um custo infinito quando o ponto estimado se aproxima da fronteira,
modificando desta forma a direccao seguida.

Todos estes métodos, sendo gerais, nao consideram a estrutura particular do espago de
parametros em que os problemas sao formulados. Dada uma determinada parametrizacao, a
optimizagao é efectuada tal como se de um espago Euclidiano se tratasse. Esta abordagem
tem como consequéncia que varias parametrizagoes possam conduzir a desempenhos muito
diferentes dos algoritmos. Embora em muitos casos, esta abordagem genérica seja suficiente,
problemas ha, em que a estrutura particular do problema permite construcoes mais ricas. E
o caso das variedades estatisticas.

Nesta sec¢ao introduz-se o método do gradiente natural sugerido por Amari [1, 5] em
substituicao do gradiente Euclidiano. Sao desenvolvidos alguns exemplos de aplicacao a
distribuigoes de probabilidade discretas e a minimizacao da divergéncia de K-L. Deduzem-se
as propriedades exibidas pelo método.

23
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3.2 Método do gradiente natural

3.2.1 Definicao de gradiente natural

Dada uma funcao suave F(0), § € R"™, num espago Euclidiano, é possivel definir uma fungao
que mega a taxa de variagao de F' numa direccao arbitraria dada por um vector v. Esta
funcao designa-se por diferencial de F, e representa-se por dF'(v). E um operador linear que
actua sobre o espaco vectorial onde v vive.

Dado um vector v, representado na forma de uma matriz coluna, entao o diferencial dF’
pode ser representado pela matriz linha das derivadas parciais. A taxa de variacdo de F' na
direccao v é obtida pelo produto matricial

’Ul

o

FO =g "

,Un
Uma questao que se pode colocar em seguida é a determinacao da direcgao de maior
subida de F'. Esta pode ser determinada resolvendo um problema de optimizagao com res-
trigoes que se enuncia da seguinte maneira: “Pretende-se encontrar o vector v que maximiza
dF(v), sujeito a restri¢ao ||v]| = 1”. Este problema pode ser resolvido usando o método dos
multiplicadores de Lagrange como se mostra em seguida.
Define-se o funcional aumentado

L(v, \) = dF(v) + A1 — (v,0)),

e determinam-se os pontos de estacionariedade de L relativamente a v e A simultaneamente.
A solugao depende do produto interno (v, v) usado para definir a restri¢ao ||v|| = 1. Usando
uma métrica G(0) e fazendo dL = 0 resulta que (ver apéndice B.1)

MG = dF,

onde A = ||dLT| é seleccionado de maneira a satisfazer a restrigio. Ao vector nao normalizado
Av dé-se o nome de gradiente e escreve-se VF. Usando esta definicao de gradiente, a igualdade
anterior pode escrever-se alternativamente como

(VF,w)g = dF(w), Yw#0. (3.1)

Esta é a definicdo de gradiente que surge habitualmente em geometria Riemanniana [14].
Como se pode observar, o vector gradiente depende da métrica G do espago, pelo que, uma
mesma funcao F' poderd ter vectores gradientes diferentes, consoante a métrica considerada.
No caso Euclidiano, a métrica standard ¢é a identidade, G = I, obtendo-se o vector gradiente

VF =dF?.
No entanto, para uma métrica genérica GG, obtém-se
VF =G tdrT’.

Para realgar o facto de que foi usada uma estrutura métrica particular, é frequente designar-
se o gradiente por gradiente natural ou Riemanniano, em oposicao ao gradiente standard ou
Euclidiano. A notagao VF e VF é usada para cada um dos casos, respectivamente.

No caso particular das variedades estatisticas, o gradiente natural é calculado relativa-
mente & métrica de Fisher, sendo G~! a inversa da matriz de informacao G.
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3.2.2 Método do gradiente natural

Dado um espaco de parametros O, e um funcional de custo F' : © — R, é frequente a uti-
lizacao de métodos computacionais iterativos para a obtengao dos parametros 6§ € © que
optimizam o funcional F. Um dos métodos usados é o método de descida de gradiente,
também conhecido por steepest-descent, e que consiste em conduzir os parametros 6 na di-
recgao de maior descida do funcional. Idealmente, este método corresponde a integragao da
equagao diferencial ordindria
6 =—VF, (3.2)

onde 4 representa o vector velocidade da curva percorrida pelos parametros.

Na pratica, a equagao anterior é discretizada grosseiramente pelo método de Euler,
obtendo-se a equacao mais usual

97'+1 =0; — UTVE (33)

onde 7, representa o passo da discretizacao e 7 indexa a 7-ésima iteracao do método.

A utilizacao do gradiente standard V F' assume implicitamente uma geometria Euclidiana.
Nos casos em que a geometria natural nao é a Euclidiana, a direccao de steepest-descent é
dada pelo gradiente natural, como se viu na seccao anterior. Abordagens deste tipo tém sido
sugeridas na literatura em vérios dominios, ver p. ex. [16, 24]. Amari sugere [1, 2, 3, 5, 18]
que seja usada esta direccao quando os espagos de pesquisa sao variedades estatisticas. O
método do gradiente natural tem encontrado sucesso em véarias aplicagoes, nomeadamente no
treino de perceptroes multicamada e a separacao cega de fontes (ver referéncias anteriores).

A determinacao do gradiente natural em cada iteragao suscita uma questao de indole
préatica: tanto na expressio VF = G~!VF, com os problemas numéricos associados & in-
versdo explicita de G, como na solucdo do sistema linear GVF = VF por métodos nume-
ricamente robustos, o custo computacional desta operagao, quer em termos de tempo, quer
de espago, pode revelar-se suficientemente elevado para degradar o desempenho ou mesmo
impossibilitar a sua realizacao em problemas de maior dimensao. Em seguida propoe-se um
método rapido para calcular o gradiente natural a partir do gradiente standard, para espagos
de distribuicoes de probabilidade discretas.

3.3 Calculo rapido para distribuicoes discretas

Seja P o conjunto das distribui¢oes de probabilidade discretas p(x), onde z € {0,1,2,...,n}.
A distribuigdo p(z) admite varias representagoes (ver secgdo 2.2). Uma delas consiste em
definir os parametros §* como

O=Pr{X =i} =p(i), i=0,1,2,...,n. (3.4)

Como a soma das probabilidades é um, Os n + 1 parametros nao sao todos independentes.
No entanto, seleccionando de entre estes n parametros distintos, obtém-se uma representacao
de p(z) bi-unfvoca. Seja (0',...,0m) este sistema de coordenadas, enquanto o parametro
dependente 6° é determinado por

n
S (3.5)
i=1
Como as probabilidades sdo niimeros reais positivos, entdo #* > 0, parai =0,1,2,...,n.

A restricao em ° pode ainda ser escrita em termos das coordenadas independentes como

Zn:ei <1. (3.6)
1=1
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A regiao do espaco de parametros que satisfaz estas restricoes da-se o nome de regiao
admissivel. B um conjunto convexo em R”. Tem no entanto uma estrutura mais rica que
R"™ que vem do facto das probabilidades serem de certa maneira “especiais”. Para ilustrar
esta estrutura especial, suponha-se que uma probabilidade 6’ é exactamente nula. Entdo o
espago tem na realidade uma dimensao menor que n, uma vez que o evento z; nunca ocorre
e, consequentemente, pode ser inteiramente removido da definigdo de p(x). No entanto, se
existir a minima possibilidade de z; ocorrer, a sua probabilidade é nao nula, embora possa
ser arbitrariamente pequena. Suponha-se que a probabilidade #° correspondente estd perto
de zero. Entao, embora estritamente falando o espaco seja ainda n dimensional, este esta de
certa forma “perto” de perder uma dimensao. Este tipo de informagao acerca da estrutura
do espago é capturada pela matriz de informacao de Fisher.

Para distribuigoes de probabilidade discretas, como as acima descritas, a matriz de in-
formacao de Fisher tem componentes g;;(6) dadas por

9log p(z9) dlog p(z[6)
9”'(9):]3"[ a0 907 }

= 1 9p(z]0) ap(]0)
=2 (z|6) 06F 96

n

1 9p(0]6) 9p(0]09) Z 1 Op(x|0) Ip(x|0)
p(010) 060 6 @|0) 060 00
1 61']‘
B RN

onde d;; é a func@o delta de Kronecker. Em notacao matricial, a matriz de informacao de
Fisher G com estas componentes é

) 1 - 1 1/61 0
Gl) = ———— |- |+ S . (3.8)
— - 9k . . .
N TR 0 1/6m

Esta matriz é nao singular na regiao admissivel, mas contém elementos divergentes quando
pelo menos uma das n + 1 probabilidades se aproxima de zero. Por este motivo, é mal condi-
cionada nessas regioces do espaco de parametros, e a sua inversao explicita levanta problemas
numéricos com frequéncia.

Para lidar com esta situacao, a matriz G é reescrita como

G = A+ beb?, (3.9)
onde
1/6* 0 1
AE N (3.10)
0 /6" 1

c=1/(1-32" , 0%). Usando a identidade de Woodbury!, a inversa de (3.9) pode ser escrita
como
Gl=Aa1-A"0b"A b+ )T A, (3.11)

YA+ BCD)™' =A=' — A"'B(DA='B+ C~1)"1DA~!, também conhecida como lema de inversdo de
matrizes.
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e finalmente simplificada para

0! 0 0!
G = - - o] (3.12)
0 o" o"

Como se pode observar, a inversa G~' pode ser calculada de forma exacta efectuando apenas
somas e multiplicagoes. Ao evitar as inversoes presentes na férmula original, obteve-se uma
férmula numericamente robusta para G~1.

Tendo presente que o objectivo final é a obtencao do gradiente natural VF = G VF,
¢é ainda possivel optimizar a carga computacional usada neste calculo, tanto em termos de
espago como de tempo.

Escrevendo os parametros §° numa matriz coluna 6, entdo o gradiente natural VF pode
ser obtido de VF fazendo

VF=00VF—0(0-VF), (3.13)

onde o representa o produto de Hadamard?, e - representa o produto interno standard®. A
férmula (3.13) permite o célculo do gradiente natural sem construir explicitamente a inversa
G~'. Assim, em termos computacionais, a memoria usada reduz-se & necesséria para re-
presentar os trés vectores §, VF e VF. Em termos de tempo de execucio, calculado em
nimero de operacoes, observa-se que o produto interno standard pode ser obtido do produto
de Hadamard 6 o VF previamente calculado fazendo

0-VF=> (0oVF)". (3.14)

%

Assim, o numero total de operagoes efectuadas para obter o gradiente natural VF consiste
em 2n multiplicacoes e 2n + 1 adigoes.

A férmula (3.13) permite um escalamento linear do algoritmo no tempo e no espago. Este
resultado tem grande importancia na implementacao do algoritmo em problemas de dimensao
elevada.

3.4 Propriedades do gradiente natural em familias dis-
cretas

3.4.1 Pontos de estacionariedade

O fluxo do gradiente natural, escrito como
0=-G'VF, (3.15)

tem como solucao uma curva 6, que converge eventualmente para um ponto de equilibrio da
equacao anterior. Os pontos de equilibrio desta equagao sao os pontos que satisfazem 6= 0,
isto é,

G 'VF =o0. (3.16)

verifica-se imediatamente que, na regido admissivel, G~! é ndo singular, pelo que o gradiente
natural anula-se quando o gradiente standard VF' se anula. Sobre a fronteira — regiao onde
as restricdes estdo activas — a matriz G~! é singular. O seu espaco nulo indica as direccoes
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Figura 3.1: Espaco nulo de G~! calculado sobre as restricoes.

sobre as quais o gradiente Euclidiano é anulado. A figura 3.1 mostra estas direc¢ées num
problema de dimensao dois.

Conclui-se que podem existir pontos (ou regides) de equilibrio no método do gradiente
natural, que nao existem quando é usado o gradiente standard. Estas regides de equilibrio
vao garantir a satisfacao das restrigoes nos parametros ¢, como se ird mostrar na secgao
seguinte.

3.4.2 Satisfacao das restrigoes

A optimizagao do funcional F' pelo método do gradiente standard, tem de ser formulado como
um problema de optimizagao com restricoes de desigualdade. As restrigoes sao impostas para
garantir que os parametros evoluem dentro da regiao admissivel. Nesta sec¢ao, mostra-se
que o mesmo funcional F', quando optimizado com o método do gradiente natural, satisfaz
intrinsecamente as restricoes

0'>0, i=1,...,n, (3.17)
ook <. (3.18)
k=1

Assim, em optimizacao de distribuigoes de probabilidade discretas, o método do gradiente
natural pode ser encarado como um método sem restrigoes.

Para observar de que forma a matriz G~! transforma a direcco seguida pelos pardmetros,
definem-se as matrizes

o1 0 Vor
AE R (3.19)
0 o™ Vor

20 produto de Hadamard (ou produto de Shur) é o produto elemento a elemento: (a o b)? = a®b’.
30 produto interno standard (dot product) ¢ definido por: a-b= >, a'b’.
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e define-se v/A como a tinica matriz definida positiva tal que A = VAVA, i.e.,

Vor 0
VA = . (3.20)
0 Vor

Entéo, como 0 = v/AV0, a equacao (3.12) pode ser factorizada da seguinte maneira:
1 T T T
G(0) = VAVA —VAVOVE VA
T T
= VA(I-Vove )VA (3.21)

i1 Yl VN T
VA(1- 1) IVl Mn)ﬂ ’

onde V0/|[v8]| sido vectores unitdrios relativamente & norma Euclidiana. Verifica-se ainda
que

IVEI? = Vo' VE=5 0 =1-¢". (3.22)
i=1
Finalmente, definindo as matrizes

N/

Ho=T1-(1-6%)————, (3.23)
Vel IV
H,=1-(1-60)eel, i=1,...,n, (3.24)
onde e = [0 001 0 .- 0} é 0 i-ésimo vector da base standard, entao a equagao
(3.21) pode ser escrita como o produto
G™' = (VA) 'H, - HH,Hy(VA), (3.25)
ou alternativamente
G' = (VA)HoH H, ---H, (VA) . (3.26)

As equagoes (3.25) e (3.26) anteriores permitem uma nova interpretagao do papel desem-
penhado pela métrica no calculo do gradiente natural. Em primeiro lugar, é efectuada uma
mudanca de base definida por (\/K) A figura 3.2 mostra, para n = 2, o efeito desta trans-
formacao sobre § quando se fixa cada um dos trés parametros (8°,6%,62), individualmente.

Na nova base, o vector transformado sofre um escalamento definido pelo produto Hy - - - H,,.
Cada um destes factores atenua a componente do gradiente na direccao da respectiva res-
tricdo. Tomando como exemplo a coordenada 6!, entdo a transformacao

91

H,

(3.27)
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Figura 3.2: Curvas de parametros constantes em coordenadas 6 e V0 a esquerda e direita,
respectivamente. As diagonais correspondentes a vérios valores de Y no grafico da esquerda,
sao mapeadas para as circunferéncias correspondentes a ||v/0|| constante no grafico da direita.

atenua a primeira componente do vector gradiente por um factor §', deixando as restantes
componentes inalteradas. Na situacdo limite, com ' = 0, a transformacao

0
H, = : (3.28)
1

efectua uma projeccio para o subespaco definido por ! = 0. Assim, esta projeccdo entra
suavemente em accao a medida que as coordenadas se aproximam da restricao. As restantes
transformagoes Ho até H,, actuam da mesma maneira nas respectivas restri¢oes.

O factor Hy é, contudo, diferente dos outros. Este produz um escalamento 6% na direccao
Vo (ver apéndice B.2). Quando #° = 0 o efeito é o de uma projecgio sobre a esfera unitéria
V6] = 1. Quando #° # 0, a projeccio é incompleta e a componente ortogonal & superficie
nao é totalmente anulada. Assim, o factor Hy desempenha um papel em tudo semelhante
aos restantes factores, mas neste caso relativamente a esfera unitaria, que nas coordenadas
originais @ corresponde & restri¢ao Y ;- ; 0° < 1. Observa-se ainda que, nas novas coordenadas,
os escalamentos sao efectuados de forma independente relativamente a cada restricao, i.e.,
as restri¢oes intersectam-se mutuamente em angulos de 90°.

No célculo do gradiente natural, a accao combinada dos factores Hy a H,, encurta o
gradiente standard nas direcgoes das restrigoes. Este encurtamento é mais acentuado nas
componentes do vector para as quais as restricoes estao mais proximas. Nos casos extremos,
quando uma restricdo é “tocada”, G~! efectua uma projeccdo do vector sobre essa restricio
da mesma forma que o método de projeccao de Rosen [17, 9, 29]. Como consequéncia dessa
projeccao, as restricoes definem conjuntos invariantes sobre os quais o fluxo do gradiente
natural evolui.

Lema 4. As restri¢oes com igualdade 2?21 0=1e60 =0,i=1,...,n definem conjuntos
invariantes da equacdo 0 = —G~'VF.



3.4. PROPRIEDADES DO GRADIENTE NATURAL EM FAMILIAS DISCRETAS 31

Demonstracdo. Comeca-se por mostrar que a afirmacio é verdadeira para 8! = 0. Tendo em
consideracao que todas as matrizes sao diagonais, a excepgao de Hy, entao pode fazer-se a
seguinte reordenacao:

6 =HH, --Hy(VA) 'Ho(VA)VF. (3.29)

Torna-se claro que Hy anula a primeira componente de 6, isto é, 8! = 0 e portanto ' = 0
é um conjunto invariante. O mesmo raciocinio aplica-se aos restantes factores Hy até H,.
Para provar que a restricao de igualdade Z ' 0" =1 também define um conjunto invariante,
mostra-se que

zn: 0' =0. (3.30)
=1

Para o efeito, escreve-se

6= (VA)Ho(VA) 'H,,---H,VF. (3.31)

Colapsando os termos H,, - - - H; VF num vector v obtém-se:

1 a0=[1 1] (VRH(VA)
=[1 1] (VA) (1= VBVE' ) (VA) v
=[1 1 r-of 1)v
=1 v - ; 1] v (3.32)

(15:91')[1 1w
= 0. -

Assim, se a condicao inicial do método satisfaz y ;. , " = 1, entdo a equagao (3.32) garante
que esta propriedade se mantém na evolugao futura de 6. O

O resultado seguinte garante que, dentro de certas condigoes, o método do gradiente
natural pode ser usado como método sem restrigoes.

Teorema 5. Considere-se o espaco das distribui¢oes de probabilidade discretas p(x|0) e res-
pectiva regiio admissivel @ Z{0| " > 0, 30" < 1}. Seja F(0) uma funcio suave, cujo
dominio contém a regiao admissivel, e tal que VF é continua a Lipschitz. Entao, partindo
de um 0 admissivel, o fluxo do gradiente natural é admissivel (i.e., estd contido na regido
admissivel).

Demonstracao. As condigoes do teorema garantem a existéncia e unicidade de solugao pelo
teorema de Picard. Resta provar que condigoes iniciais no interior da regiao admissivel
evoluem na regiao admissivel. O lema 4 mostra que a regiao admissivel © tem como fronteira
um conjunto invariante. Como o fluxo gradiente é continuo, entao este estd limitado a regiao
admissivel. O

Conclui-se que, ao contrario dos métodos tradicionais de optimizacao com restri¢oes, o
método do gradiente natural garante intrinsecamente a nao violagao das restrigdes de forma
suave. A inibicao de certas direcgoes na evolugao depende da proximidade dos parametros
as restrigoes.
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3.5 Versao discreta do método do gradiente natural

Nas seccoes anteriores, a analise do método do gradiente natural foi realizada relativamente
a trajectoria “ideal” obtida por integracao da equagao diferencial 6 = —VF. Nas condicoes
em que a trajectoria obtida é continua, provou-se que o algoritmo nao viola as restrigoes. Na
versao discretizada R

0r41 =0, —nVF, (3.33)

os passos 7, > 0 podem conduzir a situacoes em que as restrigoes nos parametros sao violadas
na actualizagdo dos parametros, obtendo-se # ¢ O. Nestas condi¢oes o passo 7, deve ser
corrigido para que os parametros se mantenham na regiao admissivel ©.

Uma forma de forgar os parametros a manterem-se na regiao admissivel © consiste em
determinar, em cada iteragao 7, um intervalo admissivel I, para o passo, tal que n, € I,
garante 0,41 € O.

3.5.1 Intervalos admissiveis para o passo

Para garantir que a actualizacao dos parametros de 6, para 6,1 nao viola as restrigoes, ¢é
necessario impor

0., >0, i=1,...,n, (3.34)
e

oo, <1, (3.35)

1=1
obtendo-se, respectivamente,

0. —n (VF)' >0, i=1,....n (3.36)

€

(0 = n-(VF)") < 1. (3.37)

i=1
Resolvendo as inequagoes (3.36) e (3.37) relativamente a 7, positivo, correspondente a um

procedimento de minimizagao, obtém-se (ver apéndice B.3) que

1
max(a) — 0 - VF’

Ny < a={0,VF',...,VF"}. (3.38)
Isto é, se em cada iteracao do método do gradiente natural o passo 7, satisfaz (3.38), entéo
os parametros 0, evoluem dentro da regiao admissivel ©.

O teste (3.38) requer duas operagoes escalares (subtracgio e divisao) e o cdlculo do valor
maximo do conjunto o de n+1 escalares. O produto interno 8-V F esta disponivel do calculo
do gradiente natural efectuado em (3.14). Assim, e tal como o cdlculo do gradiente natural,
o teste escala linearmente com o nimero de parametros em tempo de calculo e nao requer
espago adicional.

Em problemas de maximizagao, correspondentes a considerar 7, < 0 na equagao (3.33),
existem condicoes analogas para o passo. Verifica-se, para esses casos, que o passo deve

satisfazer )

Nnr > m (3.39)
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Em suma, na versao discretizada do método do gradiente natural, quer em problemas de
minimizacao quer de maximizagao, o passo deve satisfazer n, € I, com

def

I

1 1 {

} min(a) — 0 - VF max(a) — 0 - VF (3.40)

a={0,VF',...,VF"}. (3.41)

3.5.2 Condicao de paragem do algoritmo

O método do gradiente natural aproxima assimptoticamente a solugao 6ptima do problema. A
medida que a solugao estimada se aproxima da solucao éptima, os incrementos nos parametros
sdo progressivamente menores, tornando-se negligencidveis ao fim de algum tempo. Assim,
torna-se necessario introduzir um critério de paragem que interrompa a optimizagao quando
se considera a solugao estimada como sendo adequada.

Um critério de paragem possivel consiste em comparar as componentes F/30° com um
limiar €, e parar se todas as derivadas parciais sdo inferiores (em mddulo) a e. Este critério
apresenta, no entanto, dois problemas:

1. nao toma em consideragao a geometria natural do espaco;

2. devido a curvatura da funcao F, os parametros podem ser mais sensiveis numas di-
recgoes do que noutras, pelo que o mesmo € para todas as direcgoes nao é apropriado.

Outro critério possivel seria testar a norma Euclidiana do gradiente standard ||VF|| em
vez da norma do maximo proposta atrds. Também esta norma nao se mostra apropriada,
uma vez que nao toma em consideracao a métrica natural do espaco.

Como solucao para estes problemas, propoe-se que seja usada a norma induzida pela
métrica de Ficher:

[vVlly = vTGv. (3.42)
Ao aplicar esta norma ao gradiente natural VE, obtém-se

|VF|, = VFTGVF
=VFT'G'VF. (3.43)

Observando que G~'VF = VF, obtém-se uma férmula computacionalmente eficiente
para o calculo da norma que nao faz intervir as matrizes G ou G~ 1:

|VE|, = VFTVF. (3.44)

Esta férmula requer apenas um produto interno standard entre dois vectores disponibilizados
pelo algoritmo.

Tendo em consideracio que VFT = dF, entdo equacao (3.44) pode ainda ser interpretada
como

|VF||, = dF(VF), (3.45)

isto é, a maior taxa de variagao de F', do ponto de vista Riemanniano. Finalmente, se esta
variacao for inferior a um limiar €, entao o método iterativo é interrompido e os parametros
actuais 0 sao considerados a melhor aproximagao dos parametros 6ptimos.
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3.6 Minimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler

Nesta secgao aplica-se o método do gradiente natural a dois problemas de baixa dimensao. O
objectivo é puramente ilustrativo e pretende mostrar a superioridade do método relativamente
ao gradiente standard.

O primeiro problema a optimizar é formulado da seguinte maneira: Pretende-se encontrar
a distribuicao de probabilidade discreta p(x) que minimiza a divergéncia K-L D(p||¢) a uma
distribuicao ideal g(x). Este é um problema artificial, uma vez que a solucao p(x) = ¢(z) ja
é conhecida. O seu interesse advém de poder servir de banco de ensaio onde os dois métodos
sao testados.

No segundo exemplo apresentado, a mesma divergéncia de K-L é minimizada, mas agora a
distribuigao p nao é completamente livre. Assume-se que p é uma distribuicao conjunta gerada
pela regra da cadeia das probabilidades px,y (z,y) = py|x (y|z)px (), onde apenas px (z) é
livre. Este problema estd relacionado em parte com o problema de controlo probabilistico
tratado no capitulo 4 desta tese.

Exemplo 6. Usando a parametrizacao usada anteriormente, a distribuicao de probabilidade
p(x) escreve-se, em notagdo matricial,

9o
91
p=|.|, (3.46)
977/
onde (01,...,0™) sio pardmetros livres e 0° = 1 — " | 6" € um pardmetro dependente.

Calculando o gradiente standard da divergéncia D(p||q), obtém-se

-1 1 0
VD= | : (logp —logq), (3.47)
-1 0 1
sendo o0s logaritmos tomados elemento a elemento sobre os vectores de probabilidades p e q.

A estrutura particular da matriz da esquerda em (3.47) admite uma formula de cdlculo mais
eficiente, sem recurso a multiplicagoes, que € a sequinte:

v =logp —logq (3.48)
ol — 0
02 — 0

VD = ) . (3.49)
" — ’UO

Para concretizar, suponha-se que = [0.2494 0.0025 0.7481]T € a distribuicdo objec-

tivo e p = [% % %]T a estimativa inicial de p.
A wtilizagao do método do gradiente standard, com passo firo n = 0.01, resulta num

comportamento errdtico e nao converge para a solu¢ao, como se pode observar na figura 3.3
a esquerda. Fste exemplo realca duas fraquezas conhecidas deste método:

1. Convergéncia lenta quando a func¢ao a optimizar exibe, nas vdrias direc¢oes, curvaturas
muito diferentes;
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Figura 3.3: Esquerda: método do gradiente standard com passo fixo; Direita: método do
gradiente natural com passo fixo.

2. A wtilizagdao de um passo fizo nao produz bons resultados. O método torna-se instdvel
quando o passo € grande, e converge muito lentamente quando é pequeno.

O mesmo problema € resolvido com o método do gradiente natural, usando um passo
fixzo de n = 0.18. A figura 3.3 mostra, do lado direito, como a convergéncia é muito mais
rdpida neste caso. A razdao para este comportamento, tem a haver com o facto que, perto do
ponto optimo q, a Hessiana da divergéncia de K-L € igual a matriz de informacgao de Fisher
(ver seccao 2.5). Assim, o método pode ser considerado como um método quasi-Newton, de
métrica varidvel.

Exemplo 7. Neste exemplo, pretende-se optimizar a divergéncia de K-L, D(pllq), entre a
conjunta px y (x,y) e uma distribuicao ideal q(x,y). Assume-se que a distribuicio pxy (z,y)
€ gerada pela regra da cadeia

px.y (,y) = py|x (ylz)px (x), (3.50)

onde v € {0,1,...,n}, y € {0,1,...,m}, e onde py|x(y|r) ¢ previamente especificada, en-
quanto px (x) € livre. A optimizagao € efectuada nesta ltima distribuicdo. Para facilitar a
notagdo, os subscritos em px, pxy € py|x ndo sao escritos sempre que forem subentendidos
do contexto.

O gradiente de D(p(x,y)Hq(x,y)) relativamente aos parametros 0 que especificam p(x)
tem componentes dadas por

oD ii p(ylz)p(x) Op(x)
- = p(y|z)log ——————= . (3.51)
90" = = q(z,y) 06

Em notagao matricial, seja px a matriz coluna das probabilidades p(x), Py x a matriz de
transicao m x n de p(ylx), e Py x e Qy x as matrizes das probabilidades conjuntas p(z,y)
e q(x,y), respectivamente. As posigoes dos subscritos X e Y sdo usados nas matrizes para

. . g . T ~
indicar a ordem dos indices, de maneira que Pxy = (Pyyx) . Usando esta notag¢ao, o
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gradiente standard VD pode ser calculado pelas trés equacoes

Pyx =Pyxo(px[1 - 1] )T, (3.52)
Ty,x = Py|x o (logPy,x —log Qy,x), (3.53)
-1 1 0 1
VD= | : Txy |: (3.54)
-1 0 1 1
Ty, — Toy
- Toy — Toy , (3.55)
y=0 ’
T,, — Toy

onde os logaritmos sao tomados elemento a elemento sobre as matrizes Py x e Qy,x.
A matriz G' € calculada da mesma forma que no exemplo anterior, uma vez que €
calculada apenas para p(x). O gradiente natural é, entdo, dado pela férmula

VD=00VD-0(0-VD). (3.56)

Para ilustrar a evolucao dos dois métodos — standard e natural — construiu-se um problema
de baiza dimensdo onde Pxy e Qx,y sdo matrizes de dimensao 3 x 2. A figura 5.4 mostra
a evolugdo dos parametros de p(x) para ambos os métodos. A interpretag¢ao € semelhante a
do exemplo anterior. A figura 3.5 mostra a evolu¢ao do custo D(p(x,y)|q(z,y)). Observa-
se que, ao contrario do exemplo 6, o custo ndo converge para zero. Neste caso nao existe
nenhuma distribuicao p(x) que satisfaz com igualdade

p(@)p(yle) = q(x,y). (3.57)

3.7 Gradiente natural da divergéncia K-L em familias
mistura

Nesta seccao apresenta-se um método de optimizacao equivalente ao método do gradiente
natural baseado numa perspectiva geométrica das familias mistura e exponencial. O problema
que se coloca é o seguinte: Dada uma familia mistura M, e uma distribuicdo ¢ ¢ M, o
gradiente natural da funcao D(m||q), tomada no ponto m € M, é um vector

~ ‘0logm
VD(mllg) = 3 ol = (3.58)
J

cujas componentes a’ siao dadas pela férmula
n

: 0D

a/‘] = L —

;g 907

n (3.59)
. m
— Zg” /(pZ —po)log —dz.
i=1 q



3.7. GRADIENTE NATURAL DA DIVERGENCIA K-L EM FAMILIAS MISTURA 37

Figura 3.4: Evolucao dos parametros 6 nos métodos do gradiente standard (esq.) e natural
(dir.).

Nat. grad.
— — — Grad.

1.8 .

14r-

12

D(plla)

0.8

0.4
0 20 25 30 35

Iter.

Figura 3.5: Evolugdo do custo D(p||¢) nos métodos do gradiente standard e natural.
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q

Curvas exponenciais

m inicial

M - familia mistura

Figura 3.6: Algoritmo iterativo para optimizacao de D(m||q).

O método do gradiente natural consiste em actualizar os parametros 6 na direcgao de VD
ou —VD, conforme se trata de um problema de maximizacao ou minimizagao. Em seguida
mostra-se que este procedimento é equivalente a um procedimento geométrico baseado no
teorema de Pitagoras.

Sabe-se que a distribuigdo m* € M que minimiza a divergéncia D(ml|q) é tal que a
curva exponencial que une m* a ¢ intersecta ortogonalmente M. Tal nao se verifica para as
restantes distribuicoes m € M.

Considerando o vector tangente a uma curva exponencial, tomado no respectivo ponto de
partida m € M, é possivel efectuar a sua projeccao no espago tangente usando a métrica de
Fisher. Esta projeccao nao se anula a nao ser para a distribuicao 6ptima m*, para a qual a
curva exponencial é ortogonal a M.

Estes factos sugerem que a pesquisa da distribuicao éptima m™ pode ser efectuada se-
guindo a direcgao da “sombra” da curva exponencial, tomada em cada passo. A figura 3.6
ilustra este procedimento.

A optimizagao resume-se no seguinte algoritmo:

1. Especificar uma estimativa inicial m € M.
2. Definir a curva exponencial que une m a ¢:

et ml—a a

r(z|a) 7(@)‘1 : (3.60)

onde v(a) é um factor de normalizacao.
3. Calcular o vector tangente a curva r no ponto m:

dlogr

wlazo. (361)

4. Efectuar a projecgao do vector tangente a curva para o espaco tangente 71, M.

5. Actualizar os parametros 6 na direccdo do vector tangente.
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reX yey
p(ylx)

Figura 3.7: Canal discreto sem memoria.

6. Repetir os passos 2 a 5 até que a projecgao se anule.

Efectuando os passos descritos no algoritmo anterior, obtém-se um vector tangente com
n
» y Ologm Ologr
v = E g" Ep[ g 8

componentes
; o0 Oa a:Oi|
i=1

_ i ij / dlogm log 4
= g m———log —dz
=7 Jx 0f m (3.62)

- Zgij/ (pi — po) log Lda
i=1 x m

= —d,

ou seja, um vector com direcgao contréaria & do gradiente natural (3.59). Assim, a aplicagdo
deste procedimento resulta precisamente no algoritmo do gradiente natural da seccao anterior.

Este resultado fornece uma interpretacao geométrica compativel com o método do gradi-
ente natural para a optimizacdo da divergéncia de K-L. em familias mistura. A sua validade
esta restrita as situagOes para as quais a interpretacao Pitagoriana da divergéncia K-L é
valida, conforme observado na secgao 2.5.1.

3.8 Capacidade de um canal discreto sem memoria

Um canal discreto sem memoria (figura 3.7) ¢ caracterizado pela tripla (X,Y,p(y|z)), onde
e X=40,1,2,...,n} é um alfabeto finito de simbolos de entrada;
e Y=40,1,2,...,m} é um alfabeto finito de simbolos de saida;
e p(y|z) sdo as probabilidades de transi¢ado que caracterizam, para cada = € X’ enviado,
a probabilidade de ser recebido cada um dos simbolos y € ).

Intuitivamente, a capacidade de um canal é um limite assimptotico na quantidade méaxima
de informacao que é possivel transmitir de forma fidvel por esse canal [30, 12]. Formalmente,
a capacidade do canal é definida por

C=supI(X;Y), (3.63)
p(z)

onde I(X;Y) é a informagao mutua entre as varidveis aleatérias X e Y. A informacao mutua
pode ser escrita como a divergéncia de Kullback-Leibler entre a distribuigdo conjunta p(z, y)
e o produto das marginais p(z)p(y):

o det o) log L&)
I(X,Y)_m;yeyp( Ly) 1 gp(z)p(y). (3.64)
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Desta forma, se X e Y sdo estatisticamente independentes, entao p(x,y) = p(x)p(y) e a sua
informacao mutua é nula. Caso contrario, a informacao muitua é um ntmero positivo que
indica o grau de dependéncia entre as varidaveis. Se ambas as varidveis estao relacionadas de
forma deterministica pela férmula y = f(z), entdo a informagdo mutua atinge o seu valor
méximo I(X;Y) = H(Y) < H(X), com igualdade se f é injectiva.

No caso de um canal discreto sem memoria, a distribuicao conjunta é obtida pelo produto

p(x,y) = pylz)p(z) (3.65)

onde p(y|r) é o modelo do canal. Assim, a informagao mutua (3.64) é dependente da dis-
tribuigdo p(x) dos simbolos & entrada do canal. Uma escolha apropriada de p(x) permite
maximizar a sua expressao.

Entre os métodos mais conhecidos para a determinagao da capacidade do canal encontram-
se os métodos iterativos de Blahut e Arimoto [10, 7], consistindo cada iteragdo do método em
dois passos de optimizacao diferentes. Mais recentemente, estes métodos foram interpretados
recorrendo a ferramentas de geometria da informagao. Em [25], um dos passos do método de
Blahut-Arimoto é substituido pelo método do gradiente natural numa familia exponencial,
obtendo-se uma regra de actualizacao multiplicativa para as probabilidades. Apresenta-se
em seguida uma abordagem alternativa, que consiste na aplicacao do método do gradiente
natural directamente sobre a fungao a optimizar I(X;Y).

3.8.1 Diferencial da informagao mutua

Parametrizando a distribuicao de probabilidade p(x|@) tal como nas sec¢oes anteriores, obtém-
se as derivadas parciais

I3 ) oy ) ). (3.66)

onde a divergéncia K-L é funcao de = e 6, e p(y|f) depende de 6 pela expressao

n

pl0) = p(ylz)p(|f). (3.67)

z=1
Definindo as matrizes
1*21?:191' p(0l0)  p(O]1) .-~ p(0n)
| T | gy [P0 RO )|
o p(m|0) p(m[1) --- p(m|n)
entao
Py = Py|x ' px, (3.69)

e as derivadas parciais 91 /960" sao as componentes da matriz linha 1 x n obtida pelo produto

or 1 0
%:[1 1] PYlXo(logPY‘X—logpy-[l 1]) . . (3.70)
1% (m+1) 0 1
(m+1)x(n+1)
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3.8.2 Método do gradiente natural da informagao mutua

Tal como anteriormente, o gradiente natural de I(X;Y") é calculado pela férmula
VI=0oVI—-0(0-VI). (3.71)

A aplicacao directa do método do gradiente natural permite obter a distribuicao 6ptima
p(z|0) que maximiza I(X;Y). Como exemplo, foram considerados dois canais propostos
em [23]. O primeiro canal, com m = n = 4 (alfabetos de dimensao 5), tem probabilidades de
transicao dadas por

0.23 0.02 044 0.18 041
0.25 044 0.17 0.23 048
Pyix = [0.13 031 0.8 033 0.02]. (3.72)
0.34 0.12 0.03 0.18 0.03
0.05 0.11 0.18 0.08 0.06

O segundo canal, com n = 9 e m = 4 (10 simbolos de entrada e 5 simbolos de saida), tem
probabilidades de transicao dadas por

0.16 0.05 0.02 0.03 0.07 0.23 0.05 0.05 0.11 0.04
0.33 0.14 0.24 0.23 0.18 0.04 0.19 0.13 0.21 0.06
Pyx =003 037 0.15 0.17 0.39 0.17 0.22 020 0.04 0.26]. (3.73)
0.17 032 0.33 0.50 0.07 0.08 042 0.36 0.40 0.40
0.31 0.12 0.26 0.07 0.29 048 0.12 0.26 0.24 0.24

Para o primeiro canal, as figuras 3.8 e 3.9 mostram a evolugao da estimativa da capacidade
do canal C, a norma ||VI||, calculada como em (3.44), e os pardmetros 6% que caracterizam
p(x]0). A optimizagao foi efectuada com a versao discreta do método do gradiente natural
usando um passo fixo n = 1, tendo sido obtida uma capacidade C' ~ 0.31124213 bits/s.
Para o segundo canal foi usado o mesmo procedimento tendo sido obtida uma capacidade
C = 0.36217799 bits/s. As figuras 3.10 e 3.11 mostram a evolugdo tomada pelo algoritmo
neste caso.

Em ambos os canais, as distribui¢oes éptimas p(z) tém probabilidades nulas ou préximas
de zero em um ou mais simbolos . Este facto nao introduz problemas adicionais no algoritmo,
uma vez que o gradiente natural garante intrinsecamente as restrigoes nas probabilidades.

O ntimero de iteragoes necessdrias para a obtengao da capacidade do canal (com a mesma
precisdo numérica) é, nos exemplos estudados muito préximo ao obtido com os métodos de
Arimoto e Blahut em [23].

O algoritmo, aplicado a informagao mutua, nao goza da propriedade quasi-Newton, como
acontece com a divergéncia de Kullback-Leibler. Tal deve-se ao facto de, na fungao

I(X;Y) = D(p(x, y)llp(z)p(y)), (3.74)

ambos os argumentos da divergéncia K-L dependem dos parametros a optimizar e, conse-
quentemente, a matriz Hessiana nao coincide com a matriz de informagao de Fisher.
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Figura 3.8: Evolugao da estimativa da capacidade do canal C' e do diferencial dI (@I ) em

escala logaritmica. As marcas no grafico de cima sinalizam os momentos em que foram
obtidos mais digitos significativos na representacao decimal da capacidade do canal.
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Figura 3.9: Evolucdo dos parametros §*. Os seus valores finais determinam a distribuicao
p(x) que maximiza I(X;Y).
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Figura 3.10: Evolucao da estimativa da capacidade do canal C' e do diferencial df (@I ) em
escala logaritmica. As marcas no grafico de cima sinalizam os momentos em que foram

obtidos mais digitos significativos na representacao decimal da capacidade do canal.
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Figura 3.11: Evolucdo dos parametros #°. Os seus valores finais determinam a distribuicao

p(z) que maximiza I(X;Y).
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Capitulo 4

Controlo probabilistico

4.1 Introducao

Tradicionalmente, os modelos de sistemas de controlo em cadeia fechada subdividem o sistema
global em dois blocos interligados. Estes correspondem ao modelo do sistema a controlar e
ao respectivo controlador. Cada bloco transforma os sinais presentes nas entradas em sinais
que sao colocados nas saidas. A transformacao entrada-saida pode eventualmente depender
de um estado guardado numa memoéria interna de cada bloco, e que é actualizado em cada
instante.

Considerando um sistema em tempo discreto, as actualizagoes do estado e da saida podem
ser descritas por duas equacoes como as seguintes,

w(t+1) = f(xt),u(t),t) (4.1)
y(t) = g(2(t),u(t),t) 4.2

designadas por equacao de estado e saida, respectivamente, e onde f e g caracterizam o
comportamento dindmica do sistema.

Um sistema deste tipo diz-se deterministico uma vez que, dados t, z(t) e u(t), as varidveis
x(t 4+ 1) e y(t) sdo determinadas de forma exacta. Havendo incerteza nestas varidveis, o
sistema diz-se estocdstico e as varidveis z(t + 1) e y(t) sdo varidveis aleatdrias descritas pelas
respectivas distribuigoes de probabilidade. Num sistema estocdstico toda a evolucao futura
do estado e da saida é descrita por sinais aleatorios.

Um exemplo de um sistema estocdstico é um sistema linear com perturbagoes no estado
e ruido nas observagoes,

z(t + 1) = Az(t) + Bu(t) + w(t) (4.3)
y(t) = Cz(t) + Du(t) + v(t), (4.4)

em que (4, B, C, D) sdo matrizes de dimensoes apropriadas e w(t) e v(t) sdo sucessoes de v.a.
Gaussianas independentes. Neste sistema, os sinais 2(t) e y(t) sdo aleatérios mesmo quando
o sinal u(t) e o estado inicial z(ty) sao deterministicos.

A formulacao anterior é frequente na modulacao de processos devendo grande parte da
sua popularidade a existéncia de ferramentas tedricas potentes, tais como o filtro Kalman e
o controlo LQG.

Neste capitulo, é seguida uma abordagem em que todas as variaveis — entrada, saida e
estado — sao varidveis aleatérias descritas pelas respectivas distribuicoes de probabilidade.

45
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Para permitir o maior grau de generalidade possivel, ndao ¢é fixada uma classe particular de
sistemas (como os lineares Gaussianos).

Os modelos sao descritos por distribuigoes de probabilidade condicionada genéricas. Como
exemplo, a equagao de estado do sistema linear Gaussiano (4.3) pode ser escrito nesta for-
mulagao probabilistica como

—_

p(Teg1|we, ue) = __ exp ( — — (2441 — Azy — Buy) 'Y Ny — Az — But)), (4.5)
v (2m)r X 2
onde n = dim(z;) e ¥ = E[ww’] é a matriz de covariancia da perturbacio w.

As secgoes seguintes desenvolvem uma abordagem puramente probabilistica para o pro-
blema do controlo. A sec¢ao 4.2 introduz os modelos probabilisticos e mostra de que forma
sao determinadas as trajectérias probabilisticas. Sao apresentados exemplos ilustrativos para
variaveis aleatérias continuas e discretas. A secgdo 4.3 formaliza o problema de controlo
probabilistico, apresentando um funcional de custo que mede o desvio da trajectoria pro-
babilistica relativamente a uma trajectoria ideal. A seccao 4.4 apresenta a solucdo para o
problema proposto para os casos continuos e discretos. E proposta a extensao para horizonte
temporal infinito. Sao consideradas as questoes numéricas de implementacao do caso discreto
para problemas com horizontes temporais elevados. A seccdo 4.5 formaliza e obtém a solugao
para o controlo probabilistico em familias paramétricas de distribuicoes de probabilidade. A
secgao 4.6 consiste na aplicacao da solucao encontrada em 4.5 para o controlo linear Gaussiano
com matrizes de covariancia arbitrarias. A seccao 4.7 d4 uma interpretagao geométrica da
solucao paramétrica, a luz da geometria da informagao. A seccao 4.8 considera familias mis-
tura de controladores em geral, enquanto a secgao 4.9 cinge-se ao caso particular de familias
discretas, e mostra como se pode aplicar o método do gradiente natural a esta familia. Fi-
nalmente, a secgao 4.10 apresenta dos exemplos com graus de complexidade diferentes. Sao
considerados dois sistemas: uma cadeia de Markov controlavel, de baixa dimensao; e um
sistema de dimenséo elevada, obtido por conversdo A/D de um sistema linear.

4.2 Modelos probabilisticos

Um modelo probabilistico de um sistema dindmico é um modelo em que a dinamica é descrita
por uma distribuigao de probabilidade condicional. Como exemplo, considere-se o sistema
linear em tempo discreto

Ti41 = AEEt + wy, (46)

em que z; € R" w; € R™ é uma sucessao aleatéria iid. Esta equagao pode ser modelada
probabilisticamente pela distribui¢ao de probabilidade condicional p(at41|at), onde a distri-
buicao de probabilidade caracteriza a incerteza em x,y; devida ao termo aleatério wy. Os
seguintes exemplos ilustram dois casos particulares:

Processo estocdstico (4.6) com ruido gaussiano multivariado w; ~ AN(0,3) é modelado
probabilisticamente por

= — AR TS (s — Azt)). (4.7)

Pl o) = ———exp
RN/ C7S ] 2

Processo deterministico correspondente a (4.6), com auséncia de perturbagao, é mode-
lado probabilisticamente usando a distribuicao delta de Dirac

p(xis1|ae) = 6(weq1 — Awe). (4.8)
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1 s(zer1|ze, ur)

1 c(wglme)

Figura 4.1: Sistema de controlo probabilistico.

Os modelos probabilisticos podem ser encadeados em série: se p(x;|Ti—1, ut) € p(ye|yi—1, T¢)
sao dois modelos probabilisticos, entao o produto

P(Yes Te|Te—1, Y1, ue) = p(@e|zi—1, we)p(Yelye—1, 1) (4.9)
caracteriza a distribui¢ao conjunta das variaveis z; e y;. O modelo probabilistico com entrada

u e saida y, correspondente ao encadeamento em série, obtém-se calculando a distribuigao
marginal (equagao de Chapman-Kolmogorov)

p(yt|$tflvyt717ut):/ p(welae—1, ue)p(yelye—1, ve)day. (4.10)
X

Diz-se que um sistema realimentado é um sistema de controlo probabilistico se tanto o
sistema s como o controlador ¢ sdo modelados probabilisticamente. A figura 4.1 ilustra um
sistema de controlo deste tipo.

A evolugao temporal deste tipo de sistemas é determinada pela regra da cadeia das pro-
babilidades. Se a condigao inicial é caracterizada por p(zg), entdo temos sucessivamente:

p(x0, u0) = c(uol|zo)p(wo)

p(z0, 21, u0) = s(z1|z0, uo)c(ug|z0)p(20)

p($0;t,U0:t—1) = 5($t|$t71; Ut71)0(ut71|$t71) ce S(961|~T0, UO)C(U0|$0)p($0)-

Num horizonte temporal arbitrario 7', a trajectéria do sistema em cadeia fechada é caracte-
rizada pela distribuicao de probabilidade conjunta

T—1
p@or,uor—1) = p(xo) [[ s@rsrlae w)e(ulay) (4.11)
t=0
em que zo.r = (o, Z1,...,27) € upr—1 = (Ug, U1, ...,ur—1) representam de forma conden-

sada a sequéncia de sinais z; e u; no horizonte temporal de 0 a T'.

Até ao momento nao foi referido o dominio das variaveis x e u. Estas varidveis aleatérias
podem ser discretas ou continuas. No caso de v.a. continuas, onde se lé distribuigoes de
probabilidade deve ler-se densidade de probabilidade. Os modelos sao, nesse caso, fungoes
densidade de probabilidade condicionada mas as férmulas tém a mesma apresentagao.

Os sinais x; e uy podem ainda ser escalares ou vectoriais mantendo-se a validade de todas
as expressoes. Qualquer que seja a natureza das varidveis, estas serao chamadas varidveis
aleatérias.
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4.2.1 Exemplos

Controlo deterministico (caso continuo) Suponha-se que as variaveis aleatérias = e u
s@o continuas e que o controlo gera um sinal u; deterministico obtido por u; = f(ay).
Neste caso, a descrigao probabilistica do controlador é dada por uma fungao delta de
Dirac

c(ugzy) = 6(ur — f(x4)). (4.12)

A trajectéria do sistema realimentado é, aplicando (4.11),

T-1

p(xo.1, vo:r—1) = p(Z0) H s(xig1 @, ue)d(ue — f(xe))- (4.13)
=0

Uma vez que u é deterministico, a representagao probabilistica da trajectoria pode ser
feita apenas na varidvel z, sem que haja perda de informacdo!. Assim, obtém-se a

distribuicao marginal

p(xo.r) = /p(wo:T7U0:T—1)dU0:T—1

T—1
= / plo) [T $(esleue)d(un — Flae))duor s
oy (4.14)
H / $t+1|$t7ut)5(ut - f(ift))dut
H (@1 lze, f(22)).
Definindo
s @ lwe) = (e, f(x), (4.15)

entao a trajectéria pode ser caracterizada probabilisticamente usando apenas o processo
de Markov descrito por s°.

Controlo deterministico (caso discreto) Considere-se que as varidveis aleatérias x e u
pertencem a alfabetos finitos X e U, respectivamente. Os simbolos, elementos dos
conjuntos X e U, podem ser indexados pelos inteiros {0,1,2,...,n} e {0,1,2,...,m},
onde n = #X — 1 e m = #U — 1, de maneira que os indices possam ser usados como
cédigo dos simbolos. Suponhamos que a lei de controlo deterministico é u; = f(z¢). A
sua descricao probabilistica correspondente é

c(ugay) = 6517, (4.16)

em que §] ¢ a fungao delta de Kronecker?, e a trajectéria do sistema realimentado é

T-1

p(xo.1, uo:r—1) = p(0) H S($t+1|$t,ut)5£t($")- (4.17)
t=0

1A informacdo de uma varidvel aleatéria X é, pela teoria da informacdo de Shannon, medida pela sua
entropia H(X). Se X é uma v.a. e Y = f(X) entdo H(X,Y) = H(X).
2A funcio delta de Kronecker 87 61 (um) se i = j e zero caso contrario.
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Tal como no caso continuo, é possivel escrever a distribuigao de probabilidade que carac-
teriza a trajectéria do sistema realimentado, eliminando a componente deterministica.
Obtém-se

p(iEO:T): Z p(iEO:T,UO:Tq)

U0:T—1
T-1

= Y plo) [ s@esalae, u)s]

UQ:T—1 t=0

T-1
= p(wo) [T D swesalwe, )]
t=0 wu¢
T—1
= p(xo) H $(ziq1le, f(21)).

t=0

(4.18)

Definindo
SC1($t+1|$t) d=Cf8(90t+1|95t, f(fﬂt))a (4-19)

a trajectéria de x é gerada pela cadeia de Markov s (x4 1|z¢).

Sistemas variantes no tempo Tanto o sistema s como o controlador ¢ pode ser variante
no tempo, isto é, as probabilidades de transi¢ao que caracterizam probabilisticamente
o sistema ou controlador podem depender do instante de tempo. Assim, a trajectoria
dos sinais = e u é dada por

T-1

p(-TO:T;UO:T—1|TO:T—1) = p(wo) H S(xt+1|xt;UtaTt)C(ut|$taTt)a (4-20)
t=0

em que a sequéncia 7p.7—1 selecciona o horizonte temporal no qual se efectua a evolucao
do sistema.

Sistema de controlo paramétrico Um sistema de controlo probabilistico em que o con-
trolador pertence a uma classe paramétrica de modelos ¢(u¢|zy, 0;) com parametro 6, €
0, gera trajectérias do estado parametrizadas pela sequéncia 0g.r—1 = (09,01, ...,07-1).

p(wo:T|90:T—1)=/ P(JUO:T,UO:T—1|90:T—1)dU0:T—1
uT

T-1
= / P(»’Co) H S(ZEt+1|ZEt,Ut)C(Ut|$t,9t)dU0:T71
ur t=0 (4.21)

T-1
:p(fEO) H/S($t+1|$t,Ut)C(Ut|$t,9t)dU0:T71
t=0 LU

(@i |we,0c)

4.3 Formulacao do problema de controlo

Num sistema de controlo probabilistico, como o apresentado na sec¢ao anterior, o controlador
deve ser seleccionado de forma a que, em malha fechada, as trajectorias das variaveis x; e us
estejam proximas de uma trajectoria desejada.
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Este objectivo é andlogo a minimizagao do funcional de custo quadratico para sistemas
deterministicos

T
1
J=3 D lwelld + el (4.22)
t=0
onde as trajectérias desejadas sao z; = 0 e uy = 0 num horizonte temporal ¢ = 0,...,7T.

Neste caso, sao penalizadas todas as trajectérias que se afastem da trajectoria ideal no
sentido Euclidiano e com métricas definidas pelas matrizes de penalizacao @Q e R.

No caso probabilistico, a utilizacao do funcional de custo (4.22) resulta numa uma varidvel
aleatdria que nao pode ser minimizada directamente. E pratica comum, nestes casos, efectuar
a optimizagao sobre o seu valor esperado. Neste trabalho é seguido um caminho diferente,
introduzido por Karny [21], e que pode ser interpretado do ponto de vista da teoria da
informacao como se descreve em seguida.

Consideram-se dois sistemas “idealizados” S(xyy1|x, ur) e C(u|zy) em cadeia fechada.
A informacao gerada por estes sistemas num horizonte temporal T' é dada pela entropia
conjunta

1

h(xo.7, wo:r—1) = /q(on:T,UO:T—l)log md-TO:TdUO:T—Ia (4.23)
onde
T-1
def
q(zo.1, uo:r—1) = q(0) H S(@eq1|we, ue)Cug|ze). (4.24)
=0

Os sinais xg.p e ug.r—1 gerados podem ser armazenados, em média, num espago nao
inferior ao valor da entropia [12]. As propriedades estatisticas sdo usadas para optimizar o
espaco ocupado, por exemplo no desenho de um cédigo de dicionédrio. No caso dos modelos
se desviarem dos originais para s(zs41|zt, us) e c(ut|zt), gerando uma trajectéria em malha
fechada com distribuicao p(zo.7, uo.r—1), 0 cédigo anterior ird produzir, em média, palavras
de cédigo subéptimas, uma vez que o cdédigo original nao esta adaptado as novas propriedades
estatisticas dos sinais. Mais precisamente, obtém-se uma penalizacao no tamanho dos dados
igual a
1

q(xo.7, wo:T—1)

/p(x():T,uo:Tﬂ) log dzo.rdug.r-1 — h(p) = D(pllq), (4.25)
onde D(p||q) é a divergéncia de Kullback-Leibler. A figura 4.2 ilustra de forma intuitiva este
resultado. Esta penalizacao pode ser usada como funcional de custo:

Jo.r = D(p(wo.1, wo:r—1)||q(o:7s wo:r—1)) - (4.26)

O problema de controlo consiste em determinar a distribuic¢ao ¢(u|x) que minimiza este custo.

A interpretacao anterior, que justifica a divergéncia de Kullback-Leibler partindo de um
problema de compressao de dados, é apenas uma das muitas possiveis. Na realidade poderiam
ser consideradas outras medidas de distancia ou divergéncia entre as duas distribuicoes de
probabilidade real e ideal p e q. A divergéncia de Kullback-Leibler tem no entanto uma
propriedade que, de um ponto de vista pragmaético, a justifica sobre as outras distancias
e divergéncias. Esta propriedade é a regra da cadeia das probabilidades, que tem uma
expressao analoga na divergéncia de K-L, onde a divergéncia total é escrita como a soma
de varias divergéncias de K-L parciais. Esta propriedade é explorada nas secgoes seguintes
para obter um algoritmo recursivo (programagao dindmica). As restantes divergéncias, néo
possuindo esta propriedade, tém uma aplicacao pratica mais complexa.
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S($t+1|xt,ut\ s(xt+1|xt,ut)

C(ut)zt) c(uelas)

Ut Tt Ut Tt

,,,,,,,,,,,,,,,,, 4 Compress. 1 Compress. 2

copy/paste
g - — D(pllg)

Figura 4.2: Comparacao entre a quantidade de dados gerada por um compressor adaptado e
outro nao adaptado a cadeia de controlo.




52 CAPITULO 4. CONTROLO PROBABILISTICO

4.4 Solucao optima do controlo probabilistico

A formulacao apresentada na seccao anterior permite considerar problemas com varidveis
discretas, assim como problemas com varidveis continuas. No caso de variaveis aleatérias
discretas, o sistema s(z¢41|2zt,us) corresponde a uma cadeia de Markov controldvel pela
varidvel ut, enquanto o controlo c(us|x;) corresponde a uma matriz de transigdo. O objectivo
é, neste caso, determinar esta matriz de transicao. No caso de varidveis aleatorias continuas,
as distribuigoes s(x¢41 |2, ut) e c(ug|ay) sdo fungoes densidade de probabilidade condicionadas
que modelam dois processos de Markov.

Considera-se que, em cada instante de tempo, as variaveis aleatérias x; e uy tém distri-
buigoes de probabilidade ideais S(x¢41|xt, ur, t) e C(ui|ze,t), respectivamente. Com estas
distribuigoes, e partindo da distribuicao inicial p(zg), a trajectéria ideal é

T-1

q(xo.7, wo:r—1) = p(xo) H S(@t1|we, ue, t)Clug|wy, t). (4.27)
=0

Esta é a trajectéria ideal considerada nas seccoes 4.4.1 e 4.4.2 seguintes, e que apresentam
as solugoes 6ptimas devidas a Karny [21, 27] para os casos discreto e continuo.

4.4.1 Caso discreto

Sejam x; e uy variaveis aleatérias discretas, cuja dinamica é determinada pelos sistemas pro-
babilisticos s(zty1|xt, us) € c(us, x¢), e seja q(xo.1, up;r—1) uma trajectéria ideal escrita como
em (4.27). Pretende-se minimizar o funcional de custo J = D (p(xo;T, uo.r—1)|lq(x0. T, uO;T_l))
seleccionando a sucessao de controladores 6ptimos c(u¢|xy,t), com ¢t =0,...,T — 1.

A solugao éptima, encontrada em [27], consiste em definir

Y(zp, T) =1, (4.28)

e iterar recursivamente para tras no tempo o controlador

1
’Y(ztvt)

clug|zg, t) = Clug|ze, t) exp (— alme, ue, t) — b(we, ug, 1)), (4.29)

em que os termos a, b e v sao dados por

alwe,ue,t) = D(s(@era|we, ue, £)|| S (@ria]ae, ue, 1)),

b(xta Ut t) = Es(m+1|m,m,t) [ —log 7($t+1a L+ 1)] s (430)
(e, t) = Z Clug|ae, t) exp (— alay, ue, t) — b(we, ug, t)).
ureU

Estes termos, calculados em cada instante da recorréncia, tém a seguinte interpretagao:

e O termo a mede a divergéncia entre as distribuicoes de probabilidade reais e ideais de
Zi41, em funcao de uy e do estado actual ;. Note-se que esta divergéncia afecta apenas
o instante t + 1 da varidavel x, nao tendo em consideracao todo o horizonte temporal;

e O termo b mede o cost to go esperado no restante horizonte temporal. Na primeira
iteragao, este termo é nulo;

e O termo 7 é um factor de normalizacio que garante ), c(u¢|zs,t) = 1.
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4.4.2 Caso continuo

A solugao do caso continuo, obtida em [21], é semelhante & solu¢ao do caso discreto. Esta

consiste em definir
y(xp, T) =1, (4.31)

e, em seguida, iterar recursivamente para tras no tempo o controlador

1

WC’(UH:&, t) exp ( — alxe, ug, t) — blay, ug, t)), (4.32)

c(ug)ze, t) =

em que os termos a, b e v sao dados por

a(xe, ue,t) = D(s(@era|we, ue, t)|| S (@ep e, ug, 1)),

b(ZEt, Ut, t) = Es(zt+1\zt,ut,t) [ - 1Og ’Y(:Ct-l-la L+ 1)] ) (433)

y(xy, t) = / C(ut|xt,t)exp(—a(mt,ut,t) —b(xt,ut,t))dut.
u

A interpretacao dos termos é a mesma do caso discreto.

Ao contrério do caso discreto (finito), a solu¢do no caso continuo estd dependente da
possibilidade de uma solucao analitica para os trés termos em (4.33), termos esses que envol-
vem, nos trés casos, cdlculos integrais. Em geral, estes nao tém solugao analitica, pelo que
a férmula (4.32), aparentemente explicita, ndo pode na realidade ser implementada a néo
ser em casos muito particulares. Um desses casos é quando todos os modelos envolvidos sao
linear-gaussianos. Estabelece-se, nesse caso, uma relagao entre o controlo probabilistico e o
controlo linear quadratico cldssico (controlo LQ).

Relagao com o controlo linear quadratico

A relagao entre a formulacao probabilistica e o controlo LQ, explorada em [21], mostra que
as matrizes de covariancia dos modelos probabilisticos lineares gaussianos, desempenham um
papel equivalente as matrizes de penalizagao do estado e do controlo na formulagao cléssica.
A formulagao é a seguinte:

Considere-se o sistema linear

Ter1 = Axe + Buy + wy, wy ~N(0,Q), (4.34)

onde wy é uma perturbagao no estado, gaussiana multivariada.
Alternativamente, a equagao de estado (4.34) pode ser escrita na forma probabilistica
pela densidade de probabilidade condicionada

s(e41|me, ue) = Ny yy (Aze + Bue, Q). (4.35)

Suponha-se que as densidades ideais do estado e do controlo sao distribuicoes gaussianas
de média nula e covariancia Q) e R,

S(xtJrl) :Nﬂﬁt+1 (OaQ)v (436)
C(uy) = Ny, (0, R). (4.37)

A aplicagao das férmulas (4.32) e (4.33) permite obter o controlo éptimo c(u|z;) para estes
modelos. Obtém-se o controlo 6ptimo dado pela fungao densidade de probabilidade gaussiana

c(uglre) = Nu, (= Lize, Ry), (4.38)
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em que os ganhos L; e a matriz de covaridncia R; resultam da recorréncia para tras no tempo

Yr =0, (4.39)
S =AT S — S B(R'+ BTS, 1 B) ' BTE 1 A+ Q7 (4.40)
Ry = (R +B"S,B)™!, (4.41)
L; = RiBTY, A (4.42)

Estes ganhos sao precisamente os obtidos na solugao classica do regulador linear quadratico
(ver e.g. [22]). A dedugao destes resultados pode ser consultada em [21]. A tabela 4.1

Abordagem: Probabilistica Cléssica

Modelo: s(xer1|me, ue) = N(Azy + Bug, Q) x4r1 = Axy + Buy
Custo: D(p(wo.r, uo:r—1)||q(zo., wo:r—1)) tT:_Ol (zf Q7w + uf R~ uy)
Lei de controlo: c(uglze, t) = Ny, (— Lz, Ry) uy = —Liay
Recorréncia: Yr=0

Et = AT I:Zt+1 - Et_;’_lB(R_l + BTEtJ’_lB)_lBTZtJ’_l}A + Q_l
R, =(R™'+BT%,B)™!
L= RBTS A

Tabela 4.1: Comparacao das abordagens: probabilistica linear-gaussiana vs classica com
controlo linear e custo quadratico.

mostra ambas as formulagoes e as respectivas solugoes. Note-se que, embora os ganhos coin-
cidam, uma formulacao é estocdstica enquanto a outra é deterministica. A coincidéncia dos
ganhos permite efectuar uma interpretacao interessante entre as duas abordagens, nomeada-
mente a correspondéncia directa entre as matrizes de covariancia ideais (9 e R do controlo
probabilistico e as matrizes de penalizacio Q' e R~! do regulador linear quadrético.

4.4.3 Extensao para horizonte temporal infinito

As solugbes apresentadas anteriormente sao vélidas para horizontes temporais T finitos. Se,
no funcional de custo anterior, se estender o horizonte para infinito T — oo, surge uma
dificuldade que resulta do custo J., em geral divergir. Nesta secgao, o funcional de custo J;
é modificado de forma a garantir convergéncia para uma certa classe de problemas.

Considere-se a sucessao J; que consiste na sequéncia dos custos éptimos, obtidos no
problema de optimizacao em horizontes temporais sucessivamente maiores. O custo adicional
incorrido pelo aumento do horizonte em uma unidade de tempo é dado por

Jiv1 — Jv = D(po:t+1llgo:t+1) — D(po:t]lgo:t)
= D(s¢41¢¢ po:t||St+1C% qo:t) — D(po:t||qo:¢)

= By, | Ee, [D(s111]|S041)] + Dier]|C1)] (4.43)

= By | et | Dot i) | + Dler|C)]-



4.4. SOLUCAO OPTIMA DO CONTROLO PROBABILISTICO 55

Assim, é suficiente que exista alguma subsucessao para a qual D(stq1]|Sty1) ou D(ct||Cy)
sejam limitadas inferiormente por uma constante positiva, o que acontece normalmente, para
que a sucessao J; divirja para infinito.
Admitindo que (4.43) é majorada por uma constante b e minorada por a, entao o funcional
modificado
aer 1

£=¥@ (4.44)

forma uma sucessao limitada uma vez que

1 t—1
E Z J‘r+1 - J‘r
=0

1 t—1
72

=b

1
—J,
7t

(4.45)

IN

)

e da mesma forma

1. 1
ch=1 ;JTH —Jr

=
Z;Tz::oa

:a’

(4.46)

mas nada se pode dizer acerca da convergéncia de J; em geral. Existem, no entanto, situagoes
particulares para as quais se garante convergeéncia.

Proposicao 8. Se todos os modelos s(xiy1|xt, ut), c(ug|at), S(aiy1) e C(ur) sao invariantes
no tempo e a cadeia de Markov induzida

m(eile) 2 sl w)c(ula) (4.47)

Ut
¢ irreduzivel’ e aperiddica®, entio J, — Joo quando t — oo.

Demonstragdo. Se m(xs11]x:) é irreduzivel e aperiddica, entdo existe uma tnica distribuicao
estaciondria p e a sucessdo de distribuigoes p(xt) converge para p (ver [12, 15]).
Se os sistemas s, ¢, S e C sao invariantes no tempo, entao a fungao

Oé(SCt) d:ef Ect |:D(St+1 ||St+1) + D(ct||C’t)} (448)

¢ constante no tempo e consequentemente Jii1 — Ji = Ep,)[a(z:)] — E,la(z:)] quando

t — oo. Finalmente, definindo Jo, = E,[a(z)], entdo

1 t—1

jt = ; TZ:O (J‘r—i-l - J‘r) - jooa (449)

3Uma cadeia de Markov é irreduzivel se para cada par de estados i,j a probabilidade de transitar entre
esses estados é nao nula para algum intervalo de tempo suficientemente grande n.

4Um estado i é periédico com periodo T se o regresso a esse estado esté condicionado a ocorrer em intervalos
de tempo miltiplos de 7. Se o periodo é 7 = 1 para todos os estados, entdo a cadeia de Markov é aperiédica.
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pelo lema da soma de Cesdro®. Assim, o funcional modificado converge: Iy — Jso. O

Note-se que a proposigao anterior parte do principio que ¢; é invariante no tempo, o que
nao acontece para horizontes finitos. No entanto, para horizontes temporais sucessivamente
maiores, o controlo ¢; converge eventualmente para uma versao estacionaria co,. A analise
detalhada da (eventual) convergéncia é ainda um problema em aberto.

Relagao com o ritmo de entropia

O ritmo de entropia de um processo estocastico Y; é definido por

1
H(Y) = 1thm -HMY1,Y2,....Y}) (4.50)
Prova-se que, para um processo estocdstico estacionario, o ritmo de entropia é igual &
entropia condicional (ver [12] pags. 63-66)
H(Y)= lim H(Y}|Yi-1,Yi—2,...,Y7). (4.51)

t—o0

Se Y é um processo de Markov estaciondrio, a equagao (4.51) simplifica-se para
H(Y) = H(Yi|Yi-1). (4.52)

O funcional de custo usado na formulacao do controlo probabilistico é semelhante & de-
finicao de ritmo de entropia, em que a entropia H ¢é substituida pela entropia relativa D.
Mostra-se em seguida que a igualdade (4.52) tem uma expressao andloga no controlo proba-
bilistico.

Usando a separagio temporal da entropia relativa D(po.¢||qo:t) pode escrever-se

. D(po:
lim M = lim — Z (mf)[ :C7'+17uT|:CT)Hq(:CT+17uT|:CT)):|7 (4.53)

t—o00 t t—oo t

que em regime estacionario resulta em

D(po. :
lim w = Ep(z,) [D(p(xHh ut|xt)Hq(xt+1,ut|xt))] (4.54)

t—oo

Isto é, num sistema de controlo probabilistico em regime estaciondrio, o ritmo de entropia
relativa é igual & entropia relativa condicional (4.54), onde

(g1, uelwe) = s(Te1 |z, ur)coo (ue] o) (4.55)

Q(@eg1, ue|we) = S(wega|we, ue)C(ue|we). (4.56)

4.4.4 Consideragoes de implementacao da solucao discreta

A utilizagao directa da solugao éptima (4.29)-(4.30) em virgula flutuante poderd nao ter os
resultados esperados, devido a forma como o standard IEEE754, implementado na generali-
dade do hardware actualmente disponivel, define o formato e as operacoes de virgula flutuante
suportadas.

Admitindo que o algoritmo é implementado em precisao dupla numa maquina que segue
este standard, surgem problemas devidos as situagoes seguintes:

1
5A soma de Cesdro afirma que se a sucessao an — a entdo b, = — Z?n:l Ay — Q.
n



4.5. SOLUCAO PARAMETRICA DO CONTROLO PROBABILISTICO 57

1. Havendo probabilidades nulas no modelo s(z¢41|2+, ut), o célculo da divergéncia D(s||.S)
resulta em NaN (Not-A-Number). Este problema resulta do produto

0-1og0 =0+ (—00) = NaN, (4.57)

efectuado durante o calculo, propagar-se até ao resultado final. Uma solugao consiste
em substituir imediatamente todas as ocorréncias de NalN por zeros, e que corresponde
a usual definicao por continuidade:

def

0-log0=0. (4.58)

2. O termo E[—log~| cresce em amplitude & medida que as recorréncia avanga (para trés
no tempo). Este termo estd relacionado com o cost to go, pelo que, em horizontes
temporais longos, tende a assumir valores elevados. A sua presenca no argumento da
funcao exponencial tem como efeito que, ao fim de algumas recorréncias, a exponencial
sofra underflow, obtendo-se em seguida uma divisao por zero devida a normalizagao.
Para solucionar este problema, é efectuada uma normalizacao do argumento da expo-
nencial antes da sua avaliagao, evitando-se o underflow. A normalizagao é cancelada
no final, recuperando-se assim o resultado correcto. A tabela 4.2 apresenta, na coluna
da direita, a sequéncia de operagoes usadas para o efeito.

Solucao original Solucao modificada

—logvi(we) =32, Crexp ( = D(si41[|Se41)+  logéi(uilzy) =log Cp — D(si41||Se41)+

—FEgppr [ — logves1(e41)] ) —Eq, ., [~ logyip1(2i11)]
we () = maxy, log ¢ (ug|ay)
Ci(utz) = exp(log ér — )
Vo) =, Ct(uelzt)
—logyt(w¢) = —log 7, (w4) — pe(xt)

ce(utlze) = ——Cyexp ( — D(8t41|St4+1)+ ci(uelwe) =C(u|ze) /7o (e)

T ove(xe)

—FEs s [ — log %+1($t+1)D

Tabela 4.2: Versoes original e modificada da solucao éptima discreta.

4.5 Solucao paramétrica do controlo probabilistico

As solucoes explicitas apresentadas nas seccoes 4.4.1 e 4.4.2, embora elegantes do ponto de
vista tedrico, podem apresentar dificuldades praticas na sua implementacao:

1. A versao continua nao tem, em geral, solugao analitica pelo que a sua aplicabilidade se
resume a casos particulares como o LQ-Gaussiano;
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2. A versao discreta, por outro lado, tem solugao computavel desde que se tenham em
consideracao as questoes numéricas que se podem levantar na sua implementagao (ver
secgao 4.4.4). A solucdo explicita ndo permite que sejam incorporadas restrigdes na
familia de controladores probabilisticos (e.g., limitar a gama de valores que certas pro-
babilidades podem tomar).

Nesta secgao é proposta uma solugao para estes problemas, que garante a partida ser fazivel,
e que permite a incorporacao de restrigoes adicionais.

Considera-se que os controladores candidatos pertencem a uma familia paramétrica de
controladores K, fixa, e parametrizada por n parametros (6},607,...,07) em cada instante
de tempo t. A restricdo do controlo a uma familia paramétrica permite que sejam apenas
consideradas leis de controlo c(u|z, #) para os quais a sua implementacao em tempo real é
viavel. A carga computacional é movida para a resolucao da optimizagao, que é geralmente
efectuada offline.

A minimizacao do funcional de custo (paramétrico)

Jo.r = D (p(zo.1, wo:r—1100.:7-1)||¢(z0:7, w0:7-1)) (4.59)

¢ agora efectuada relativamente aos nT parametros #: ao longo de todo o horizonte de tempo.
O minimo de J satisfaz a condicao de estacionariedade

0
06;

dJ( ):0, i=1,...on, t=0,...,T—1 (4.60)

onde dJ é o diferencial de J definido por

0\ aer 0J
(50 ) 22 4.61
00 00; ( )
A solugao de (4.60) é encontrada resolvendo o sistema de nT" equagoes
o p(xo.1, uo.:7—110)
. . 7-1]0) log ——————————= dxg.rdug.7_1 =0 4.62
89; /p(-TO.TaUO.T 1| ) 0og q($0:T,U0:T71) 0. 7AU0:T—1 ) ( )

parai=1,....,net=0,..., 7 — 1.

Admitindo que as distribuicoes das trajectorias podem ser decompostas pela regra da
cadeia das probabilidades, onde intervém os modelos s e ¢, e os modelos ideais S e C, de
acordo com

T-1
P, wor—1lo, 0o.r—1) = [ s(@eslwe, we, t)e(uslay, 0r) (4.63)
=0
e
T-1
q(zr.r,uor—alwo) = [ S@egalae, we, t)Clulae, t), (4.64)
=0

entao o funcional de custo J pode ser rescrito como a soma de dois termos
Joor = Jiyrr +Jo, 0<t<T (4.65)

em que Jy.; representa a parte do custo devida ao intervalo de tempo de 0 a t e Jy41.7 a parte
devida ao restante horizonte temporal. O seguinte lema sera til para colocar o funcional J
nesta forma.
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Lema 9 (Regra da cadeia). A divergéncia de Kullback-Leibler entre duas funcgoes p(z1, z2)
e q(z1, z2) satisfaz as igualdades
D(p(z1, 22)||a(21, 22)) = Ep(ay) [D(p 22|21) HQ(22|21))}+
D(p(21)]|q(z1)) (4.66)
[D(p 21]22) Hq(z1|212))}+
( (Zz)Hq 22 ) (4.67)

Ep(z)

Demonstragio. E um resultado standard da teoria da informagio (ver [12]). O
Defina-se z; & (xo 4y Upit—1) € 29 (th 1, ut.r—1). Entdo, aplicando o lema 9 obtém-se
Jor = Ep(zo.s,u0i-1) {D (P(T41:75 wer—1]T0st, Vo —1, 90:T71)HQ($1&+1:T, UpT—1|To:t, Uo:ta))}
+ D (p(z0:t, wo:t—100:—1)||¢(0:t, w0:t-1))

= Ep(mt) [D(P(HUHLT, Ut:T—1|-Tta Or.7-1) Hq(ﬂﬁt+1:T, Ut:T—1 |$t))}

=Jer1T

+ D(p(xo:¢, wo:t—1100:0-1) || ¢(0:t, wo:t—1)) -

=Jo:t
(4.68)

Esta propriedade de separacao temporal permite a aplicacao de programacao dinamica,
obtendo-se um algoritmo recursivo, como se mostra em seguida.
Derivando (4.68) em ordem a 6} obtém-se

aJO:T 7]

89% = a_eiEp(zt) [D(p(xt-i-l:TaUt:T—llxt;Gt:T—l)HQ(wt-i-l:TaUt:T—1|-Tt))}a (4-69)

uma vez que o termo Jo.; de (4.68) nao depende, directa ou indirectamente, de 6;. Como con-
sequéncia, a optimizacao relativamente a 6 ¢ independente dos parametros dos controladores
usados em instantes de tempo inferiores a t.

Iniciando a optimizagao no instante t = T'—1, é possivel determinar os parametros 6ptimos
fr_1 independentemente de todos os outros instantes de tempo. Em seguida, efectua-se a
optimizacao em T'— 2. A optimizacao de 6r_s depende dos parametros éptimos 611 calcu-
lados anteriormente. Procedendo-se recursivamente para tras no tempo, obtém-se todos os
parametros do horizonte temporal de optimizacao. O teorema seguinte sumariza o algoritmo
recursivo que se obtém com este procedimento.

Teorema 10 (Controlo probabilistico paramétrico). Considere-se um sistema probabilistico
St41 = S(xpq1|me, ug, t), possivelmente variante no tempo, um controlador ¢; = c(utlxy,0y),
parametrizado em cada instante por um vector de parametros 0y, e uma trajectoria ideal
probabilistica ¢ = q(x1.7,u0.r—1|%0) gerada pelos sistemas ideais Siy1 = S(@y1|xe, ue,t)
e Cy = Cl(ug|xt, t) num horizonte temporal de dimensao T. Seja p = p(x1.1,u0.r—1|%0)
a trajectoria probabilistica gerada pelos sistemas s e ¢ no mesmo horizonte temporal. Um
ponto de estacionariedade da funcao

€ dado pelo sequinte algoritmo recursivo:
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1. Inicializagao: t =T — 1 e yp(xr) .

2. Calcular os parametros 0%, i =1,...,n, que sdo solugcdo do sistema de n equagdes
¢\ Ologe(ug|xy, 0
Foy |(Buousa[=Togvus1] + DisesllSps1) + log & ) L8z b}y gy
Cy 00
3. Calcular:
2 c
~tog ) 2B B[ logren] + DlscnlSian) log | @72)
t

4. Decrementar t e repetir desde 2 enquanto t > 0.

5. A sequéncia de parametros 0, obtida nos passos anteriores define o controlo éptimo. O
custo total é:

JO:T = Ep(zo) [_ 1Og Yo (:CO)] (473)
Demonstragao. Ver apéndice C.1 O

A condicao de optimalidade (4.71) pode ser encarada, num certo sentido, como uma
generalizacao das solugoes Optimas explicitas de Kéarny. De facto, pode verificar-se que a
expressao do controlador probabilistico ¢(u¢|z:) de Kérny, obtida em (4.29) e (4.32), satisfaz
a equagao (4.71) caso a familia paramétrica de controladores seja suficientemente abrangente
e a contenha. Além desta, é possivel obter solugoes sub-éptimas, pertencentes a classes
paramétricas de controladores, que também satisfazem a equacao. Nesse caso, a solugao
sub-6ptima tera um custo superior, mas serd o menor custo para a familia paramétrica
considerada.

4.6 Formulagao probabilistica do controlo linear Gaus-
siano

Considere-se o sistema linear
Ti41 = A.Tt + But + wy (474)

onde z; € R™ é o estado, u; € R™ é a entrada, e wy ~ N(0,Q;) é uma perturbagdo Gaussiana
de média nula e matriz de covariancia Q¢+, possivelmente variante no tempo. Suponha-se que
se pretende projectar um regulador linear

Ut = Ktl‘t + V¢, (475)

onde K; é uma matriz de ganhos a determinar e v; ~ N (0, R;) uma perturbagio & entrada
de média nula a matriz de covariancia R;, também possivelmente variante no tempo. Os
modelos (4.74) e (4.75) escrevem-se probabilisticamente da seguinte maneira:

Ti41 ™~ N(AZEt + But, Qt); (476)
U ~ N(KtSCt, Rt> (477)

Definindo uma trajectéria probabilistica ideal g(zo.7, uo.7—1), num horizonte finito T, a
partir dos modelos ideais

S(ai41) = N(0,Qr) (4.78)
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é possivel aplicar o algoritmo de controlo probabilistico paramétrico desenvolvido na seccao
anterior.

Note-se que este problema é diferente do obtido por Kérny em [21] (ver seccao 4.4.2).
Enquanto que na formulagao anterior se considera a mesma matriz de covariancia para o
modelo real s e ideal S, na formulagao aqui considerada as matrizes de covariancia @Q; e
Q; sao arbitrarias. Também, para o controlador, a solucdo explicita de Kérny impoe uma
covariancia R; variante no tempo, obtida no processo de optimizagao. Aqui considera-se uma
matriz de covariancia R; arbitraria, eventualmente constante. Em particular pode considerar-
se uma covariancia arbitrariamente pequena, aproximando-se assim a implementacao de um
controlador deterministico, se desejado.

A aplicagao do algoritmo do teorema 10 na formulagao linear Gaussiana tem como solugao
os resultados apresentados na tabela 4.3. Nestas expressoes sao apresentadas matrizes de
covariancia constantes, embora os resultados sejam igualmente validos para o caso em que
todas as matrizes sao variantes no tempo. Os calculos detalhados apresentam-se em apéndice
(ver C.2).

Inicializagao: wr=0, ¥'=Q7 (3'=0)

Ganhos: Ky=—(BTS; B+ R H)7'BTE 1 A
S;'=(A+BK)TS ] (A+ BEKy) + KFRT'K, + Q71

Custo: wp = 1Tr((BTE B+ RYHR) + 1Tr(8.4,Q) + L log % — MM 4 gy

JO:T — %Ep(mo) [zOTEalzo] + wo

Tabela 4.3: Sumario do controlo probabilistico linear gaussiano.

As equagoes da tabela 4.3 que determinam os ganhos do controlador coincidem precisa-
mente com a solugao do problema do regulador linear quadrético (ver [22], p. 52-57), onde
as matrizes de penalizacio sio dadas pelas inversas mas matrizes de covariancia ideais Q™!
e R™'. As equacdes sdo, respectivamente, os ganhos de Kalman e a versdo estabilizada de
Joseph da equacao de Riccati.

Realga-se o facto de os ganhos éptimos K; dependerem apenas das matrizes A e B da
dinamica e das matrizes de covariancia Q e R dos modelos ideais. Isto é, os ganhos do con-
trolador nao dependem das perturbagoes a entrada e saida do processo. No entanto, o custo
total no horizonte temporal considerado depende das covariancias @) e R das perturbagoes,
para além dos parametros anteriores.

O termo escalar w; do funcional de custo pode ainda ser escrito como

— 71 — A
1 Y1 0} [Q o] 1. S| |R| N+M
wy = =Tr [ - + —log — +
( o r|)TS Q- |R| 2 (4.80)

2 0 Ry
1 - 1 _ .
+ L 1og ((2re)™+™ Q] 1) — 2 log (2re)™*™ [Saa| [Ra]) + i,
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onde Ry & (BTZt_HB—i—R ) ' Na equagao (4.80) podem ser reconhecidas expressoes corres-
pondentes a uma divergéncia K-L e duas entropias diferenciais sobre distribui¢goes Gaussianas
(ver apéndice C.3.3 e C.3.4). Definindo

rlpe [l o RD sy

e considerando a distribuicao gerada pelos modelos reais

pl[ o]y [ Bl R0, (4.52)

entdo a equagao (4.80) toma a forma da soma das entropias

we = D(pe[lpe) + h(qe) — h(pe) + wegr. (4.83)

A equacao anterior permite uma interpretacao envolvendo trés distribuicoes obtidas numa
circulagao da cadeia de controlo:

e A distribuicao ideal ¢, gerada pelas distribuigoes ideais S(z41) e C(uy);

e A distribuigdo “6ptima” p;, gerada pelo modelo §; com a matriz de covariancia modi-
ficada para X1, e com o controlo éptimo ¢; obtido pela solugao de Kérny;

e A distribuigao real p;, gerada pelo modelo real N'(Az; + But, Q) e pelo controlador
projectado N (Kyz¢, R).

A optimizagao do funcional de custo compreende a aproximagao da distribuicao real p; a
fazivel p;, e desta 1dltima a ideal ¢;.

4.7 Interpretacao geométrica

A solugao paramétrica sub-6ptima apresentada no teorema 10 pode ser interpretada geome-
tricamente usando o formalismo da geometria da informacao.

Considerando a familia de controladores K como uma variedade com pontos c(u|zy, 0;),
sistema de coordenadas 6 e vectores tangentes dlogc/90:, entdo a equagao (4.71) pode ser
vista como uma condicao de ortogonalidade. Na equacao

0log c(ug|xy, 0
E., |:<E5t+1[ logVe41] + D(st+41([St41) + log 5) %} =0, (4.84)
t t

o factor da esquerda pode ser escrito como uma combinagao linear de vectores tangentes a
variedade K mais um termo ortogonal:

log Ct L

260 (4.85)

0
Es, . [=1ogyi1] + D(st41]|Ses1) +10gc Z J——==
Jj=1
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Figura 4.3: Projeccao ortogonal de ¢ para a variedade K.

Da substituicao de (4.85) em (4.84) resulta que

" dlogec; dlogey | Ologc:
E. J 4 . E, — | =0 4.86
f{jzla 00} 00; }Jr f[ﬁ 00; } ( )
= —_————
=0 por def. de w1+
GI dlogc; Olog ¢y
J - - | =
& Ya E[ TR } 0 (4.87)
Jj=1 t
= Z ajgij =0, (488)
j=1
(4.89)

de onde se conclui que, sendo g;; definida positiva (e portanto ndo singular), entdo a/ = 0
para todo j, i.e., a componente tangente de (4.85) anula-se, restando apenas a componente
ortogonal 7. Assim, a optimizacdo consiste em determinar o ponto # que torna o “vector”
(4.85) ortogonal ao espaco tangente TyK. A figura 4.3 ilustra esta ideia.

A equagao (4.84) pode ser rescrita de modo a coincidir com a condi¢ao de optimalidade
na minimizacao da divergéncia de K-L entre dois controladores c e ¢. Para o efeito, define-se
a distribuicao

def

. 1
Ce(ur|re) = == Crexp (= Es,yy [~ logver1] — D(set1|[Ser1))- (4.90)
Ye(we)

Entao, a equacao (4.84) pode ser rescrita como

ﬁalogc(ut|$t,9t)

E., |log & _
t 198, 00;

=0. (4.91)
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Figura 4.4: A solugao paramétrica ¢; nao é, em geral, obtida pela projeccao da solugao nao
paramétrica c;.

Esta equagao coincide precisamente com a condi¢cao de optimalidade

aaegD(ct(udxt,@t) | ée(uelze)) =0,  i=1,....n, (4.92)
correspondente & minimizagado de D(c:||¢:). Se a familia de controladores K é uma familia
mistura, entao a perspectiva geométrica apresentada na seccao 3.7 é aplicavel neste caso. Em
particular, o controlador 6ptimo resulta da projecgao ortogonal de ¢ sobre K ao longo de uma
curva exponencial. A aplicacao do gradiente natural na optimizacao resulta num algoritmo
excepcionalmente rapido. As secgbes 4.8 e 4.9 seguintes exploram este caminho.

A equagao (4.90) é muito semelhante as equagoes (4.32) e (4.29), sugerindo que o con-
trolo 6ptimo paramétrico consiste na projeccao ortogonal do controlo 6ptimo obtido por
Karny. Esta interpretagao nao é correcta uma vez que o cost to go, capturado por -y, é
geralmente diferente nos dois casos. Apenas no primeiro passo de optimizacao, onde é usado
—logyr = 0 em ambos os casos, é valida esta interpretacao. Nos restantes instantes da
recorréncia, a fungao — logvy:(z;) toma formas diferentes nas duas abordagens. A figura 4.4
ilustra intuitivamente esta diferenca.

4.8 Optimizacao de familias mistura de controladores

Suponha-se que K é uma familia mistura. Para um controlador arbitrario ¢ € K, a condicao
de optimalidade nao é satisfeita, resultando um conjunto de componentes ¢;

Ct

Ect |:(Esr,+1 [_ 1Og7t+1] + D(St-i'l ”St-l-l) + 1Og 5)
t

0log c(ug|zy, 0r)

_ — 193
90! c (4.93)
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Aplicando o método do gradiente natural para determinar os parametros 6ptimos, resulta no
algoritmo

. i 0D
% = 729](9”89;

= — Z 97 (0:)ei(01),

(4.94)

até que um ponto de estacionariedade 6, =0 seja encontrado.

A aplicagao deste método requer a computagao da inversa g/ da métrica g;;, e vdrios
valores esperados com o intuito de determinar as componentes ;. Estes cédlculos nao tém,
em geral, solucao analitica no caso continuo, e sao dificeis de obter numericamente, sendo
necessario recorrer a métodos de integracao e amostragem como por exemplo Markov chain
Monte Carlo (MCMC). No caso discreto, por outro lado, a solugdo é computacionalmente
muito eficiente como se viu no capitulo 3.

4.9 Optimizacao de familias discretas de controladores

Suponha-se que o sistema probabilistico s(a¢11|2, us) é uma cadeia de Markov com entrada
u € U={0,1,2,...,m} eestado z, € X ={0,1,2,...,n}, e que o controlador é caracterizado
pela distribuigao condicional discreta c(ug|xt, 0;).

As probabilidades de transicao do controlador podem ser escritas, em cada instante de
tempo, numa matriz de dimensoes (m + 1) X (n+ 1), em que cada elemento (i, j) da matriz

contém a probabilidade c(u; = i|z; = j):

90,0 90,1 . 9077;
91,0 91,1 el,n

(t) (4.95)
em,O 9m,1 . gmn

O conjunto de todos os controladores deste tipo sao parametrizados por m x (n+1) parametros
independentes 0%7, i = {1,...,m}, 7 = {0,1,...,n}. A primeira linha de (4.95), caracteri-
zada, pelas probabilidades #%7, é determinada automaticamente pela restricao ZZO 09 =1,
de onde resulta que

0% =1-) 0", (4.96)
1=1

A familia de controladores caracterizada desta forma é uma familia mistura.
O controlo probabilistico éptimo é encontrado resolvendo a condi¢ao de optimalidade que
resulta, neste caso, no sistema de equagoes

3 (10g2—i)§9?j =0, (4.97)

u=0

para todo i = {1,...,m}, 7 ={0,1,...,n}, x € X, e onde

¢t = Crexp ( = D(s141[|St4+1) — Es, [~ log %+1]) (4.98)

m ct
—1 = log —. 4.99
ogVt(wt) Z Ct 108 & ( )

u=0
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A derivada parcial existente na equagao (4.97) resulta, em cada instante de tempo, num
objecto indexado pelas quatro varidveis (i, j, us, x¢). A aplicacao directa da condigao (4.97)
resulta na manipulacao de objectos de ordem quatro obtendo-se, apds o somatério, um objecto
de ordem trés indexado por (4, J, xt).

E possivel simplificar este processo observando que a derivada parcial se anula para todo
x¢ # j e consequentemente a condigdo de optimalidade é automaticamente garantida nestes
casos. Esta observacao permite reduzir de uma ordem a equagao (4.97), impondo z; = j e
resolvendo com esta restrigao.

Fixando sucessivamente cada x € X, é possivel escrever a equacao na forma matricial,
sendo necessario resolver uma equagao por cada x € X. Assim, obtém-se a matriz

1 -1 - -1
66(15;10\96) e BC(S(TTSW) 1 0 --- 0

: : =10 1 0. (4.100)
66(%:0@%) 60(75;:1&) P
o 0 - 1

A condicao de optimalidade (4.97) pode entao ser escrita como

-1 =1 .- —1
1 0 - 0
c(u=0|z c(u=m|x
[logéguzol‘mg logﬁ 0 1 0 = 01xm (4.101)

para cada x € X. Como a matriz (4.100) é constante (ndo depende de ), entdo, o conjunto
das n + 1 equagdes pode ser escrito como uma tnica equagao matricial

(u=0|z=0) e B P
: : 0 1 01 =00 i1ym:  (4102)
c(u=0lz=n) c(u=m|z=n) : co
1 Z(u=0la=r) log Z(u=m|z=n) 0 0 ... 1

Esta equagao corresponde a um sistema de (n 4+ 1) x m equagoes a (n + 1) X m incégnitas, e
tem uma solucao que pode ser obtida forgando a matriz da esquerda a ter linhas constantes.
Resulta entao que

c(ulx). (4.103)

1
c(ulr) = —
(x)
Esta solugao coincide com a apresentada na equagao (4.29). Em seguida apresenta-se um
algoritmo que permite obter a mesma solucao de forma iterativa.

4.9.1 Solugao pelo método do gradiente natural

Suponha-se que é proposta inicialmente uma distribuicao candidata c(u|z), diferente da distri-

buicao éptima. Ao aplicar esta distribuicao em (4.102) a igualdade nao se verifica, obtendo-se

do lado direito uma matriz € nao nula, correspondente ao diferencial dD. Esta matriz ¢ é

usada para calcular o gradiente natural e determinar a direccao a seguir pelo método iterativo.
O algoritmo seguinte apresenta a sequéncia de calculos usados na optimizacao:
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1. Inicializagao:

(a) t =T — 1, onde T é o tamanho do horizonte temporal;

(b) —logy(xr) = 0;

(c) Especificar uma estimativa inicial da matriz de parametros 6 para o controlador
no instante t = T7;

(d) Definir o comprimento do passo 7 a usar no método do gradiente natural;

2. Calcular:
~ ef
log & =log Cy — D(sy41][St41) — Esppy [~ log o1 (ze41)]- (4.104)

3. Repetir os seguintes calculos:

(a) Célculo de T

1
T _ . c(u=0]|z=0) c(u=0]z=n)
e == 11| |log Zu=o[z=0) log 5(u:0|z:n)i| +
|1
M. c(u=1]z=0) c(u=1]z=n) (4.105)
log . =1l2=0) 10g Zr=il=n)
+ : : ;
c(u=m|z=0) c(u=m|z=n)
_1Og ¢(u=m|z=0) IOg é(u=mlz=n)

onde é usada a decomposicao de matrizes [A B] [C’ D} o AC+ BD, de forma
a eliminar todos os produtos de (4.102).

(b) Calculo do gradiente natural:
VD=0oc" — ¢ -diag([L --- 1](80e™)). (4.106)
Esta expressao para o gradiente natural é uma variante da obtida no capitulo 3,

modificada para trabalhar em espacos de matrizes.

(¢) Actualizagao dos parametros ¢ na direccao do gradiente natural:
6 —60—nVD. (4.107)

Esta actualizagao corresponde a evoluir o controlador ¢; ao longo de uma geodésica
(relativamente & conexao mistura) disparada na direcgdo do gradiente natural.

Os trés passos 3a, 3b e 3c anteriores sao repetidos até que a norma Riemanniana da
matriz € seja essencialmente nula. Para o efeito, estabelece-se um limiar € e verifica-se
se a condicao ~

(eVD), <e, i=0,1,...,n, (4.108)
é satisfeita para os elementos da diagonal. Em caso afirmativo a iteragao ¢é interrompida
e os parametros 6 actuais sao considerados 6ptimos.

4. Usando os parametros 6 6ptimos, calcular

Ct
—logi(zt) = E,, {1og &—] . (4.109)
t
5. Decrementar t, e repetir o calculo do controlador para esse instante de tempo repetindo
todos os passos desde 2. O procedimento é repetido para todos os instantes de tempo
t do horizonte temporal considerado.
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Figura 4.5: Transigoes permitidas no sistema s(z;41|xe, ut).

4.10 Exemplos

Para testar o método anterior foram criados exemplos com viarios graus de complexidade.
No primeiro exemplo considera-se um sistema de baixa dimensao. No segundo exemplo
considera-se um sistema de dimensao elevada, que prova a viabilidade prética dos algoritmos
desenvolvidos.

4.10.1 Problema de baixa complexidade

Considere-se que o sistema s(x4q1|2¢, ut) tem nove estados x e trés entradas u. Para facilitar
a visualizacao, os estados estao organizados numa grelha 3 x 3. O sistema permite apenas
trés tipos de transigoes entre estados: manter o mesmo estado, rotacao para a direita, e
rotagdo para cima. A figura 4.5 mostra as transi¢oes permitidas. As probabilidades de
transi¢ao dependem da entrada externa u. A tabela seguinte mostra de que forma a entrada
u influencia as transicoes: Suponha-se que se pretende levar o sistema de um estado inicial

u manter estado rodar para direita rodar para cima
1 0.9 0.05 0.05
2 0.05 0.05 0.9
3 0.05 0.9 0.05

Tabela 4.4: Probabilidades de transicao em funcao da entrada u.
arbitrario ao estado x = 3, usando para o efeito as entradas u sem nenhuma preferéncia
especial. Assim, definiram-se as distribuicoes ideais
S(:p)*L[l 1 1000 1 1 1 1 1 1]"
1008

Cw)=[4 1 417, (4.111)

, (4.110)

onde, em S(z), a probabilidade elevada marca o estado desejado.
Aplicando o algoritmo de optimizagao iterativo num horizonte temporal de comprimento
T = 10, obtém-se a evolucao dos parametros como ilustrado na figura 4.6%. A optimizacio

6Neste gréfico, a seta do tempo estd invertida. Em vez desta, estd representada a seta “causal” usada
durante a optimizagao. O indice T'— t indicado no eixo horizontal reflecte esta inversao.
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Figura 4.6: Optimizagao de c(u|z). Os instantes T — ¢t com ndimeros inteiros correspondem
a programacao dinamica, enquanto cada intervalo entre estes corresponde a uma corrida do
método do gradiente natural.
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Figura 4.7: Matrizes de transi¢ao ¢i(ulx), t =T —4,...,T — 1, no horizonte temporal de
dimensao T = 10.

de c(u|x) é iniciada com distribuicdo uniforme. A optimizagdo para o instante ¢ = T —
1 = 9, correspondente a posicao T — ¢t = 1 no gréafico, devolve um controlo “um-passo-a-
frente”. As probabilidades de transi¢ao sao apresentadas no primeiro grafico de barras da
figura 4.7. Nos quatro instantes de tempo seguintes da optimizacgao, as probabilidades de
transigao sofrem alteragoes consideraveis. Ao fim de cinco instantes de tempo obtém-se uma
aproximacao razoavel do controlador ¢ (u|z). Usando a lei de controlo co, numa simulagao
estocastica em cadeia fechada, obtiveram-se os histogramas normalizados da figura 4.8. Como
se pode observar, o histograma normalizado p(z) do estado x aproxima-se razoavelmente da
distribuicao ideal S(z). A entrada u apresenta um histograma normalizado diferente da
distribuicao ideal C(u). Esta diferenca é resultado de um compromisso que permite a x ter
uma distribuigao estaciondria perto da especificada por S(z).

4.10.2 Problema de complexidade elevada

No exemplo descrito nesta seccao considera-se um sistema linear de primeira ordem, instavel
em cadeia aberta,

Ti41 = 1011’t + 001’[145 + W, wg ~ N(O, 01) (4112)
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Figura 4.8: Distribuigdes de probabilidade dos modelos ideais S(x) e C(u), e histograma
normalizado das varidveis x e u obtidas em simulacao estocastica em regime estacionario.

Na formulagao probabilistica, o estado x é amostrado com uma precisao de 8 bits no intervalo
[—2,2], e o controlo w no intervalo [—10, 10] com a mesma precisao de 8 bits. Assim, o modelo
probabilistico discreto s(xsy1|xt, ut) é descrito por 256 X256 x 256 = 16 777 216 probabilidades
de transicdo. Para este modelo, um controlador c¢;(ut|xt) é descrito por 256 x 256 = 65536
probabilidades de transicao, que podem ser parametrizadas por 255 x 256 = 65280 parametros
0® independentes.

Pretende-se determinar a sucessao de controladores ¢; num horizonte temporal de compri-
mento 7', onde a optimizagao é efectuada relativamente a uma distribuicao ideal gerada pelos
modelos ideais S(z) e C(u). Como modelo ideal S(x) para x é especificada uma distribuigao
bimodal obtida pela mistura de duas gaussianas

S(x)=0.5 N(—1, 0.2) + 0.5 N (1, 0.2). (4.113)
O modelo ideal C'(u) especificado para u é
Cu) ZN(0, 3). (4.114)

Efectuando a optimizacao pelo método iterativo num horizonte temporal 7' = 100, obtém-se
um controlo 6ptimo ¢ (u¢|2+) caracterizado por um conjunto de 100 matrizes de transigao de
dimensao 256 x 256, uma para cada instante de tempo ¢t = 0,1,...,99. Assim, o algoritmo
necessita de determinar um total de 100 x 255 x 256 = 6 528 000 parametros diferentes.
Aplicando o algoritmo iterativo obtém-se o controlador ¢, ~ ¢y com as probabilidades
de transicao que se mostram graficamente na figura 4.9 (nesta figura mostra-se uma matriz
de transicao 64 x 64 por motivos de legibilidade). Foi efectuada uma simulacdo estocdstica
em malha fechada com o controlador co,. A figura 4.10 mostra o histograma normalizado
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c(ulx)

Figura 4.9: Probabilidades de transigao do controlador ¢y (u|z).

obtido em regime estacionario num intervalo de tempo grande. Mostra-se também as curvas
correspondentes as distribuigoes ideais S(z) e C'(u). Conforme se pode observar, o estado
x aproxima-se da distribuigao ideal S(x). Em geral, nao é possivel fazer coincidir as dis-
tribuigoes estaciondrias com os modelos ideais S(z) e C(z). A solucao obtida é sempre a
que melhor se aproxima no sentido da divergéncia K-L, mas cujo desempenho esta limitado
pelas propriedades do sistema real s(z¢41|z, us) e pela familia paramétrica de controladores
especificada. A figura 4.11 mostra um excerto da simulacao estocastica da cadeia fechada.

4.11 Aplicacao a genémica

Nesta seccao aplicam-se as ferramentas de controlo probabilistico desenvolvidas anteriormente
em problemas com redes reguladoras de genes.

A seccao 4.11.1 apresenta um resumo da gendémica relevante para o problema que se pre-
tende resolver. Para uma exposi¢ao mais detalhada consultar [13], ou livros da especialidade
ai citados.

4.11.1 Introducao

Num sistema celular, cada célula desempenha fungoes bem definidas, determinadas pela sua
informacao genética. Nos casos em que a informacao genética é adulterada, a fun¢ao nor-
mal da célula pode ser alterada e falhar, gerando-se situagoes de doenga. A investigagdo em
genética tem como objectivo compreender de que forma as células executam a sua fungao,
identificando os genes responséaveis pelos diferentes processos e mecanismos de controlo em-
pregues.

A informacio genética ¢ armazenada numa molécula de ADN (dcido desoxirribonucleico”).

"DNA na designacio anglosaxénica.



4.11. APLICACAO A GENOMICA 73

Histograma do estado
0.02 T T T

0.015

0.005

X

Histograma da entrada
0.012 T T T

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

Figura 4.10: Histograma normalizado do estado x e da entrada u obtidos em simulagao
estocastica em regime estacionario.
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Figura 4.11: Evolucao dos sinais x; e u; numa simulacao estocastica em regime estacionario.
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A molécula de ADN consiste em duas cadeias de nucleétidos organizados na forma duma du-
pla hélice. Os nucledtidos sao de quatro tipos: Adenina (A), Guanina (G), Citosina(C) e
Timina (T). Estes nucleétidos emparelham-se em pares A-T e G-C por pontes de hidrogénio.
Assim, se uma cadeia é formada por uma sequéncia das bases A, G, C e T, a outra cadeia é-
lhe complementar pelas regras de emparelhamento anteriores. O ADN codifica a informagao
na sequéncia de nucleétidos usados. Organismos diferentes tém sequéncias diferentes e trans-
portam informacao diferente.

Uma tira de ADN pode ser dividida em pequenas porgoes, chamadas genes, que trans-
portam a informacao necessaria para produzir proteinas. As proteinas sao formadas por uma
cadeia de 20 tipos diferentes de aminodcidos. A sequéncia destes aminoacidos determina a
forma da proteina que, por sua vez, determina a funcao exercida por esta. As proteinas sao
responsaveis por praticamente todas as funcoes celulares. Alguns exemplos de proteinas sao
as enzimas, os anticorpos, as toxinas e as hormonas. As proteinas servem também como
moléculas transmissoras de sinais entre células ou como as partes méveis de maquinas mole-
culares existentes no interior das células. Sao moléculas responsaveis por praticamente todas
as funcgoes celulares.

A informagao codificada no ADN de um organismo dé-se o nome de genoma. Durante
a divisao celular, a célula copia o seu genoma para as novas células. Como as duas cadeias
de nucledtidos do ADN sao complementares uma da outra, cada uma destas pode servir de
modelo para construir a outra. E precisamente esta propriedade que é usada para executar
a replicagao do ADN. As cadeias de nucledtidos sao separadas, e cada cadeia é usada para
sintetizar a sua complementar, obtendo-se duas cépias iguais do ADN original.

Os mecanismos usados no processo de replicacao sao extremamente robustos a erros,
incluindo mesmo mecanismos de correccao de erros. No entanto estes nao estao livres de
ocorrer. Caso estes ocorram diz-se que houve mutag¢des nos genes. As mutagoes podem dar
origem a doencas hereditarias, ou cancro, mas sao também o que permite a evolucao das
espécies.

Como referido anteriormente, o ADN transporta a informacao necesséria para a produgao
de vérias proteinas, sendo essa informacao codificada nos varios genes. No entanto a produgao
das proteinas nao ¢é efectuada directamente a partir do ADN. A porcao do ADN com a
informacao necessaria a producao de uma determinada proteina — o gene — é inicialmente
copiada para um A RNm (4cido ribonucleico mensageiro®) num processo chamado transcricdo.
O ARNm é entao usado para dirigir a produgao da proteina noutro processo designado de
traducdo. Quando um gene é transcrito diz-se que este é expresso ou que estd activado.

Durante o processo de traducao, a sequéncia de nucleétidos do ARNm é descodificada,
traduzindo-se a linguagem baseada nos quatro nucleétidos A-G-C-U que formam o ARNm nos
20 aminoacidos que formam a linguagem das proteinas. O cédigo que efectua esta traducao
chama-se codigo genético. Este cddigo faz corresponder a cada grupo de trés nucleétidos do
ARNm um aminoécido da proteina. Assim, obtém-se 4% = 64 palavras de cédigo diferentes.
De todas estas, trés sao usadas para marcar o inicio e fim da proteina, sendo as restantes
61 usadas para codificar os 20 aminoacidos. O cddigo genético é o mesmo em toda a vida
conhecida.

Os genes nao estao todos activos simultaneamente. Num organismo multicelular com di-
versos tipos de células, embora o genoma seja o mesmo em todas elas, a expressao dos genes
(activos/inibidos) é diferente entre elas. Estas diferengas de expressdo levam & produgdo de
substancias diferente (insulina nas células-f do pancreas, hemoglobina nos glébulos verme-
lhos, etc) e sao o que distingue a forma e funcao das vérias células.

A divisao celular que ocorre no desenvolvimento embrionario a partir de um 6vulo fer-

8mRNA na designacio anglosaxénica.
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tilizado — que é uma célula — da origem aos diversos tipos de células de um organismo.
Esta diferenciacao celular é conseguida pelo controlo da expressao dos genes ao longo das
sucessivas divisoes celulares.

4.11.2 Redes Reguladoras de Genes

O mecanismo de transcricao é regulado por proteinas requladoras de genes que se ligam a
sequéncias de ADN reguladoras, e que podem inibir ou reforcar o ritmo a que a transcricao
é efectuada. Ao serem activados determinados genes, podem ser produzidas proteinas —
factores de transcricao — que inibem ou reforgam o processo de transcrigao de outros genes.
Assim, enquanto uns genes codificam proteinas necessarias a fungao da célula, outros genes
tém uma fungao reguladora.

O conjunto dos genes conjuntamente com outras substancias existentes na célula formam
uma rede de influéncia mutua. Nesta rede, os nds representam o estado (activo/inactivo)
dos genes, enquanto a malha representa a influéncia que cada gene tem nos restantes por
intermédio dos factores de transcrigao.

Em organismos unicelulares, estas redes podem responder ao ambiente exterior activando
ou desactivando genes. Por exemplo, uma célula de levedura num ambiente rico em agucares
ird activar genes que produzem as enzimas necessarias para transformar o agucar em alcool.
A energia obtida com este processo é entdo usada para se multiplicar pelo processo de divisao
celular.

Em organismos multicelulares o processo é semelhante. O estado de determinados genes
pode depender do ambiente, pelo que a concentracao de certas substancias poderao levar a
sua activagdo ou inibigdo. A existéncia de gradientes de concentragao destas substancias leva
a que células em locais distintos tenham diferentes genes activos, adquirindo assim funcoes
especificas diferentes. Este é o mecanismo que permite o desenvolvimento dos véarios érgaos
de um corpo.

A modelagdo matematica das redes reguladoras de genes pode ser feita usando sistemas
de equacoes diferenciais ordindrias, onde os estados representam as concentragoes das varias
substancias. Estes modelos fornecem informagao detalhada sobre a evolucao do sistema, mas
requerem um volume muito elevado de dados para a calibragao do modelo.

Um modelo mais grosseiro que requer menos informagao pode ser implementado usando
redes booleanas. Nestas redes, os estados (expressao dos genes) podem tomar dois valores: on
ou off. A activacao dos genes depende de fungoes Booleanas dos restantes genes e do ambiente.
Mais recentemente tém sido usados processos estocasticos para modelar a expressao dos genes
em redes Booleanas probabilisticas (PBN's).

4.11.3 Modelacao de Redes Reguladoras de Genes

Considerando que um gene pode estar num dos dois estados on ou off, um conjunto de n
genes tem na totalidade 2™ combinacoes de estados possiveis. A cada combinagdo pode ser
atribuido um cédigo binario, onde cada bit representa o estado de um gene. Como exemplo
considere-se que um conjunto de trés genes estao num dado momento no estado 001, i.e.
apenas o terceiro gene (o da direita) estd expresso. Se o primeiro gene é activado, o novo
estado passa a ser 101. Lido em base decimal, diz-se que ocorreu uma transicao do estado 1
para o 5.

A activacao de um gene depende dos factores de transcricao promovidos por outros ge-
nes e do ambiente, pelo que a interaccao com determinadas substancias podera despoletar
alteragoes na sua expressao. Estes sinais externos podem ser emitidos por outras células
vizinhas ou por moléculas extracelulares existentes no ambiente.
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A literatura tem sugerido a utilizagao de redes Booleanas para modelar a evolugao do
estado de activagao dos genes [13]. Neste tipo de formulagao considera-se que o estado x; do
i-ésimo gene evolui de acordo com

zi(t+1) = fi(zo,x1,. .., Tn-1),

onde f; sao funcoes Booleanas. Uma lei de evolugao de tipo determinista dificilmente coin-
cide com a realidade observada. Assim, tendo em consideracao a natureza estocéstica dos
sistemas, é sugerida [13] a utilizacao de redes Booleanas probabilisticas (PBN). Nestas redes,

cada fungao Booleana f; é seleccionada de forma aleatéria, em cada instante, de um conjunto

de fungoes Booleanas F; = {f;i) }i=1,...1(i)- Estes conjuntos contém os “preditores”® que irdo

descrever a transicao do estado. Isto é, para cada gene i, existe um conjunto de (i) fungoes
Booleanas { flz), f;), ey l((zi))}, que aplicadas ao estado actual da rede predizem o estado
futuro do i-ésimo gene, tendo cada uma delas uma probabilidade ¢; associada. Em seguida
propoe-se um modelo alternativo para descrever a dinamica da rede.

Admitindo a mesma codificagao bindria para o estado de cada gene, a evolucao da rede
pode ser modelada por uma cadeia de Markov p(z¢41]2:), onde a2 € {0,1,...,2™ — 1} repre-
senta o estado da rede formado pela palavra binaria correspondente ao conjunto dos genes.

Pode verificar-se que um modelo PBN determina univocamente uma cadeia de Markov.
O inverso ja nao se verifica, podendo existir varias PBNs para a mesma cadeia de Markov.

Admita-se que a cadeia de Markov é descrita pela distribuigao condicional s(zyy1|ze, ur)
onde a varidvel u; modela a influéncia que o ambiente externo a célula tem nas probabilidades
de transicao. Se a variavel u; depende de alguma maneira da varidvel z; entao obtém-se um
sistema realimentado. Mais especificamente, a variavel u; pode ser descrita pela distribuigao
condicional ¢(u|x, 0;), parametrizada por 6;.

Um dos objectivos que se coloca é o de modificar a expressao genética de um conjunto de
células. Este controlo permite, por exemplo, formar células especializadas a partir de células
indiferenciadas, ou induzir apoptose em células cancerigenas.

Tendo como objectivo um determinado perfil genético final e uma sequéncia de transigoes
entre estados para atingir esse objectivo, é necessario determinar que sequéncia de sinais u
devem ser usados para aproximar o objectivo. A formulacao do controlo probabilistico pode
entao ser usada para este proposito. O exemplo 11 seguinte ilustra esta abordagem sobre um
sistema ficticio.

Exemplo 11. Considere-se o exemplo da figura 4.12, onde se pretende regular trés genes
pela adigao de uma substancia U. A existéncia em maior quantidade da substancia U conduz
a uma maior probabilidade de interaccao com a rede de regqulagao de uma célula particular.

Neste exemplo considera-se, nao uma célula particular, mas uma populacdo de células
que evolui de forma estocdstica. Admite-se que cada gene tem dois estados possiveis: on
ou off. Admite-se também que a expressao de um gene determina a expressao de outro com
probabilidade p = 0.9.

Num dado instante, a rede pode estar num de 23 = 8 estados possiveis, numerados em
bindrio de 000 a 111. Nesta rede, o gene 0 (zero) corresponde ao bit menos significativo en-
quanto o gene 2 (dois) corresponde ao bit mais significativo. As probabilidades de transi¢ao
entre estados da rede dependem do modo como as influéncias entre os genes se dao. Para a
rede da figura 4.12 determinaram-se as probabilidades de transi¢io (4.115) e (4.116), corres-
pondentes aos casos de presenca e auséncia de interaccao com a substancia U. Escrevem-se,
com algum abuso de notagao, as matrizes das probabilidades de transicao s(xiy1|xe, us = 0)
e s(xep1|xe, up = 1), onde xp41 € {000,001, ...,111} indexa as linhas de 1 a 8, enquanto x;

9Conforme nomenclatura usada em [13].
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indezxa as colunas de igual modo. Apresentam-se em negrito as transi¢coes mais provaveis da
rede.

[0.009 0.081 0.081 0.729 0.009 0.081 0.081 0.729]
0.081 0.729 0.009 0.081 0.081 0.729 0.009 0.081
0.001  0.009 0.009 0.081 0.001 0.009 0.009 0.081
0.009 0.081 0.001 0.009 0.009 0.081 0.001 0.009
0.081 0.009 0.729 0.081 0.081 0.009 0.729 0.081 |’
0.729 0.081 0.081 0.009 0.729 0.081 0.081 0.009
0.009 0.001 0.081 0.009 0.009 0.001 0.081 0.009
0.081 0.009 0.009 0.001 0.081 0.009 0.009 0.001

i (4.115)

[0.009 0.081 0.081 0.729 0.001 0.009 0.009 0.081]
0.081 0.729 0.009 0.081 0.009 0.081 0.001 0.009
0.001  0.009 0.009 0.081 0.009 0.081 0.081 0.729

s(xess|ze,ur = 1) = 0.009 0.081 0.001 0.009 0.081 0.729 0.009 0.081

’ 0.081 0.009 0.729 0.081 0.009 0.001 0.081 0.009

0.729 0.081 0.081 0.009 0.081 0.009 0.009 0.001
0.009 0.001 0.081 0.009 0.081 0.009 0.729 0.081
0.081 0.009 0.009 0.001 0.729 0.081 0.081 0.009

i (4.116)

Suponha-se que se pretende levar o estado da rede para 001. Entao, efectuando a optimizacdo

num horizonte temporal T =5, com distribuicoes ideais

S(Z’t+1|1't, Uy = 0) =

1
=1 10" 11 11 e 411
S(wey1) [ ] 10007 ( 7)
¢ T
Cu) = [0.5 0.5] , (4.118)
obtém-se uma sequéncia cy, . ..,cq optima. Em particular,
colu|zs) = 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.9999 1.0000 0.9922 0.9957
0= e/ = 0.5000 0.5000 0.5000 0.5000 0.0001 0.0000 0.0078 0.0043]|°

(4.119)
Deste resultado observa-se que para atingir o estado desejado 001, especificado em (4.117),
se distinguem duas situacoes:

e se o estado € 000, 001, 010 ou 011, a presenca da substancia U € irrelevante, obtendo-se
uma probabilidade 0.5 para a sua presenca ou ausSéncia.

e se o estado é 100, 101, 110 ou 111, entao deve promover-se a auséncia de U.

As figuras 4.13(a) e 4.13(b) permitem confirmar este resultado de modo informal.

A figura 4.14 apresenta wma simulacao da cadeia fechada durante o intervalo de tempo
t =0,...,10, usando o controlo co(ut|zy) em todos os instantes de tempo. A simulagao
foi inicializada com o estado inicial da rede a 110 (estado 6 na figura). Observa-se que a
evolucao da rede sequiu o caminho mais provdvel

110 — 100 — 101 — 001

durante os primeiros instantes t = 0,...,3. Tendo atingido o estado 001, o controlo gera
sinais uy a 0 (zero) ou 1 (um) com igual probabilidade durante o intervalo t =3,...,6. Em
t = 7 ocorre uma altera¢ao no estado de activacao de um dos genes, passando-se de 001
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Figura 4.12: Diagrama de uma rede de regulagao celular (ficticia).
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) Auséncia da substancia U b) Presenca da substancia U

Figura 4.13: Transi¢oes de maior probabilidade entre estados da rede.
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Figura 4.14: Simulacao temporal.

para 000. Em consequéncia o controlo gera o sinal uy = 0, levando novamente o estado da
rede para o equilibrio desejado. A figura 4.15 apresenta o histograma normalizado de x; e uy
numa simulacdo estocdstica no intervalo t = 0,...,10°. Este exemplo é favordvel uma vez
que o estado desejado 001 é simples de atingir, conforme se observa na figura 4.12. Outra
situagao mais dificil seria repetir o mesmo processo para o estado desejado 110. Neste caso
ndo existe um caminho (com grande probabilidade) que leve a rede a esse estado, obtendo-se
o histograma da figura 4.16. O resultado estd neste caso muito longe do desejado, mas € o
optimo para esta rede.
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Figura 4.15: Histograma normalizado de 2 e u; numa simulacao estocéstica (Tgim = 105).
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta tese, o problema do controlo de sistemas estocasticos em cadeia fechada é formulado de
forma puramente probabilistica, e sao propostas solugoes para esta formulacao. As solugoes
obtidas sao interpretadas geometricamente a luz das ferramentas de geometria da informagao.
Finalmente sao apresentados resultados obtidos em simulagao.

As abordagens propostas foram motivadas principalmente pelos trabalhos de Kéarny para
o controlo probabilistico, e pelos trabalhos de Kulhavy para a estimacao recursiva nao li-
near. No primeiro caso, o controlo é formulado como um problema de optimizacao, em que
se pretende aproximar a distribuicao de probabilidade da trajectéria do sistema em cadeia
fechada, a uma distribuicao ideal especificada. No segundo caso, pretende-se determinar for-
mulas recursivas para a estimacao nao linear, mantendo a coeréncia com a lei de Bayes. Nesta
ultima abordagem sao usadas ferramentas de geometria da informacao. Estas ferramentas,
desenvolvidas por Amari e outros, consistem essencialmente no tratamento de espacos de
distribuigoes de probabilidade como variedades diferenciais.

Neste trabalho a formulacao originalmente proposta por Karny é reformulada de um ponto
de vista geométrico. Esta reformulagao requer a restricao do problema a classes paramétricas
de controladores. Esta restricao tem como consequéncia solugoes sub-6ptimas, mas trataveis,
0 que nao acontecia com as solucoes éptimas nao-paramétricas.

A formulagao paramétrica permite, por um lado, a andalise geométrica, ao considerar os
parametros como sistemas de coordenadas, e por outro, a viabilidade computacional online
ao permitir uma descrigdo com memoria finita (os parametros). Esta viabilidade online teve
como contrapartida o aparecimento de um problema de optimizagao, a realizar offline, para
determinar os parametros éptimos.

No caso de sistemas discretos, descritos por cadeias de Markov controlaveis, a optimizacao
offline é computacionalmente viavel e eficiente. Foi desenvolvido um algoritmo baseado no
gradiente natural que permitiu a optimizacao de sistemas de grande dimensao (milhoes de
parametros em poucos segundos em hardware actual). A eficiéncia deste algoritmo resulta
do facto do método do gradiente natural aproximar assimptoticamente o método de Newton,
garantindo convergéncia quadratica. A grande vantagem do método, quando comparado com
o método de Newton, reside no facto de nao necessitar da Hessiana do funcional de custo,
e portanto nao incorrer na penalizacao da sua complexidade espacial e temporal elevadas.
Mostrou-se que o gradiente natural pode ser calculado de forma eficiente com complexidade
computacional linear, quer em tempo de cédlculo quer em espago, pelo que é aplicavel a
problemas de dimensao muito elevada.

Finalmente, consideraram-se varios exemplos para ilustrar os algoritmos desenvolvidos.
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5.1 Problemas em aberto e trabalho futuro

Os sistemas dinamicos, e em particular os sistemas de controlo, vistos numa perspectiva de
teoria da informacao e usando ferramentas geométricas, sao um campo de trabalho para o
qual relativamente pouca atencao tem sido dada na literatura. Este trabalho tenta cobrir
uma pequena parte deste campo, sendo o caminho seguido apenas um dos muitos possiveis.
Do trabalho efectuado ficaram algumas questoes em aberto. Outras questoes se levantaram,
com varios caminhos a perspectivarem-se para trabalho futuro. Em seguida apresenta-se um
conjunto de questoes, ligados mais ou menos directamente ao trabalho realizado neste tese,
e que se propoem como trabalho de investigacao a realizar futuramente.

1. O método do gradiente natural apresentado no capitulo 3 foi aplicado a uma parame-
trizacao particular de distribui¢cbes de probabilidade discretas. Esta parametrizagao
caracteriza a familia de distribui¢oes discretas como uma mistura, sendo os resultados
posteriores dependentes desta caracterizagao. Esta parametrizacao nao é, no entanto,
unica. Outra parametrizacao possivel é, por exemplo, a de uma familia exponencial,
como se mostrou no capitulo 2. Neste caso, pode mostrar-se que a matriz de informacao
de Fisher coincide precisamente com a inversa da matriz de informacao de Fisher da
parametrizagao mistura. E ainda um trabalho por efectuar determinar a forma do
gradiente natural na parametrizagdo exponencial. Em particular, é relevante saber
como se comparam os algoritmos do gradiente natural nos casos exponencial e mistura
estudado.

2. A extensao para um horizonte temporal infinito resulta, no caso linear, num controlador
com ganhos K constantes, obtidos a partir da solucao da equacao de Riccati algébrica.
No caso probabilistico nao esta provada a convergéncia da optimizagao do controlador
probabilistico para uma distribui¢ao ¢(u|z) invariante no tempo.

3. Na seccao 4.4.4 propoem-se uma sequéncia de operagoes com o objectivo de eliminar os
problemas numéricos na implementagao da solugao éptima de Karny. Estas baseiam-se
no funcional de custo para horizontes finitos, funcional esse que estd na origem dos
problemas numeéricos. Avancga-se, como especulagao, que a modificacao do funcional
de custo da divergéncia K-L para o ritmo de entropia relativa, conforme proposto na
extensao para horizonte temporal infinito na seccao 4.4.3, podera resolver os proble-
mas numéricos. A razao é a seguinte: pensa-se que a propagacao do cost to go seja
substituida pela propagacao do “ritmo de entropia diferencial”. Sendo esta tultima
convergente, o argumento da exponencial nao deverd divergir. Como efeito colateral,
poderao surgir as condigdes de convergéncia para a distribuigao c¢(ul|x), para horizonte
infinito.

4. O controlo probabilistico paramétrico para varidveis continuas requer a solugao de
uma equagao (condigao de ortogonalidade) em cada instante do horizonte temporal.
Esta equagao nao tem, em geral, solucao explicita pelo que sao necessarios métodos
numéricos para aproximar a solugao, a semelhanca do que foi efectuado para o caso
discreto. E necessério testar em simulacao varios destes métodos.



Apéndice A

Apéndice ao capitulo:
Geometria da informacao

A.1 Reparametrizagao e métrica de Fisher

Nesta seccao mostra-se de que forma uma transformacao de coordenadas numa variedade
estatistica afecta os véarios objectos nela definidos, tais como vectores tangentes e produto
interno.

Suponha-se conhecida uma familia paramétrica F de distribui¢oes de probabilidade, onde
0 representa as coordenadas de cada distribuigao p(x|f) € F. Um vector tangente num ponto
0 tem representacao, na forma exponencial, dada por

~ ;Ologp
’U:;’U W, (Al)

- . 1 .
onde v* sao as componentes do vector relativamente aos vectores base 86%%7” , i =1,...,n.

i
Nesta representacao, a matriz de informacao de Fisher G(6) tem componentes g;;(0) definidos
por

of dlogp dlogp
gzj(e)dzEp(IW){ 90 007 :| (AQ)

O produto interno entre dois vectores arbitrarios v e w, com componentes v' e w’, res-
pectivamente, é

def ", ,0logp 0logp
<”’“’>:EP<$‘9>[Z” 200 " o0 }

i=1

i Ologp dlogp
4,3

= Zv’wjgw(ﬁ)

.3

Suponha-se que a mesma familia de distribuicoes de probabilidade é parametrizada por
outro sistema de coordenadas &, tal que £ = p(6). Nestas novas coordenadas, as distribuigoes
de probabilidade sao

(€)= p(z]e™"(€)), (A.4)
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e os vectores tangentes sao

o= gmd108p (A.5)

Os vectores tangentes transitam entre os dois sistema de coordenadas por pushforward. As
componentes dos vectores sao transformadas pela matriz Jacobiana da transformacao ¢,
como se ilustra de seguida.

;0logp(x]d) ;1 Op(a]p(0))
Z” 90 _Z“(w) 00"

D1 0p(z|€) D™ (6)
! (|§)Z aem o

Z

_ 0em(0)\ 1 op(z[§) (A.6)
‘§<;” 06° )zs(zm oem

>

{1771

m 0log p(x[€)
aE™

Em notacao matricial, esta transformacao pode ser escrita como
v =Jv, (A7)

N N 1T T .
onde v = [’Ul v"} ev = [vl e v"} sao colunas com as componentes dos vectores
¥ e v, respectivamente, e J = g—‘g é a matriz Jacobiana de .

A matriz de informagao de Fisher transforma-se de forma analoga sob mudanca de coor-

denadas. Para determinar esta transformacao, observa-se de (A.6) que

dlogp <~ 9¢™(0) Ologp
IR D T9em (A8)

Usando esta identidade, e comecando nas coordenadas 6, obtém-se sucessivamente que

g,(0) = p[alogp alogp}

891' 89j
B 0) dlogp 0pP(0) Ologp
n Ep{; 691 ogm Z 003 Ogp }
Z 0) 0P () z. [810gp alogﬁ} (A.9)
891 007 g™ Ogp
djfgmp (f)

0).
—Z 007016

Em notacao matricial, esta transformacao escreve-se
G(0) = JTG(€)J, (A.10)

onde G é a matriz de informacdo nas coordenadas 6 e G é a matriz de informacao nas
coordenadas . Mostra-se em seguida que o produto interno definido como em A.2 e (A.3)
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é invariante a transformacoes de coordenadas. De facto, dados dois vectores ¥ e w nas
coordenadas &, o seu produto interno calculado em notagao matricial é

(0,0) ¢y = 07 G

(JO)TG(Jw)

=T (JTCT)w (A11)
=0T Gw

= <’U, w>g(9).

A.2 Conexao-0 de Amari

Prova-se de seguida que a conexao-0 de Amari é a conexao métrica obtida a partir do tensor
métrico g;;.

Demonstragao. A conexao métrica é definida pela férmula

1/0gi  Ogjx  0Ogij
Tiip = = " v . A.12
ik =3 260 0’ aok) (A-12)

Calculando as derivadas individualmente, obtém-se que

Ogir 0 Ologp dlogp
000 — o007 | Vo600 oo
[ Op dlogpdlogp  O*logpdlogp  dlogp 8 logp
~ ) o005 o0r ook Paeioer o0k T o0r 00100k
7/ (810gp810gp810gp 0%logp Ologp 810gp8210gp)
007 00t 00k 00700° 00k 00t 00300k )

(A.13)

Efectuando as permutacoes necessarias nos indices i, j, k obtém-se as restantes derivadas

09k :/ (alogpalogpalogp 0%logp Ologp 810gp8210gp) (A14)
00° 00" 967 96k 001007 0o* 001 9000k ’

e
0gij :/ (alogpﬁlogpalogp+6210gp610gp 810gp6210gp) (A15)
00k 00k 00" 007 00k90  00I 00t 00k00i )° '

Finalmente, efectuando a soma (A.12), obtém-se que

I :1/ (810gp810gp810gp 28210gp810gp)
kT o0k 90t 06 90005 00
:E[(6210gp lalogpﬁlogp)alogp}

00 00k 2 00t 00I 90k

(A.16)

Este resultado corresponde a fazer o = 0 na familia de conexoes-ov de Amari. O
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A.3 Meétrica induzida pela divergéncia K-L

O tensor métrico induzido pela divergéncia de Kullback-Leibler é

oDl soln) = oy [ o aatog LA
RN Po+n61|Do OAG; DAG; Po+n610g Do

__0 /3p0+A0 Lo Po+48
086, | “9ng; 8 py

- 9%poyn0 DPo+26 0logpoyae 0logpotng
= log + 0-+A
DN0000; o RING RING

=0 quando AH—0 =gi;(0) quando A0—0

Tomando o limite quando Af — 0, o primeiro termo anula-se e obtém-se precisamente a
métrica de Fisher g;;(0).

Da mesma forma, derivando relativamente ao segundo argumento da divergéncia, obtém-
se

s g Dol s) = =2 [
a0 one; PO =5 R0; a0, | 0% perae

:_/ po  porae +/ dlog po+ag 01og po+ne
Dot no OAG;0A0; YN NG,

=0 quando A#—0 =gi;(0) quando AO—0

onde, tomando o limite A§ — 0, obtém-se novamente a métrica de Fisher g;;(0).

A.4 Conexao induzida pela divergéncia K-L

A conexao induzida é

0 0 )
D ’ =
A (8A9i RN (Po+a0llpo+ae ))
0 0°po+a0 Po+A0
= 1 (0
A (/ OAG;0A0; o8 PoLne + 9:5(0)
_ ?porng Ologposng

— ] 0A0,0A0;  0A0,

_ _/ (52 logpg+ag | 9logpe+ag 510gp9+A9) dlogpe+np
Potao\"gn0:00, 0A0; 0N, DA0,

(32 logperae | Dlogpetas 310gp0+A0) d1og poy ap-
OA0;0A0; 0A0; OAb; OAG,

que tomando o limite Af, A§" — 0 resulta em

__pn

B j,k
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A conexao induzida pela dual da divergéncia de Kullback-Leibler é
0 0 0

D , )=
0N, <8A9i 0D, (Po+a0r|[Po+a6)

__ 0 /p9+A9' 9*po-+a0 +/ (0logpyag Ologpe+ag
A0\ | orno 000,000, ) PR HA, BIN]

_ / (0% logppyng Ologpoyaer
Porar g N0,000; oAb,

que fazendo Af;, Af; — 0 resulta em

02 log py O log py ]

~F
¢ { 90,00; 00y,

r

]zk
A.5 Relacao Pitagoérica

Considerem-se as distribuicdes p, ¢ e r, a curva mistura m(a)=ap + (1 — a)r e a curva
exponencial e(b) = r1=b¢? /v(b), onde ~(b) é um factor de normalizacdo. Mostra-se em seguida

que
Dola) = Dipll) + Dirle) - (25| SR B
Demonstracéo.
D(pllg) = /plog—
= / 1og ” + log S)
= D(pl|r) /plogg (A.18)

=Dl + [ o=+ )log
= D(plr) + Dlrla) ~ [ (p—r)1og?

Os vectores tangentes as curvas tomados no ponto r sao respectivamente

dlogm(a)  _ _1_dmla)
da la=0  m(0) Ja la=0 (A.19)
1
= ;(p )

Ologe(b) 0
5% ’b:o = ab’bzo exp ((1 —b)logr + blog g — log~(b))
g 0Jlogy(b)

—log? ’ .
g r ob b=0
~—_————

k (const.)

(A.20)
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O produto interno entre estes dois vectores é dado por

<810gm(a) 0loge(b) > B / 0logm(a) 0loge(b)
da a=0"  Ob  la=0/r da a=0 O0b  la=0
_ (1 q
7/Tr(pir)(10gr — k) (A.21)
— [e-rog? =~k [o-n.
—_————
=0
que, substituindo em (A.18), resulta na equacao pretendida. O

A.6 Projeccao ortogonal sobre familias mistura
Uma familia mistura M tem como elementos distribuigoes obtidas por combinacao de um
conjunto de n + 1 distribuigdes po(x), p1(x),...,pn(x) da seguinte forma:

n

#) = bile) + (1= D6 )po(a), (A.22)

=1

com0<6;<led” 6 <1l

Considere-se a familia mistura M anterior e uma distribuicao ¢ ¢ M. Entao, a projeccao
ortogonal de ¢ em M é o ponto p* tal que o vector tangente a curva exponencial, no ponto
p*, é ortogonal ao espago tangente. Esta projeccao determina o ponto p € M que minimiza

D(pllq).

Demonstragao. O minimo de D(pl|q) é obtido pela solucao da equagao

dD(pllq)

26, =0, i=1,...,n, (A.23)

donde se obtém que

oD _ 9 / oo P
00, 00, | %
apl dp

20, %4 " 29,

/8p 1og—
/ alogp1

sao os vectores da base do espago tangente, e que o vector

(A.24)

Tendo em consideracao que 212 5o

tangente & curva exponencial e(a) = p'~%¢®/~(a) tomado no ponto p é

dloge(a)

q
=log? + D A.25
90 oy — 1085+ D(la), (A.25)
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obtém-se que

oD Ologp log P
06, — ) P"a6, ®q
0logp s0loge(a)
p 00; ( da ‘_O—D(qu))
B 0logp dloge(a) 7/ Ologp (A.26)
f/p 26, 00 luco P20, D(pllq)

=0

B <810gp 0loge(a)
N\ 90; 7 Oa

)
a=0/p

e, portanto, o minimo de D(pl|q) é atingido para o ponto p tal que, o vector tangente & curva
exponencial é ortogonal a todos os vectores da base do espago tangente. |
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Apeéndice B

Apeéendice ao capitulo:
Optimizacao de distribuicoes de
probabilidade

B.1 Sobre a definicao de gradiente natural

Considere-se o funcional

L(v, \) ZdF (v) + A1 — (v,0)). (B.1)

Os pontos de estacionariedade sao as solugoes da equagao dL(v,\) = 0. Resolvendo esta
equagao, obtém-se que

_[2 o)
dL(v,\) = [8—5 8—“
_ [0 12}
= [ZdF(v) = A& (v,v) 1—(v,v)] (B.2)
= [dF = XTG 11— (v,0)]
— [0 0]
Ao igualar cada componente a zero, obtém-se que
MG =dF, (B.3)
e
(v,v) = 1. (B.4)

Multiplicando a equacao (B.3) & direita por um vector arbitrério w, e definindo o vector
gradiente como VF £\, obtém-se

VFTGw = dFw, (B.5)
que surge escrito habitualmente na literatura como
(VF,w)y =dF(w), Yw # 0. (B.6)
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A equagao (B.3) mostra também como determinar explicitamente o gradiente. Tendo em
consideracdo que G = GT, a transposicio da equacio resulta em

GVF =dF7, (B.7)
donde se obtém
OF
001
VE=G"1|:|. (B.8)
OF
oo

B.2 Amplificacao de uma direccao numa transformacao
linear

Para observar este efeito, decompoem-se o vector x como a soma de uma componente na
direccao v/0 com o respectivo complemento ortogonal z, i.e.,

z=aVl+z, (B.9)
onde
77
def &€ def
o= ) 2=z —aVl. (B.10)
V02
Entao,

Hor = <1 (1—6°

= (I+ (0° - 1)—ﬂ) (V0 + 2)

— (B.11)

= (V0 +2) + (6" — 1)aVe
Vo T

—— V0 2

VoI~~~

= (0°)V0 + 2,

+(6° — 1)

de onde se observa que a amplificacdo §° afecta apenas a componente de = que estd sobre a
direccao V0.
Se ° = 0, entdo a componente sobre a direccdo v/ é anulada. Nesse caso, a trans-
formacao Hy efectua uma projeccio sobre o complemento ortogonal de v/6. Este tipo de
~ , ’ def T s I
transformagoes é usualmente construido como P =I—uu’, onde u é um vector unitario. Ou-
~ . , ~ . def
tra transformacéo relacionada é a transformacao de Householder definida por H=1 —2uu”’.
Esta transformacao efectua uma reflexao na direccao do vector u.
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B.3 Intervalos admissiveis para o passo n no método do
gradiente natural

Considere-se a equacao de actualizagao dos parametros no método do gradiente natural
0,41 =0, —n,VF. (B.12)

Para n positivo ou negativo esta equagao corresponde, respectivamente, aos procedimentos
de minimizagao ou maximizagao. Pretende-se determinar um intervalo I tal que se n, € I
entdo os parametros actualizados 0,1 sdo admissiveis. Assim, deve garantir-se em cada
passo do algoritmo que

L., >0, i=1,...,n, (B.13)
>0l <1 (B.14)
1=1

Obtém-se para a restricao (B.13) que

0: —n,(VF)' >0 (pela equacio (B.12))  (B.15)
&y (G_1VF)Z < (pela defini¢io de VF)  (B.16)
s (ei(VF)i —0'(0- VF)) <0 (pela formula répida)  (B.17)
s ((VF)Z' 9. VF) <1 (porque . > 0)  (B.18)
de onde se obtém
1 i
= n7<m, se (VF) >9'VF, (B19>
1 )
—_ ) -VF. B.2
e 777>(VF)1—9-VF’ se (VF)'<0-V (B.20)

A condigao (B.20) é irrelevante em problemas de minimizagao, uma vez que nestes 1 > 0.
Por outro lado, a condi¢ao (B.19) deve ser satisfeita para todos os indices ¢ para os quais
(VF)" > 0-VF. Ou seja,

1 1
(VF)! —0-VF max;(VF) —0-VF’

7 < min (B.21)

Em problemas de maximizagao, onde n < 0, a condi¢do (B.19) é irrelevante, enquanto a
equagao (B.20) deve ser satisfeita para todos os indices tais que (VF)" < 6 - VF. Ou seja,

1 1
7y > max (B.22)

i (VF) —0-VF  min(VF) —0-VF’
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As condigoes (B.19) e (B.20) garantem a restrigdo (B.13). Para satisfazer a restrigao (B.14)
procede-se de forma andloga. Obtém-se neste caso

Zn: (91' - n(G*VF)i) <1 (pela equacdo (B.12))  (B.23)
1=1
. ni (G7'VF)' > ioi ~1 (B.24)
] =1
= nz (91 VE)' —6"(0-VF) ) 291 (pela férmula rapida) (B.25)
& 77291 (VF)! 77291 (0-VF) >Zel—1 (B.26)
H—’
=0-VF
& n(f-VF) 6" 1-) ¢ (B.27)
(-3 > -(-50)
& n0-VF)>-1 (porque ZGi <1 (B.28)

de onde se obtém

1
= n< TW, sef-VF < 0, (B29)

1
T 0-VF>0. B.30
e N> sef-VF > ( )
A condigao (B.30) é irrelevante em problemas de minimizagao, enquanto a (B.29) é irrelevante
em problemas de maximizagao.
A condigao (B.19) pode ser combinada com a condigdo (B.29) da seguinte maneira:

1 def
S ——— F)! )"}, B.31
77<maxoz79~VF’ a={0.(VE),.., (VE)") (B:31)
Da mesma forma, combinando as condi¢oes (B.20) e (B.30), obtém-se:
s 1 (B.32)
17 hina—60-VF '

As restrigoes no passo podem ser escritas na forma de um intervalo:

1 1
ne}mina—H-VF’maxa—H-VF[’ (B.33)

com

a=H0,(VF)L, ... (VF)"}. (B.34)

B.4 Notas sobre distribuicoes e vectores nao normaliza-
dos

Uma distribuigao de probabilidade normalizada p(x) é definida de modo a satisfazer

/p(z)dx =1 (B.35)
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Esta restricao permite definir uma classe de equivaléncia de distribuigoes da seguinte
maneira. Duas distribuigdes p e p dizem-se equivalentes, p ~ p, se p = p/a para alguma
constante a > 0.

Dada uma distribuicao nao normalizada p, é possivel obter a distribuicao normalizada
equivalente p fazendo @
p(z
p(x) Thlo)de

De forma mais geral, um modelo paramétrico nao normalizado p(x|f) pode ser normali-
zado dividindo p pela funcao a(6):

(B.36)

p(z(0)
a(0)
A utilizagao de distribui¢oes nao normalizadas pode ser estendida para vectores tangentes

nao normalizados. Se p(x|f) é uma distribui¢ao nao normalizada, os vectores tangentes nao
normalizados sao

p(]0) = a(9) = / B(x]0)dz (B.37)

dlogp(xz|0)
00°
Para obter o vector tangente normalizado que lhe corresponde, pode decompor-se p no pro-
duto a(f)p(x|0), obtendo-se

(B.38)

dlogp(x|0)  Olog (a(0)p(z]0))
o0 o0
_ dloga(0) N Ologp(x(f) (B.39)
01 o0
(o) o losnalo)
=b(0) + 90

Como se sabe que o valor esperado de um vector tangente é nulo,

dlogp(xz]0)1
Ey {T} -0, (B.40)
entao o valor esperado de um vector tangente nao normalizado é
dlogp(x|6
Eg{%} = b(9). (B.41)

Dado um vector nao normalizado a sua normalizacao pode ser efectuada da seguinte
maneira:

dlogp(x|f) _ dlogp(z|0) dlog p(z]0)

00° B 00° o0 }
Assim, a classe de equivaléncia das distribuicoes induz uma classe de equivaléncia de espagos
tangentes. Dois vectores tangentes sao equivalentes se a sua diferenca é uma funcao nao
dependente das variaveis aleatorias.

Em problemas de optimizacao da divergéncia de Kullback-Leibler D(pl|q), libertando a
restricao de normalizagao de p e substituindo-a por uma nao normalizada p, nao resulta em
geral na mesma distribuicdo éptima. Derivando a divergéncia D(pyl|q) relativamente aos
parametros, obtém-se

Eg[ (B.42)

9D(pollg) _ da(f)

50 = g (D(p||q) +loga + 1) +a

0D(psll9)
06°

(B.43)
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donde se conclui que o minimo de D(py||q) coincide com o minimo de D(pg||q) apenas quando
a(f) = a é uma constante. Como consequéncia, qualquer procedimento de optimizagao
iterativo deve ser efectuado com a constante, ou seja, a actualizacao da distribuicao de
probabilidade néo deve alterar o valor de [ p(z)dz.



Apéndice C

Apéndice ao capitulo: Controlo

probabilistico

C.1 Controlo probabilistico paramétrico

A demonstragao consiste em calcular sucessivamente as derivadas parciais

oJ  9J aJ
90r—1 00r—3" """ 90,

usando para o efeito (4.69). Obtém-se para o instante T'— 1 que

oJ 0
90, 39T71EP(IT71) [D(p(xr, ur—1|rr—1)|lq(zT, ur—1|27-1))]

[0 STCT—1

- EP(1T71) 907+ /STCT—l log deTdUT—l}

aCT_l STCT—1
=L 1 depdur_
p(er—1) i ST(?@T,l 0og S7Cr1 TTaur 1]

[ cr—1 \ Ologer—q

= Prero | Feros [(D(ST”ST> +log CTl) 00r_1

Esta expressao anula-se para todo o p(z7—_1) se

_ 01 _
For |(Dlorlsr) + tog =4 ) B o,

cr

Cr—1 0011

Prosseguindo para t =T — 2, obtém-se
0Jo.T 0

=——F
Mr_y  O0p_o "

(@r—2) [D(p(=|er-2)llq(—|zr-2))]
onde o trago denota as v.a. até ao final do horizonte, neste caso,

p(*|$T72) = p(!ETA:T, UT72:T71|1'T72)

= 5T715T72p($T; UT71|IET71)

q(—|l’T—2) = q(l’T—LT, UT—2:T—1|JIT—2)

= S11Cr_aq(xp,ur—_1|T7-1).
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Calculando a derivada parcial da expressao (C.4), vem

aJO:T _ |: 0
005 Pler—2)|5e.

sp_1cr—2p(—|rT_1)
sr—1cr—2p(—|rT-1)log Sr_ 1CT,2(](*|SCT71)}

80 T_9 CT—2
Epwr_s) / /ST 1(—|rr— 1)(1Og ST ) L 4 log O 2+

+log M) dszuT,ldzT,lduT,Q]
q(—|zr-1)
dcr_o cr—2
_ C.7
Ep(IT—2)|: D0, 2(/3T 110gS 71d$T 1+ log 7 — (C.7)

/ST 1/ |$T 1 IOg E || Kl 1§d$Td’U,T_1d.TT_1)dUT_2:|

p(zr_2) [ECsz {( (ST 1HST 1) + log Cr 72 +
dloger_o
+ Bup s [D(=ler-n)lla(~ler-1))]) =55 |

Prosseguindo de igual modo para os restantes instantes de tempo ¢, obtém-se que

aJO:T Ct
90, ~ Erio [Ect [(D(StJrl”StJrl) + log aJr

+ B DG o) o)) S I2] ()

que igualando a zero, resulta na equagao

c Ologcr_o
Ee | (D(sealISi1) +10g o + Euy [D(p(=laesn)la(—lae)]) 52| = 0. (C.9)
t T—2
Definindo
def
—logyit1(we41) = D(p(=|weg1) lg(—|ze41)) (C.10)
e
’)/T(:L'T) =1 (Cll)
obtém-se a equagao (4.71) do algoritmo. A equagao (4.72) consiste em observar que
—logi(wr) = D(p(=|:)llq(=|z+))
ser10ep(—[Te41)
/St-‘rlctp( |zt+1) log 51 Cra(—|Ter) Ti+1.T AUT-1
= /Ct(/St.ﬂrl 1og St dxt+1 + log 64— (C.12)
—|z
+ /st+1(/p(—|act+1) log p(=|ze) d— )d.’L't.l,.l)dUt
q(—|ze41)

= Ect[ (s11[1Se41) + log o c, +Es1+1[—10g%+1($t+1)]]
Finalmente, admitindo ¢(z¢) = p(zo), verifica-se que o custo total é

Jor = Ep(a) [D(p(=|20)lg(=|20)] = Ep(a)[—1ogr0(0)]- (C.13)
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C.2 Solugao da formulacao linear Gaussiana paramétrica

Considera-se o sistema “real” probabilistico e o controlo definidos por

s(xt+1|:ct,ut) :N(Al't +But,Qt), (014)
C(’U,t|1't) :N(Ktl't,Rt), (015)
e as distribuicoes ideais de média nula
S(‘rt+1) :N(OaQt)a (016)
C(u) = N(0, Ry). (C.17)

Pretende-se minimizar a divergéncia de K-L entre a distribuicao real e ideal D(po.r|qo.1)-
Para o efeito considera-se a familia de controladores parametrizada pela matriz de ganhos
K, e aplica-se a solucao obtida no algoritmo do teorema 10.

Para obter a solugao da condicao de optimalidade é necessario obter expressoes para os
termos envolvidos nas expressoes (4.71) e (4.72). Assim,

o Ko TR u— Ka) 4 S Rt Lo L
logcf 2(u Kz)" R (u Kz)+2u R u+21og|R|, (C.18)
1 ~ 1 2l 1. N
D(s||S) = 5(Agc + Bu)TQ ' (Az + Bu) + 5 log % + §Tr(Q_1Q) -5 (C.19)
dloge T
K =z(u—Kz)"R™". (C.20)

Os indices temporais sao omitidos das expressoes para maior clareza, embora se deva ter em
atencao que eles estao presentes. Notando que a condicao de optimalidade resulta em

E. [(D(SHS) + 1og% + B[~ logn] )z(u - Kz)TR’l} =0 (C.21)
factor escalar

& @B |(-) (- Ka)T[R7 =0 (C.22)

s B, [( (- Kx)T} —0, (C.23)

e admitindo que o factor escalar se pode escrever como um polinémio em u — Kz, entao
separando a expressao em duas parcelas, uma para os termos de ordem par (t.0.p.) e outra
para os de ordem impar, obtém-se a equacao

E. [(termos de ordem impar) (u— Kx)T} + B {(termos de ordem par) (u— Kx)T} =0.

=0
(C.24)
Os termos de ordem par sao anulados por um argumento de simetria/antisimetria da distri-
buigao gaussiana e do argumento do valor esperado. A condic¢ao de optimalidade reduz-se ao
termo da esquerda de (C.24). Determina-se em seguida esse termo.
Da expressdo (C.18) apenas a parcela u” R~1u contribui, parcialmente, com termos de
ordem impar. Escrevendo

1 = 1 _
§uTR_1u = i(u —~ Ko+ Ka)"R™'(u — Ko+ Kx)

1 _ 1 _ _
= 5(“ — K2)"R™' (u — Kx) + §(K$)TR_1K$ +(u—Kz)"R™'Kx (C.25)

termos de ordem par (a eliminar)
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Da expressao (C.19) apenas a férmula quadratica contribui com termos de ordem fmpar.
Escrevendo

E Az + Bu)TQ Y (Az + Bu) =
2

— %UTBTQ”BU +uTBTQ " Az + %zTATQqA:C (C.26)
=(u—K2)'BTQ 'BKz + (u— Kz)"BTQ Az + t.o.p.

Reunindo os termos de ordem {mpar de (C.25) e (C.26) na condi¢ao de optimalidade, obtém-
se

E. { (u— Ka)T (BTQ*A +(BTQ™'B + R*l)K):c a(u—Ko)TR™Y =0.  (C27)

factor escalar

Esta equagao tem como solugao a matriz dos ganhos
K=—-BT"Q 'B+R Y)Y 'BT'Q'A (C.28)

Calcula-se em seguida a expressao (4.72) que propaga o cost to go. Esta envolve o cdlculo
dos seguintes valores esperados:

1 _ R 1 _ M
Ec[log %] = §zTKTR 'Ka+ = log % +-Tr(R'R) — > (C.29)
E.[D(s]19)] = %Ec[(Ax + Bu)'Q Az + Bu)| + %ﬂ(@ Q)+ L % - g (C.30)

onde
E. [(A:E + Bu)TQ Y (Azx + Bu)} =
=F. {uTBTQ_lBu +2u"BTQ 1Az + xTATQ_le}

=0

- E. [(u — K2)"BTQ ' B(u - Kx)} _E, [z(u ~ K2)TBYQ"'B Kz} L+ (C31)
+ 2T KTBTQ 'BKz 4+ 2eTKT"BTQ 1Az + 2T ATQ ' Ax

=Tr(B"Q'BR) + " (KTBTQ—lBK +2KTBTQ A+ ATQ_lA)z

=Tr(B"Q'BR) + 2" (A+ BK)"Q (A + BK)x.

Somando (C.29) e (C.30) obtém-se a soma de uma forma quadratica em 2 com um escalar:

o7 ((A +BE)'Q Y (A + BK) + KT}TlK)xJr

|Q| R _N+M
QIR 2

1 ~ 1 ~ 1
+5Tr(BTQ7IBR) + 5Tr(Q7'Q) + 5 Tr(R™'R) + (C.32)

O cost to go esté definido no instante de tempo terminal por —log~yr = 0. Este é usado
para obter os ganhos Kr_1, conforme a equacao (C.28). Em t =T — 1, o cost to go é dado
pela expressao (C.32). Pode-se entao escrever que

1T§]

_10g'YT—1($T—1) 2.TT 1 1 TT— 1 +wr—1, (033)
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onde ¥7! | e wr_; sdo, respectivamente, uma matriz quadrada e um termo escalar apropri-
ados obtidos de (C.32). Colocando a hipdtese de o cost to go ter uma expressao desta forma
para todos os instantes temporais do horizonte anteriores a T' — 1, calcula-se o termo

1 _
Es, .\ [* log %+1(~’Ct+1)} =5 [%THEtJrlﬁtH} +wit1

1 _ _
=5 (Tr(ztle) + (Az, + Buy) TS (A, + But)) + Wii1,

(C.34)
e ainda
1 To—1
E., {Esm [— 1og%+1(:rt+1)ﬂ = §Ect {(Afct + Bug)" 3,0 (Azy + But)} +
1
+ —Tr(Z;rllQ) + wit1
(C.35)

1
Ext TA+ BKt)TZtH(A + BK;)xi+
- §Tr(BTZt+1BR) Tr(2,4Q) + wetr.

Obtém-se finalmente que — log~:(x:), calculado como a soma das parcelas (C.29), (C.30)
e (C.34), resulta em

1 _ . -
—logu(at) = o ((A +BE)"(Q ' + 574 (A + BEK,) + K'R 1Kt)act+

+ %Tr(BT(Q_l + E;rll)BR) + %ﬂ((@‘l +331)Q)+ (C.36)
1 |Q| R N+M
+ §Tr(R R) IQI |R| ) + Wi,

donde se conclui que a hipétese colocada é satisfeita, isto €,

—logye(zt) = %%TE[I%: + wr, (C.37)
com
;' =(A+BK)T(Q '+, ))(A+ BK,) + K R'K, (C.38)
b= S T(BT(Q7 + X )BR) + LT ((Q + 7)Q) + S (R R)+
+ %log :g: :g: E ; M + Wit1. (C.39)
Definindo a matriz 21 = Q! 1 as equagoes (C.38)-(C.39) podem ser simplificadas
para
S =(A+BK)"S N (A+ BK) + K/ RT'K, + Q7! (C.40)

1 1 1
wy = Tr(BTEtHBR)Jr ST (® Q)+ Tr(R’lR)Jr
Q- IR _N+M

+3 Log
Sl T2

+ Wit1- (041)
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Tendo determinado —log~:(x+) para todo o horizonte t = 0,...,T — 1, os ganhos K;
correspondentes podem ser calculados resolvendo a condigao de optimalidade (4.71). Para
inserir Ej,, , [—1og ;41 (z¢+1)] na condicdo de optimalidade consideram-se apenas os termos
de ordem fmpar, tal como anteriormente. Isto é, rescreve-se (C.34) da seguinte maneira:

Es, . [—logyis1(xiq1)] = (ur — Ktxt)TBTE;_llBKtxt + (u — Ktxt)TBTE;_llAac + t.0.p.

(C.42)
Obtém-se entao a condigao de optimalidade

Ect |:(’U,t — KtIL't)T (BTE;EIA + (BTit_ﬁlB + Ril)Kt)lL't Tt (ut - Ktl't)TR711| == 0, (043)

factor escalar

que tem como solugao os ganhos

Ky=—(BTS; B+ R ") 'BTS A (C.44)

C.3 Alguns resultados uteis

C.3.1 Calculo matricial

Sejam z,y matrizes coluna, e A, B matrizes de dimensoes apropriadas. Entao

%(xTAx) =z7(AT 4 A) (C.45)
0

a—A(yTA:E) = ay’ (C.46)
%(yTATBA:c) = ayT ATB + 42T AT BT, (C.47)

C.3.2 Funcao densidade de probabilidade Gaussiana

Considere-se que X tem densidade de probabilidade Gaussiana

1

x)=N(u,X) = e LD Cal Dl C.48
) = N1, D) = e (.49
Entao:
By [Az +c] = Ap+c, (C.49)
By [(x = 0)7Q(z = b)] = Te(Q%) + (1 — )" Q1 — b). (C.50)

C.3.3 Entropia de uma distribuicao Gaussiana

A entropia diferencial de uma distribuigao Gaussiana é

h(X) = %bg ((2re)y[s). (C.51)
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C.3.4 Divergéncia de K-L entre distribuicoes Gaussianas

Se p(x) e q(x) sao duas distribui¢oes Gaussianas multivariadas

p(l') = N(,upa Ep)a
q(x) = N (pg, %g)-

Entao a divergéncia de Kullback-Leibler entre p(x) e g(x) é

det 3,

Dpll) = 5| (1os 51) (57 )+ g )57 g — )~ N
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