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Resumo

O presente estudo tem como objectivo investigar de que modo os alunos utilizam as
representaces multiplas na resolucdo de tarefas que implicam a utilizacdo de Fun¢Ges num
contexto de trabalho com o Geogebra, software com inimeras potencialidades que permite
ao utilizador trabalhar com todas as formas de representacdo das Funcbes. Mais
concretamente, a presente investigacdo procura responder as seguintes questdes: Quais sdo
as representacOes a que os alunos mais recorrem? Que factores influenciam a escolha da
representacdo? Como é que os alunos conciliam as diferentes representacfes?

Neste estudo, as representacGes assumem um papel relevante na aprendizagem da
Matematica, em particular no estudo das FuncBes. As representacdes, nesta investigacao,
foram encaradas ndo como uma finalidade de ensino e aprendizagem em si, mas como
elementos essenciais para a compreensdo do conceito de Funcdo, sendo um importante
recurso para a resolucdo das tarefas por parte dos alunos. Os alunos devem ter a
possibilidade de contactar com situagcdes que lhes permitam o contacto e utilizacdo de
diversas formas de representagdo, bem como com a sua conciliagdo e inter-relagdo. No
estudo das Fungbes destacam-se quatro tipos de representacdo: numérica, tabular, grafica e
algébrica. Estas representacBes devem ser trabalhadas isoladamente e em combinagdo
umas com as outras, ou seja, € importante recorrer a multiplas representacdes no ensino e
aprendizagem das Funcdes, tal como ao longo de toda a educa¢do matematica dos alunos.

Este estudo, pelas suas caracteristicas, objectivos e pela natureza dos resultados
finais que se pretendem obter, é um estudo de natureza qualitativa, na modalidade de
estudo de caso instrumental, com caracteristicas descritivas e analiticas. Importa fazer aqui
referéncia ao caso em estudo, uma turma do 9° ano de escolaridade. A recolha de dados
efectuou-se durante o ano lectivo 2009/2010, tendo-se baseado na observagdo participante
com registo livre dos acontecimentos e na analise de documentos produzidos
essencialmente pelos alunos, como as resolugdes escritas das tarefas e os ficheiros de
Geogebra correspondentes a resolucdo de cada uma destas.

A analise dos dados realizou-se em quatro fases diferentes. A primeira fase ocorreu
durante a recolha de dados; numa segunda fase foram definidas categorias para analise
posterior dos dados recolhidos, de acordo com a reviséo de literatura; na terceira fase
realizou-se uma analise de todos os dados recolhidos relativamente a todos os grupos e



analisaram-se segundo as categorias definidas; e por Gltimo efectuou-se uma anéalise

cruzada de forma a encontrar semelhancas e diferencas formulando, por fim, conclusdes.

Os resultados desta investigacdo apontam para uma predominancia, por parte dos
alunos, do recurso a representacdo grafica. No entanto, também predominou o trabalho
com mdltiplas representacdes, mostrando ser uma mais valia na resolucdo das tarefas.
Destaca-se essencialmente a conciliacdo entre a representacdo algébrica e a representacao
grafica.

Palavras-Chave: Representacdes matematicas, Tecnologias no Ensino da Matematica,

Geogebra, Fungdes.



Integration of function’s different representation in the

context of using a dynamic geometry environment

Abstract

The main point of this study is to investigate how students can push the potentialities
of Geogebra to their maximum. Geogebra is a software that allows us to work with all
types of representations in the same environment, when talking about the representation of
tasks resolution that implies the utilization of Functions. More concretely, this
investigation has the intention to answer some questions: Which are the representations
used more frequently by the students? Which are the factors that influence the
representation’s choice? How students can reconcile the difference between those
representations?

In this study, the representations are very relevant for learning of Mathematics,
particularly when studying Functions. The representations, in this investigation, weren’t
faced with teaching nor learning objectives, but instead, they are essentials for the
understanding of Function’s concept being an important resource for tasks’ resolution by
students, who should have the possibility to contact with situations that allow them for the
use of different types of representation, such as its conciliation and inter-relation. In
Functions’ study, there are four highlighted types of representation: numerical, in table,
graphic and algebraic. These representations should be studied separately and in
combination with each other, it’s important to resort to multiply representations with
Functions when teaching and learning them, as in the rest of mathematical education.

This study, for its characteristics, objectives and for the kind of final results that are
wanted, is a qualitative study in the modality of instrumental cases, with descriptive and
analytic characteristics. Here it’s important to make reference to the case of study, one
class in the 9th grade of schollarity. The data gathering has been done during the school
year of 2009/2010, and it’s based in local observation with free record of the events and in
the analyze of documents produced essentially by the students, as written tasks resolutions
and Geogebra’s files corresponding to the resolution of those tasks.

The analyze of data was realized in four different stages. The first one occurred
during the data gathering; in the second stage were defined categories for later data
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analyze, in agreement with literature revision; in the third stage all gathered data about all
the groups were analyzed according to the defined categories; and at last, it has been done
a crossed analyze to find similarities and differences, formulating conclusions in the end.
The final results of this investigation aim for a predominant use of the graphic
representation, by the students. However, multiply representations have been used many
times, showing that these can also be an important way for tasks resolution. It is detached,
essentially, the conciliation between algebraic representation and graphic representation.

Key-words: Mathematical representations, Technologies on teaching mathematics,
Geogebra, Functions.
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Capitulo |

Introducao

Problema e questdes do estudo

As representacbes assumem um papel importante em toda a aprendizagem da
Matematica. Elas sdo encaradas no processo ensino-aprendizagem como elementos
essenciais para a compreensdo de conceitos e de relacbes matematicas; para a comunicagao
de abordagens, argumentos e conhecimentos matematicos; na explicitagdo de raciocinios;
na identificacdo de conexdes entre conceitos matematicos inter-relacionados; e na
aplicacdo da Matematica a problemas realistas ou modelacdo (NCTM, 2007).

E importante que os alunos compreendam que existe uma variedade de
representacfes para as ideias matematicas e que adquiram a capacidade de passar
informacao de uma forma de representacdo para outra, estabelecendo desta forma relagdes
entre diferentes ideias matematicas sobre um tema, em particular no estudo das Funcdes,
dominio da Matematica onde existe uma grande riqueza de representacdes.

As novas tecnologias vieram criar novas oportunidades de enfatizar o uso de
multiplas representacfes no ensino da Matematica. O uso de tecnologias é referido no
actual Programa de Matemaética do Ensino Basico (PMEB). Ao longo de todos os ciclos 0s
alunos devem usar o computador na representacdo de informacdo, para exploracdo de
situacdes, dado que os procedimentos de rotina ndo constituem objectivo prioritario de
aprendizagem, e a atencdo deve-se centrar nas condi¢fes da situacdo, nas estratégias de
resolucéo e na interpretacéo e avaliacdo dos resultados (Ponte et al., 2007). Em particular,
os alunos devem ter oportunidade de trabalhar com diversos programas educativos,
nomeadamente de graficos de funcbes e de geometria dindmica (ME, 2001), que permitem
conciliar as diferentes representacdes das Funcgdes.

Tendo em conta o0 exposto acima, considerei pertinente desenvolver um estudo, no 9°
ano de escolaridade, baseado nas diferentes formas de representacdo de Fungbes com
recurso ao software de geometria dindmica Geogebra. Este software retine ferramentas de
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algebra, geometria e calculo. Foi desenvolvido principalmente para o ensino e
aprendizagem da Matematica ao nivel do Ensino Basico e Secundario, por Markus
Hohenwarter, na universidade americana Florida Atlantic University. Este software para
além de ter uma versdo portuguesa e de dispor de uma vasta combinacdo de ferramentas,
apresenta uma outra mais valia para que se faga uso deste no processo ensino-
aprendizagem nas escolas, que é o facto de ser de uso livre, ficando assim disponivel para
professores e alunos.

Este estudo tem como objectivo estudar as formas de representacdo utilizadas pelos
alunos na resolugéo de tarefas que envolvem conhecimentos relativos a Fungdes, quando
estes dispdem de uma ferramenta, o Geogebra, com potencialidades de representacéo.
Defini como questdes orientadoras do estudo:

a) Quais sdo as representacdes a que os alunos mais recorrem?
b) Que factores influenciam a escolha da representa¢éo?

c) Como é que os alunos conciliam as diferentes representacfes?

Pertinéncia do estudo

Ao longo dos tempos tem-se registado grandes mudancas na sociedade, destacando-
se 0 desenvolvimento da ciéncia e da tecnologia, o que tem produzido efeitos nas questdes
educativas, nomeadamente no curriculo de Matematica do Ensino Basico.

A nivel nacional, e no que diz respeito as representacfes matematicas, tem-se
verificado uma crescente valorizacdo destas nas orientacdes curriculares, tendo-se vindo a
reconhecer a sua importancia na aprendizagem da Matematica, uma vez que

“A Matematica (...) E a “linguagem da ciéncia”, proporcionando meios pelos

quais o0 mundo a nossa volta pode ser representado e compreendido. As

representacbes matematicas que os alunos (...) aprendem fornecem-lhes
oportunidades de compreender o poder e a beleza da Matematica,

apetrechando-os de modo a poderem usar as representacbes nas suas vidas
pessoais, no seu local de trabalho e em estudos futuros.” (NCTM, 2007, p. 427)

No Programa de Matematica do Ensino Basico de 1990 estava definida como
finalidade do ensino da Matematica a interpretacdo e utilizacdo de representacdes
matematicas (tabelas, graficos, expressdes, simbolos...) e tinha-se como objectivo, ao nivel
do estudo das Funcdes, que os alunos representassem e analisassem Funcgées utilizando

tabelas, gréaficos ou outros tipos de representacoes.



No Curriculo Nacional do Ensino Bésico € feita referéncia de forma generalizada ao
uso de representacdes no ensino da Matematica e em particular a sua utilizacdo no dominio
da Algebra e das Funcdes, incluindo “[a] aptiddo para construir e interpretar tabelas de
valores, gréficos, regras verbais e outros processos que traduzam relac6es entre variaveis,
assim como para passar de umas formas de representacdo para outras, recorrendo ou ndo a
instrumentos tecnoldgicos” (ME, 2001, p.66).

No entanto, apesar dos normativos curriculares que prescrevem o0 ensino da
Matematica referirem a importancia das representacdes, a tradicdo do ensino das Funcgdes
tem tido tendéncia a sobrevalorizar as representagdes algébricas, que possuem maior grau
de formalizacdo mas também de opacidade para os alunos, e a explorar pouco as mais
valias das outras formas de representacao.

Assim, no recente Programa de Matematica do Ensino Béasico, de 2007, existe uma
preocupacao em revalorizar a importancia do uso de representaces multiplas, sendo que
um dos nove objectivos centrais do ensino da Matematica é precisamente (Ponte et al.,
2007, p.5):

“3. Os alunos devem ser capazes de lidar com ideias matematicas em diversas
representacdes. Isto €, devem ser capazes de:

- ler e interpretar representacGes simbodlicas, pictéricas, tabelas e graficos, e
apresentar adequadamente informacdo em qualquer destas formas de
representacéo;

- traduzir informacéo apresentada numa forma de representacdo para outra, em
particular traduzir para termos matematicos informacao apresentada em
linguagem natural;

- elaborar e usar representacdes para registar, organizar e comunicar ideias
matematicas;

- usar representacOes para modelar, interpretar e analisar situacbes matematicas
e ndo matematicas, incluindo fenémenos naturais ou sociais.”

Neste documento é referido que os alunos devem conhecer e trabalhar com diferentes
formas de representacdo, serem capazes de passar de uma forma para outra e escolher a
representacdo mais adequada perante uma situagao concreta. O percurso de aprendizagem
deve ter inicio na criacdo de representacdes pessoais e progressivamente ir-se integrando as
representacfes convencionais, dada a necessidade de uma linguagem partilhada.



Nas Ultimas décadas ocorreram novos desenvolvimentos culturais e sociais
resultantes em grande parte da introducédo das tecnologias da informagéo e comunicacéo na
sociedade contemporanea.

O desenvolvimento da tecnologia e a requalificagdo das escolas a nivel tecnolégico
sdo factores também a ter em conta nas metodologias adoptadas no processo de ensino-
aprendizagem da Matematica. Nomeadamente, os softwares de geometria dindmica,
quando potenciado o seu caracter dinamico, permitem a realizacdo de actividades de
constru¢do do conhecimento matematico, pois trata-se de instrumentos poderosos na
resolucdo de problemas e nas actividades de exploracéo, investigacdo e descoberta em
Matematica (Gorgulho, 2005).

Dada a importancia das representacfes e 0 recurso a instrumentos tecnolégicos na
area da educacdo matematica, tanto a nivel da investigacdo internacional como nacional, e
tendo em conta as orientagdes curriculares, é pertinente desenvolver um estudo que
contribua de alguma forma para aumentar o conhecimento sobre o referido assunto e, ao
mesmo tempo contribuir de forma inovadora para praticas pedagdgicas no ambito do
ensino e aprendizagem da Matematica.

A presente investigacdo encontra-se estruturada em cinco capitulos. No presente
capitulo sdo apresentadas algumas motivacfes pessoais que deram origem ao presente
estudo, o0 objectivo e as questdes orientadoras do estudo, bem como a sua pertinéncia. No
segundo capitulo é feita a revisdo da literatura que sustentou teoricamente esta
investigacdo. O terceiro capitulo é dedicado a definicdo dos aspectos metodoldgicos
essenciais que orientaram este estudo. No quarto capitulo é apresentado o estudo de caso
da turma que participou nesta intervencao didactica e, no Gltimo capitulo, apresentam-se as

conclusdes da investigacao.



Capitulo 11

Revisao de Literatura

Neste capitulo apresenta-se a revisdo de literatura que constitui o fundamento teérico
desta investigacdo. A revisdo de literatura foi estruturada em trés partes: o computador e 0s
AGD’S no ensino da Matematica; o ensino e aprendizagem de Funcbes; e as
representacfes matematicas.

As trés principais tematicas desenvolvidas neste capitulo seguem todas a mesma
estrutura. Relativamente a cada uma das tematicas comeca-se por apresentar algumas
concepcdes oriundas de trabalhos de investigacdo ja realizados no ambito de cada uma das
tematicas, tanto a nivel internacional como nacional. Como a evolucdo curricular é
directamente influenciada pelos trabalhos de investigacdo realizados entdo segue o ponto
anterior a apresentacdo da evolucédo curricular de cada uma das tematicas abordadas.

No primeiro ponto deste capitulo, O computador e os AGD’S no ensino da
Matematica, serdo, primeiramente, apresentadas algumas concepgdes sobre o uso do
computador no ensino da Matematica e enfatizadas as concepgdes referentes ao recurso a
AGD’S. De seguida apresentar-se-4 uma analise das referéncias curriculares relativamente
ao uso do computador no processo de ensino e aprendizagem da Matematica e 0 uso de
AGD’S.

Na segunda parte, O ensino e aprendizagem de Funcdes, sera feita referéncia a
investigacdes realizadas desenvolvendo-se os seguintes subtemas: evolugdo do conceito de
funcéo; processo ensino-aprendizagem das Funcdes; representacdes do conceito de fungéo
e tecnologias no ensino e aprendizagem de Funcdes, e posteriormente serd efectuada uma
abordagem curricular do tema, baseando-se em documentos de referéncia internacional e
nacional.

Na Ultima parte, As representacdes matematicas, serdo clarificados alguns conceitos
relativos as representacdes matematicas, onde serdo apresentados e descritos diferentes
tipos de representacdo, com base em algumas investigacdes ja realizadas e em seguida



procurar-se-a apresentar a evolucdo, a nivel curricular, das representacdes matematicas em

documentos de orientacédo curricular de referéncia internacional e nacional.

O computador e os Ambientes de Geometria Dinamica

no ensino da Matematica

Sdo varias as referéncias efectuadas a necessidade do uso das tecnologias no ensino
da Matemaética, desde as orientacdes metodoldgicas até as investigacOes efectuadas na
area.

As tecnologias surgem como ferramentas essenciais ao ensino e aprendizagem da
Matematica, isto €, que melhoram a aprendizagem da Matematica, que apoiam o ensino da
Matematica, que influenciam a Matematica que € ensinada. Segundo Ponte (1995), 0 uso
das TIC tem por efeito i) relativizar o célculo e a manipulacdo simbdlica; ii) reforcar a
importancia da linguagem grafica e novas formas de representacgdo; iii) facilitar uma énfase
por parte do professor nas capacidades de ordem superior, € iv) valorizar as possibilidades
de realizacdo, na sala de aula, de projectos e actividades de modelacdo, exploracdo e
investigacdo. Desta forma, as novas tecnologias proporcionardo aos alunos muitas
oportunidades, destacando-se: a exploracdo de problemas e conceitos matematicos
complexos, a execucdo de procedimentos rotineiros de forma mais rapida e precisa,
deixando-o0s mais disponiveis para as tomadas de decisdes, para a reflexdo e raciocinio, e a
analise de mais exemplos ou formas de representacdo, do que é possivel manualmente, de
modo a formularem e a explorarem conjecturas de forma mais facil. Os alunos com
dificuldades em procedimentos basicos poderdo desenvolver e demonstrar outros
conhecimentos matematicos que, por sua vez, poderdo conduzir a aprendizagem desses
procedimentos (NCTM, 2007).

Tendo em conta as mais-valias apresentadas para o uso das tecnologias no ensino da
Matematica, e para que assim seja, o professor deve fazer uso delas de forma criativa na
realizacdo das mais diversas actividades e de forma correcta. Pois, como qualquer outra
ferramenta de ensino, podem ser usadas de forma adequada ou ineficaz. Os professores
deverdo usar a tecnologia para melhorar as oportunidades de aprendizagem dos seus
alunos, através da seleccdo ou da criacdo de tarefas matematicas que tirem proveito do que
a tecnologia permite fazer de forma correcta e eficiente — construgdo de gréficos,
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visualizacdo e calculo (NCTM, 2007). No entanto, é preciso ter atencdo se a sua utilizacdo
nao é feita de forma desmesurada ou mesmo imprépria, ou seja, fazendo uso da tecnologia
meramente instrumental, por exemplo, em célculos imediatos e em substituicdo do calculo
mental. Para que isso ndo aconteca cabe ao professor fazer a seleccdo e a utilizacdo de
materiais de ensino, de ferramentas e técnicas didacticas adequados. Desta forma, o
professor ndo se pode limitar a aprender a usar a calculadora, ou 0 computador ou um
software educativo, tem de encontrar formas produtivas e viaveis de integrar as tecnologias
no processo ensino-aprendizagem, no quadro dos curriculos actuais e dentro dos
condicionalismos existentes em cada escola. O professor tem de ser explorador capaz de
perceber o que lhe pode interessar e de aprender, tirando partido das potencialidades
tecnoldgicas (NCTM, 2007).

Investigac&o educacional sobre o computador e os Ambientes de Geometria

Dinamica no Ensino da Matematica

O desenvolvimento do conhecimento cientifico e tecnoldgico constitui uma das
caracteristicas mais marcantes da sociedade do século XX.

A investigacdo em Educacdo Matematica reconhece que a interactividade e
dinamicidade que as tecnologias trouxeram, nomeadamente o computador, influenciaram
as perspectivas sobre a forma como o ensino e aprendizagem de alguns conceitos podem
ser vistos. As novas tecnologias sdo ferramentas que, ndo apenas simplificam os calculos
mas também a visualizacdo de graficos, de esquemas e de representagdes matematicas,
contribuiram para mudar a prépria natureza dos problemas que sdo importantes na
Matemadtica e os métodos que os matematicos utilizam para os investigar (NCTM, 1991).

Amado e Carreira (2008), sublinham que as tecnologias surgiram para minimizar o
trabalho mais rotineiro, mais monotono, mais repetitivo e até pouco interessante,
permitindo, por sua vez, investir em conhecimentos e capacidades de nivel superior, tais
como saber interpretar um grafico, fazer conjecturas, ser capaz de relacionar conceitos e
utiliza-los, saber analisar criticamente os resultados obtidos, investigar, ser versatil em
representacfes matematicas diversas.

Segundo Canavarro (1994), o computador possui caracteristicas muito proprias e
especiais que fazem dele uma ferramenta poderosissima para concretizar as actuais
orientacOes gerais do ensino da Matematica. A destacar, por um lado, as possibilidades que
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oferece para a realizacdo pelos alunos de determinadas actividades matematicas (por
exemplo, actividades investigativas ou exploratérias, actividades de modelacdo, aplicacdes
realisticas da Matematica a realidade ou a outras ciéncias, resolucdo de determinados
problemas, trabalho de projecto), e por outro lado, o ambiente de trabalho que suscita,
incentivando o trabalho colaborativo entre alunos, aumentando as oportunidades de
discussao e comunicagdo, contribuindo para o desenvolvimento do espirito critico.

O uso das tecnologias em ambiente de sala de aula atribuiu ao aluno um papel mais
activo na construcdo do seu saber e do saber partilhado na sala de aula, influenciando
também as concep¢des dos alunos sobre a disciplina e sobre o papel que atribuem as
ferramentas tecnoldgicas.

Numa aula com recurso as tecnologias existe um aumento da curiosidade e
entusiasmo dos alunos, leva a que haja uma maior quantidade de exemplos e contra-
exemplos, num menor espaco de tempo. Os alunos sdo encorajados a observar e a
conjecturar, ha a possibilidade de trabalharem com maltiplas representacdes, de
desenvolverem atitudes positivas relativamente a aula de Matematica e uma reducdo da
ansiedade e do medo de cometer erros. Os beneficios ou ndo dados pelas tecnologias no
ensino e aprendizagem da Matemética dependem da forma como sdo utilizadas pelos
professores.

Galbraith (2002) e Goos (2005) desenvolveram uma taxonomia para a utilizagéo
das tecnologias pelos professores de Matematica.

Num primeiro nivel o uso da tecnologia ndo é feito por vontade e iniciativa do
professor, mas é uma implementacdo que surge de uma imposi¢do do sistema educativo,
estando-se perante uma ac¢do dominadora (technology as master) das tecnologias sobre as
praticas do professor.

Num segundo nivel de utilizacdo, ja ndo predomina a imposi¢cdo ou exortacdo para a
utilizacdo das tecnologias, ja existe por parte do professor atencdo e interesse pelos
avancos da tecnologia, procura conhecé-los e utiliza-los. Contudo ndo existe qualquer
mudanca nas actividades na sala de aula. Galbraith (2002) e Goo (2005) consideram que
esta é uma utilizacdo da tecnologia como uma serva (technology as servant).

Estas duas perspectivas ndo introduzem uma alteracdo profunda nas actividades na
sala de aula nem permitem ao aluno um contacto directo com as ferramentas. Os alunos,
sdo meros observadores dos recursos tecnoldgicos, embora possam considerar que a aula

se tornou mais colorida, mais moderna, com uns aderecos fora do tradicional. Ao nivel das



aprendizagens ndo ha nada de novo — o papel do professor e do aluno no processo de
ensino-aprendizagem n&o se alteram.

Para Galbraith (2002) e Goos (2005) a parceria (technology as partner) é uma outra
forma de utilizacdo das tecnologias, ocorrendo quando as tecnologias sdo usadas
pontualmente na sala de aula pelo professor e pelos alunos, permitindo-lhes alcancar algum
conhecimento que de outra forma seria muito dificil, ou mesmo impossivel. Neste caso 0s
professores desenvolvem uma relagdo de parceria com as tecnologias, como ferramenta
para ajudar a resolver problemas e actividades e como meio de promover aprendizagens. E
aqui que reside a grande questdo — na natureza das tarefas e na forma como elas séo
apresentadas aos alunos. Estas devem permitir ao aluno ensaiar, investigar e tirar
conclusdes. Os professores devem estar conscientes de que ndo podem enxertar as
tecnologias no seu ensino tradicional ou recorrer as tecnologias para resolver exercicios de
treino que se resolvem com papel e lapis.

Por ultimo, estes autores designam a forma de utilizar as tecnologias por extenséo de
si proprio (tchnology as na extension of self), aquela em que o professor integra as
tecnologias na sua actividade de forma criativa e eficaz, a par da sua competéncia
pedagdgica e do seu conhecimento de Matematica. Neste caso, é muito importante, o facto
de saber colocar as tecnologias ao servico da aprendizagem dos seus alunos e promover a
sua capacidade de as utilizarem de forma oportuna, inteligente e critica.

Nestes dois ultimos patamares hd uma interaccdo professor-tecnologia e alunos-
tecnologia.

Ao longo dos tempos tém sido desenvolvidos trabalhos de investigacdo que
evidenciam a necessidade e os beneficios que a utilizacdo de software traz para o ensino e
aprendizagem da Matematica. O recurso a softwares contribui de forma significativa para:
a compreensdo dos conceitos, a exploracao de diversas representacdes e de as relacionar, a
investigagdo de propriedades e de relacbes matematicas, 0s processos de natureza indutiva
e experimental, a generalizagcdo e 0s processos argumentativos e a modelagéo, entre outros
(NCTM, 2007).

No que se refere as questdes relacionadas com a aprendizagem, pode-se de uma
forma simplista considerar que os softwares educativos se situam entre um paradigma
behaviorista e um paradigma construtivista. Esta classificacdo ndo deve ser encarada numa
perspectiva fechada, mas antes como um continuo onde um software pode apresentar
caracteristicas mais préximas de um pélo ou de outro. Assim sendo, 0s programas que
usam o computador como uma ferramenta situam-se mais proximos de um paradigma
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construtivista. Neste continuo pode considerar-se para além destes dois paradigmas outros
paradigmas como o cognitivismo e o construtivismo social, dado que ndo se pode separar 0
software de quem o utiliza, o professor e o aluno, e do contexto social em que se faz.

E enorme a variedade de softwares disponiveis, sendo cada um deles caracterizado
pelas suas potencialidades para trabalhar os conceitos matematicos. Neste estudo destaca-
se os softwares denominados por Ambientes de Geometria Dinémica (AGD’S), uma vez
que é o tipo de software que é a base do mesmo.

Pimenta (2007) define como AGD’S o ambiente de trabalho de um programa de
geometria dindmica, considerando como geometria dindmica o estudo da geometria através
do movimento de figuras geométricas. A possibilidade de movimentar figuras, ou seja, a
dindmica supera o que as imagens estaticas permitem visualizar, ja que, quando se movem
determinados elementos de uma construcdo, todos 0s outros se ajustam automaticamente,
preservando todas as relacfes de dependéncia e as condi¢Ges da construcao inicial. Esta
caracteristica faz com que os alunos considerem a construcdo ndo como um desenho
estatico, mas como um conjunto de objectos ligados pelas suas relacdes geométricas, que
podem ser visualizadas como permanecendo invariantes sob o arrastamento (Carvalho et
al., 2009).

Os softwares de geometria dindmica favorecem essa interaccdo, ao colocar a
disposicéo do professor e do aluno ferramentas que permitem criar rigorosamente qualquer
construcdo com régua e compasso da geometria euclidiana, podendo ser utilizados como
um processo de visualizagdo no ensino da Matematica, em geral, e da Geometria, em
particular. Este tipo de software proporciona a exploracéo e a descoberta. Os alunos podem
construir, rever, modificar as suas construcdes geométricas e testar as suas ideias
matematicas e conjecturas e envolverem-se na sua propria aprendizagem (King &
Schattschneider, 2003).

Segundo Coelho e Saraiva (2002), os AGD’S funcionam como *“espelhos
intelectuais” onde os alunos podem, devido ao feedback visual devolvido pela manipulacédo
dos desenhos no ecrd do computador, experimentar as suas ideias através da manipulagéo
das construcdes, verificar propriedades e relacbes e garantir a legitimidade de uma
construcéo.

Segundo Laborde (2001), os Ambientes de Geometria Dindmica (AGD’S) podem
assumir quatro papéis diferentes quando séo utilizados na sala de aula: a) facilitador da
apresentacdo da tarefa; b) facilitador da resolucdo da tarefa matematica; ¢) modificador das
tarefas dadas; e d) potenciador de tarefas que s6 podem existir devido ao proprio programa.
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Dadas as caracteristicas apresentadas anteriormente deste tipo de software, importa
agora indicar sistematicamente as vantagens deste tipo de software, que sdo varias. Desde a
sua facil utilizacdo a possibilidade de permitirem uma abordagem dos conceitos assente na
descoberta e na exploragdo, desde o encorajamento a criatividade e ao processo de
descoberta, onde os alunos visualizam, analisam, fazem conjecturas e até demonstram, até
ao aprofundamento do conhecimento e do desenvolvimento do trabalho cooperativo e da
resolucéo de problemas. Em suma, este tipo de software permite trabalhar e compreender a
Matematica de uma forma que ndo é possivel com as tradicionais ferramentas, como o
papel e o lapis.

Os AGD’S, aparentemente, sdo de facil integracdo nas préaticas dos professores e
articulam-se com relativa facilidade com as orientaces programaticas dos varios niveis de
escolaridade, porém num inquérito efectuado pelo grupo de Trabalho e Geometria (GTG)
da Associacdo de Professores de Matematica (APM) no ProfMat2001, dos 228 professores
que responderam, cerca de 75% ja tinham frequentado accBes de formacao sobre este tipo
de programas. Destes, s6 34% utilizou algum tipo de software nas suas aulas de geometria
no ano lectivo anterior (2000/01), o que revela a dificuldade que tem existido na
introducdo deste tipo de programas na sala de aula (Veloso & Candeias, 2003).

Para além dos softwares de geometria dinamica ja conhecidos, como o Cabri-
Géometre ou o The Geometer’s Sketchpad, surgiu recentemente o Geogebra, que possibilita
o0 trabalho simultdneo no ambiente geométrico e algébrico e é de utilizacdo livre. Este
software apresenta todas as caracteristicas de um AGD e ainda ferramentas do dominio

algébrico. E o software a utilizar no presente estudo.

O computador e os Ambientes de Geometria Dinamica nos curriculos de Matematica

Nos anos 60 foram feitas as primeiras referéncias a utilizagdo do computador, através
do Ensino Assistido por Computador, onde o computador desempenhava as fungdes de um
professor electrénico que transmita aos alunos conhecimentos matematicos pré-definidos,
proporcionando o desenvolvimento de destrezas basicas.

Os anos 80, em Portugal, foram anos de desenvolvimento de projectos com vista a
uma reforma curricular, em que é feita uma valorizacdo das capacidades de resolucdo de
problemas, raciocinio e comunicacdo e, ha um reconhecimento das potencialidades dos
computadores enquanto ferramentas ao servico do desenvolvimento destes novos
objectivos. Entre 1985 e 1994, desenvolveu-se o projecto MINERVA que tinha como
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objectivos: a) a integracdo das tecnologias da informagdo, nomeadamente o computador,
nos planos curriculares, (b) o uso das tecnologias de informac&o como meios auxiliares do
ensino das outras disciplinas escolares, e (c) a formacdo de orientadores, formadores e
professores (Ponte, 1994).

Em Abril de 1988, a APM promove um seminério sobre a renovagdo curricular em
Matemadtica, onde um dos temas em discussdo foi o “curriculo de Matemadtica e as novas
tecnologias”.

Desenvolveu-se um outro projecto, em Portugal, designado Projecto MAT7gq. Este
foi um projecto de inovacdo curricular para os niveis escolares 7-9 cujo proposito foi o
desenvolvimento de um programa de Matematica em duas turmas experimentais ao longo
do triénio 1988-91 e em outras duas ao longo do triénio 1989-92. Este projecto tinha como
objectivo conceber e experimentar um curriculo de Matematica para os 7°, 8° e 9° anos de
escolaridade que seria centrado na resolugdo de problemas, orientado para 0s processos e
para 0s conceitos, e apoiado na utilizagdo extensiva dos computadores e das calculadoras.
A partir deste projecto, afirmou-se que ainda, deveria ser proporcionada aos alunos uma
experiéncia real e variada da utilizagdo do computador. Em caso algum se deveria procurar
a utilizacdo do computador como mera motivacdo para tarefas que do mesmo modo
poderiam ser realizadas sem computador. No entanto, era encorajada a utilizacdo do
computador sempre que as actividades o justificassem (Abrantes et al.,1997).

Em 1991 foram publicados os programas dos 2° e 3° ciclos do ensino béasico. No
programa para o 3° Ciclo do Ensino Bésico, de 1991, pode ler-se no &mbito dos objectivos
gerais — capacidades/aptiddes, que os alunos deverdo: “utilizar adequadamente a
calculadora, e sempre que possivel meios informéticos tirando partido das suas
potencialidades” (p.11).

Segundo Veloso (1998, p. 91), “ndo é admissivel que, durante mais tempo, a
educacdo matematica em Portugal esteja privada da utilizacdo de computadores e do
software que hoje existe dedicado ao ensino de tdpicos importantes do curriculo de
Matematica”, uma vez que estes “contribuem para tornar a aprendizagem dos programas
facil e intuitiva”, para aumentar o tipo de aplicagdes educacionais e “para dar a sua
utilizagdo um caracter dindmico proprio, que os torna instrumentos poderosos na resolucao
de problemas e nas actividades de exploracéo, investigacéo e descoberta em geometria e na
Matemadtica em geral”.
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E no Curriculo Nacional do Ensino Basico, de 2001, que se faz explicitamente
referéncia ao uso das tecnologias na aprendizagem da Matematica, nomeadamente o

computador:

“Quanto ao computador, os alunos devem ter oportunidade de trabalhar com a

folha de célculo e com diversos programas educativos, nomeadamente de

graficos de Funcbes e de geometria dindmica, assim como de utilizar as
capacidades educativas da rede Internet. Entre os contextos possiveis incluem-

se a resolucdo de problemas, as actividades de investigagdo e 0s projectos.”

(ME, 2001)

O Programa de Matematica do Ensino Basico, homologado em 2007, apresenta uma
evolucdo positiva em comparacdo com as orientagcdes anteriores, uma vez que é sugerida a
forma de com deve ser feito o uso dos recursos tecnolégicos. Ao longo de todos os ciclos,
os alunos devem usar calculadoras e computadores na realizagdo de calculos complexos,
na representacdo de informacdo e na representacdo de objectos geométricos. O seu uso é
particularmente importante na resolucdo de problemas e na exploracao de situacfes, casos
em que os célculos e os procedimentos de rotina ndo constituem objectivo prioritario de
aprendizagem, e a atengdo se deve centrar nas condi¢des da situacdo, nas estratégias de
resolucéo e na interpretacao e avaliacdo dos resultados. A calculadora e 0 computador ndo
devem ser usados para a realizacdo de calculos imediatos ou em substituicdo de calculo
mental (Ponte et al., 2007).

Neste novo programa é ainda feita referéncia a utilizacdo de AGD’S ao contrério do
que acontecia no programa anterior de 1991:

“Os alunos devem recorrer a software de Geometria Dindmica, sobretudo na

realizacdo de tarefas exploratérias e de investigacdo. Os materiais manipulaveis

(por exemplo, tangram, pecas poligonais encaixaveis e solidos de enchimento

em acrilico) constituem recursos cuja utilizacdo complementa a abordagem

dindmica ao estudo da Geometria. Tanto 0s recursos computacionais como 0s

modelos geométricos concretos permitem desenvolver a intuicdo geométrica, a

capacidade de visualizacdo e uma relacdo mais afectiva com a Matematica”
(Ponte et al., 2007).

Contudo, ja no Curriculo Nacional do Ensino Bésico, de 2001, era feita referéncia ao
desenvolvimento da capacidade dos alunos utilizarem softwares: “aptiddo para realizar
construcdes geométricas e para reconhecer e analisar propriedades de figuras geométricas,
nomeadamente recorrendo a materiais manipulaveis e a software geométrico” (ME, 2001).

Para que a tecnologia se torne uma parte essencial das aulas, as ferramentas
tecnoldgicas deverdo ser seleccionadas e utilizadas de forma compativel com os objectivos

do ensino.
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O uso das novas tecnologias na escola é defendido ndo sé porque permite aos alunos
usarem as ferramentas correntes na sociedade em geral, mas também porque o0s torna
capazes de se envolverem activamente na exploracdo das ideias matematicas (Ribeiro &
Ponte, 2000).

O ensino e aprendizagem de Funcgoes

De inicio importa definir o conceito de Funcéo e posteriormente fazer referéncia a
investigaces no ambito do ensino e aprendizagem deste conceito.

O conceito de Fungdo ndo € um conceito recente, para se encontrar as suas origens
tem que se recuar cerca de 4000 anos, quando 0s povos primitivos estabeleciam uma
correspondéncia entre um conjunto de pedras ou de entalhes num 0sso e 0s animais de um
rebanho, visando o controlo do rebanho. Desta forma, poderia encarar-se a existéncia de
uma relacdo de dependéncia entre as duas entidades (as pedras e 0s animais) como uma
relacdo funcional.

Na antiguidade, os babilonios construiram tabelas de argila, onde faziam
corresponder a cada valor da primeira coluna um nimero da segunda, o qual resultava da
multiplicagdo do numero da primeira por uma constante. Semelhante aos babil6nios,
também os egipcios construiram tabelas, na maioria das vezes em papiros, que segundo
Boyer (1974) era onde apresentavam o0s resultados de investigaces empiricas ou
generalizacGes que resultavam da inducdo incompleta de casos mais simples para casos
mais complexos.

O método de formacdo dos intervalos da teoria musical arabe reveste-se de um
caracter algébrico, quando estes partiram do comprimento da corda do som fundamental e
assim desenvolveram relacbes algébricas para calcularem o0s comprimentos
correspondentes aos harménicos do som fundamental, a musica seria assim a representacdo
de uma funcéo sob forma explicita ou implicita.

Na cultura grega poder-se-a fazer referéncia ao contributo de Ptolomeu, com a obra
Almagesto, onde desenvolveu algumas ideias funcionais. Ptolomeu trabalhou na éarea da
astronomia onde desenvolveu ferramentas matematicas, entre elas destaca-se a
trigonometria. No seu trabalho utilizou tabelas que envolviam a fungéo da corda do arco x,

ou crd x, mas sem ter feito referéncia a palavra funcéo.
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Na Idade Média, Nicole Oresme (1323 — 1382), segundo Boyer (1974), na sua obra
Tractatus de Ltitudinibus Formarum desenvolveu a teoria das latitudes e longitudes das
formas, que pode ser considerada como a precursora da representacdo grafica de funcdo. O
seu principal objectivo era representar a intensidade de uma caracteristica de um
determinado assunto por meio de segmentos. Permitindo, assim uma compreensdo mais
rapida e facil da natureza das mudancas. Apesar de Oresme nunca ter utilizado o conceito
de funcdo, as suas representacfes ndo deixaram de ser um marco importante para o
desenvolvimento do conceito de funcdo e de variavel dependente.

Galileu-Galilei (1564 — 1642) contribuiu bastante para a evolugdo do conceito de
funcdo. Segundo Mendes (1994), foi a partir dos seus trabalhos baseados na
experimentacdo e observacdo em relagdo ao movimento e, consequentemente, a
velocidade, a aceleracdo e a distancia percorrida, os quais realizados de forma quantitativa,
que este autor relaciona de forma funcional as causas e efeitos (as variaveis), contribuindo
assim para o desenvolvimento da concepc¢do de variavel dependente. Ainda assim ele ndo
utilizou formalmente a palavra funcao.

E no século XVII, baseados na nova algebra de Viéte, que René Descartes (1596 —
1650) e Pierre Fermat (1601 — 1665) desenvolveram os seus trabalhos separadamente onde
apresentaram as bases teodricas da geometria analitica. Descartes, pela primeira vez
estabeleceu que uma equacdo de duas variaveis, representada geometricamente por uma
curva, mostrava a uma relacdo de dependéncia funcional entre quantidades variaveis, pois
conhecendo-se uma delas é possivel determinar o valor da outra. Admite-se que Descartes
chegou a definir funcdo como qualquer poténcia de x, tal como x%, x°,... (Costa 2004).

Até aqui pode considerar-se que historicamente esta-se perante uma manifestacéo
implicita do conceito de funcdo. As principais razfes para este ndo ter emergido antes
estavam relacionadas com a falta de pré-requisitos algébricos, o advento dos niumeros reais
como um continuo e o desenvolvimento da notagdo simbodlica, e alguma falta de motivacao
pois ndo fazia sentido definir uma nocgdo abstracta de funcdo sem que houvesse uma
quantidade de exemplos para abstrair (Mendes, 1994). No entanto, surgiram 0s
desenvolvimentos necessarios para o aparecimento do conceito de funcdo: a extensdo do
conceito de nimero abarcando os reais e até mesmo 0s complexos, a criacdo da algebra
simbdlica, o estudo dos movimentos como um problema central da ciéncia, e 0 casamento
entre a Algebra e a Geometria. O século XVII testemunha assim o aparecimento de uma

ciéncia moderna matematizada e a invencdo da geometria analitica.
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Na fusio entre a Algebra e a Geometria os elementos chave foram a introducio de
variaveis e a expressao da relacdo entre variaveis por meio de equacdes. Nesta fase faltava
apenas a identificacdo das variaveis independente e dependente na equacao.

E com Isaac Newton (1642 — 1727) que surge o conceito de variavel independente.
No entanto, é Leibniz (1646 — 1716) que utiliza pela primeira vez a palavra funcdo, mas
com significado puramente geométrico, ou seja, uma funcéo era os segmentos de recta que
se obtinham a partir de rectas correspondentes a pontos fixos ou a pontos de uma dada
curva (Mendes 1994; Costa 2004).

Jean Bernoulli (1694 — 1698) numa carta dirigida a Leibniz, propde-lhe a seguinte
definicdo de funcdo: ““Chama-se aqui funcdo de uma grandeza variavel a uma quantidade
composta de qualquer maneira dessa grandeza e de constantes™ (Boyer, 1974, p.35)

Todavia, na sua definicdo, Bernoulli ndo indica 0 modo como construir uma funcao
a partir da variavel independente, isto €, ndo especificou o significado de “composta de
qualguer maneira”.

Leonard Euler (1707 — 1783), discipulo de Bernoulloi, foi um marco importante
para 0 desenvolvimento do conceito de funcdo. Na sua obra Introductio in Analysin
Infinitorum de 1748, substitui “quantidades” por “expressdes analiticas e apresenta
também a notacgdo f(x) para representar uma fungdo de x, definindo a como: “Uma funcédo
de uma grandeza variavel é uma expressao analitica composta, da maneira que se quiser,
por essa grandeza variavel e nimeros ou quantidades constantes” (Boyer, 1974, p.36).

Euler fez ainda a distincdo entre fungdes continuas e descontinuas, sendo as
primeiras formadas por uma Unica expressao analitica, enquanto que se a lei mudasse em
qualquer intervalo do dominio a fungdo passaria a ser descontinua ou mista.

Durante o século XVIII o conceito de funcdo sofreu varias reformulacGes e
reavaliagdes, sem no entanto haver a preocupacdo com a fundamentacdo levando ha
existéncia de varias contradicdes e absurdos. Por isso, foi necessario examinar as bases e
dar uma fundamentacao rigorosa, para que assim a ideia de funcdo fosse definida de forma
clara e concisa. Benhard Bolzano (1781 — 1848) e Augustin Cauchy (1789 — 1857) foram
dois dos matematicos envolvidos nesta reorganizacao do conceito de fungdo, tendo Cauchy
em 1821 dado a seguinte definicdo de funcdo: quando quantidades variaveis estdo ligadas
entre si de tal forma que, o valor de uma delas sendo dado, pode-se determinar as demais,
diz-se usualmente que estas quantidades sdo expressas por meio de uma delas, que toma o
nome de variavel independente; e as outras quantidades expressas por meio da variavel
independente sdo o que chamamos de funcdo dessa variavel (Boyer, 1974).
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Baseado nas ideias de Cauchy, Dirichlet (1805 — 1859) estabelece-as com mais rigor
e destaca-se ao estabelecer o conceito de fun¢do com base numa correspondéncia arbitréria
através da funcédo de Dirichlet representada por:

D(x) = { £, se xracional com ¢ #d

d, sexirracional '

Assim, Dirichlet define uma funcéo do seguinte modo:

“Se uma variavel y esté relacionada com uma variavel x de modo que, sempre
que é dado um valor numérico a X, existe uma regra segundo a qual um dnico
valor de y fica determinado, entdo diz-se que y é funcdo da varidvel
independente x” (Boyer, 1974, p.405).

Esta definicdo ja se encontra muito proxima da definicdo actual, ou seja, uma funcgéo
é uma correspondéncia univoca entre dois conjuntos, podendo essa correspondéncia ser
arbitréaria.

Cooney e Wilson (1993) referem que, com o desenvolvimento actual do conceito de
conjunto, as discussdes sobre funcdes deixaram de estar centradas em torno da funcao
como correspondéncia para se centrarem em torno da fungdo como um conjunto de pares
ordenados. Esta perspectiva, inicialmente apresentada em 1939, é usualmente referida pela
aproximagao de Bourbaki, e define-se fungdo do seguinte modo: “Para todo (X,y) e (u,v) €
AXxB, se quando x=u, se segue y=v, entdo AxB é chamada uma fun¢do”(Apostol, 1986,
p.43).

Processo ensino-aprendizagem das Funcdes

Apos analise da evolucdo do conceito de funcédo, parece ndo ser facil aos alunos a sua
interiorizacdo (Sfard, 1992; Sierpinska, 1992). E frequente que os alunos tomem contacto
com o conceito de funcdo através da aproximacdo de Bourbaki (pares ordenados) ou
através de uma versdo da definicdo de Dirichelet (correspondéncia). Vinner (1992) sugere
que existe um conflito inevitavel entre a estrutura do pensamento matematico e a aquisicdo
do conceito. Este conflito faz com que muitas vezes os alunos invoquem as suas
concepcoes de fungdo e ndo a imagem mental do conceito de funcgdo (concept image), que
no entender de Tall (1992), Vinner (1992) e Selden e Selden (1992) sdo moldadas pelas
experiéncias do dia a dia dos alunos. Segundo Vinner (1992) a forma como o conceito €
abordado nos varios curriculos pressupde que, no processo da sua formacao, a definicdo
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pode assumir e modelar o conceito imagem, pelo que a forma como ela é ensinada é
através do conceito funcdo. No entanto, as representacdes visuais sao a primeira coisa a ser
invocada na nossa mente quando falamos de um dado conceito e as formas verbais podem
aparecer s6 num estado posterior. Contudo, muitas vezes o conceito imagem € inteiramente
modelado por alguns exemplos e ndo se adapta ao conceito definicdo, o que podera trazer
algumas dificuldades na compreenséo dos conceitos.

De acordo com Sfard (1989), a maioria das nog¢bes matematicas podem ser
concebidas de duas formas distintas: como construtos estaticos (concepcao estrutural) ou
como processos (concepcdo operacional). Um conceito é entendido de uma forma
operacional quando alguém vé uma determinada no¢do como um processo € ndo como um
objecto. Num entendimento estrutural, uma no¢édo € entendida como um objecto abstracto.
Estas duas abordagens parecem incompativeis, no entanto, Sfard, considera-as
complementares. Segundo Sfard, no processo de formacdo dos conceitos, a concepgao
operacional é, muitas vezes, a primeira a desenvolvida.

As Funcgbes podem ser encaradas como objectos ou entidades, ou seja, podem ser
elementos de conjuntos sobre os quais se podem exercer acgdes e assim serem
transformados. Segundo este ponto de vista, 0s objectos sdo referidos como entidades
totais ou entidades conceptuais. O mecanismo cognitivo de formacéo de objectos é referido
como encapsulacdo, entificcacdo ou reificacdo (reflexdo abstracta) (Sfard, 1992). A
reificacdo € a fase final da formacdo estrutural de um conceito matematico que, ao
contrério de outras etapas em que o processo de interiorizacdo e condensacdo € feito de
uma forma cumulativa, representa um salto qualitativo (0 AH!) em que se tem a
possibilidade de ver uma coisa familiar (um processo) como algo inteiramente novo (um
objecto). Assim, 0s objectos abstractos que surgem da reificacdo fornecem uma eficiéncia
cognitiva, isto € uma grande quantidade de informacao é armazenada numa Unica entidade,
resultando num menor esforgo cognitivo e numa maior eficacia na resolucéo de problemas.

A abordagem operacional € indispensavel na procura de respostas as questdes
matematicas, porém é a abordagem estrutural que transforma a informacdo recebida
operacionalmente em unidades mais compactas que facilitam e diminuem o esforco
cognitivo.

Esta forma de abordar os conceitos acrescenta dois principios didacticos: a) 0s novos
conceitos ndo devem ser introduzidos em termos estruturais, isto é, a abordagem
operacional devera preceder a estrutural, dado que esta Ultima é mais abstracta; b) a
concepcao estrutural ndo deve ser requerida para além daquilo que os alunos possam fazer
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sem ela, dado que uma abordagem estrutural sé é factor de motivacdo aquando da
passagem para um estadio superior. No caso das Funcdes, a forma como elas aparecem no
contexto de célculo basico, os alunos podem utilizar apenas uma concepgao operacional do
conceito. A visdo das Fungdes como objecto s6 é necessaria quando os problemas a serem
resolvidos envolvem a manipulacdo de varias Fungdes em simultaneo e, assim cada uma
delas deve ser tratada como um todo, portanto de uma forma mais estrutural (Sfard, 1989,
1992).

Para Dubinsky e Harel (1992), as Funcdes também podem ser entendidas como
“accio” ou “processo”. E entendido por “accdo” o acto mental que envolve a manipulagdo
de objectos. Esta concepcdo de funcdo é evidenciada quando um aluno substitui, numa
expressao algébrica, as variaveis por determinados valores e calcula o valor da expresséo.

O “processo” é uma dindmica de transformacfes de quantidades de acordo com as
quais, dada a mesma quantidade inicial, se produzird sempre a mesma quantidade
transformada. Assim, o aluno consegue pensar numa transformacdo como um todo, como
uma actividade global, na qual se comeca com objectos de uma determinada espécie, 0s
quais sdo manipulados, e obtém-se como resultado final um outro objecto. Esta dindmica
de transformagdes permite aos alunos combinar varios processos e reverter a sua ordem
Este tipo de visdo leva a que muitos professores conduzam os alunos da “acgdo” para o
“processo”, dizendo que as Fun¢des sdo maquinas que manipulam e transformam os
ndmeros.

Schwinggendorf e Beineke (1992) nos seus estudos identificaram cinco categorias no
conceito de funcdo. Como pré-funcdo sdo catalogadas todas as respostas que indiquem
pouco ou nada do conceito de funcdo, como por exemplo, dizer que € uma equagao; como
accdo sdo catalogadas respostas que indiqguem a substituicdo de uma varidvel por um
namero, e determinar o seu valor, sem no entanto se fazer referéncia a um processo de
obtencdo de outros valores. Como processo sdo consideradas as respostas onde se indica de
uma forma coerente o que fazer na generalidade a um valor para obter outro. Outra
categoria identificada foi a correspondéncia, que ndo é mais do que a referéncia a
correspondéncia entre duas variaveis. E por fim é apresentada a categoria de dependéncia,
que consiste na visdo de funcdo como uma dependéncia entre duas variaveis.

Os alunos constroem a sua Algebra a partir da aritmética, ou seja, ddo sentido aos
simbolos as operacGes da algebra em termos dos seus conhecimentos aritméticos. O
reconhecimento de regularidades em Matematica, a investigacdo de padroes em sequéncias
numéricas e a generalizacdo através de regras que os proprios alunos podem formular
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permitem que a aprendizagem da Algebra se processe de um modo gradual e ajudam a
desenvolver a capacidade de abstraccdo. Em particular, o trabalho com padrées
generalizaveis pode ajudar a desenvolver a ideia de relacdo funcional.

Para compreensdo do conceito de Fungdo numa fase inicial do seu estudo séo
fundamentais as seguintes componentes: a) a capacidade de classificar relagdes como
Fungdes ou ndo e dando exemplos; b) dada uma Fungdo a capacidade de identificar
objectos, imagens e pares de objecto imagem, bem como a capacidade de, dada uma
imagem, identificar o objecto que lhe corresponde e vice-versa; c) a capacidade de
identificar Funcgdes idénticas e de fazer a transferéncia entre as diferentes representacdes e
d) a capacidade de identificar e dar exemplos de Funcdes que estejam sujeitas a
representacOes diferentes, em diferentes partes do seu dominio.

Segundo Leinhardt, Zaslavsky e Stein (1990), as variaveis sdo o0s objectos das
Funcbes, sdo os dados, quer concretos, quer abstractos. Assim, a no¢do de variavel é
considerada fundamental para compreender muitas relagdes funcionais, argumentando-se
mesmo que conhecer o conceito de variavel € um pré-requisito para uma completa
compreensdo das Funcbes. No entanto, nos Ultimos anos a investigacdo tém mostrado que
os alunos apresentam dificuldades na interpretacdo do conceito de variavel. O conceito de
variavel por si s6 é complicado, e muitas vezes os alunos tém tendéncia a reduzi-lo a ideia
de letras que se usam no lugar de nimeros desconhecidos apresentando assim varias
facetas (como incdgnita e como variavel). Castro (2003) refere que alguns autores
defendem que se trata de um Unico conceito (incognita e variavel) enquanto outros autores
os diferenciam. A distin¢do recorre ao objecto estudado, ou seja, a “incognita” surge no
estudo das equaches e a “variavel” esta associada ao conceito de funcdo. As variaveis
podem ser interpretadas de duas formas: uma mais estética onde a variavel se destaca como
uma ferramenta para generalizar ou descrever padrdes, sendo normalmente associada a
simbolos algébricos (Wagner & Kuchemann, citados por Zaslavsky & Stein, 1990) e outra
mais dinamica onde a sua esséncia capta a variabilidade e mudancas simultdneas de uma
variavel em comparagdo com outra, podendo ser representada de diferentes formas, como
por exemplo um grafico ou uma notacéo funcional (Javier citado por Zaslavsky & Stein,
1990).

Ao longo dos tempos houve momentos em que o estudo das Fungbes surgia
integrado na Algebra. No entanto, nem sempre foi assim. Inicialmente, Algebra era
sinénimo de estudo das equacdes, actualmente Algebra é muito mais que isso, é o estudo
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de relagcbes matematicas abstractas, desde as equacdes, inequagdes ou Funcgdes, ou ainda
outras estruturas definidas por operacdes ou relacbes em conjuntos (Ponte, 2005).

O ensino da Algebra tem sido redutor desta, uma vez que se tem limitado ao ensino
de regras de transformacdo de expressdes (mondmios, polindmios, fraccdes algébricas,
expressdes com radicais) e processos de resolucdo de equacdes e sistemas de equagOes.
Nesta perspectiva sdo desvalorizados muitos aspectos importantes desta &area da
Matematica quer relativos a Antiguidade (onde se destaca a ideia de resolucdo de
problemas), quer actuais (onde se da atencdo a relagBes e a diversas outras estruturas
algébricas), quer mesmo do periodo “classico” da Algebra (estudo de Funcdes e da
variacdo em geral) (Ponte, 2005).

Estas correntes influenciaram por sua vez a estrutura dos documentos curriculares do

ensino da Matematica, como se podera constatar mais a frente.

Tecnologias no ensino e aprendizagem de Funcgdes

O conceito de Funcéo, como ja foi referido anteriormente, deve ser abordado de
forma a englobar as diferentes representacfes, desta forma a utilizacdo de ferramentas
tecnoldgicas pode, em certa medida, permitir que sejam ultrapassados alguns problemas de
representacdo e manipulacdo de Funcdes. A utilizacdo de novas tecnologias permite que 0s
alunos testem as suas ideias, e fornecem também instrumentos e situacGes que lhes
permitam enunciar as suas ideias perante o professor ou colega.

Segundo Gomez (1997), o recurso as tecnologias para o ensino e aprendizagem das
Funcbes permite uma melhor e mais facil consolidacdo do conceito de Funcdo em
comparagdo com os métodos tradicionais.

No final da década de 80, comecou a dar-se atencdo a relevancia das mdaltiplas
representacdes no ensino da Algebra com recurso as tecnologias (folhas de calculo)
efectuando-se assim uma abordagem néo-standard. As tecnologias permitem a criacdo de
multiplas representagdes, ainda com a vantagem de ndo s exibir simplesmente as
representacfes, mas também permitir accGes sobre essas representagdes.

A utilizacdo de tecnologia gréfica é a forma mais comum de estabelecer a ligagdo

entre as diferentes formas de representacdo de Funcdes.
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As Funcdes no curriculo de Matematica

Tradicionalmente, os grandes temas do 3° ciclo e do ensino secundario eram a
Algebra e a Geometria. Com a implementagdo dos programas de 1991, ¢ atribuido a
Geometria ainda um maior énfase enquanto que a Algebra desaparece como grande tema,
surgindo dois temas, Fungbes e Nameros e calculos. Assim a Algebra restringe-se ao
calculo algébrico e ao estudo das FuncGes, este ultimo com grande destaque no 3° ciclo e
ndo se dando a devida atencdo ao estudo de padrdes e regularidades, nem ao uso de
simbolismo em situacBes contextualizadas nem a interpretacdo da variacdo em contextos
reais (ME-DEB, 1991).

As perspectivas curriculares em Matematica tém vindo a evoluir no sentido de
promover o trabalho com os nimeros e com a geometria de forma continuada numa
tentativa de promover uma melhor ligacdo entre estes dominios e a algebra, de modo a que
a sua aprendizagem surja de uma forma intuitiva e informal, procurando-se, assim evitar
que esta surja como um conjunto de regras para memorizar. Estas alteragfes iniciaram-se
com a criagdo do Curriculo Nacional (ME-DEB, 2001) em que “Algebra e Funcdes” surge
como um grande tema curricular e onde se propde que neste dominio, ao longo de todos 0s
ciclos do ensino basico, seja desenvolvida a competéncia matematica que inclui:

- A predisposicdo para procurar padroes e regularidades e para formular
generalizacGes em situacOes diversas, nomeadamente em contextos numéricos e
geomeétricos;

- A aptiddo para analisar as relacbes numéricas de uma situacdo, explicita-las em
linguagem corrente e representa-las atraves de diferentes processos, incluindo o uso
de simbolos;

- A aptidao para construir e interpretar tabelas valores, graficos, regras verbais e
outros processos que traduzam relacdes entre varidveis, assim como para passar de
umas formas de representacdo para outras, recorrendo ou ndo a instrumentos
tecnoldgicos;

- A aptiddo para concretizar, em casos particulares, relacbes entre variaveis e
formulas e para procurar solucdes de equacdes simples;

- A sensibilidade para entender e usar as nogdes de correspondéncia e de
transformag&o em situagdes concretas diversas (ME, 2001).

Posteriormente, com o novo Programa de Matematica do Ensino Basico, (Ponte et al,

2007), a Algebra surge como um dos quatro grandes temas. No entanto, no 1° ciclo do
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ensino basico ndo é um tema individualizado, porém existem objectivos de cunho
algébrico nos outros temas, por exemplo, no trabalho com sequéncias, no estabelecimento
de relacBes entre nimeros e entre nimeros e operacées, e ainda no estudo de propriedades
geométricas como a simetria. No 2.° ciclo, a Algebra ja aparece como um tema matemético
individualizado, aprofundando-se o estudo de relagcbes e regularidades e da
proporcionalidade directa como igualdade entre duas razdes. Finalmente, no 3.° ciclo,
institucionaliza-se 0 uso da linguagem algébrica, trabalha-se com expressdes, equacdes,
inequagdes e FuncOes, procurando desenvolver no aluno a capacidade de lidar com
diversos tipos de relacdes matematicas e estudar situacdes de variacdo em contextos
significativos.

Neste nivel de escolaridade, uma Fungdo é estudada essencialmente como uma
relacdo entre variaveis, embora também seja apresentada como correspondéncia univoca
entre elementos de dois conjuntos. Pretende-se que os alunos compreendam o conceito de
funcdo e que sejam capaz de o usar em diversas situacOes, em particular, de
proporcionalidade directa e inversa. Assumem particular destaque neste ciclo, como
modelo de situac¢des de proporcionalidade directa e inversa, as Fungbes do tipoy =kxey =
k / x . O estudo das funcdes quadraticas restringe-se a casos particulares do tipo y = ax2
(com a inteiro e diferente de zero).

A alteracdo mais significativa em relacdo ao programa anterior é o estabelecimento
de um percurso de aprendizagem prévio no 1.° e 2.° ciclos que possibilite um maior
sucesso na aprendizagem posterior, com a consideracdo da Algebra como forma de
pensamento matematico, desde os primeiros anos (Ponte et al., 2007).

Este dltimo Programa de Matematica do Ensino Bésico referido encontra-se de
acordo com as directivas internacionais, nomeadamente do NCTM.

Actualmente verifica-se que ha a necessidade de se iniciar o ensino de Algebra ou de
noc¢des algébricas o0 mais cedo possivel, ainda que o énfase dado varie ao longo dos niveis

de aprendizagem, tal como se pode observar no seguinte grafico:
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Graéfico 1: Modo como as Normas de Contetdo poderao ser alvo de énfase e graus de

aprofundamento diferentes, ao longo dos diversos niveis de aprendizagem (NCTM, 2007)

Apesar de ser sugerido que o estudo da Algebra se prolongue ao longo dos diversos
anos de escolaridade, o estudo das Funcdes permanece referenciado nos dltimos anos de
escolaridade.

Em suma, verifica-se que as Func¢bes sempre foram contempladas nas orientacGes
programaticas do Ensino Basico, ora como grande tema ou como parte integrante do

estudo da Algebra.

As representacdes matematicas

De acordo com os Principios e Normas para Matematica Escolar, o termo

representacdo pode ter diversos significados na Matematica escolar, entre eles:

O termo representacdo refere-se tanto ao processo como ao resultado —
por outras palavras, a aquisicdo de um conceito ou de uma relacdo matematica
expressa numa determinada forma e a forma em si mesma.(...) o termo €
aplicavel tanto aos processos e resultados observaveis externamente, como aos
que ocorrem internamente, nas mentes dos individuos quando fazem
Matematica. (NCTM, 2007, p. 75)
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InvestigagOes educacionais no ambito das representagoes

Conceito de representacao

Segundo Pinto (2009), uma representacdo € uma forma de representar algo, que
poderé estar em lugar desse, ser interpretada como, conectar-se, corresponder a, denotar,
retratar, encarnar, codificar, evocar, rotular, ligar, significar produzir, referir-se,
assemelhar, servir como uma metafora para, substituir, sugerir, ou simbolizar o elemento
representado.

No ambito da educagdo matematica, segundo o NCTM (2007), as representacdes sao
ferramentas privilegiadas para organizar, registar e comunicar ideias matematicas.

Em Matematica, usam-se varias representacdes para representar problemas, ideias,
para comunicar e para pensar (Coulombe & Berenson, 2001). A forma como os alunos
representam as ideias matematicas estd directamente relacionada com a forma como os

alunos as compreendem e utilizam (Ponte & Serrazina, 2000).

Representacdes internas e externas

Podem-se distinguir dois sistemas de representacdo: sistemas internos de
representacdo e sistemas externos de representacéo.

As representacdes internas estdo relacionadas com as imagens mentais que
correspondem as formulagfes internas construidas pelo individuo sobre uma dada
realidade, onde é utilizada a linguagem natural do individuo. Estas sdo por vezes encaradas
como modelos mentais ou cognitivos referindo-se a esquemas, conceitos, concepcdes ou
objectos mentais (Goldin & Shteingold, 2001).

Goldin e Shteingold (2001) apresentam diferentes tipos de sistemas internos de
representacéo:

a) sistemas verbais/sintacticos, que dizem respeito a linguagem natural do sujeito;

b) sistemas imagisticos de representacdo, incluem as “imagens mentais”, factor

importante para a compreensdo da Matematica;

c) representacdes formais das notagdes, estdo relacionadas com as situagdes em que

os alunos manipulam mentalmente os nimeros, realizam operacdes aritméticas
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ou visualizam mentalmente os passos a seguir na resolucdo de uma equacéo
algébrica;

d) estratégias e heuristicas, sdo representacdes internas construidas a medida que os
alunos desenvolvem e organizam estratégias de resolucdo de problemas
mentalmente. Este tipo de representacbes internas sdo frequentemente
inconscientes, mas estruturadas, o que justifica as dificuldades sentidas pelos
alunos ao explicarem os seus procedimentos de resolucéo do problema.

e) sistemas afectivos individuais de representacdo, que englobam as atitudes, as
crencas e os valores de cada um pela Matematica.

Os sistemas apresentados ndo podem ser considerados isoladamente, mas

relacionados entre si (Goldin, 2002).

As representacdes internas dos alunos sdo avaliadas pelos professores, através da
realizacdo de inferéncias com base nas representagcdes externas apresentadas pelos alunos
(Goldin & Shteingold, 2001).

As representacOes externas permitem a comunicacdo das ideias abstractas que
caracterizam a Matematicas e as propriedades das ideias que sdo representadas. Quando é
utilizada uma forma de representacdo e essa ndo representa na totalidade a ideia
matematica, é necessario recorrer a mais formas de representacdo (Hadmard, 1945, citado
por Wong, 2004).

As representacOes externas sdo um produto da interpretagdo e compreensdo dos
alunos e permitem a existéncia de momentos de discussédo acerca do seu significado
(Goldin e Shteingold, 2001).

Goldin e Shteingold (2001) distinguem ainda sistemas de representacdo externos
estaticos e dindmicos. Os estaticos fornecem regras para a criacdo de formulas, equacdes,
graficos ou diagramas. Enquanto que, os dindmicos dizem respeito a formas de
representacdo dindmicas, onde é permitido com facilidade a manipulacdo destas. Desta
forma, estes sistemas de representacdo, aparecem associados ao uso das novas tecnologias.

Goldin e Shteingold (2001) referem a importancia da interac¢do entre estes dois tipos
de representacdo (internas e externas) no desenvolvimento do pensamento matematico,
associando as dificuldades manifestadas pelos alunos ao fraco desenvolvimento desta
interaccdo. O pensamento matematico implica que haja compreensdo das relacdes
existentes entre as varias representacfes de um mesmo conceito, e a identificacdo das

semelhancas e diferengas estruturais entre os diversos sistemas de representacao.
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Modos de representacao

Segundo o NCTM (2007) é necessario estimular os alunos para a representacdo das
suas ideias, ainda que inicialmente estes o fagam recorrendo a formas ndo convencionais,
isto é, sob formas que para eles facam sentido. Todavia, € importante que os alunos
aprendam formas de representacdo convencionais, para facilitar quer a aprendizagem da
Matematica, quer a comunicacdo das suas ideias matematicas. As representacdes podem
ajudar os alunos a organizarem 0 seu raciocinio e, poderdo ajudar a tornar as ideias
matematicas mais concretas e acessiveis a reflexao.

As representacOes idiossincraticas construidas pelos alunos, ao longo do seu
processo de aprendizagem, nomeadamente aquando da resolucdo de problemas e de
investigacdes, permitem uma melhor compreensdo dos conceitos envolvidos e ajudam na
resolucdo de problemas e, proporcionam formas significativas para registar e descrever
métodos de resolucdo. A observacdo destas por parte do professor, pode constituir uma
importante ferramenta para a compreensdo do raciocinio dos alunos. Podendo-se ainda,
estabelecer ligagdes entre estas representacdes e as representagdes convencionais.

Bruner considera a existéncia de trés sistemas de representacdo - representacao
activa, representacdo iconica e representacdo simbolica — os quais devem ser introduzidos

por esta ordem no ensino da Matematica. O autor define:

a) representacdo activa: como “(...) um conjunto de acgdes apropriadas para
alcancar certo resultado” (Bruner, 1999, p.66), ou seja, a accdo (tocar,
manipular...) surge como uma forma de representacdo, é a aprendizagem de

respostas e habitos;

b) representacdo iconica: como “ (...) um conjunto de imagens ou gréaficos
sumarios que representam um conceito sem o definirem plenamente” (Bruner,
1999, p.66), isto é, ha uma reproducdo de imagens/objectos, mas sem
transposicdo. A representacdo iconica depende da organizacdo visual ou outra

organizacgdo sensorial e do recurso a imagens de resumo (Bruner, 1999).

c) representacao simbolica: como “(...) um conjunto de proposic6es simbodlicas
ou légicas extraidas de um sistema simbdlico que é regido por regras ou leis
para a formacéo e transformacgéo de proposi¢Ges” (Bruner, 1999, p.66). Neste
sistema de representagé@o surge a linguagem, como forma de representacdo da
realidade.
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Estes trés sistemas de representacdo, segundo Bruner, estdo relacionados com os
estadios de desenvolvimento cognitivo, ndo implica, portanto, uma sequéncia de etapas,
mas sim um dominio progressivo de cada uma das representacdes (Wong, 2004).

Segundo Wong (2004), Lesh, Post e Behr, em 1987, concluiram que um aluno que
entende uma ideia matematica pode: reconhecer essa mesma ideia num qualquer sistema
de representacdo, manipular facilmente essa ideia quando sdo dados os sistemas de
representacdo e traduzir assertivamente essa ideia de um sistema para outro. O modelo
criado por Lesh, Post e Behr incluia cinco modos de representacdo: modelos de
manipulacdo (manipulate models), real scripts, comunicacdo oral (spoken language),
simbolos escritos (written symbols) e imagens (static pictures). Este modelo apresenta a
dificuldade de conter termos que ndo sdo usados em contexto de sala de aula, sendo um
obstaculo para a sua compreensédo por parte dos alunos (Wong, 2004).

Segundo Wong (2004), estes modos de representacdo sao insuficientes para os niveis
médio e secundario de escolaridade, tendo por isso criado um quadro constituido por seis
sectores, em que cada um deles representa um modo de representacdo (MMTB — multi-
modal think-board). O MMTB fornece uma imagem que esclarece as conexdes possiveis
de estabelecer entre os diferentes modos de representacdo de ideias matematicas. Este
quadro construiu-se a partir de propostas elaboradas por outros educadores e reagrupa
essas propostas num formato pratico para o ser utilizado pelos alunos.

A cada modo de representacdo esta associado a um verbo que descreve a acgdo
predominante associada a esse:

a) objecto real (verbo fazer): este modo de representacdo diz respeito ao uso de
materiais manipulaveis, predominando na aprendizagem inicial de novos
conceitos. Os alunos ao estabelecerem ligacdo entre as ideias matematicas
abstractas e as situacGes concretas, podem desenvolver modelos mentais que dao
significado aos simbolos abstractos, reduzindo a fobia e ansiedade em relacéo a
Matematica.

b) diagrama (verbo visualizar): inclui ilustracbes, imagens, diagramas, graficos,
tabelas e figuras. Os diagramas variam em diferentes graus de abstrac¢do, por
exemplo, uma imagem de diferentes macas versus varios pontos, em que cada
ponto representa uma maga.

Para alguns alunos os diagramas coloridos sdo uma ajuda para memorizarem

resultados matematicos.
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No MMTB, o modo diagrama é normalmente um sumario em imagem do
trabalho realizado com o objecto real.

c) Palavra (verbo comunicar): as palavras sdo um meio essencial para pensar em
ideias matematicas e comunicar essas ideias a outros. Como modo de
representacdo, inclui termos matematicos, expressdes e frases. Os termos
matematicos precisam de ser ensinados explicitamente e o0s resultados
matematicos sdo muitas vezes recitados em palavras como um auxilio de
memorizagao.

d) Numero (verbo calcular): a maioria das pessoas associa a Matematica a nimeros,
pois este € o modo usado com maior frequéncia nas aulas de Matematica. Os
nimeros estdo normalmente associados a operacGes de calculo. No entanto,
muitas vezes é preciso traduzir nimeros em expressdes ndo numéricas, por
exemplo, substituindo alguns valores por a e b, e realizar operacdes com base
nestes ultimos. Muitos alunos ndo conseguem realizar com sucesso este processo,
mostrando uma lacuna na compreensdo dos processos algébricos.

e) Simbolo (verbo manipular): é também um modo de representacdo muito usado
em Matematica. O numero é uma forma de simbolo, no entanto é
pedagogicamente apropriado distinguir o uso destes dois modelos, especialmente
no ensino da &lgebra. Os alunos consideram a manipulacdo de simbolos dificil e
sem significado e menosprezam o poder dos simbolos no pensamento
matematico.

f) Historia (verbo aplicar): faz a ligagdo entre as aplicagBes reais e 0s conceitos
matematicos, reforcando conceitos e enaltecendo as motivacGes para a
aprendizagem. O modo histéria inclui problemas tradicionais de palavras,
problemas relacionados com o quotidiano e reportados nos meios de
comunicacdo, contas historicas de ideias matematicas, e exemplos de outras
disciplinas. Para além de resolver historias dadas, os alunos podem exercitar a
sua criatividade criando os seus problemas e desenvolvendo um sentido de posso
dos seus problemas.

Friedland e Tabach (2001) apresentam quatro modos de representacdo essenciais ao
ensino da Matematica, nomeadamente da Algebra - representacdo verbal, representacio
numeérica, representacao grafica e representacdo algébrica. Estes modos de representacao
serdo explorados posteriormente, no ponto Representacfes do conceito de funcéo.
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No ambito desta investigacéo serdo adoptados os modos de representacdo enunciados
por Friedland e Tabach (2001) e a representacdo tabular que serd referenciada

posteriormente.

Representacdes do conceito de funcéo

Ja foram referidos anteriormente varios factores que influenciam a compreensédo do
conceito de Funcdo. Todavia, a compreensdo do conceito de Funcdo encontra-se ainda
ligada a capacidade de as representar de diversas formas (em tabelas, gréficos, regras
verbais, expressoes algébricas) e em passar de uns tipos de representacdo para outros.

Segundo Coulombe e Berenson (2001) o estudo tradicional da Algebra, prende-se ao
estudo formal das FuncGes, isto é, as FuncBes surgem como uma representacdo simbolica,
ou tabular, ou gréfica, ndo havendo interpretacdo, por parte dos alunos, dos simbolos
algébricos e da utilizacdo de outras representacdes. A interpretacdo e traducdo das
representacfes desenvolve o raciocinio algébrico dos alunos e ajuda na construcdo de
imagens mentais, de padrdes e Fun¢des. Quando é dada a oportunidade, aos alunos, de
interpretarem situacGes com as quais estdo familiarizados, as representa¢ées tém um maior
significado para os alunos; caso contrario, em que 0s alunos usam as representacdes
matematicas na forma convencional, sem interpretacdo, a matematica passa a ser uma
manipulacdo de formulas para a construcao de tabelas, gréficos...

NCTM (2007), sugere que no ensino basico os alunos usem diferentes tipos de
representacbes em diferentes contextos, isto é, os alunos devem interpretar diferentes
fendmenos, por exemplo, fisicos e sociais, e que representem as relacdes relevantes. Uma
outra ideia inerente a esta é que os alunos devem comunicar as suas interpretacdes aos
outros. A comunicacdo é fundamental em toda a aprendizagem e insepardvel das
representagoes.

A linguagem oral e escrita utilizada pelos alunos s&o ferramentas de comunicagédo e
ao mesmo tempo uma representagdo matematica.

A utilizacdo fluente de multiplas representacdes das relacbes matematicas, €
importante para o sucesso do desenvolvimento do pensamento algébrico (Coulombe,
Berenson, 2001).

As diferentes representacGes do conceito de Funcdo permitem diferentes insights
que facilitam uma compreensdo poderosa e completa deste conceito (Even, 1990). Os
alunos devem estar aptos a compreender conceitos em diferentes representacdes e fazer a
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ligacdo entre elas. Pelo seu lado, Ponte (1992) afirma que “o ensino das Fungdes precisa de
articular de forma equilibrada as trés formas de representacdo mais importantes,
nomeadamente as formas numérica, grafica e algébrica”. Faz ainda referéncia que em
situacdes do quotidiano sdo os valores reais concretos que servem de suporte as expressdes
algébricas, e por isso o trabalho com entidades abstractas (no qual geralmente se centra o
ensino) deve ser apoiado pela construcdo e analise de tabelas e calculo de valores
numericos.

Friedland e Tabach (2001) fazem também referéncia a importancia de se recorrer a
distintas representacfes — verbais, numéricas, graficas e algébrica — na aprendizagem da
algebra. O uso de diferentes representacfes tem o potencial de fazer com que o processo de
aprendizagem da Algebra seja significativo e efectivo. Estes autores apresentam as
vantagens e desvantagens associadas a cada uma das formas de representacao:

a) representacdo verbal, esta estd normalmente associada a colocacdo do problema

e & interpretacgdo final dos resultados obtidos, da énfase a conexdo da Matemética
com outras areas do conhecimento e entre a Matematica e o quotidiano. Esta
forma de representacdo pode tornar-se um obstaculo para a comunicacao
matematica, uma vez que ndo é universal, e ainda a sua utilizacdo pode ser feita
de forma ambigua ou conduzir a associagdes incorrectas.

b) representacdo numérica, é uma representacdo natural para os alunos que se
encontram a iniciar o estudo da algebra, e normalmente precedem qualquer outro
tipo de representacdo. Este tipo de representacdo é importante na compreensao
inicial de um problema e na investigacdo de casos particulares, no entanto, ndo €
generalizavel, sendo por isso uma ferramenta, em alguns casos, limitada.

c) representacdo grafica da uma imagem clara do valor real de uma funcéo ou de
uma variavel real. E uma forma de representacéo intuitiva e apelativa, para os
alunos que gostam de uma andlise visual. Mas a representacdo grafica é muito
influenciada por factores externos (por exemplo, escalas), e apresenta
frequentemente s6 uma parte do dominio do problema. A sua utilidade como
ferramenta matematica varia de acordo com a tarefa em causa.

d) representacdo algébrica esta é concisa, geral e efectiva na apresentacdo de
padrdes e modelos matematicos, por vezes é o Unico método de justificar ou
efectuar generalizagbes. Contudo, esta forma de representacdo, que usa

exclusivamente simbolos algébricos pode ocultar o significado matematico ou a

31



natureza do objecto e causar dificuldades de interpretacdo de resultados
(Coulombe e Berenson, 2001).

A importancia de trabalhar com vérias representacGes resulta das vantagens e
desvantagens apresentadas anteriormente para cada uma das formas de representacéo e a
necessidade de corresponder a estilos individuais de raciocinio dos estudantes. Desta forma
defende-se que se deve trabalhar num ambiente maltiplas representacdes, uma vez que as
desvantagens de umas sd@o colmatadas pela combinacdo com as outras. No entanto, a
natureza da tarefa, a preferéncia pessoal, o estilo de pensamento do individuo que resolve o
problema ou dificuldades em determinados tipos de representacao séo factores que poderdo
determinar o tipo de representacdo a utilizar (kaput, 1992 citado por Coulombe e Berenson,
2001).

Para Dreyfus (1994) o processo de utilizar maltiplas representacdes estéd associado ao
de representar, sendo as funcdes exemplo. As fun¢des sdo um conceito abstracto com que
usualmente é trabalhado numa ou em varias representacbes, nomeadamente a
representacdo algébrica e gréafica. O ensino e aprendizagem deste processo de associagdo
de representac6es nao € facil, por ser uma estrutura muito complexa e por se lidar com uma
grande quantidade de informacgdo. Segundo Dreyfus (1991), os processos envolvidos na
representacdo séo: o processo de representacdo, a mudanca de representacées e a tradugéo
entre elas e a modelacdo. O processo de representacdo envolve trés componentes
principais: as representacfes simbdlicas, as representacfes mentais e a visualizacdo. As
representacfes simbdlicas envolvem relacbes entre signos e significado, permitem
desenvolver o conhecimento implicito do individuo, o significado, que é explicitado
através desses simbolos. No que se refere a representacdo mental de um dado objecto ou
processo, ela pode ser associada aos esquemas internos ou imagens de referéncia que a
pessoa usa para interagir com o mundo externo. A representacdo mental torna-se assim
fundamental para que a pessoa possa comunicar 0 seu pensamento acerca de um dado
objecto ou processo. A visualizacdo é o processo através do qual as representacdes mentais
podem ser criadas, contribuindo para a intuicdo e compreensdo, surge COmo um Processo
de formar imagens e utiliza-las eficazmente na descoberta e compreensdo dos conceitos de
matematica (Domingos, 1994). O processo de mudanca de representacfes esta associado
ao de traducdo entre elas, em que a traducdo pode ser entendida como o passar da
formulacdo de uma propriedade matematica ou de um problema para outro. Por Gltimo, o
processo de modelacédo refere-se normalmente a procura de uma representacdo matematica
para um objecto ndo matematico ou processo. No caso do pensamento matematico
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avancado Dreyfus (1991) considera que modelar significa construir uma estrutura
matematica ou uma teoria que incorpora as caracteristicas essenciais do objecto, sistema ou
processo a ser descrito. O modelo pode assim ser usado para descrever o comportamento
do objecto ou do processo a modelar.

Este autor identifica ainda quatro estados no processo de aprendizagens que
envolvam relacdes entre representacfes: (1) usar uma representacao simples; (2) usar mais
do que uma representacdo em paralelo; (3) estabelecer ligacGes entre representacGes
paralelas e (4) integrar representacbes e ligagdes flexiveis entre elas. A medida que se
avanca de um estado para outro estabelece-se uma concepcéo cada vez mais abstracta dos
conceitos.

Para que capacidade de utilizar multiplas representacdes venha a ser adquirida pelos
alunos é necessario, que estes, utilizem mdaltiplas representacdes ao longo da educagdo
matematica.

Nos niveis médios de escolaridade é frequente, os alunos, comecarem por trabalhar
com tabelas de dados numéricos para examinar um padrdo de uma funcdo linear, mas
devem também aprender a representar esses dados na forma de graficos ou equacdes
quando quiserem caracterizar a relacdo linear generalizada (Coulombe, Berenson, 2001).

Segundo Brown e Mehilos (2010) as tabelas ajudam os alunos a passar do mundo
concreto da aritmética, onde os problemas envolvem nimeros especificos, para 0 mundo
abstracto da algebra, onde as quantidades variam. As tabelas ddo aos alunos uma
experiéncia tangivel em que as variaveis sdo nimeros que se alteram, e em que o valor de
expressdes que varia como o resultado. A tabela actua como uma ponte entre a aritmética,
onde os numeros sdo especificos, para a algebra, onde as variaveis ndo sao especificadas e
expressam relacdes gerais. No estudo desenvolvido por Brown e Mehilos (2010) alguns
alunos desenvolveram rapidamente a facilidade em manipular os simbolos e perceberam o
seu potencial. Outros continuaram a mostrar preferéncia pelo uso de tabelas, sendo um
suporte para usar enquanto procuram ficar confortaveis com as expressdes algéebricas. As
tabelas faz com que se sintam mais confiantes no trabalho algébrico e encoraja-0s a serem
persistentes, sdo ferramentas poderosas para ajudar os alunos a darem significado a
variaveis e a expressdes algébricas. Esta forma de representacdo permite, aos alunos,
verem os simbolos algébricos, como descricdes gerais de nameros especificos, o que € de
extrema importancia para aqueles que precisam de desenvolver uma compreensdo de

simbolos abstractos.
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Ainsworth, Bibly, e Wood (1998) citado por Coulombe e Berenson (2001)
mencionaram trés formas em como a representacdo multipla pode promover a
aprendizagem:

a) é provavel que diferentes representacGes expressem diferentes aspectos mais
claramente e que, também, a informacdo ganhe pela combinacdo de
representacfes muito mais do que com uma simples representacao;

b) as multiplas representacfes constrangem-se umas as outras, para que o espago de
operadores permissivos se torne menor;

c) quando se pretende relacionar multiplas representacfes, o aluno tem de estar
perante tarefas que promovam a compreenséo.

N&o se pode esperar que a capacidade de trabalhar com multiplas representacGes se
desenvolva espontaneamente, depende primeiramente do problema apresentado e da
natureza das questdes colocadas. As questdes colocadas devem sugerir, legitimar,
recomendar, e algumas vezes requerer mais do que uma representacdo. Para automatizar os
principios da multipla representagdo, é necessario haver reflexdo por parte dos estudantes a
qual deve ser promovida pela tarefa em si.

Representagdes no curriculo

Em seguida serdo apresentadas as referéncias internacionais e nacionais a nivel das

orientagOes curriculares.

Orientacdes internacionais

Um documento internacional de referéncia a nivel das orientacfes curriculares para o
ensino da Matematica, é os Principles and Standards for School Mathematics, publicado
pelo National Council of Teachers of Mathematic [NCTM], em 2000 e editado em
portugués pela Associacao de Professores de Matematica [APM], em 2007.

Anteriormente ja haviam sido publicados outros documentos de grande importancia,
destacando, em 1980, An Agend for Action, publicado pelo NCTM; em 1989, publicado
também pelo NCTM surge Curriculum and evoluation standards for school mathematics,
o qual foi traduzido pela APM em 1991, como Normas para o curriculo e avaliacdo em
Matematica escolar. Todavia, € neste Gltimo (Principios e Normas para Matematica
escolar) que as representacdes assumem destaque, existindo uma norma especifica. Nas
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Normas relativas as representacdes € tido como objectivos para os alunos desde o preé-
escolar até ao 12° ano a aquisi¢cdo das seguintes competéncias (NCTM, 2007, p. 160):
a) Criar e usar representacOes para organizar, registar e comunicar ideias
matematicas;
b) Seleccionar, aplicar e traduzir representacdes matematicas para resolver
problemas;

c) Usar as representacdes para modelar e interpretar fenémenos fisicos,
sociais e matematicos

Ao longo dos vérios anos de escolaridade, os alunos, devem ter a possibilidade de
contactarem com diferentes tipos de representacdo para exprimirem ideias matematicas e
para construirem novos conhecimentos, desta forma poderdo estar a aprofundar
conhecimentos que ja possuem. O recurso a diferentes tipos de representacdo permite-lhes
criar associagOes entre diferentes ideias/conceitos. Inicialmente os alunos recorreréo a
formas de representagdo ndo convencionais, tais como: a utilizagdo dos dedos, desenhos,
esquemas, gestos e simbolos; que traduzam as suas ideias/raciocinios. Estas formas de
representacdo ndo sdo menos importantes que as convencionais, pois estas permitem ao
aluno clarificar ideias matematicas, estabelecer conexdes e sdo a base da utilizacdo futura
de simbolos matematicos. E ainda dado énfase &s representacdes por serem um processo
que podera contribuir também para a organizacdo do raciocinio dos alunos e servir de
apoio para a interiorizacdo de contetidos e/ou procedimentos. Para além de tudo isto,
quando os alunos apreendem diferentes formas de representacdo da mesma ideia,
consolidam a utilizagdo de conceitos e procedimentos matematicos, levando-os a
identificarem as vantagens e/ou desvantagens de cada uma das formas de representacdo. A
utilizacdo de maltiplas representacdes permite aos alunos que posteriormente consigam
passar de uma forma de representacdo para outra, escolhendo aquelas que mais se adequam
a situacdo. As representacdes nao deverdo ser aprendidas como finalidades, em si mesmo,
deverdo, sim, ser tratadas como elementos essenciais no apoio a compreensao, por parte
dos alunos, dos conceitos e das relages matematicas na comunicagdo de abordagens,
argumentos e conhecimentos matematicos, para Ssi mesmos e para 0S outros, na
identificacdo de conexdes entre conceitos matematicos interrelacionados, e na aplicacéo da
Matemadtica a problemas realistas, através da modelacdo (NCTM, 2007).

Segundo o NCTM (2007), um dos papéis do professor no processo de ensino-
aprendizagem devera ser o de analisar, questionar e interpretar as representacGes que 0s
seus alunos utilizam, dado que, estas ilustram a resposta e o processo que utilizaram, sdo

ainda um meio de avaliacdo objectiva da compreensdo das ideias matematicas envolvidas.
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Ainda relativamente as representacGes, cabe ao professor proporcionar ambientes de
aprendizagem com recurso a diversas representacdes e encorajar os alunos a comunicarem
e partilharem as suas representagdes. Esta ideia é também defendida por Cavalcanti (2001),
que considera que a partilha das representacdes entre pares, leva-os a considerar outras
perspectivas e a compreender diferentes caminhos para solucionarem um mesmo

problema.

Orientagdes nacionais

As orienta¢Oes curriculares nacionais, que ao longo dos tempos tém vindo a ser
publicadas, sofreram influéncias de documentos internacionais referentes ao ensino e
aprendizagem da Matematica, inclusive os ja referidos anteriormente, e de resultados de
investigagdes efectuadas na &rea a nivel nacional.

O Programa de Matematica do Ensino Basico que entrou em vigor desde 1990
apresentava como grandes finalidades do ensino da Matematica para o Ensino Basico:
“desenvolver a capacidade de resolver problemas; desenvolver a capacidade de raciocinio
e desenvolver a capacidade de comunicacdo” (ME/DEB, 1990, p.10). Nesta finalidade
importa aqui destacar que se pretende proporcionar situacdes de ensino e aprendizagem
para:

-(..)

- Interpretar e utilizar representacbes matematicas (tabelas, graficos,

expressodes, simbolos...)

- Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para a linguagem

simbdlica (graficos, diagramas, férmulas, tabelas...) e vice-versa.

(ME/ DEB, 1991, p. 10)

Verifica-se assim, que neste programa ja sdo feitas algumas referéncias ao
desenvolvimento da capacidade de os alunos efectuarem e analisarem diferentes tipos de
representacfes. Neste programa, é ainda mais evidente a referéncia as representagdes, ao
nivel dos conhecimentos, no &mbito das Funcgdes, sendo indicados 0s seguintes objectivos:
que os alunos representem e analisem Funcdes utilizando tabelas, graficos ou outro tipo de
representacdes(ME/DEB, 1991).

Em 2001, foi publicado o Curriculo Nacional do Ensino Bésico — Competéncias
Essenciais, pelo Ministério da Educacdo — Departamento da Educacdo Bésica, em que uma
das grandes alteracOes relativamente ao Programa de Matematica é de se passar a falar de
competéncias a alcancar no final de ciclo e ndo por ano de escolaridade, como até entao.
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Este documento promove ainda a articulacéo entre os trés ciclos do ensino basico e entre as
diferentes areas curriculares, apresentando as competéncias essenciais de cada area
curricular, para que estas em par e em articulagdo, no final do ensino bésico tenham
contribuido para o desenvolvimento das competéncias gerais necessarias a qualidade de
vida pessoal e social de todos os cidadaos, apresentadas também aqui.

O Curriculo Nacional do Ensino Basico - Competéncias Essenciais refere que ser-se
matematicamente competente implica o desenvolvimento atitudes, capacidades e
competéncias, destacando-se aqui as que dizem respeito as representagdes: “a aptiddo para
discutir com outros e comunicar descobertas e ideias matematicas através do uso de uma
linguagem, escrita e oral, ndo ambigua e adequada a situacdo” (ME/DEB, 2001).

No Programa de Matematica do Ensino Basico (Ponte et al., 2007) é de salientar as
alteracOes que se verificaram neste programa em compara¢do com o anterior: este Gltimo
encontra-se estruturado por ciclos e ndo por anos de escolaridade, tal como o Curriculo
Nacional do Ensino Basico; destaca-se ainda as alteracfes verificadas ao nivel das
Finalidades e Objectivos Gerais para 0 ensino da Matematica e a apresentacdo de trés
capacidades transversais a toda a aprendizagem da Mateméatica — a Resolucdo de
problemas, o Raciocinio matematico e a Comunica¢do matematica.

No Programa de Matematica do Ensino Basico (Ponte et al., 2007) as representacdes
matematicas sdo uma das dimens@es da aprendizagem mais valorizada. Neste documento é
apresentado como objectivo geral do ensino da Matematica:

“Os alunos devem ser capazes de lidar com ideias matematicas em diversas

representacdes. Isto €, devem ser capazes de:

- ler e interpretar representagdes simbodlicas, pictoricas, tabelas e gréaficos, e
apresentar adequadamente informacdo em qualquer destas formas de
representacéo;

- traduzir informacé&o apresentada numa forma de representacao para outra, em
particular traduzir para termos matematicos informacdo apresentada em
linguagem natural;

- elaborar e usar representacOes para registar, organizar e comunicar ideias
matematicas;

- usar representacdes para modelar, interpretar e analisar situacbes matematicas
e ndo matematicas, incluindo fendmenos naturais ou sociais” (Ponte et al.,
2007, p.5).

Neste objectivo é evidenciada a necessidade dos alunos conhecerem e

compreenderem os diversos tipos de representacdo, recorrendo a cada um deles em

diferentes situagdes, optando sempre pelo mais adequado.
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Ainda neste documento é referido a importancia das representacbes matematicas na
aprendizagem dos alunos e do trabalho com multiplas representac@es, sempre que possivel.
Sendo feita referéncia nesse documento que os alunos ao trabalharem com diversas
representacfes para as ideias matematica adquirem a capacidade de passar de uma forma
de representacdo para outra, que é tdo importante como saber reconhecer as convencgdes
inerentes a cada tipo de representacdo e interpretar a informacgéo apresentada. O trabalho
com representacdes inicia-se com a utilizacdo de representacdes iconicas em detrimento
das representages simbélicas. E natural que numa fase inicial os alunos comecem por
desenvolver as suas proprias formas de representacdo nao convencionais, no entanto a
medida que se vai desenvolvendo o trabalho com representacfes, cabe ao professor fazer
sentir a necessidade de uma linguagem partilhada, introduzindo progressivamente as

representacdes convencionais (Ponte et al., 2007).
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Capitulo 111

Metodologia

O presente capitulo tem como propésito a apresentacdo e justificacdo das
metodologias utilizadas durante o decurso da presente investigacdo; a caracterizacdo da
escola, da turma onde se desenvolveu a investigacdo e dos grupos de alunos que
constituiram os estudos de caso. Neste mesmo capitulo sdo ainda referenciadas as técnicas
utilizadas na recolha dos dados.

Opcdes metodoldgicas

O presente estudo inscreve-se nas investigacOes de natureza qualitativa. Segundo
Stake (2009), na investigacdo qualitativa o investigador privilegia a compreenséo das
complexas inter-relages entre tudo o que existe e tratam a singularidade dos casos e
contextos individuais como importantes para a compreensdo. Isto é, numa investigacao
qualitativa o investigador tem de prestar atencdo a cada detalhe do ambiente que o rodeia,
uma vez que tudo pode ser importante e contribuir para uma melhor compreenséo dos
casos. Neste tipo de investigacdo os investigadores sdo ndo intervencionistas, ou seja,
durante o trabalho de campo, procuram ndo chamar a atencdo para si proprios ou para o
seu trabalho, procuram evitar situacdes especificas para testar as suas hipoteses.

Stake (2009) aponta ainda como caracteristica das investigagdes qualitativas, os
investigadores usarem a observacdo naturalista como meio principal de conhecimento.
Quando ndo conseguem ver por si proprios, perguntam a outros intervenientes no estudo e
ainda quando existem registos formais, debrucam-se sobre esses documentos. No entanto,
a maioria favorece a captacdo pessoal da experiéncia para que a partir do seu
envolvimento, possam interpreta-la, reconhecer os seus contextos, meditar sobre 0s seus
multiplos significados, efectuando um relato naturalista e experiencial. Desta forma os
investigadores qualitativos procuram preservar as multiplas realidades, as perspectivas

diferentes e até contraditérias do que acontece; eles procuram registar com o maior rigor
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possivel as suas observacdes preocupando-se em obter a sua validacdo através de
procedimentos de triangulacéo e interpretam os significados.

Pelo que foi referido anteriormente, Stake (2009) define a investigacdo de natureza
qualitativa como subjectiva. Porém, a subjectividade ndo é considerada como uma
imperfeicdo a precisar de ser eliminada, mas como um elemento essencial da compreenséo.

Este estudo é ainda caracterizado como um estudo de caso, pelas suas caracteristicas,
objectivos e pela natureza dos resultados finais que se prendem obter.

Segundo Ponte (2006), o estudo de caso € uma investigacdo que visa conhecer uma
entidade bem definida (uma pessoa, uma instituicdo, um curso, uma disciplina, um sistema
educativo, uma politica ou qualquer outra unidade social) e tem como objectivo
compreender em profundidade o “como” e os “porqués” dessa entidade, evidenciando a
sua identidade e caracteristicas proprias, nomeadamente nos aspectos que interessam ao
investigador; ndo se usa esta modalidade quando se quer conhecer propriedades gerais de
toda uma populacao.

Stake (2009) considera o estudo de caso ndo interventivo e empatico, ou seja,
procura-se que o investigador ndo perturbe a actividade normal do caso, ndo teste, nem
sequer entreviste, privilegiando sempre que pode a obtencdo da informacdo que deseja
através de uma observacao discreta ou de uma andlise dos registos.

O estudo de caso ndo é uma metodologia exclusiva da Educacao é também usado por
outras areas como por exemplo: a Medicina, o Direito e a Economia. Em Educacao
Matemdtica, o estudo de caso, ao longo dos tempos tem sido usado para investigar
questBes relacionadas com aprendizagem dos alunos, com o conhecimento e as praticas
profissionais de professores, 0s programas de formacdo inicial e continua de professores,
0s projectos de inovagdo curricular, novos curriculos, etc. (Ponte, 2006). Todavia, 0s
estudos de caso podem ser usados para outros fins para além da investigacéo, por exemplo;
para ensino, pratica muito comum em Direito e Medicina e que ja é igualmente usada na
formacdo de professores, tanto inicial como continua; e para apoiar a pratica profissional
como, por exemplo, na pratica médica e no servico social.

No estudo de caso a atengdo centra-se nesse caso, que € um entre outros. Um caso,
segundo Stake (2009), é uma coisa especifica, uma coisa complexa e em funcionamento, é
um sistema integrado. Uma crianca, um professor, um programa inovador, todas as escolas
de um determinado sitio, sdo exemplos de casos passiveis de estudo. A partir dos exemplos
apresentados anteriormente pode-se verificar a existéncia de uma grande diversidade de
casos passiveis de estudo, e esses mesmos casos podem ter diferentes papéis consoante o
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objectivo do estudo de que sdo alvo. Tendo em conta esta diversidade, Stake (2009)
classifica os estudos de caso como: estudo de caso intrinseco, estudo de caso instrumental
e estudos de caso colectivos.

No estudo de caso intrinseco, o caso é pré-seleccionado, existindo um interesse
especifico por esse caso, ndo apenas porque ao estuda-lo se aprende sobre outros casos ou
sobre um problema em geral, mas também porque se precisa aprender sobre esse caso em
particular, hd um interesse intrinseco.

O estudo de caso instrumental distingue-se do anterior uma vez que 0 caso pode ser
qualquer um, uma vez que ndo ha um interesse especifico no caso em si, havendo assim
necessidade de seleccdo. Nestes estudos de caso hd um problema de investigacdo, uma
perplexidade, uma necessidade de compreensdo global, sentindo-se que se pode alcangar
um conhecimento mais profundo se se estudar um caso particular. Nesta situa¢éo o estudo
caso tem intencdo de compreender outra coisa, ndo o0 caso em si. Para facilitar a
compreensdo deste conceito apresento em seguida um exemplo: escolhe-se uma professora
para se estudar, observando em termos gerais como ela ensina e prestando especial atencéo
a forma como ela classifica o trabalho dos alunos e se isso afecta ou ndo a sua forma de
ensinar. Este exemplo é um estudo de caso instrumental, uma vez que visa alcancar algo
mais do que compreender esta professora especifica.

Partindo do exemplo anterior, poder-se-ia realizar o estudo recorrendo ao estudo de
varios professores. Cada estudo baseado num desses professores € um estudo de caso
instrumental, no entanto existe uma coordenacgéo entre os estudos individuais, neste caso
esta-se perante uma investigacdo classificada como estudos de caso colectivos.

Para classificar a presente investigacdo como um dos tipos de estudo de caso
definidos por Stake (2009), importa primeiramente apresentar o caso que foi alvo da
investigacdo. O caso em estudo é uma turma (que posteriormente sera caracterizada) onde
observei a forma como os alunos rentabilizaram as potencialidades do software Geogebra
ao nivel da representacdo, na resolucdo de tarefas que implicam a utilizacdo de Funcdes.
Verifica-se entdo que neste estudo pretendi alcancar algo mais do que compreender a
turma em especifico, probleméatica em estudo, portanto pode-se classificar esta
investigacdo como um estudo de caso instrumental.

Feita a classificagdo dos diferentes tipos de estudo de caso importa agora apresentar
as caracteristicas gerais desta metodologia de investigacdo. Segundo Ponte (2006) os
estudos de caso: tém caracter descritivo, ndo experimental e sdo de natureza empirica.
Neste tipo de estudos é efectuada uma descricdo factual, literal, sistematica e o mais

41



completa possivel do objecto de estudo de forma a compreender a entidade (caracter
descritivo); ndo se pode controlar os acontecimentos e ndo é possivel ou desejavel
manipular as potenciais causas do comportamento dos participantes (ndo experimental); é
um estudo realizado no contexto real da entidade (natureza empirica).

Ponte (2006) efectua ainda uma classificacdo dos estudos de caso consoante o
proposito a que se destinam: exploratorios, descritivos ou analiticos. Os trabalhos de
investigacdo de caracter exploratérios, tém como finalidade obter informacdo preliminar
acerca do respectivo objecto de interesse. Se os trabalhos forem fundamentalmente
descritivos, entdo esses tém como proposito descrever, isto é, dizer simplesmente “como é”
0 caso em estudo. Por fim os analiticos, procuram problematizar o seu objecto, construir
ou desenvolver nova teoria ou confrontd-la com teoria ja existente (Ponte, 2006). Em
Educacdo Matematica ha lugar para qualquer um destes tipos de estudo. No que diz
respeito a este estudo, € um estudo de caso de natureza descritiva com caracteristicas
analiticas.

Em suma, a presente investigacdo é um estudo de natureza qualitativa, na
modalidade de estudo de caso instrumental, com caracteristicas descritivas e analiticas.

Os investigadores, nos trabalhos desta natureza devem ainda ter em conta questdes
de ordem ética, essencialmente relacionadas com o consentimento informados dos
participantes no estudo, bem como a manutengdo do anonimato dos mesmos. Tendo em
conta este aspecto, antes da realizagdo deste estudo pedia autorizacdo ao Director do
Agrupamento de Escolas onde decorreu a investigacdo, sendo-lhe facultada a informagéo
sobre a finalidade do mesmo, 0s seus objectivos e o tipo de dados a recolher e a forma
como se processaria essa recolha. Foi ainda solicitada autorizacéo aos pais e encarregados
de educacdo dos alunos que participaram na investigacdo, facultando-lhes a mesma
informacdo que foi dada a Direccdo do Agrupamento de Escolas. Quanto ao anonimato das
entidades intervenientes no estudo, escola e alunos, o0 mesmo foi sempre mantido durante

todo o trabalho de investigacéo.

Contexto da investigagdo

A escola

A escola onde decorreu a investigacdo é a sede de um Agrupamento de Escolas. Fica

situada numa freguesia rural de uma cidade do Norte Alentejano, que no inicio dos anos
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2000 tinha cerca de 1200 habitantes. Os alunos que integram esta escola sdo provenientes
de outras freguesias, também rurais. A escola apresenta uma populacdo relativamente
homogénea. Na sua maioria, 0s alunos sdo provenientes de agregados familiares com nivel
socio econdmico médio-baixo ou baixo e com nivel de escolaridade basico. Esta escola foi
inaugurada em Dezembro de 1999 e integra turmas desde o Jardim de Infancia até ao 3°
Ciclo de Escolaridade. No ano lectivo 2009-2010, ano em que foi feita a recolha dos dados
desta investigacdo, a escola tinha cerca de 287 alunos na totalidade, distribuidos da
sequinte forma: 1 turma do Jardim de Infancia (20 alunos); 3 turmas do 1° Ciclo (56
alunos); 4 turmas do 2° Ciclo (84 alunos) e 8 turmas do 3° Ciclo (127 alunos).

A escola apresenta um projecto educativo apoiado em projectos nacionais, como 0
Plano da Matematica, o Plano Tecnolégico da Educacdo, o Plano Nacional de Leitura, o
Programa de Educacdo para a Salde, o projecto: “Mais sucesso” entre outras tantas
actividades e projectos que a escola tem como objectivo desenvolver.

Em termos de infra-estruturas e de material didactico pode-se considerar uma escola
bem equipada; todas as salas dispdem de um projector de video, as salas onde é leccionada
a disciplina de Matematica tém todas um quadro interactivo, e existem computadores
portateis ao dispor dos professores e alunos.

A turma

A turma que constitui o caso em estudo foi seleccionada tendo em conta os seguintes
critérios: facilidade de acesso ao caso, disponibilidade de informadores exteriores
(professor titular da turma) e o contexto. Era uma turma de facil acesso, por um lado pela
sua localizacdo geografica e por outro lado pela facilidade de integracdo da investigadora,
uma vez que ja conhecia uma grande parte dos elementos da turma porque ja tinha
leccionado nesta escola. O professor titular foi uma mais valia na obtencéo de informacéo
necessaria a interpretacdo das observacdes e na discussdo das mesmas. Demonstrou ao
longo de toda a intervencdo didactica uma grande disponibilidade e entusiasmo, uma vez
que ia ao encontro dos seus objectivos e planificacdo. Um factor que contribuiu para o
sucesso da investigacdo e foi facilitador foi o facto de a investigadora e o professor titular
ja terem trabalhado em equipa em outras actividades, em contexto escolar e terem sido
colegas de mestrado.

A turma era uma das duas turmas de 9° ano de escolaridade da escola, constituida por
catorze alunos, seis alunos do sexo masculino e oito alunos do sexo feminino. A idade
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destes alunos variava entre 0s catorze e 0s quinze anos, sendo a média das idades catorze
anos. Nesta turma havia dois alunos a repetirem o 9° ano de escolaridade e um aluno com
Necessidades Educativas Especiais. O aluno com Necessidades Educativas Especiais
usufruia somente de condicdes especiais de avaliacao.

No inicio do ano lectivo foram sinalizados sete alunos para aulas de Apoio Educativo
a disciplina de Matematica, sendo estes os alunos que apresentavam nivel negativo. Os
restantes alunos apresentavam um aproveitamento bom ou razoavel. No final do 2° Periodo
um dos alunos foi excluido por faltas. No final do ano lectivo o aproveitamento geral da
turma melhorou significativamente em Matematica, tendo passado a existir somente um
aluno com nivel negativo, seis alunos com nivel razodvel, quatro com nivel bom e dois
com nivel muito bom. Na opinido do professor titular da turma era uma turma em que 0s
alunos, em geral, eram empenhados e trabalhadores, no entanto alguns revelavam algumas
dificuldades. O professor referiu ainda que o nivel de desenvolvimento e aquisicdo de
competéncias matematicas e de conhecimentos matematicos que se traduz pelos bons
resultados de final de ano sdo o reflexo de um trabalho continuo de trés anos.

Para a realizacdo da intervencdo didactica foi necessario organizar a turma em
pequenos grupos, cinco grupos. Os pequenos grupos foram criados pelo professor titular,
com a participacdo dos alunos. Destes cinco grupos, quatro eram compostos por trés alunos
e um por dois alunos. O professor teve em consideracdo 0s seguintes critérios na
constituicdo dos grupos: o empenho, o interesse, 0 comportamento dos alunos e a afinidade
entre os alunos. Em seguida apresento uma breve caracterizagdo de cada um dos pequenos
grupos:

Grupo 1: Este grupo era constituido por trés alunos, duas alunas e um aluno. Os
alunos deste grupo, no final do 1° Periodo, todos tinham nivel de aproveitamento negativo
e 0 aluno encontrava-se a repetir 0 9° ano de escolaridade. No entanto, eram alunos que
apresentavam um comportamento adequado a situacdo de sala de aula. As duas alunas
eram responsaveis e empenhadas, revelavam ainda entusiasmo quando Ihes eram colocadas
situacOes novas.

Grupo 2: Era um grupo formado por trés rapazes, tendo um deles sido excluido por
faltas no final do 2° Periodo. Neste grupo, todos os elementos aplicavam de forma
adequada os conhecimentos que possuiam a novas situacdes, eram interessados e
empenhados. A nivel de aproveitamento um dos alunos tinha nivel de aproveitamento

negativo, no entanto recuperou. Os restantes alunos tinham nivel de aproveitamento bom.
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Grupo 3: Este grupo tal como os anteriores tinha trés elementos, sendo um deles o
aluno com Necessidades Educativas Especiais. Este aluno revelava dificuldades na
aplicacdo dos conhecimentos a novas situagdes, era pouco autonomo e revelava
dificuldades de concentracdo, mas participa sempre nas tarefas da aula, era trabalhador,
revelou nivel de aproveitamento razoavel ao longo do ano lectivo. As outras duas alunas
apresentaram um nivel de aproveitamento bom ao longo de todo o ano lectivo, aplicavam
0s conhecimentos que possuiam a novas situacfes sem grandes dificuldades, eram
responsaveis, autbnomas, participavam activamente nas tarefas da aula, eram responsaveis.

Grupo 4: Este grupo era o Gnico grupo composto por dois alunos, um aluno do sexo
feminino e outro masculino. A aluna aplicava de forma segura e adequada os
conhecimentos que possuia a novas situacoes, tendo revelado uma progresséo assinalavel
ao longo do ano lectivo, tendo passado do nivel bom para muito bom. Era muito
responsavel, empenhada, autbnoma e participava activamente nas tarefas da aula. O aluno
nol° Periodo obteve um nivel de aproveitamento negativo, no entanto recuperou até ao
final do ano lectivo. E um aluno com algumas dificuldades em aplicar os conhecimentos
que possuia a novas situacOes, era responsavel e participava activamente nas tarefas da
aula.

Grupo 5: Este grupo € constituido por trés alunos do sexo feminino. Duas alunas
apresentavam niveis de aproveitamento bom e muito bom, enquanto que a outra aluna
iniciou o ano lectivo com nivel negativo tendo recuperado ao longo do tempo e obtido no
final um nivel razoavel. Todas as alunas sdo responsaveis e participam activamente nas
tarefas propostas. As duas melhores alunas aplicam de forma segura e adequada o0s
conhecimentos que possuem a novas situacOes, enquanto que a outra revela algumas
dificuldades.

Em suma, todos 0s grupos apresentavam como caracteristicas o empenho e a
predisposicdo para aplicarem o0s seus conhecimentos a situagfes novas. Estas
caracteristicas eram fundamentais para uma participacéo entusiasta por parte dos alunos na
intervencdo didactica.

Estes alunos ja tinham tido contacto com o software Geogebra, durante as aulas de
Matematica e também na area curricular ndo disciplinar de Estudo Acompanhado, que é

também leccionada pelo professor de Matematica.
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A intervencao didactica

Em seguida apresentar-se-a os temas explorados na intervencao didactica, de acordo
com o actual Programa de Matematica do Ensino Basico. Para além dos temas, serad
também feita referéncia a metodologia utilizada na intervencao didactica e uma analise das
tarefas utilizadas para desenvolvimento dos temas e consequentemente dos objectivos e

competéncias.

O tema

Neste estudo pretende-se aferir as mais valias da utilizagdo, em ambiente de sala, de
um software, o Geogebra, na forma como os alunos integram as diferentes formas de
representacdo de uma funcdo e como efectuam a traducdo de informacdo de um tipo de
representacdo para outro.

Com introducdo, na sala de aula, do software Geogebra, é objectivo deste estudo
compreender de que modo os alunos rentabilizam as potencialidades do Geogebra a nivel
da representacéo, na resolucdo de tarefas que implicam a utilizacdo de Funcdes.

Foram trabalhadas as fungdes afim, linear, de proporcionalidade inversa e do tipo
ax?. Por estas serem as Funcdes referenciados no Programa de Matemética do Ensino
Basico, homologado em Dezembro de 2007, optei por trabalhar todas elas e também
porque esta opgdo permite diversificar as situagdes com que os alunos sdo confrontados,
enriquecendo por isso a investigagéo.

Organizacgao do trabalho

A intervencdo didactica consistiu na aplicacdo de seis tarefas, durante seis aulas de

Matematica da turma, segundo a seguinte calendarizacao:
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Quadro 1 — Calendarizacéo

TAREFA @  CALENDARIZAGCAO
Qual o tarifario melhor? Eis a questao... 90’ 12 /01/2010
As informag0es dadas por uma fungédo do tipo y=mx+b... = 90’ 15/01/2010
As folhas de papel que usamos 90’ 22/01/2010
Matematica por um canudo 90’ 29/01/2010
Estudo das funcdes y=ax? 90° 5/02/2010
O crescimento do meu cabelo é modelado por uma fungdo = 45° 2/06/2010

As aulas da intervencdo didactica decorreram na sala habitual da disciplina de
Matematica, com recurso a computadores portateis dos alunos e/ou da escola.

Os alunos realizaram as cinco primeiras tarefas de forma sequencial, em aulas
intercaladas e a tarefa 6 foi aplicada posteriormente, com um intervalo de tempo entre esta
e a Ultima tarefa que havia sido aplicada maior do que aquele que aconteceu entre as outras
tarefas.

Nas aulas da intervencdo didactica foi seguida sempre a mesma dindmica de aula,
com algumas excepcdes que posteriormente serdo referidas e justificadas. Na estruturagdo
de cada uma das aulas identificam-se trés momentos distintos: num primeiro momento era
feita uma apresentacdo da tarefa a realizar e distribuido um guido da mesma a cada aluno,
com as perguntas e alguns procedimentos a realizar no Goegebra (Anexo 1, 2, 3, 4, 5 e 6);
0 segundo momento correspondia a realizacdo da tarefa, pelos alunos, em grupos ja
definidos; e por Gltimo era realizada uma discussdo, em grande grupo, dos resultados
obtidos, no que diz respeito aos objectivos gerais e especificos e dos contetidos abordados
na tarefa realizada.

Na resolucdo das tarefas os alunos utilizaram sempre o software Geogebra, este
momento ndo trouxe dificuldades de ordem maior, uma vez que os alunos ja tinham tido
anteriormente contacto com este mesmo software na resolucéo de tarefas propostas pelo
professor titular da turma, abordado essencialmente contetdos relacionados com
Geometria.

O momento da discusséo final foi de extrema importancia e imprescindivel, pois tal
como é afirmado no Programa de Matematica do Ensino Basico (ME, 2007) para além da
realizacdo das tarefas propriamente ditas, o ensino-aprendizagem tem de prever momentos
para confronto de resultados, discussdo de estratégias e institucionalizacdo de conceitos e

representagoes.

47



A discussdo final teve como objectivo evidenciar e obter dados relevantes e
necessarios para dar resposta as perguntas de investigacdo. A discussdo foi orientada pelo
professor titular, com a intervencdo de todos os grupos, conforme a pertinéncia das suas
respostas.

No final de cada uma das aulas verifiquei sempre se 0s alunos tinham guardado nos
seus computadores os ficheiros do Geogebra correspondentes a resolucdo da tarefa e fazia
também eu a recolha desses ficheiros, bem como dos registos escritos.

As tarefas

Como ja foi referido anteriormente, foram propostas inicialmente cinco tarefas na
intervencdo didéctica e mais uma posteriormente. Estas seis tarefas dadas, as suas
caracteristicas, podem classificar-se quanto a sua natureza como tarefas de exploragéo e de
modelagdo. Aquando da escolha das tarefas tive em atencdo a natureza das tarefas,
procurando alguma diversidade entre elas de modo a proporcionar aos alunos diferentes
experiéncias de aprendizagem, e que permitissem a utilizacdo das varias formas de

representacdo de funcdes e a interaccao entres elas.

O quadro seguinte mostra a classificacdo de cada uma das tarefas quanto a sua

natureza:

Quadro 2 - Tarefas classificadas consoante os grupos onde se enquadram: exploragéo e modelacéo.

NATUREZA .
TAREFA ~ ~ REFERENCIA
EXPLORACAO MODELAGCAO
Qual o tarifario melhor? Eis a questao... X Adaptado do Grupo de
(Anexo 1) trabalho T3, 2002
As informagdes dadas por uma fungéo do X Adaptado de
tipo y=mx+b... (Anexo 2) exercicios de manuais
Criado pela
As folhas de papel que usamos (Anexo 3) X investigadora
- Adaptado do Grupo de
Matematica por um canudo (Anexo 4) X trabalho T3, 2002
X 9 Adaptado de
Estudo das fungdes y=ax“(Anexo 5) X exercicios de manuais
O crescimento do meu cabelo é N Adaptado do Grupo de
modelado por uma fungao (Anexo 6) trabalho T3, 2002
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As tarefas distinguem-se também umas das outras pelos objectivos gerais e
especificos que permitem trabalha, bem como pelas competéncias que possibilitam
desenvolver nos alunos. Com a realizacdo destas tarefas pretende-se desenvolver os

seguintes objectivos gerais e especificos:

» OBJECTIVOS GERAIS DE APRENDIZAGEM

OG1 - ler e interpretar representacfes simbdlicas, pictdricas, tabelas e gréaficos, e
apresentar adequadamente informacdo em qualquer uma destas formas de
representacéo;

OG2 - traduzir informacdo apresentada numa forma de representacdo para outra, em
particular traduzir para termos matematicos informacéo apresentada em linguagem
natural;

OG3 - elaborar e usar representacbes para registar, organizar e comunicar ideias
matematicas;

OG4 - usar representacOes para modelar, interpretar e analisar situacdes matematicas e nao

matematicas.

= OBJECTIVOS ESPECIFICOS DE APRENDIZAGEM

OEL1 - Representar algebricamente situa¢des de proporcionalidade directa.

OEZ2 - Representar algebricamente e graficamente situacdes de proporcionalidade inversa.
OE3 - Representar grafica e algebricamente uma funcéo linear e uma funcao afim.

OE4 - Representar algebricamente e graficamente funges do tipo y = ax®.

OES - Analisar uma funcdo a partir das suas representagoes.

OES® - Relacionar as representacdes algébrica e grafica das funcbes estudadas.

Quadro 3 - Caracterizacdo das tarefas a partir dos objectivos a desenvolver com cada uma delas.

OBJECTIVOS
TAREFA p
GERAIS ESPECIFICOS
e . ~ 0G1; 0G2; OE1l; OE2;
f) ) ) L) )
1 Qual o tarifario melhor? Eis a questao... 0G4 OE5: OE6
9 As informacdes daias por uma funcéo do tipo OG1; 0G2; OE3: OE5: OE6
y=mx+Db... 0G4
0G1; 0G2; . .
3 As folhas de papel que usamos 0G3: 0G4 OE2; OES5; OE6
4 Matematica por um canudo OG(lj;Gan; OE2; OES5; OE6
5 Estudo das funcdes y=ax? OG(lj;Gan; OE4; OES5; OE6
5 O crescimento do meu cabglo é modelado por 0G2; OG3; OEL: OE3: OE6
uma funcéo 0G4
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As tarefas seguiram todas a mesma estrutura a excep¢do da tarefa 6 — “O crescimento
do meu cabelo é modelado por uma funcdo”, que sera posteriormente apresentada. As
tarefas eram divididas em duas partes: na primeira parte os alunos criavam as diferentes
formas de representacdo (tabular, grafica e algébrica) e na segunda parte eram colocadas
questdes aos alunos de interpretacdo das FuncbGes em estudo, permitindo-lhes que eles
utilizassem as representacdes que considerassem mais adequadas. Uma vez que ja foi feita
uma descri¢cdo dos procedimentos comuns e efectuada a caracterizacdo das tarefas quanto a
sua natureza e quanto aos objectivos a desenvolver, importa agora apresentar
pormenorizadamente cada uma das tarefas, os seus objectivos e a reac¢do dos alunos.

As tarefas “Qual o tarifario melhor? Eis a questdo...”, “Matematica por um canudo”,
“As folhas de papel que usamos” e “O crescimento do meu cabelo é modelado por uma
funcdo” tém como base situagdes ndo matematicas, temas do conhecimento geral dos
alunos e com 0s quais contactam na sua vida quotidiana ou que sdo préximos e do seu
entendimento.

A tarefa “Qual o tarifario melhor? Eis a questdo...” foi integrada na planificacdo da
disciplina de Matematica como uma tarefa de consolidacdo e aprofundamento do conceito
de funcéo de proporcionalidade directa e afim.

Esta tarefa consistia na definicdo, representacdo e interpretacdo de diferentes
tarifarios telefénicos como funcdo. Para seleccionar os tarifarios telefénicos para a criagdo
desta tarefa tive em conta os seguintes parametros: tarifarios reais sem artificialismos,
permitindo assim que os alunos utilizassem conhecimentos prévios e que o contexto ndo
fosse um obstaculo e que esses tarifarios fossem modelados por funcdes de
proporcionalidade directa e afim, uma vez que era este o objectivo desta tarefa.

Durante a apresentacdo da tarefa tive a necessidade de dar a conhecer a folha de
calculo disponibilizada pelo Geogebra. Este momento foi necessario porque os alunos até
ao momento s6 haviam trabalhado com versbes anteriores do Geogebra, as quais nao
disponibilizavam esta op¢do. Todavia, este ndo foi um obstaculo, uma vez que o
funcionamento desta folha de célculo ¢ igual a folha de célculo Excel, sendo esta Gltima ja
do conhecimento dos alunos.

A tarefa “As folhas de papel que usamos” foi assinalada, para esta turma, como uma
tarefa de exploracdo do conceito de funcdo de proporcionalidade inversa. Com esta tarefa
pretendia que os alunos caracterizassem a funcdo que a cada valor da largura da folha A4
associa uma altura de forma a manter constante a medida da area. Para isso estruturei a
tarefa de modo a que primeiramente os alunos sugerissem diferentes medidas para o
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comprimento e largura de forma a manter o valor da area, que correspondia a area de uma
folha A4. Posteriormente, os alunos procederam a defini¢do desta problematica como uma
funcdo e construiram as diferentes representacfes dessa funcdo e procederam a sua
interpretacdo e analise.

O professor titular, na aula subsequente, baseou-se nos resultados desta tarefa para
formalizar o conceito de funcéo de proporcionalidade inversa.

A tarefa “Matematica por um canudo” foi aplicada no seguimento da tarefa descrita
anteriormente, tendo sido aplicada como uma tarefa de consolidagéo e aprofundamento do
conceito de proporcionalidade inversa. Nesta tarefa foi estudada a relacdo entre o tamanho
de um cilindro oco e o tamanho de fita visualizada. Para a realizacdo desta tarefa foi
necessario proceder a recolha de dados, a qual foi realizada numa aula de Estudo
Acompanhado. A experiéncia foi executada por uma das alunas com apoio do professor
titular da disciplina de Matematica. Os dados recolhidos foram posteriormente facultados a
todos os grupos de trabalho, tendo todos procedido a sua definicdo como funcdo e posterior
representacéo e interpretacao.

A tarefa “O crescimento do meu cabelo é modelado por uma funcéo” foi a ultima da
intervencdo pedagdgica, em que a aplicacdo da mesma teve como objectivo colocar 0s
alunos perante uma tarefa mais aberta que as anteriores e com uma estrutura diferente.

Esta tarefa tinha como contexto um problema da realidade (crescimento do cabelo) o
qual é modelado por uma fungéo de proporcionalidade directa. O problema foi apresentado
em linguagem corrente, seguido de perguntas de interpretacdo. Os alunos para
responderem as perguntas apresentadas puderam recorrer a qualquer forma de
representacdo ou multiplas representacdes, por sua iniciativa, sem que houvesse qualquer
influéncia pela estrutura da tarefa ou pelas questdes colocadas.

As tarefas “As informag6es dadas por uma fungéo do tipo y=mx+b...” e “Estudo das

funcdes y=ax*”

sdo situacdes matematicas, tendo como objectivo estudar matematicamente
as funcbes do tipo y=mx+b e y=ax’. A primeira destas tarefas foi uma tarefa de
consolidacdo e aprofundamento dos conceitos, enquanto que a segunda tarefa foi uma
tarefa de exploragdo. Tal como as anteriores tarefas numa primeira parte os alunos
construiram as diferentes formas de representacdo das fungdes dadas e posteriormente
tiveram de responder a perguntas de interpretacao, recorrendo aos modos de representagédo
que os alunos considerassem mais adequada.

Em cada uma das tarefas tive a preocupacao de apresentar inicialmente a funcéo a
estudar numa forma de representacdo diferente. Esta estratégia foi propositada, para que 0s
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alunos pudessem entdo ganhar desembarago a trabalhar com os diversos tipos de
representacdo de FuncOes e ganhar a capacidade de passar informacgdo de uma forma de
representacdo para outra.

A seleccdo das tarefas foi cuidada tendo sempre como principal preocupacdo a
obtencdo do objectivo principal desta investigacdo: confrontar os alunos com diversas
situacdes envolvendo a representacdao de Funcdes nos diferentes modos (numérica, tabular,
grafica e algébrica) e a interacgdo entre elas, com recurso ao Geogebra.

Recolha de dados

“Todos os investigadores tém um grande privilégio e uma grande obrigacdo: o
privilégio é prestar atencdo ao que consideram digno de atencdo e a obrigacdo de tirar
conclusdes retiradas das escolhas mais significativas para colegas e clientes” (Stake, 2009,
p.65).

Para se efectuar uma recolha de dados significativa, segundo Stake (2009) é por
vezes necessario delinear um plano. Segundo este autor as partes essenciais que devem
compor o plano de recolha de dados séo as seguintes: “definicdo do caso, lista de perguntas
de investigacdo, identificacdo dos ajudantes, fontes de dados, distribuicdo do tempo,
despesas, relatério pretendido” (Stake, 2009, p.67).

Durante a presente investigacdo foi delineado um plano de recolha de dados
constituido por todas as partes consideradas essenciais por Stake (2009) — a excepcao das
despesas, que neste estudo ndo eram significativas. Quanto as restantes partes do plano de
recolha de dados, todas elas foram contempladas no inicio da investigacao e reformuladas
ao longo da mesma, essencialmente as perguntas de investigacao e a distribuicdo do tempo.

O investigador deve desenvolver métodos e técnicas que permitam uma recolha de
dados validos e, que posteriormente o permitam compreender e retratar o caso. Existem
técnicas comuns entre os investigadores de estudos de casos, realcando aqui as que utilizei
ao longo desta investigacao: observacdo participante e a analise documental.

A observagdo participante permite tomar directamente conhecimento da perspectiva
dos intervenientes, no seu contexto real e assim compreender e analisar com bastante
detalhe os processos, as dindmicas e as perspectivas dos alunos durante o desenvolvimento
das suas actividades (Langa, 2007). “Durante a observagéo, o investigador do estudo de

caso qualitativo mantém um bom registo dos acontecimentos para providenciar uma
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descricdo relativamente incontestavel para analise posterior e para o relatério final” (Stake,
2009, p.78).

Nesta investigacdo, as observacdes decorreram durante a intervencao didactica. Em
cada uma das aulas da intervencdo efectuei um registo livre dos acontecimentos, isto €,
sem formularios de observacdo. Estes registos permitiram-me elaborar uma descricdo
pormenorizada do caso e encontrar momentos que revelaram a complexidade Unica do caso
em estudo.

A outra técnica de recolha de dados ja referida foi a analise de documentos. Ao longo
desta investigacdo os documentos analisados foram essencialmente producdes dos alunos,
as resolugdes escritas das tarefas e os ficheiros de Geogebra correspondentes a resolucéo
de cada uma das tarefas. Das discussOes finais de cada uma das tarefas, em grande grupo,
foram criados registos audio.

No final de cada uma das aulas da intervencao didactica eram muitos os documentos
obtidos, os quais contendo muita informacéo, alguma significativa outra menos e, existindo
uma maior ou menor diversidade de informacdo contida entre os diferentes documentos.
Fez entdo parte do plano de recolha de dados desta investigacdo, elaborar um “relatério”
no final de cada uma das aulas, que apresentasse toda a informacdo pertinente para a
descricdo e compreensdo do caso.

Os relatérios referidos anteriormente foram essenciais para guiar as observagdes e 0s
documentos a recolher e na realizagdo de reajustamentos durante o decorrer da

intervengéo.

Analise dos dados

A andlise dos dados encontra-se ligada a recolha de dados, tendo-se, neste estudo,
desenrolado em duas fases. Tratou-se de um processo essencialmente descritivo e
interpretativo, baseando-se nas questdes de investigacao, na revisdo de literatura realizada
e nos dados recolhidos.

Numa primeira fase, @ medida que se iam realizando as tarefas, analisei os dados
obtidos nessas sessOes a partir da observacdo desenvolvida na sala de aula, bem como as
resolucdes efectuadas pelos alunos, ou seja, realizava uma analise do relatério elaborado
para cada uma das aulas da intervencdo didactica. As informacfes resultantes destas
analises permitiram-me efectuar reajustamentos, consolidar ideias, avaliar expectativas,
validar interpretacdes sobre a investigacao que estava a realizar. Destaco aqui um facto que
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resultou destas andlises, a prolongacdo da intervencdo didactica. Inicialmente tinha
planeado cinco aulas o que correspondia a cinco tarefas, no entanto, apds a primeira analise
de dados, surgiu a necessidade realizar mais uma tarefa, a tarefa 6, para observar a reac¢ao
dos alunos a uma tarefa com estrutura diferente.

Na segunda fase da analise realizei uma anélise mais aprofundada dos dados, tendo
tido lugar apds a recolha de todas as informagfes. A partir da revisdo de literatura e da
primeira andlise defini categorias de andlise. Essas categorias tinham a ver com as
representacdes utilizadas pelos alunos e com a natureza/objectivo das perguntas das
tarefas. Quanto as categorias de representacdo considerei: a) representacdo numérica, b)
representacdo tabular, c) representacdo gréafica e d)representacdo algébrica. Relativamente
ao objectivo das perguntas considerei cinco categorias: (A) identificar a imagem dado o
objecto; (B) identificar o objecto dada a imagem; (C) Comparacdo de Funcgdes e (D)
Variacdo de uma funcéo e (E) Influéncia da variagdo de parametros.

Seguidamente, efectuei uma analise de todos os dados recolhidos relativamente a
todos os grupos e analisei-os segundo as categorias definidas. Posteriormente, tendo em
conta as questdes do estudo, efectuei uma andlise cruzada de forma a encontrar

semelhangas e diferengas formulando, por fim, conclusdes.
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Capitulo IV

A turma e as representagdes com o Geogebra

No presente capitulo pretende-se apresentar o estudo de caso da turma que participou
nesta intervencao didactica, dando especial atengdo a reaccdo e ao desempenho perante
cada uma das tarefas realizadas com recurso ao Geogebra. Optou-se por apresentar 0s

resultados por tarefa para permitir uma descricdo e analise mais aprofundada.
Tarefa 1 - Qual o tarifario melhor? Eis a questado

A tarefa 1 iniciava-se com preenchimento das tabelas referentes a cada um dos
tarifarios. Como instrumento auxiliar, todos os grupos, utilizaram a folha de céalculo do
Geogebra, tal como era sugerido. Os grupos recorreram ndo s6 as potencialidades de
calculo oferecidas pelo Geogebra, como também utilizaram para esses calculos as

referéncias das células, como se pode constatar em seguida.

A B | e D E F G H
1 |
2 [tim
3 |duragdo |prego |duragdo  prego duracdo |prego
4 1 15,423! 1 0.609 1 0.2418
5 2| 15.576] 2 1.22 2 04836 |
B 3 157729 3 1.83 3 u_ﬂ Mlimero F4: U.Dﬂl-iﬂ?p * 60 Ad I_
7 4 15882 4 244 4 ___0.9672
8 5 16.035) 5 3.05 —5——"=11.200
9 120 33.63 120 732 120,  29.016
e (Nomero B8 1527 + 0153 A8

Figura 1 - Procedimento utilizado pelo grupo 2, para preenchimento das tabelas.
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A B c D
1
2 [tim1
3 |Duragdo |prego
4 0 15.27
5 1 15.42
i 2 15.526. '
7 3 15_{,@@0‘55.194; FUTEIAG]
8 4 15.882
9 5 16.035/
10 120 33.63
11 [tim 2
12 |duragdo |prego
13 0 0
14 1 0.609
15 2 1.213+
16 3 1.827 .
17 4 2 wmﬁm
18 5 3.045]
19 120 73.08
20 |tim 3
21 |Duragdo  |prego
22 0 0
23 1 0.241
24 2 |
25 3 D.Tiw;'lmem B23:0.00403* 60 }\23|'
26 4 0.9672
27 5 1.209
28 1200  29.016]

Figura 2 - Procedimento efectuado pelos grupos 1 e 5, para preenchimento das tabelas.

A B c D
1|

2 [tim1

3 |duragao |prego

4 1 15.4

5 2 151'r‘i'\_ﬁ.mnm B4 1527 +015A4]]
& 3 15.77

7 4 15.87

8 5 16.02

9 120 33.63

10

11 [tim 2

12 |duragao |prego

13 1 061

14 2 e B13081213]

15 3 83 :

16 4 244

17 5 3.05

18 120 73.08

19

20 [tim3

21 |duragao |preco

22 1 0.2 .

= z Numero B22 0 AZ2 7 80] |-
24 3 o3

25 4 0.97

26 5 1.21

27 120 29.02

Figura 3 - Procedimento efectuado pelos grupos 3 e 4.
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A partir dos resultados obtidos através da folha de célculo do Geogebra, os alunos

preencheram as tabelas e escreveram as expressdes algébricas associadas a cada uma das

tabelas.

=

15,07 0,153 x x

4,609 x x

0,004 03 X 60x X

Duragéo total de
Chamadas (min.) ! 2 3 4 °
Prego (€) 15,492 | 15576 | 15,399 | 19,863 | 16,025
Tabela 1
~ Tarifirioda TMN |
Duragao total de
Chamadas (min.) 1 . 2 8 N °
Prego (€  |. co@ 1113 1903 [2426 |1 o4l
Tabela 2
- Tarifario da Optimus ‘
Duragéo total de
Chamadas (min.) ! 2 8 4 i
Prego (€) 02413 | 0,u836 [0 ,1I5% |0, 968 1,309
Tabela 3

Figura 4 - Tabelas e expressdes algébricas apresentadas pelo grupo 1 e 2

Tarifario da Vodafone
Duracgéo total de
Chamadas (min.) 1 2 2 4 .
Preco (€) re Ga [15,5% | 15 pal 19,573 16,0
L Tabela 1
A .23+ 0,483 €
Tarifario da TMN
Duragéo total de
Chamadas (min.) 1 & 3 4 9
Prego (€) e | 4, aa|l 13| @ 5
Tabela 2
& ot X K
Tarifario da Optimus
Duragéo total de
Chamadas (min.) 1 = a 4 &
Preco (€) 0,34 o - 8 g x5 ©.a3 | Vid1
T) BN 3 X 6O % 2 Tabela 3

Figura 5 - Tabelas e expressdes algébricas apresentadas pelo grupo 3.
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Tarifario da Vodafone

Duracéao total de 15734 ©, 5
Chamadas (min.) 1 ? 3 4 5 /

Prego (€) s |45, S 3 15,92 Jf,‘,aﬂ' 16, o

Tabela 1
Tarifario da TMN
Duragéo total de ~ £OQ x X
Chamadas (min.) 1 2 3 4 5
Prego (€) 0,61 | 4,22 |, 83| 24 |3, 638
- Tabela 2

Tarifario da Optimus

Duragéo total de Ay, 00 X x &V
Chamadas (min.) 1 2 3 i 5
Prego (€) 0,29 0, 1 )2 a9 |4.24
Tabela 3

Figura 6 - Tabelas e expressdes algébricas apresentadas pelo grupo 4.

' ' e - Mensalidade Prego/min.
1 Vodafone  Best Total Base

iBode i+ 0453 ko
2 TMN +Perto 0,600 gt /min
3 Optimus Total 0,00403 €/seg x50 « -«

Figura 7 - Expressoes algébricas apresentadas pelo grupo 5.

No preenchimento das tabelas ndo se verificou diferengas entre 0s grupos, a menos
do nimero de casas decimais apresentadas, o que € justificado pelos resultados obtidos por
cada grupo na folha de célculo do Geogebra. Os grupos que obtiveram resultados com trés
casas decimais preencheram a tabela com os valores com trés casas decimais, 0 mesmo
sucedeu com os grupos que trabalharam no Geogebra com duas casas decimais.

Todos os alunos utilizaram as referéncias das células para determinar o custo de cada
chamada em funcéo da duracdo da mesma. A utilizacdo do mesmo procedimento por todos
0s grupos pode ser justificada pelo facto destes ja terem trabalhado anteriormente com a
folha de célculo Excel, o que manifestou ser um factor facilitador e motivador da utilizagdo
da mesma metodologia na folha de céalculo do Geogebra. Este procedimento foi uma mais
valia para a generalizacdo e posterior determinacao da expressdo algébrica.

Os alunos mostraram assim compreensdo do problema e por sua vez capacidade de o

traduzir em linguagem matematica.
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Na pergunta 4 pedia-se aos alunos que, num referencial cartesiano, fizessem o
esboco dos gréaficos que representam cada um dos tarifarios. Todos 0s grupos responderam,

no entanto apresentaram respostas diversificadas:

Figura 8 - Resposta do grupo 1.

7 ®
D

15 =/ -
{ ianananss;

Figura 10 - Resposta do grupo 3.
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Figura 12 - Resposta do grupo 5.

Os grupos 1, 2 e 3 representaram os trés graficos no mesmo referencial, o que
permite afirmar que houve por parte dos alunos reflex&o acerca de como variava o valor a
pagar com a utilizacdo de cada um dos tarifarios, comparativamente, enquanto que 0s
grupos 4 e 5 optaram por representar em referenciais cartesianos diferentes, mostrando que
estudaram isoladamente cada um dos tarifarios.

O esbogo criado pelo grupo 3 é aquele que mais se aproxima da representacao
grafica dos trés tarifarios, uma vez que é notdria a diferenca de declives das rectas.

Nas perguntas 5 e 6 pedia-se que representassem no referencial os pontos referentes a
cada um dos tarifarios, definidos nas tabelas, e para representarem graficamente as funcdes
definidas por esses trés pontos. No enunciado eram apresentados procedimentos para a sua
concretizacdo. Na representacdo dos pontos todos 0s grupos seguiram o procedimento
apresentado. Todavia, na representacdo grafica das Fungdes foram apresentados
procedimentos distintos.
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20 |

pPPPF‘—

[Recta a: Regress&oLinear]listaT]]

Recta b: Regressaolinear]lista?]

P
; ; ; ; ; 0 _ H ; ; [Recta c: RegressﬁoLinear{listaS]| ; "
-10 -8 [s] 2 4 -] =] 10 12 14 18 12 20 22
C
.5_
b
Figura 13 - Resolucéo dos grupos 1 e 3.
22 |
20
18 |
P
18 | PP p- P
‘_H_f_,_f—-)' Recta a: Recta P1F'_
2
a 14
12 |
10|
8
o] Recta b:RedaPLP. -
4,
3
e 0
2] P
B [ -
7 P Recta ¢ Recta PP,
a
-4 2 4 & 8 10 12 14 18 18 20 22 24 26 28 30 32

Figura 14 — Resolucéo dos grupo 2 e 4

61



35

a0 Rectad: RectaP P

25 |

20

Reclac RegresséoLinear[Iista1]|

Recta e: Recta F'13F'13

Figura 15 - Resolucéo do grupo 5.

Dois grupos (1 e 3) seguiram o procedimento apresentado na tarefa, outros dois
grupos (2 e 4), optaram por recorrer a ferramenta “recta definida por dois pontos” em
detrimento do procedimento apresentado na tarefa e o grupo 5 usou os dois procedimentos
descritos anteriormente.

Durante a discussao questionei os alunos do porqué de terem utilizado a ferramenta
“recta definida por dois pontos” em detrimento do procedimento sugerido. A esta questéo,
os alunos, responderam que aquando da elaboracdo do esbogo gréafico de cada um dos
tarifarios tiveram que reflectir e discutir entre os elementos do grupo sobre que tipo de
grafico representaria cada uma das situacdes, concluindo que todos os tarifarios seriam
representados através de rectas. Foi ainda mencionado que como ja tinham dois e até mais
pontos referentes a cada um dos tarifarios e, para definir uma recta basta dois pontos entéo,
escolheram quaisquer dois pontos de cada um dos tarifarios e tracaram as respectivas
rectas.

O recurso a este procedimento, por parte de alguns grupos, pode ser justificado pela
familiaridade que os alunos ja tém com o Geogebra e as ferramentas relacionadas com a

Geometria.

A Ultima pergunta (pergunta 7) era constituida por cinco alineas e destinava-se ha
analise dos trés tarifarios.
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Na alinea a), desta Ultima pergunta, era pedido para determinar qual o melhor
tarifario sabendo que o Pedro falou 120 minutos. Todos os grupos recorreram a folha de

calculo:

A B c D E
1
2 (tim1
3 |Duragdo  |prego
4 0 15.27
5 1 15423
G 2 15.576
i 3 15.729
8 4 15.882
9 5 16.035
10 120 336 i
11 |tim 2 . .
12 |duracdo preco [MHumero BTW[T5.7 + 0.15[F AT
13 0 0
14 1 0.609
15 2 1.218
16 3 1.827
17 4 2436
18 5 3.045
19 120 73
20 tim3 1 .
21 |Duragio |preco [TdmErs B9 0608 AT
22 0 0
23 1 0.2418
24 2 0.4836
25 3 0.7254
26 4 0.9672
27 5 1.209
28 120 20.01
29 Trae :
- |Mumerg B28: 0.2415 A28

Figura 16 — Procedimento utilizados por todos os grupos para determinar quanto pagaria o Pedro

tendo este registado 120 minutos em chamadas.
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Posteriormente os alunos apresentaram as seguintes respostas:

0 Yoni(amfo da
O phiemnos) onqua € o rote bolato | ponqus comn 430 o, 38 se

___ _1pogo 39 164
// f\torvvxof oS Cal «:ALLO :

[ fo folvwoe d8  calwlo
! do Gecgebra. -

Figura 17 - Resposta apresentada pelo grupo 1.

o niossn fetigiss flonests oo folbie di LGS

Figura 18 - Resposta apresentada pelo grupo 2.

. ’ . (S 3\PN-F
- ax» (2y-*3.a G- 29, 0a. - . Re b
® >3 er mo(n—g woaotd o —\-on.;fitfﬁi\b do. oeRmus - (3\ T o ‘C\c.\lnm e
[l a T Tt

Figura 19 - Resposta apresentada pelo grupo 3.

| O Ravo chweea
escotnee O tapdceig amn OFVINOS

Figura 20 - Resposta apresentada pelo grupo 4.

AO TIALBMNOS A
(oo de cdulo do Geoppbeon pudarmas Neatgiar O 0 tonieis Pofpeia 33,63 4L o 2
1loRforis AR, 43R & € O FLOUlanls mapiio 2Q,06EL . (o0 dsic oplag  pelon OPERtosS.

Figura 21 - Resposta apresentada pelo grupo 5.

A partir das respostas apresentadas pelos grupos, verifiquei entdo que todos
responderam correctamente a quest&o.
Durante a discussdo uma das alunas do grupo 3 afirmou:
Barbara: Foi mais facil recorrer a folha de célculo, porque ja tinhamos a formula foi
s0 substituir o valor.

Esta afirmacéo foi de seguida apoiada pelos restantes alunos.

Na pergunta 7b) pretendia-se que os alunos indicassem qual o tarifario mais
vantajoso sabendo que o Pedro s6 quer gastar 25 euros.

Figura 22 - Resposta apresentada pelo grupo 1.
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Figura 23 - Resposta apresentada pelo grupo 2.

£ mois vonkQiese o vogdalant poRgue onm R8SQ mensolideade o
Peora folo, SUBone Mmool Rered . (Retoeeleos oo gadieal.

Figura 24 - Resposta apresentada pelo grupo 3.

3 \ P
\'\J CaatoOoNe

Figura 25 - Resposta apresentada pelo grupo 4.

Am;‘mvg\o 05 ?ﬁigﬁ"ck\t- w03 ouest®®s aoteeio

. A " 2 ) €z 4
odarrps Conduie  que © orelhon  toaifoRic o exolhae, queascds o stae 50 354,e
OTHI , POUE o omenlidade e O .

Figura 26 - Resposta apresentada pelo grupo 5.
Nenhum grupo apresentou a resposta correcta, contudo na discussdo os alunos
descreveram procedimentos que permitiam apresentar uma resposta correcta:
Jorge (grupo 2): Procuramos os 25 euros no eixo dos yy.
Marta (grupo 5): Tracava uma recta horizontal.
Mafalda (grupo 3): N6s mexemos a zona gréafica até encontrarmos os 25 euros e
depois a recta que ficava mais abaixo era o melhor tarifario, que neste caso era

0 da Optimus.

Na alinea c) questionava-se se haveria algum momento em que o tarifario da

Vodafone seria 0 mais vantajoso. As respostas apresentadas foram as seguintes:

Figura 27 - Resposta apresentada pelo grupo 1.

'

P LVAY.

Figura 28 - Resposta apresentada pelo grupo 2.

ey oo vodalene s

"E & Minutos)  (eecoBaeamos oo 9RdLca)

Figura 29 - Resposta apresentada pelo grupo 3.

Rngemmc;a\ oetesiad poddmos  eseriar que o paetie, apeaXmrddanmente, das Afd min
€ omnals VoW .

Figura 30 - Resposta apresentada pelo grupo 5.
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O grupo 4 néo respondeu.
Os grupos 3 e 5 determinaram o ponto de interseccdo entre os graficos do tarifario
Vodafone e o da Optimus.

Objectos livres
Objectos dependentes
----- & A=(165.29, 39.97)
----- & ay=015x+1527
..... J biy=061x |F'nntn A Ponto de interseccdo de a e |::|
----- 4 cy=024x
----- & listal={{1, 15.42), {2, 15.57), (3, 15.72), {4, 15.87), {5, 16.02}}
----- & lista2 = {{1, 0.61), {2, 1.22}, (3, 1.83), {4, 2.44), {5, 3.05)}
----- & listad = {{1, 0.24), (2, 0.48}, (3, 0.73), {4, 0.97}, (5, 1.21}}

Figura 31 - Janela Algébrica do grupo 3.

Objectos livres

Objectos dependentes
----- & A=(171.95946, 41.5798)
----- 2 a=16.035
..... Y b=16.035 |F'Untn A: Ponto de interseccBo de ce e|
----- & Cy=0153x+ 1527
----- & d:y=0.609x
----- & ery=0.2418x
----- & lista1 = {{0, 15.27), (1, 15.423), {2, 15.576}, (3, 15.729), {4, 15.882), {5, 16.035)}
----- & lista2 = {{0, 0}, (1, 0.609), {2, 1.218), {3, 1.827), {4, 2.436), {5, 3.045)}
----- & lista3 = {{0, 0), {1, 0.2418), (2, 0.4836), {3, 0.7254), (4, 0.9672), {5, 1.209)}

Figura 32 - Janela Algébrica do grupo 5.

No entanto, usando a mesma estratégia, verifica-se uma discrepancia nas respostas.
Esta diferenca deve-se ao facto do grupo 3 ter efectuado os calculos para criar as listas de
pontos, relativa ao tarifario da VVodafone, usando os dados do enunciado arredondados as

centésimas.

Na pergunta 7d), se o Pedro pagasse ndo mensalmente, mas por chamada, qual dos

tarifarios seria mais vantajoso, obtiveram-se as seguintes respostas:

Figura 33 - Resposta do grupo 1.
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Figura 34 - Resposta do grupo 2.

& e RS

O tAove. todofone SeRIA © OGS voaTh,
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Figura 35 - Resposta do grupo 3.

A B C D E

1

2

3 |tim1

4 |duragdo |prego

5 1 1542 0.1

5 2 1557 ol |
7 3 1572 ‘E_L,lmero C5:B5- 15.2?|-
8 4 15.87 0.6

9 5 16.02 0.75

10 120 33.2T7 18

11

12 |tim 2

13 |duragdo  |prego

14 1 0.61

15 2 1.22

16 3 1.83

1T 4 244

18 5 3.05

19 120 73.2
20
21 |TLM 3
22 |duragdo |prego
23 1 0.24
24 2 0.48
25 3 073
26 4 0.97
27 5 1.21
28 120 29.02

Figura 36 - Estratégia usada pelo grupo 3.
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Figura 37 - Resposta do grupo 4.

dhardo RO o Qo\\rn {&Q catenls  cordusiares V% °
toegdae emads vorkaPso ¢ o QP @iy ¢ oo qul que em wdo. miovio da
Aarmada S0 PAGR rerOS .
Figura 38 - Resposta do grupo 5.

Os grupos 1 e 5 ndo apresentaram respostas correctas.

O grupo 3 foi o0 Gnico que apresentou uma resposta completa, apresentando todos 0s
calculos que efectuaram até chegarem a resposta.

Para o grupo 4, tendo em conta a resposta apresentada, posso dizer que concluiram a
partir da andlise da informacdo apresentada no enunciado, uma vez que de entre os trés

tarifarios o da Vodafone era o que tinha o custo da chamada por minuto mais baixo,

67



tirando a mensalidade, logo qualquer que fosse a duracdo da chamada era com este que

ficaria mais barato.

Na Gltima pergunta desta tarefa, por qual dos telemdveis o Pedro deveria optar,
foram redigidas as seguintes respostas:

Figura 39 - Resposta do grupo 1.

\ A " .
Figura 40 - Resposta do grupo 2.
e aRO - A0S AluEZ Rl * o n
0 Al N & € IR Oy s ALY o\ e
don vooo [ane | ( Recoaacecmas & doawtla. oo gadkes).
Figura 41 - Resposta do grupo 3.
o ,RH\'\M: TN X X : \
Cormn O a'e P N
Figura 42 - Resposta do grupo 4.
— . . i 7 ),
Mo eiaho apipiae Sdovero {or com oL THN,
e quﬁ os \]OI(.‘J‘ZC"; C‘.\-Q CC\:‘::A C‘,_\J‘C‘JA:’I"'Q(QO {.\E;-"-’ \r}“;l- N D o e oL S

Figura 43 - Resposta do grupo 5.

O grupo 3, apresenta a melhor resposta, pois apresenta todas as justificagdes. O
grupo 2, responde correctamente, no entanto, ndo apresenta solugdes. Os restantes grupos
apresentam solucdes, mas sem justificacao.

Durante a discussdo, quando interrogados sobre a que representagdes recorreram,
todos os grupos referiram que tinham usado a representacdo grafica para realizarem uma
analise comparativa dos gréaficos, todavia o grupo 3 referiu que também tinha usado os
dados das tabelas.

Os alunos para darem resposta as questdes apresentadas na tarefa recorreram a

multiplas representacdes das Fungdes em estudo, resumindo-se no seguinte quadro:
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Quadro 4 - Representagdes a que recorreram 0s grupos para reponderem as questoes.

PERGUNTA

GRUPOS
| 1 1l v Vv
2 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
a) Algébrica Algébrica Algébrica Algébrica Algébrica
b) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Tabelar
C) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica
d) Tabular Tabular Algébrica Tabular Tabular
e) Gréfica Gréfica Tabu-lar/ Gréfica Gréfica
Gréfica

Na discussdo em grande grupo questionei 0s alunos sobre as vantagens/desvantagens

da utilizacdo do Geogebra na resolucdo da tarefa, podendo-se resumir nas seguintes

conclusdes:

0 Geogebra torna mais féacil e rapido o preenchimento de tabelas, porque basta
saber como se determina o primeiro valor da tabela que depois basta copiar a
expressao e automaticamente se fica a conhecer os restantes valores:

Rui (grupo 4): O meu grupo usou a folha de calculo porque é mais facil e rapido
do que se tivéssemos que fazer a mao.

Barbara (grupo 3): Pois quando descobrimos como fazemos para o primeiro ja
sabemos as outras todas, ou seja, quando descobrimos a férmula do primeiro ja
temos para 0s outros todos.

quanto a representacdo de pontos no referencial cartesiano através do Geogebra

referiram que, quando é a partir dos dados que constam na folha de calculo, é uma

forma mais rapida e mais rigorosa do que quando sdo representados no papel:

Barbara (grupo 3): E mais rapido porque nio temos que estar a representar um a

um e é mais rigoroso.

Nesta aula os alunos manifestaram-se um pouco receosos de errar, 0 que os impediu,

principalmente durante a discussdo, de exporem as suas opinides. A discussdo dos

resultados e das estratégias de resolucdo foi muito dificil, dada a pouca participacdo por

parte dos alunos, tendo contribuido para isso o facto de ser eu, que ndo era a professora

deles, a guiar a discussdo, verificando-se por parte dos alunos a necessidade de

consentimento/aprovacdo da professora titular da turma, antes de me transmitirem as suas

ideias.
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O grupo 1 e 2 foram 0s menos participativos e os que manifestaram mais
dificuldades. Os grupos 3 e 5, foram os mais participativos e empenhados durante a
realizacdo da tarefa e a discussdo. O grupo 4 mostrou-se pouco motivado e empenhado.

Tarefa 2 - As informacgdes dadas pelas fungdes y=mx+b

Para a realizacdo da tarefa 2 foi dado aos alunos um ficheiro base, do Geogebra, para
responderem as questdes apresentadas. Desse ficheiro, fazia parte a representacéo grafica e
algébrica de uma funcdo do tipo y=mx+b e selectores, que permitiam a alteracdo dos

parametros me b.

Ficheiro Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A » '.’.\ ] . =z Mover
hd 7 — I’\’7 ‘\‘/v &; . _a‘_7 ‘-I-’v Arraste um objecto seleccionado (Esc)
X

. Objectos livres
@ Abcissah =4

2 b=0 7
? m=05 i

AbcissaA=-4

./ Objectos dependentes

n

@
@ ary=0.5x

m=04 =0 5]

S . ‘

@Entrada' = > | |@ = | Comando

Figura 44 - Janela do ficheiro disponibilizado para resolucdo da tarefa.

Na pergunta 2a), onde era solicitado aos alunos que representassem graficamente a
funcdo y=3x+2, através da observacdo directa na sala de aula, constatei que todos os
alunos usaram o procedimento apresentado no enunciado da tarefa, ndo se tendo verificado

davidas.

Na pergunta 2b), os alunos tinham que preencher a tabela, relativa ha fungdo
apresenta, recorrendo as ferramentas do Geogebra. Os grupos apresentaram as seguintes

respostas:
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x i g 1 2
b% -4 2 ¥
Figura 45 - Tabela preenchida pelo grupo 1.
\.vw g | ( 1 ‘J S A 1§} : g oks delnc CLEXT
APE o
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Figura 46 - Resposta do grupo 1.
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Figura 47 - Resposta apresentada pelo grupo 2.

) 2
x |- ~Z O 1 2

Figura 48 — Tabela preenchida pelo grupo 3.

Nes q::oﬁo ccm-PLpfco(A_ o | tokola  B¥opforros | o (a(:{(;;;x;;m :@ﬁb NSO S
a dbCi=n A pofo Cockslser-os. 05 eesulladas cons.obrords | a Auncas

YF B 43

il = f;ocxa

. =l . i 1 T i ‘
Colewlor |~ 73 do ¢ Bloges S 0 AChien do Calou®:

Figura 49 - Resposta apresentada pelo grupo 3.

wlb

.l | =-={ ] | 2
y | 4| 0]l 21 |1 9

Figura 50 - Tabela apresentada pelo grupo 4.
Lale\al | protupdmes | o
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RReR (6 Zian de L2 Oh L TMOSH A eXpleSSac al Qe oo
aa S oo de alade S =
R | Lol QS QUAES | Jol\s Q0S| IpRAMEAMSS o
o qui | egtaia L oG | AoVha [V dAe | cadaihlo !

Figura 51 - Resposta apresentada pelo grupo 4.
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*J-d =3l o ' |*
y | 4| pl 2 |5 |8

Figura 52 - Tabela apresentada pelo grupo 5.
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(L) Ricoecdo o " Placis=a pRomos | deteetnunoe | 09 hlokes  de
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Figura 53 - Resposta apresentada pelo grupo 5.

0,67 0
10 -"BT
JMimero H35: 3 G35+ 2
1T bl | |

Figura 54 - Procedimento utilizados pelos grupos 1, 2, 4 e 5 para determinar a imagem de —

Gi |k

Para preenchimento das tabelas todos os grupos recorreram ao selector “AbcissaA” e

a folha de célculo para determinar a imagem de — E Para consultarem os valores de x e y,

houve grupos que consultaram na zona algébrica e outros na folha de célculo.
O grupo 2 apresentou um valor incorrecto para X, quando y=2, pois assumiram x=2 e
nao y=2.

O grupo 3 apresentou um valor incorrecto para a imagem de —;, uma vez que

recorreram aos dados registados na folha de célculo, usando um valor aproximado de _§ (-

0,6).
Na questdo 2c) i) em que era pedido aos alunos para determinarem a imagem de dois
objectos, recolheram-se as seguintes respostas:

8 \ = . ¥
i) by N A Ta g (10 8 'Aa / e Tl n ot il » - - 4

a8 *namn HlaelAn re
QL (Doad ALQCoMN CQa

Figura 55 - Resposta do grupo 1.
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Figura 57 - Resposta do grupo 3.
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Figura 58 - Resposta do grupo 4.

:L) A.oconaaoiin d\’ lo - 3R

(Y

N~ L
\

~ .‘1 Iy

5

Figura 59 - Resposta do grupo 5.

A partir da analise das respostas apresentadas pelos grupos, verifiquei que todos os
grupos recorreram a zona grafica (usando o selector “Abcissa”) e uma outra representacdo
disponibilizada pelo Geogebra, a excepcdo do grupo 3. O grupo 3 usou somente a
representacdo grafica para dar a resposta. Os grupos 1, 2 e 4, usaram a representacao
grafica e a representacdo do ponto como um par ordenado (zona algébrica). O grupo 5,
usou a representacdo grafica e recorreu a folha de célculo (representacdo tabular) para
averiguar qual a imagem do objecto dado.

Na pergunta 2c)ii) foi pedido aos alunos que determinassem 0s objecto que tinham

como imagem os valores dados. Os alunos apresentaram as seguintes respostas:

Figura 60 - Resposta do grupo 1.

1) -{0sr1t -
o )

Figura 61 - Resposta do grupo 2.
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Figura 62 - Resposta do grupo 3.

Figura 63 - Resposta do grupo 4.
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Figura 64 - Resposta do grupo 5.

Para determinar o objecto sendo dado o valor da imagem os alunos recorreram a
representacdo grafica e tabular. A zona grafica foi utilizada como auxiliar para
representacdo do ponto através do selector “AbcissaA”, tendo sido consultado,
posteriormente, o valor da abcissa na tabela criada automaticamente na folha de calculo,
aquando da deslocagéo do ponto A.

Ao recurso a este procedimento foram excep¢do os grupos 1 e 4, 0s quais usaram o
procedimento a que haviam recorrido na pergunta anterior.

Os procedimentos descritos anteriormente fogem ao que era esperado os alunos
utilizarem, uma vez que o selector “AbcissaA” é o valor do objecto que pretendiam
encontrar. Poder-se-a afirmar que os alunos viram o selector, apenas como uma ferramenta

para poderem deslocar o ponto A sobre o grafico da funcéo.

Na pergunta 2c) iii), existe mais do que um objecto com a mesma imagem, 0S grupos

apresentaram as seguintes respostas:

Figura 65 - Resposta do grupo 1.

Figura 66 - Resposta do grupo 2.

v )7 ucs, s < Lrna BCa @ wenbumo imagien | s esehle.
Figura 67 - Resposta do grupo 3
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Figura 68 - Resposta do grupo 4.
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Figura 69 - Resposta do grupo 5.

A resposta apresentada pelo grupo 2 ndo esta correcta.
Através das respostas apresentadas e também pela informacdo recolhida durante a
discussdo, verifica-se que os alunos recorreram a representacdo gréfica da funcdo para

elaborarem as suas respostas.

Na pergunta 2 c) iv), em que valores € que a funcdo intersecta o eixo das abcissas e 0
das ordenadas, foram apresentas as seguintes respostas:

N
3 3
Figura 70 - Resposta do grupo 1.
& RN (TP A PEY U Yl
N ./Ju e AP AT/ Taly ,“ Bl "01- o7 j/! ';“gj' ALV 0L G g T
ALL ety T e Yne Ao Lorlada 4 4 QAL i
v i
Figura 71 - Resposta do grupo 2.
W
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Figura 72 - Resposta do grupo 3.
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. Objectos livres x
() AbcissaA=2.2 9]
..... P b=2

AbcissaA=2.2

Objectos dependentes
T O 0 N g

..... 3 B=(0,2)
@ €=(-0.67,0) o
L@ ary=3x+2

Ponto B: Fonto de interseccio de a e EixoY

0
-3 2 -1 0 1 2 3 4
|F'0nt0 C: Ponto de interseccdo de EixoXe a
T

Figura 73 - Procedimento utilizado pelo grupo 3.

Figura 74 - Resposta do grupo 4.

W) P-(0.2) | Ba(logsato) | Rocsederds ‘ol tdha |do | cdala le | a
wyar |
Figura 75 - Resposta do grupo 5.

Apo6s uma analise das respostas anteriores e dos ficheiros do Geogebra de cada um
dos grupos, posso entéo referir as representagdes e procedimentos utilizados pelos grupos
de forma fundamentada.

O grupo 1 recorreu as mesmas representacdes e procedimentos que referiram nas
alineas i) e ii). Este grupo viu-se forcado a apresentar um valor aproximado para o valor de
X quando y=0, porque o selector ndo permite localizar exactamente esse ponto de
interseccgéo.

O grupo 2 s6 determinou o ponto de intersecgdo com o eixo das abcissas, tendo
recorrido a informacéo ja disponivel desde que havia preenchido a tabela.
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O grupo 3, valeu-se da representacdo grafica e das ferramentas do Geogebra,
determinando os dois pontos de interseccdo, da funcdo com o eixo das abcissas e o da
fungdo com o eixo das ordenadas.

J& 0s grupos 4 e 5 usaram para determinar o ponto de intersec¢do da funcdo com o
eixo das ordenadas o procedimento descrito para as alineas i) e ii), dado que este ponto €
facil localizar através da alteracdo do selector “AbcissaA”. Dada a dificuldade de localizar
0 ponto de intersecgdo com o eixo das abcissas, 0s grupos procederam da mesma forma
que o grupo 3.

Os grupos quando questionados sobre a monotonia da funcéo, na pergunta 2 c) v),
apresentaram as seguintes respostas:

Figura 76 - Resposta do grupo 1.
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Figura 77 - Resposta do grupo 2.
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Figura 78 - Resposta do grupo 3.
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Figura 79 - Resposta do grupo 4.
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Figura 80 - Resposta do grupo 5.

Nestas respostas houve consenso entre os grupos, tendo todos eles recorrido a
representacdo gréafica.
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No estudo da influéncia do pardmetro m, na monotonia da funcdo, os alunos
apresentaram as seguintes conclusdes:

AVAR

Figura 81 - Resposta do grupo 1.
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Figura 82 - Resposta do grupo 2.
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Figura 83 - Resposta do grupo 3.
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Figura 84 - Resposta do grupo 4.
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Figura 85 - Resposta do grupo 5.

Todos o0s grupos usaram o selector “m” para fazer variar o0 parametro e
posteriormente observaram e analisaram o grafico, tendo conseguido obter as conclus6es
correctas.

Apobs a analise da influéncia do pardmetro b nas funcBes afim, com recurso ao
selector “b”, os alunos apresentaram as seguintes conclusdes:

Figura 86 - Resposta do grupo 1.
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Figura 87 - Resposta do grupo 2.
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Figura 88 - Resposta do grupo 3.
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Figura 89 - Resposta do grupo 4.
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Figura 90 - Resposta do grupo 5.
Todos os grupos, a excepgdo do grupo 4, apresentaram correctamente as conclusfes
sobre a influéncia do parametro b.
Os alunos para darem resposta as questfes apresentadas na tarefa recorreram a

multiplas representacdes da funcdo em estudo, resumindo-se no quadro seguinte:

Quadro 5 - Representagdes a que recorreram 0s grupos para reponderem as questoes

GRUPOS

PERGUNTA

| 1 1l v Vv
21) Algébrica/ | Algébrica/ | Algébrica/ | Algébrica/ | Algebrica/
Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica
) Algébrica/ | Algébrica/ o Algébrica/ Gréfica/
) ) ) Grafica o
Gréfica Gréfica Gréfica Tabular
i Algébrica/ Gréfica/ Gréfica/ Algébrica/ Gréfica/
ii
Gréfica Tabular Tabular Gréfica Tabular
2) iii) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica
C
) Algébrica/ Gréfica/ o Algébrica/ Gréfica/
iv) o Gréfica o
Gréfica Tabular Grafica Tabular
V) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica
vi) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica
vii) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica

Nesta aula, comparativamente a primeira aula, os alunos mostraram-se mais

participativos durante a realizacéo da tarefa e na discussédo em grande grupo.
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Ao longo da realizagdo da tarefa ndo demonstraram dificuldades, mostraram-se
empenhados e motivados.
Esta tarefa foi considerada, por unanimidade, mais facil que anterior.

Tarefa 3 - As folhas de papel que usamos

Na primeira questdo, desta tarefa, é dado um exemplo, esquematicamente, de
alteracdo da forma da folha A4 e é posteriormente questionado se a area sofre alteragdes.

Os grupos apresentaram as seguintes respostas:

(e y B c 1\l OO E Ao T O crduid o A eyt
Wy / amMeEo ao . going  (TOn0rEames S8 | QoS < A IST-Xs o
i

Figura 91 - Resposta do grupo 1.

4 ifwf{%/ fge o Ternandio ,,-a//gw et

Figura 92 - Resposta do grupo 2.

~
™

Figura 93 - Resposta do grupo 3.

Figura 94 - Resposta do grupo 4.
@ A R da G TET '« W pd0do Yo X0 ey s) )

oot cosicac Ay oS! Mnedsaa Loraie

Figura 95 - Resposta do grupo 5.

A partir da andlise da representacdo esquematica apresentada no enunciado da
tarefa, todos os grupos referiram que a area se iria manter e que a forma se alterava.

Na pergunta 2, era questionado se existem rectangulos com outras dimensfes que
tenham a mesma area que a folha A4 e era solicitado que indicassem trés exemplo, sendo

dadas as seguintes respostas:
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Figura 96 - Resposta do grupo 1.

1~ 260 X B, 84
2- 300X 2079
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Figura 97 - Resposta do grupo 2.

©

Figura 98 - Resposta do grupo 3.

Figura 99 - Resposta do grupo 4.

@ Sitnn, Tats lederhpst | YASR [wiF ¢ €23% x40 . ADW U500 | = Wilisaedo [
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Figura 100 - Resposta do grupo 5.

Todos os grupos de alunos, responderam afirmativamente a existéncia de outros

rectangulos com dimensdes diferentes e com a mesma area que a folha A4. Fez também
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parte das respostas a apresentacdo de exemplos de rectangulos com dimensdes diferentes
das medidas da folha A4. Para determinarem as medidas, os alunos, ndo recorreram a
ferramentas do Geogebra, usaram a calculadora do computador. No entanto, durante a
discussao final da tarefa, quando inquiridos se era possivel ou ndo determinar diferentes
medidas de comprimento e largura mantendo a area com recurso ao Geogebra, de uma
forma geral todos referiram a folha de célculo, fazendo um paralelismo com as actividades
realizadas anteriormente no que diz respeito ao preenchimento das tabelas.

Na pergunta 3, é pedido que os alunos descrevam a relacdo estabelecida entre as
variaveis e para a traduzirem através de uma expressdo matematica. Os alunos
apresentaram as seguintes respostas:
se, dividindnos & | Area pels Corempnitonetita | abiiorngs (a

Lo e, 2 S8 AN AT IONO

(@8 & ‘,,':"!u‘\-‘ﬂ""ﬂ'}nW @ Nelacicdtam- 52 0asS\ichn -
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3~ fuonde a /Mgfw

7Y CUUA T R . (/vv‘—ﬁ—-—u}c: owm
2370 LT i

£ g //z’)
Figura 102 - Resposta do grupo 2.
Figura 103 - Resposta do grupo 3.
Figura 104 - Resposta do grupo 4.
@ XXz GADHO quaedd | w0 | das| din@eseRS | gl o

Figura 105 - Resposta do grupo 5.
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Os alunos definiram a relacdo entre as varidveis através da observacdo e analise dos
exemplos que apresentaram, foi evidenciada essa estratégia durante a discussao:

Mafalda (grupo 3): Se no primeiro exemplo a largura for “15 cm” e a seguir for “20

cm”, no comprimento € ao contrério, este vai descendo, entdo quando uma medida

aumenta a outra diminui.

Foi com facilidade que os alunos escreveram a expressao algébrica, tendo o grupo 1
e 2 apresentado a estratégia utilizada de forma clara.

O grupo 5 apesar de ter realizado 0 mesmo procedimento apresentou uma expressao
diferente, baseando-se na expressdo utilizada para determinar a area de um rectangulo.

Todos o0s grupos consideraram a variavel x como o comprimento ey a largura.

Na pergunta 4, era pedido aos alunos que representassem graficamente a expressao
algébrica determinada anteriormente, no Geogebra. Em seguida, serdo apresentadas as
descricdes dos procedimentos utilizados por cada grupo:

LA gdss Wi - [, | | e | o - £ 0 \e
LA [efu iala: gsdoll y 2 X LEY ST = Gle i
Jon f . & el T ) & W Qe (e ¢ e & 10rn

Figura 106 - Resposta do grupo 1.

q |~ gldife i, - AL, AVAR s A funias | ma e,
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Figura 107 - Resposta do grupo 2.

Figura 108 - Resposta do grupo 3.

Figura 109 - Resposta do grupo 4.
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Figura 110 - Resposta do grupo 5.

Todos os grupos recorreram a barra de entrada introduzindo a expressdo algébrica
para representarem graficamente a fungéo. Fez parte do procedimento o ajuste da janela de
visualizacdo ao contexto do problema.

Na ultima pergunta, era dada a medida do comprimento da folha A4 e os alunos
tinham que determinar a altura, de forma a manter a area. Os grupos apresentaram as

seguintes respostas:

Figura 111 - Resposta do grupo 1.
- %4 & fov : @WM % Boo it olilink
A’ ;20 . q Mwm PP\ MW OIS 2%,

Figura 112 - Resposta do grupo 2.

Figura 113 - Resposta do grupo 3.

Figura 114 - Resposta do grupo 4.

O focopnecda O | e QG LQ 6”\‘\MI-> o | morracemn |0
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Figura 115 - Resposta do grupo 5.
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Para responder a esta questdo, os grupos 1, 3, 4 e 5 recorreram a representacdo
grafica, utilizando procedimentos distintos. O grupo 2 ndo necessitou determinar este
valor, uma vez que era um dos exemplos que haviam apresentado.

Para sintetizar as representacdes a que recorreram 0S grupos para responder a cada

uma das perguntas, segue-se 0 quadro:

Quadro 6 - Representagdes a que recorreram 0s grupos para reponderem as questoes.

GRUPOS
PERGUNTA
| 1 1 v Vv
1 Esquematica Esquematica Esquematica Esquematica Esquematica
2 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
3 Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular
5 Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica

Os alunos reagiram com grande entusiasmo e empenho a esta tarefa, o que facilitou a

apreensdo dos conceitos introduzidos (fungdes de proporcionalidade inversa).

Tarefa 4 - Matematica por um Canudo

Os alunos iniciaram a tarefa 4 introduzindo os dados na folha de calculo do
Geogebra e posteriormente representaram 0s pontos na zona grafica, com recurso a
ferramenta “criar lista de pontos”. Em seguida, era pedido que analisassem o

comportamento das variaveis, obtendo-se as seguintes respostas:

Figura 116 - Resposta do grupo 1.

S _ WIE: VR
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Figura 117 - Resposta do grupo 2.
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Figura 118 - Resposta do grupo 3.

Figura 119 - Resposta do grupo 4.
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Figura 120 - Resposta do grupo 5

Os grupos a partir da analise da representacdo grafica e tabular dos dados recolhidos
descreveram o comportamento das variaveis e identificaram o tipo de relacdo em estudo

com facilidade:

Figura 121 - Resposta do grupo 1.

WW}W T WM

Figura 122 - Resposta do grupo 2.

Q (=0 r s ¥ > QeD —~ CQ

Figura 123 - Resposta do grupo 3.

(Slgaia atl Lo . AecopRamnos o [ 2oncs o hca

Figura 124 - Resposta do grupo 4.
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Figura 125 - Resposta do grupo 5.

Na pergunta 5, era pedido que escrevessem a expressdo algébrica que representasse a
relacdo entre as variaveis. Como anteriormente ja haviam identificado a relacdo como
proporcionalidade inversa, todos 0s grupos comecaram por determinar, na folha de calculo

do Geogebra, o produto entre as variaveis:

A B C O

1 (Tam. Tubo |Comp. Fita

2 80 5 400

3 70 3] Mimero C2: A2 B2
4 50 8 400

5 44 g9 396

G 40 10 400

T 30 12 360

] 23 17 301

g 20 19 380

10 10 26 260

Figura 126 - Calculos efectuados pelos grupos 1, 2, 4 e 5.

A B c ] E F G H | J

;

2

2

4 [tamanho ... 80 TO 50 44 40 30 23 20 10
5 |comprime... 5 6 8 9 10 12 17| 19 26
6 |constante 4 420 400 396 400 360 301 380 260
7 P

- [nvimero B6: 55 54]

Figura 127 — Calculos efectuados pelo grupo 3.

Para escreverem a expressdo algébrica todos os alunos definiram 400 como a
constante de proporcionalidade inversa, argumentado que era o valor que mais surgiu
como resultado do produto das variaveis. Os grupos definiram entdo a expressdo algébrica
como:

Figura 128 - Expressdo algébrica apresentada pelos grupos 1, 2, 4 e 5.

ou como,
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Figura 129 - Expressao algébrica definida pelo grupo 3.

Na pergunta 6 a) era pedido que determinassem o comprimento de fita visualizado se
se utilizasse um tubo de 60 cm e outro de 90 cm, 0S grupos apresentaram as seguintes

respostas:

Figura 130 - Resposta do grupo 1.

ﬁ'zzgﬁﬁze Vit
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Figura 131 - Resposta do grupo 2.

b A - e 0ol b0 “
Figura 132 - Resposta do grupo 3.
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Figura 133 - Resposta do grupo 4.

9% e S e O

Figura 134 - Resposta do grupo 5.
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A B C D
1 |Tam. Tubo [Comp. Fita

2 80 5 400

3 70 6 420

4 50 8 400

5 44 9 396

B 40 10 400

7 30 12 360

3 23 17 391

9 20 19 380

10 10 26 260
11 60 6.6
12 90 4qu’
= 100 _P:llurnemBH:I:memﬂ_

Figura 135 — Procedimento utilizado pelos grupos 1, 4 e 5.

.. Objectos livres

(3 T{X) =400 1 x

.. Objectos dependentes
@ A= (60, 6.67)

@ B=(90,4.44)

@ C=(100,4)

@ listal = {(80, 5), (70, 6), (50, 8), (44, 9)

180 |

160 |

140

120 |

Figura 136 - Procedimento utilizado pelo grupo 2.
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. Objectos livres

e arx =190

-~ brx==60

@ cxy=400

e @ % =100

. Objectos dependentes

& A=(60,6.67)

- @ B=(90,4.44)

- @ C=(100, 4)

- @ listal = {{80, 5}, (B0, 6), (5
@ lista2 = {{80, 5), (80, 6), (5
@ lista3 = {(80, 5), (80, 6), (5

140

120 |

100 |

80 |

&0 |

20 |

[u] 20 40 &0 a0 100 120 140 160

-20

Figura 137 - Procedimento utilizado pelo grupo 3.

Todos os grupos determinaram os valores pedidos, tal como se pode ver

anteriormente, pelas respostas e procedimentos. Estes Gltimos apesar de terem sido

distintos, entre 0s grupos, quanto a representacdo utilizada, todos levaram aos mesmos

resultados finais.

A pergunta 6 b), o que acontece ao tamanho da fita visualizada a medida que o

tamanho se aproxima de 1 m, os grupos responderam:

Figura 138 - Resposta do grupo 1.

b \
@&WW @(a%f.)tz ﬂMM//W') a

W%@W eIt res u/m%ﬂvd& mes 180 (.

Figura 139 - Resposta do grupo 2.
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Figura 140 - Resposta do grupo 3.
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Figura 141 - Resposta do grupo 4.

Figura 142 - Resposta do grupo 5.

Nesta pergunta todos os alunos concluiram que a medida que o tamanho do tubo se
aproxima de 1m (distancia a que o observador se encontra da fita) o comprimento de fita
visualizada aproxima-se do diametro do tubo. Os grupos recorreram aos MesSmMos
procedimentos que haviam utilizado na pergunta anterior.

As representacfes a que 0S grupos recorreram para responder a cada uma das

questdes colocadas encontram-se sintetizadas no seguinte quadro:

Quadro 7 - Representagdes a que recorreram 0s grupos para reponderem as questoes.

GRUPOS
PERGUNTA
| 1 1 v Vv
Gréfica/ Gréfica/ Gréfica/
3 Tabular Tabular
Tabular Tabular Tabular
4 Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica
6 a) Algébrica Gréfica Gréfica Algébrica Algébrica
b) Algébrica Gréfica Gréfica Algébrica Algébrica

Os alunos na resolucdo desta tarefa mostraram-se mais autbnomos comparativamente

com as primeiras tarefas, foram empenhados e revelaram grande motivacao.
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Tarefa 5 - Estudo das funcdes do tipo y=ax’

Para resolucdo desta tarefa tal como na tarefa 2 também foi dado, aos alunos, um
ficheiro que continha: um selector para o pardmetro a da fungdo e um outro que permite
movimentar o ponto A sobre o gréafico da funcdo f com a opcdo “enviar traco para a folha

de calculo” activada, que permite enviar para a folha de célculo as diferentes coordenadas

Ficheiro Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
A . [ (3 ) ‘&“_ . Mover
B '\’/v (| E] ‘_:Hv Arraste um objecto seleccionado (Esc) P
Objectos livres X A B
aL0s

(3 AbcissaA=-2.5

L@ a=08

./ Objectos dependentes

;@ A=(-25,5) AbcissaA=-25
2 cy=0.8x* —_—

e

" '

@Entrasa. & v a v Comando. hd

Figura 143 - Janela do ficheiro disponibilizado aos alunos, para resolucéo da tarefa.

Na pergunta 2b), completar a tabela referente & funcdo y=2x°, 0s grupos
apresentaram as seguintes tabelas:

x -3 7 0 qC 3

y 1S 8 ® 45

Figura 144 - Tabela do grupo 1.

d3 |-z 0 |y

X
y |14 8 0

i

_h.\‘_}
o |\

Figura 145 - Tabela do grupo 2.
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- T,.
X -3 = o \ s % 3
Y
y AD 8 O 45 e

Figura 146 - Tabela dos grupos 3, 4 e 5.

Nesta tarefa, tal como na tarefa dois, os alunos para preencherem a tabela recorreram
ao selector “AbcissaA” e ao registo da folha de célculo:

D

Figura 147 - Descricéo do procedimento utilizado pelo grupo 1.

Y ol i L

Figura 148 - Descric¢édo do procedimento utilizado pelo grupo 2.

O grupo 3 ndo apresentou descricdo do procedimento utilizado para completar a
tabela.

| nox6c00 H0mbte O OhctesaA |, £Qdeecs ohiee oS vOlORS das

VORSOves | Qdeaves |dQ . (Bled gl ol
Figura 150 - Descri¢éo do procedimento utilizado pelo grupo 5.
Na pergunta c) i) pretendia-se que os alunos determinassem as imagens dos objectos
indicados, tendo os varios grupos respondido:
Figura 151 - Resposta do grupo 1.
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Figura 152 - Resposta do grupo 2.

c Wb " T i 3 2 ‘
a) (:_,} : ) Al ‘\kab 1(‘ o 410 abiecxa b 2 + 4 0 o WOVGE
a0 QnielHg - g L. |
RecoeRannag (Q |RE PREFCAYOCOC |gROKNCO

Figura 153 - Resposta do grupo 3.

U/ [ ) Do e Ol temnden o B b
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Bl Ct “\ 2O O Qs - e
) D b i : e
X X By { D T |
Figura 154 - Resposta do grupo 4.
7
'R:/' - -~
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Figura 155 - Resposta do grupo 5.

Para valores que o selector ndo permitia determinar usaram as potencialidades da

folha de célculo para a realizacdo de calculos:

) 1
LA OO QL et . YO A S W I = 2 @ MQ Qe OfY B
1) ) . L
i B0 QA ec £ = Ql Q0 calc 1 2 — 1 =
/ A = A e - l - v Y s o
Qutere MO Oe. CSSong L X 20O ) LN OIS = i

Figura 156 - Resposta do grupo 1.

Para responder a esta questdo houve procedimentos diferentes. Todos 0s grupos, a
excepcao do grupo 3, recorreram a expressao algébrica para determinar a imagem de 6. O
grupo 3 recorreu a representacdo grafica, tendo definido a recta de equacdo x=6 e

determinou o ponto de interseccdo coma funcéo f.
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Objectos livres x =]
----- & AbcissaA=-5 =
..... @ a=2 a=2 M a0 €
----- @ bey=8 f
----- @ d:y=45 AbcissaA=-5
..... Joerx=6 - x|
----- @ fTy=>50
Objectos dependentes
----- 2 A=(5,50) i
----- 3 B=(2,8) T
..... @ C={28)
----- @ D={(1.5,4.5) o
----- 3 E=(1545) 5
----- @ F=(6,72)
----- 3 G=(5,50)
----- 3 H={-5, [Ponta F: Ponto de interseccio de ce e 2l
----- @ cy=2¢
25 |
20
15 |
10 |
b C B
; Vel
40 35 ] 25 20 15 10 5 o E 10 15

Figura 157 - Procedimento utilizado pelo grupo 3.

Para determinar a imagem de -5 todos os grupos recorreram a representacao gréafica,
uma vez que era um valor que era possivel determinar através da leitura do gréfico.
Na pergunta c) ii) os alunos tinham que determinar o(s) objecto(s) que tinha(m)

como imagem 50:

!
\ . T o - - T : 3
M) &' A Y (4 )] 3 L0 VAN als WA ! '8 L Cpk T ~ ] S > -

Figura 158 - Resposta do grupo 1.

N}é’ﬁéﬁéﬁo@ domn corno svmogern 50 275

Figura 159 - Resposta do grupo 2.

T\\ LB o/ +C O'D n Carng O ST E: =
2 £ Aoyt . R Oed ot ole :
Figura 160 - Resposta do grupo 3.
W) =510 D | Dolaa | Ho (ool \a

Figura 161 - Resposta do grupo 4.
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Figura 162 - Resposta do grupo 5.

Os grupos 1, 2 e 3 apresentaram respostas incompletas, as quais podem ter sido
influenciadas pela alinea anterior. No entanto, o grupo 3 apresentou uma construcao

grafica que Ihes permitia apresentar a resposta correcta:

Objectos res x l e{
3 AbcissaA= 4.5 : H &0
~@ a=2 f i T
@ biy=8 p— Ponto H: Ponto de interseccdo de c e f| [P
@ diy=4.5 AbcissaA=-4.5
@ oex=6 -—
# fiy=50 A
Objectos dependentes
4 A=(-4540.5)
- @ B={2, 8)
- @ C=(-2,8)
- @ D=(1.5,4.5)
- @ E={(-1.5,4.5) 5
@ F=(6,72) 1
@ G={(5,50)
@ H={5,50)
3 cy=2¢

onto G: Ponto de intersecco de cef]

s c| (B

o
]

Figura 163 - Procedimento utilizado pelo grupo 3.

Os grupos 4 e 5 apresentaram a resposta correcta, baseando-se na analise da tabela
construida automaticamente na folha de célculo através da alteracdo do valor do selector
“AbcissaA”.

Nesta tarefa também era formulada a pergunta, existe algum objecto que tenha como

imagem um ndmero negativo, a qual 0s grupos responderam:

Figura 164 - Resposta do grupo 1.

ml Aéa, “m % f'w '—c'dé/%fé@//ym L) o
ngﬂw@@mtﬁmw g eda

Figura 165 - Resposta do grupo 2.
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Figura 168 - Resposta do grupo 5.

Todos os grupos, a excepcao do grupo 5, recorreram a representacdo grafica para
verificarem se existia algum objecto com imagem negativa. Todavia 0 grupo 2, consultou
também a tabela construida na folha de calculo e o grupo 4 usou a expressdo algébrica para
justificar. O grupo 5, justificou a partir da expressao algébrica.

A (ltima questdo da primeira parte da tarefa, existe mais do que um objecto com a

mesma imagem, 0s grupos responderam:

~

N &R oy ¢ M QO al i o § Y
N \
Figura 169 - Resposta do grupo 1.
/V} % /&’ﬁ&?’lﬂﬂsgﬂdi@?’wé@%ﬁ L e m’!ffé&"-ﬁ’ds'mqh
; O, s B Uinle’s ./

vy &mgfﬂ e . ,unf_%
b i o ¥eru a (/yhﬁjgﬂ, lvn et ¥
2 X ‘a fillia a8 cobbidb, M

Figura 170 - Resposta do grupo 2.
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Figura 171 - Resposta do grupo 3.
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Figura 172 - Resposta do grupo 4.
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Figura 173 - Resposta do grupo 5.

As respostas dos grupos basearam-se na analise das diferentes representacdes da
funcdo em estudo. Os grupos 1 e 3 analisaram a representacdo grafica, enquanto que 0s
restantes grupos recorreram a representacao tabular.

Na segunda parte da tarefa, pretendia-se que os alunos analisassem uma outra funcéo
quadrética, partindo-se da sua representacdo em tabela.

Os alunos para determinarem a expressao algébrica, depois de terem representado 0s

pontos que eram indicados na tabela, recorreram ao selector a:

Figura 174 - Resposta do grupo 1.

b 7 Cefretssas a@&m s od =l |,

Figura 175 - Resposta do grupo 2.

B
& (T o Lo NN = POLQ doln, ol i gpaen S slmal. e} W]

Figura 176 - Resposta do grupo 3.

Figura 177 - Resposta do grupo 4.
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Figura 178 - Resposta do grupo 5.
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Todos os grupos identificaram imediatamente o tipo de grafico definido pela
expressdo algebrica encontrada.

As perguntas que se seguiram, foram iguais as colocadas na primeira parte da tarefa.

Para determinar a imagem de dois objectos dados os alunos reponderam:

)

Figura 179 - Resposta do grupo 1.

d ; . . | x
i A’A/}j?og/m« 5{0’59@[0&% “fe ¥ o2 -3Q ) Vo @M«a&é
Figura 180 - Resposta do grupo 2.

Figura 181 - Resposta do grupo 3.

Figura 182 - Resposta do grupo 4.

Figura 183 - Resposta do grupo 5.
Esta questdo apesar de ja terem respondido, no caso da funcdo anterior, 0s grupos 4 e

5, recorreram a uma representacdo diferente da que haviam utilizado anteriormente.
Para determinarem o0s objectos que tém determinada imagem, 0S grupos

responderam:

Figura 184 - Resposta do grupo 1.

11)@*50% @Wﬁéé%‘(o/mwb a?gmik%u@

Figura 185 - Resposta do grupo 2.
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Figura 186 - Resposta do grupo 3.

Figura 187 - Resposta do grupo 4.

O grupo 5 ndo respondeu a esta pergunta e 0s grupos 1 e 4 apresentaram uma
resposta errada, o grupo 2 incompleta, tendo sido somente o grupo 3 a apresentar a
resposta correcta.

A pergunta que se seguia, existe mais do que um objecto com a mesma imagem,
todos 0s grupos apresentaram a mesma resposta, apresentando a seguinte a titulo de

exemplo:

Figura 188 - Resposta do grupo 3.
Na pergunta, existe algum objecto com imagem positiva, todos 0s grupos
responderam correctamente, tendo sido justificado por todos os grupos de forma igual:

Figura 189 - Resposta do grupo 5.

Para compreensdo da influéncia do parametro a nas fungdes do tipo y = ax® os

alunos manipularam o selector que permite a alteracdo deste parametro para valores
pertencentes ao intervalo [-5,5], tendo sido apresentadas as seguintes respostas:

O grupo 1 ndo apresentou resposta alguma.

Z 1/ e 5 et lia e Lo
<l ;%%:MWm&@m%ﬁm%« b(z/mie /4%

Figura 190 - Resposta do grupo 2.
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Figura 191 - Resposta do grupo 3.

R | w
t‘ | O & T\‘:'\( LR (‘/\ \‘;L |V e "1‘\ 1 J, Q
g { — ;
Q| e ony . O,y G0 o
lsrae alZealillive SNunilial = e
t AP | sy h g TECNOES '
¢ e Lne D= NI
Figura 192 - Resposta do grupo 4.
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Figura 193 - Resposta do grupo 5.

Todos o0s grupos responderam correctamente, a excep¢do do grupo 2, uma vez que
ndo especificaram a influéncia do parametro a.
As representacdes a que cada grupo recorreu para responder as questdes serdo

sintetizadas no quadro seguinte:

Quadro 8 - Representagdes a que recorreram 0s grupos para reponderem as questoes.

GRUPOS
PERGUNTA
I I i v \%
- Gréfica/ Gréfica/ Gréfica/ Gréfica/ Gréfica/
P
) Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular
A
o Algébrica/ o Algébrica/ | Algébrica/
R ) Algébrica ] Gréfica o -
T Gréfica Gréfica Gréfica
2 e i) Algébrica Gréfica Gréfica Tabular Tabular
) Gréfica/ o Algébrica/ o
iii) Gréfica Gréfica ] Algébrica
. Tabular Gréfica
iv) Gréfica Tabular Gréfica Tabular Tabular
PID| i) Algébrica Tabular Gréfica Algébrica Algébrica
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A i) Tabular Gréfica Gréfica Tabular
R iii) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica
T iv) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica
E

. e) | - Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica

Tarefa 6 — O crescimento do meu cabelo é modelado por uma funcéo

Na primeira pergunta, desta tarefa, era pedido aos alunos que determinassem qual
seria 0 comprimento do seu cabelo, tendo em conta a sua idade e se nunca o tivessem

cortado. Os diferentes grupos apresentaram as seguintes respostas:

& il =t ks 1 | » e \
Anf ) <2E O] woaqlm 3 Nunio -\—‘Jf";@Q Coaaracdy O dab\Q O
Coree QA e ¥0 | SeqR i A2 MOk CF toceeas o] gohrio A3x 43 xAG
L/ - 1
'}P ' AL
~ae rr ol o2 »
cRreguTm, < ‘_)C
do abee -
X L -
P i i ; 4\ g
Recol @ ooy G o A0 ca\taslo | ol Gloatvira.

Figura 194 - Resposta do grupo 1.

11~ A3 3 122147 218 e follor do ot

Figura 195 - Resposta do grupo 2.
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Figura 196 - Resposta do grupo 3.
‘-{]/"*%" AL Salsey o DOome o e meses {-CZ' &R | A AR (=
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Figura 197 - Resposta do grupo 4.
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Figura 198 - Resposta do grupo 5.

Para responderem a esta questdo todos 0s grupos usaram a representacao numérica e
utilizaram como ferramenta de célculo a folha de célculo do Geogebra.

Todos os grupos, a excep¢do dos grupos 4 e 5, ndo tiveram em conta a unidade da
variavel tempo, ou seja, ndo determinaram a sua idade em meses ou entdo nao
determinaram qual é o crescimento médio do cabelo por ano.

Na segunda pergunta era dado o comprimento do cabelo e pedia-se que
determinassem a idade minima, tendo os grupos respondido:

/\-:'\r- /’ )(I:i(i;' @J\)n Aven }4' o -‘>;— aibaEl i;gd\,_ -\9\‘- e 3.,9 aqod . RecoORRe -~
ot o Ve de cdtulo .

Figura 199 - Resposta do grupo 1.

led-Sof 132 35,4¢ folb o claile
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Figura 200 - Resposta do grupo 2.
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Figura 201 - Resposta do grupo 3.
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Figura 202 - Resposta do grupo 4.
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Figura 203 - Resposta do grupo 5.

A estratégia utilizada pelos grupos para responderem a esta questdo, foi a mesma que
haviam usado na pergunta anterior; recorreram a representacdo numérica da funcéo e
usaram a folha de calculo do Geogrebra para efectuarem os célculos.

O grupo 2 na resposta escrita apresenta os calculos com 50 cm, contudo na folha de
célculo efectuou-os correctamente, usando 500 mm.

Durante a elaboracdo da resposta a esta questdo os elementos do grupo 5
apresentaram opinides e estratégias de resolucdo divergentes. Houve um elemento do
grupo que usou a regra de trés simples com os dados da alinea anterior, enquanto que 0s
outros dois elementos efectuaram com os dados iniciais do problema. Esta situagéo levou a
que discutissem as resolucdes apresentadas e por fim a concluir que o comprimento do
cabelo é sempre igual ao produto do nimero de meses por 13mm, e dai a escreverem a
expressao algébrica da funcdo que modela o problema.

Na pergunta 1.3, era pedido o tempo necessario para que o cabelo tenha de 1m de
comprimento. Os grupos responderam o seguinte:

1.8)6 uloros  ooMake 20 060 comn |6 Anetada 4], B

d
PO NG drep (3'@& QuUe G Rdorh Qo detorag. O Cgeen Q(Ll(\’hff‘h"f@ 30
cabello voi | obueere ot Cordo -

Figura 204 - Resolugdo do grupo 1.
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Figura 205 - Resolugdo do grupo 2.
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Figura 206 - Resposta do grupo 3.
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Figura 207 - Resposta do grupo 4.
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Figura 208 - Resposta do grupo 5.

Os grupos 1, 2 e 4 usaram nas suas resposta, ainda que implicitamente, o conceito de

proporcionalidade directa.

Os grupos 3 e 5 utilizaram a representacdo algébrica para determinarem o valor

pretendido. O grupo 5, partiu da expressdo algébrica que haviam escrito na resposta a

pergunta anterior.

A folha de célculo do Geogebra foi aqui também utilizada pelos grupos como

auxiliar nos célculos.

Na pergunta 1.4 era pedido aos alunos que determinassem quanto tempo havia

passado para que o cabelo crescesse 1,95 cm, a qual responderam:

4.0) g toaoeid lomaaeu W 1S dreses, Aeconl Qoros o bt
de 000D,
Figura 209 - Resposta do grupo 1.

L4- 1997 43 = 1, b follia dy citlto

Figura 210 - Resposta do grupo 2.
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Figura 211 - Resposta do grupo 3.
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Figura 212 - Resposta do grupo 4.
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Figura 213 - Resposta do grupo 5.

As respostas a esta pergunta ndo apresentam estratégias diferentes das utilizadas
anteriormente, todos 0s grupos recorrem a representacao numerica e usaram mais uma vez
a folha de célculo do Geogebra como ferramenta de célculo.

O grupo 5 distingue-se mais uma vez dos restantes grupos pelo simples facto de
recorrer a expressdo algebrica.

Na questdo 1.5 é alterada a constante de proporcionalidade e é pedido aos alunos que
determinem o tempo necessario para que o cabelo atinja 0 comprimento de 1,95 cm,

verificaram-se entdo as seguintes respostas:

1.5) o Yoreio ocoveuw An 43| dneses), rocdakorros & (m\ha
dp 4 Qualo

Figura 214 - Resposta do grupo 1.

16 - 49/15 = {3me /4@& s

Figura 215 - Resposta do grupo 2.
1,5~ 6 s0eadle ocoRrRed B 1.3 eSS | p®qul ©F 4§ Smm
a. | dade pRles 1S s CorflSoondd  Qes 1,3 raSsRe

Figura 216 - Resposta do grupo 3.
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Figura 217 - Resposta do grupo 4.
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Figura 218 - Resposta do grupo 5.
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Mais uma vez todos 0S grupos recorreram as mesmas representagdes e
procedimentos que haviam utilizado nas perguntas anteriores

Na Ultima pergunta pedia-se, aos alunos, que comparassem duas situacGes de
crescimento de cabelo, modeladas por funcdes afim, e em particular, que determinassem se
em algum momento as duas fungdes representavam o mesmo comprimento de cabelo. A

esta pergunta os grupos responderam da seguinte forma:

1.60) Vpoao-ly=AcD¥Idc | i
A dxld ]\"j:l'-! an crn
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O OO Ao \fa's'glel el do .1'(\(‘ LV N

Figura 219 - Resposta do grupo 1.
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Figura 220 - Resposta do grupo 2.
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Figura 221 - Resposta do grupo 3.
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Figura 222 - Resposta do grupo 4.
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Figura 223 - Resposta do grupo 5.

Os grupos 1, 3 e 4 recorreram a representacdo grafica para responderam a esta

pergunta, efectuando a representagdo de cada uma das fungbes no Geogebra e

determinando o ponto de intersecgéo entre elas:

. Objectos livres x

./ Objectos dependentes
@ A=(50,750)

1400

|F'0nto A: Ponto de interse

cciodebea

1000

00

-200

Figura 224 - Procedimento utilizado pelos grupo 1, 3 e 4.

Os grupos 2 e 5 usaram as representacdes algébricas e tabulares, mas usando

procedimentos distintos.

O grupo 2 usou a folha de célculo do Geogebra e as suas potencialidades em

conjunto com a expressdo algébrica da fungdo que modela cada uma das situagGes, como

se pode ver em seguida:
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A B C D

.

2

3 2184

4

5 38.46

6 3.21

=

8

9 15

10 15

11

12 1.3

13

14 1 23 15

15 2 [Numero B14: 10 + 13 A14)
16 3 449 45

17 4 62 60

18 5 75 [Nimera C17: 15 A17]

Figura 225 - Procedimento usado pelo grupo 2.

O grupo 2, cometeu o erro de usar os 10 cm onde teria que usar 100 mm, dai a
justificacdo para a sua resposta ndo estar correcta.

O grupo 5, s6 usou a folha célculo para efectuar os calculos auxiliares, no entanto,
cometeram alguns erros o que justifica a sua resposta.

Os grupos nesta tarefa tinham total liberdade de escolha da(s) representacdo(Ges) a
que recorreriam para responder a questdes. Todavia, ndo houve grandes diferencas nos
procedimentos utilizados entre 0s grupos e N0 MesmMo grupo entre as perguntas.

Os alunos resolveram numericamente todas as questdes, a excep¢do do grupo 5 que a
partir da pergunta 1.2 recorreram a expressao algébrica. Os grupos 1, 2, 3 e 4 s6 definiram
a expressao algébrica que modela o problema quando tiveram necessidade de fazer a
representacdo gréafica.

Nas respostas 0s grupos apresentaram alguns erros, uma vez que ndo respeitaram as
unidades das variaveis, porém o mais importante nesta analise € o procedimento utilizado

pelos grupos e nao o resultado final.
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Para sintetizar as representacdes a que cada grupo recorreu durante a resolucdo desta

tarefa apresentar-se-a a seguinte tabela:

Quadro 9 - Representagdes a que recorreram 0s grupos para reponderem as questes.

GRUPOS
PERGUNTA
I I i v \%
1.1 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
1.2 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
1.3 Numérica Numérica Numérica Numérica Algébrica
1.4 Numérica Numérica Numérica Numérica Algébrica
1.5 Numérica Numérica Numérica Numérica Algébrica
o Algébrica/ o o Algébrica/
1.6 Grafica Grafica Grafica .
Tabular Numérica
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Capitulo V

Conclusoes

Neste capitulo pretende-se sintetizar os resultados obtidos ao nivel das
representacfes matematicas utilizadas por cada grupo na resolucéo das tarefas propostas ao
longo da intervencdo pedagdgica.

Neste estudo ndo se pretende obter generalizagdes dos resultados, mas compreender
0 caso em estudo (a turma) identificando pontos fundamentais de discusséo e reflectindo
sobre 0s mesmos.

Na intervengdo foram desenvolvidas seis tarefas. As primeiras cinco tarefas
propostas apresentam uma estrutura comum, podendo-se considerar constituidas por duas
partes distintas, uma destinada a construcdo das diferentes formas de representacdo de
FuncBes e a outra para analisar e/ou interpretar as FuncGes em estudo. A Ultima tarefa
apresentava uma estrutura Unica, em que era colocado um problema aos alunos e questdes
sobre 0 mesmo, tendo estes que dar uma resposta recorrendo a representacdo matematica
que considerassem mais adequada ou com a que sentissem mais familiarizados ou com a
que apresentassem maior destreza em trabalhar.

Tendo por base a descricdo dos resultados obtidos nas tarefas, apresentados
anteriormente, pode-se entdo procurar responder as questdes orientadoras do estudo
apresentadas no primeiro capitulo, que aqui recordo:

a) Quais sdo as representacdes a que os alunos mais recorrem?
b) Que factores influenciam a escolha da representagao?

c) Como é que os alunos conciliam as diferentes representacdes?
QUAIS AS REPRESENTACOES A QUE OS ALUNOS MAIS RECORRERAM?

Para analisar esta questdo construi um quadro resumo (quadro 10) com as
representacfes a que os alunos recorreram na realizagdo de cada uma das tarefas,
possibilitando assim uma andlise cruzada das informagdes recolhidas relativamente as
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representacOes utilizadas por cada grupo na resolucdo de cada pergunta. Este quadro sé

contempla as questdes em que os alunos tinham que recorrer a um ou a um conjunto de

representacdes para darem uma resposta:

PERGUNTA

1

2

GRUPOS
3

Quadro 10 - Representacdes utilizadas por cada grupo

4

5

Representacéo
Predominante

2 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
a)
— b) Tabular
h
W C)
o 7
|f d) Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular
Grafica/
e)
Tabular
2b) Algébrica/ Algébrica/ Algeébrica/ Algeébrica/ Algeébrica/ | Algébrica/
Grafica Grafica Grafica Grafica Grafica Grafica
) Algébrica/ Algébrica/ Algébrica/ Grafica/
i
Grafica Grafica Grafica Tabular
i Algébrica/ Grafica/ Grafica/ Algébrica/ Grafica/
i
% Grafica Tabular Tabular Grafica Tabular
L
@ ) 1))
~ c) ,. — — -
) Algébrica/ Gréfica/ Algébrica/ Gréfica/
iv
Grafica Tabular Grafica Tabular
V)
Vi)
vii)
2 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
g 3 Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular
~ 5
Grafica/ Grafica/ Grafica/
3 Tabular Tabular Tabular
< Tabular Tabular Tabular
<
i 4
Z
- a)
6
b)
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GRUPOS

Representacéo
PERGUNTA
1 2 3 4 5 Predominante
2b) Grafica/ Grafica/ Grafica/ Grafica/ Grafica/ Grafica/
p Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular
A N Algébrica/ Algébrica/ Algébrica/
i
R Grafica Grafica Grafica
T N Gréfica/
i) Tabular Tabular
Elc Tabular
0 Gréfica/ Algébrica/
< 1)) .
i Tabular Gréfica
e
S Iv) Tabular Tabular Tabular Tabular
P ) Tabular
A N Graéfica/
i) Tabular Tabular
R|d Tabular
T 1))
E iv)
2 o | -
1.1 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
1.2 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
© 1.3 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
<
é 1.4 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
|f 15 Numeérica Numeérica Numeérica Numeérica Numeérica
. Algébrica/ Algébrica/
' Tabular Numérica
Representacao . . . . . .
Grafica Grafica Grafica Grafica Grafica Grafica

predominante

Recorde-se que para este estudo foram considerados os modos de representacao

enunciados por Friedland e Tabach (2001): representacdo numérica, representacao grafica

e representacdo algébrica. Para além destas representacfes considerou-se ainda a

representacéo tabular.

O quadro anterior seré analisado verticalmente e horizontalmente.
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A analise vertical do quadro permite verificar as representacdes utilizadas por cada
grupo para responder as perguntas e, globalmente, as representacdes utilizadas em cada
tarefa e ao longo de toda a intervencéo.

A partir da analise mais global pode-se entdo verificar que todos os grupos utilizaram
os diferentes modos de representacdo no conjunto de tarefas propostas. A representacao
grafica foi a representacdo a que os alunos mais recorreram, tendo sido as representagdes
tabular e numérica as segundas representagdes mais utilizadas, surgindo em ultimo lugar a
representacdo algébrica. Ao efectuar o mesmo tipo de analise, mas a cada grupo
individualmente, verificam-se algumas discrepancias relativamente ao descrito
anteriormente. Nesta analise verifica-se que todos os grupos recorreram também com
maior frequéncia a representacdo grafica. No entanto, verificou-se que s6 0s grupos 2, 3
apresentaram a mesma ordem de preferéncia/utilizagdo dos modos de representacdo, ou
seja, as representacdes tabular e numérica como as segundas representa¢ées mais utilizadas
seguidas pela representacao algébrica. Para grupos 1, 4 e 5 a segunda representacdo mais
utilizada é a representacdo algébrica, logo de seguida estdo referidas as representacfes
numérica e tabular, respectivamente. O grupo 3 destaca-se por apresentar uma forte
incidéncia no recurso a representacdo grafica em compara¢do com 0s outros grupos.

Os alunos ao recorrerem a todos os modos de representacdo durante a intervencgéo e
em particular na resolucdo de cada uma das tarefas, manifestam assim competéncias de
leitura, interpretacdo e apresentacdo da informacdo em qualquer uma das formas de
representacéo.

Como ja foi referido anteriormente, na primeira parte das primeiras cinco tarefas
procurou-se apresentar o problema das tarefas em diferentes representacdes. Nas tarefas 1,
4 e 5 (22 parte) era dada a informagéo do problema aos alunos na forma tabular. Nas tarefas
2 e 5 (12 parte) era dada inicialmente uma expressdo algébrica. Na tarefa 3 era dado um
problema em linguagem corrente. Todos 0s grupos conseguiram traduzir a informacao de
cada uma das tarefas em todas as formas de representacdo solicitadas, revelaram assim
capacidade de traduzir informacdo de uma forma de representacao para outra.

A tarefa 6 teve como objectivo colocar os alunos perante uma situagdo que teriam
que modelar recorrendo as representagdes matematicas do seu conhecimento. Como nesta
tarefa ndo eram solicitados resultados em determinadas formas de representacdo os alunos
para responderem as questdes utilizaram as representaces que acharam mais adequadas ou
que preferiam ou ainda com as que se sentiam mais a vontade a trabalhar, ndo se tendo
verificado o uso de todas elas por nenhum grupo. Os grupos 1, 3 e 4 restringiram-se a
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utilizacdo das representacdes numérica e grafica. E de referir que estes grupos apesar de
terem usado somente estas representacdes para responder as questdes, quando precisaram
de construir a representacdo grafica no Geogebra, usaram a representacdo algébrica. O
grupo 2 usou as representacbes numeérica, algébrica e tabular e o grupo 5 destaca-se dos
restantes grupos por ter recorrido maioritariamente a representacao algébrica.

As formas de representacdo a que recorreram os alunos para resolver esta tarefa ndo
foram ao encontro do que era esperado, tendo em conta as preferéncias/utilizacdo pelas
formas de representacdo manifestadas ao longo da intervencdo pedagdgica. Pela analise ja
apresentada anteriormente das cinco tarefas, a qual também ja tinha sido efectuada antes da
aplicacdo desta tarefa, esperava que todos 0s grupos recorressem na maioria das perguntas
a representacdo grafica. No entanto, este facto pode ser justificado pela forma como a
tarefa foi apresentada primeiramente aos alunos, tendo sido distribuida sem ter sido feita
uma apresentacdo da tarefa e do seu objectivo, verificando-se que o0s alunos néo
efectuaram uma leitura da mesma, tendo resolvido pergunta a pergunta e procurando
estratégias para cada uma delas. N&o sentiram necessidade de encontrar uma forma de
representacdo mais global que Ihes permitisse responder a todas as questdes, restringindo-
se a forma numérica, em que consideraram cada pergunta como um caso particular. SO
sentiram necessidade de recorrer a uma outra forma de representacéo diferente quando lhes
foi pedido que estabelecessem comparacdo entre Funcdes, procuraram entdo formas de
representacdo mais generalistas (gréafica e algébrica).

Ao analisar horizontalmente o quadro, ou seja, verificando quais as representacoes
utilizadas pelos grupos por pergunta, constata-se que raramente houve grandes diferencgas.
Na tarefa 5, foi onde se verificou uma maior discrepancia entre os grupos na utilizacéo da
forma de representacdo a utilizar. Esta ocorréncia pode ter como interpretacdo o seguinte:
como esta tarefa foi das Gltimas da intervengdo didactica, entdo os alunos nesta altura ja
possuiam preferéncias ou facilidades de utilizagdo por determinadas formas de
representacdo, as quais recorriam para responderem as questdes.

Em suma, neste estudo os alunos recorreram preferencialmente a representacdo

grafica das Fungdes.
QUE FACTORES INFLUENCIAM A ESCOLHA DA REPRESENTAGAO?
Para responder a esta questdo considerarei 2 factores: a natureza das perguntas e as

ferramentas que os alunos dispunham para a resolucédo das tarefas.
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Quanto a natureza das perguntas efectuei a sua categoriza¢do em cinco classes:

A) Identificar a imagem dado o objecto;

B) Identificar o objecto dada a imagem;

C) Comparacdo de Funcdes;

D) Variacdo de uma funcéo;

E) Influéncia da variagdo de parametros.

A categoria A — ldentificar a imagem dado o objecto é composta por perguntas de

todas as tarefas em que é dado objecto e os alunos tém que determinar a sua imagem.

Quadro 11 - Representacdes utilizadas por cada grupo, nas perguntas da categoria A.

GRUPOS

Representacéo
PERGUNTA
1 2 3 4 5 predominante
. 2 Numérica Numérica Numérica Numérica | Numérica Numérica
7a)
2b) Algébrica/ | Algebrica/ | Algébrica/ | Algébrica/ | Algébrica/ | Algebrica/
) Grafica Grafica Grafica Grafica Grafica Grafica
20)i) Algébrica/ | Algebrica/ Algébrica/ | Grafica/
C)i
Grafica Grafica Grafica Tabular
K 5
L
Z/4 6 a)
|_
2b) Grafica/ Grafica/ Grafica/ Grafica/ Grafica/ Grafica/
Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular
5 20)) Algébrica/ Algébrica/ | Algébrica/
C)i
Grafica Grafica Grafica
2d) 1) Tabular
6 1.1 Numérica Numérica Numérica Numérica | Numérica Numérica
Representagéo o o . L . .
) Algébrica | Algébrica Grafica | Algébrica | Algébrica | Algébrica
predominante

Para responder as perguntas da categoria A — identificar a imagem dado o objecto,

todos os grupos a excepcdo do grupo 3 recorreram maioritariamente a representacdo

algébrica, tendo o grupo 3 recorrido a representacao grafica.
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As perguntas em que predomina o recurso a representacdo numeérica, foram
perguntas essenciais a compreensdo do problema e de investigacdo de casos particulares, o
que vai ao encontro do que € referido por Friedland e Tabach (2001).

O recurso generalizado a representacdo algébrica, pode ser justificado por serem
expressdes algébricas de facil compreensdo, ainda mais quando foram escritas pelos
préprios alunos, em que eram usadas metodologias de resolugdo (célculo) com que os
alunos estdo mais familiarizados.

O grupo 3, como desde inicio mostrou a vontade e entusiasmo em utilizar as
potencialidades graficas do Geogebra, procurou sempre que 0 conseguiu utilizar somente a

representacdo gréafica.

As perguntas que compdem a categoria B — Identificar o objecto dada a imagem, séo

situacbes em que os alunos tém que determinar o0 objecto que tem por imagem o valor

dado.

Quadro 12 - Representacdes utilizadas por cada grupo, nas perguntas da categoria B.

PERGUNTA

Representacéo

5 predominante
1 7 b) Tabular
2 b)
2 20y Algébrica/ Gréfica/ Gréfica/ Algébrica/ Gréfica/
c) ii
Grafica Tabular Tabular Grafica Tabular
21) Grafica/ Grafica/ Grafica/ Grafica/ Grafica/ Grafica/
Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular
it ~ Gréfica/
w5 2c)ii) Tabular Tabular
< Tabular
|_
y Grafica/
2 d) ii) Tabular Tabular
Tabular
1.2 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
5 1.3 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
1.4 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
15 Numérica Numérica Numérica Numérica Numérica
Representacdo | Graficae o o Grafica e o
; o Grafica Grafica . Tabular Grafica
predominante | Numérica Numérica
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Nas respostas as perguntas da categoria B verifica-se que 0s grupos recorrem
maioritariamente a representacao grafica, sendo o grupo 5 excepcao.

Analisando em particular o grupo 5, este grupo recorre em grande parte a
representacdo tabular, no entanto a representacdo tabular de cada uma das Funcdes foi
construida com base na representacdo grafica. Portanto, pode-se afirmar que este grupo
conciliou dois tipos de representacdo, a gréafica e tabular.

A utilizacdo da representacdo grafica pode ser justificada por ser a forma mais
imediata e facil, uma vez que neste tipo de perguntas para dar uma resposta recorrendo a
representacdo algébrica ou numérica tem que se recorrer a procedimentos e célculos, como
a manipulacdo de variaveis e a substituicdo de uma varidvel por um ndmero, em que
normalmente os alunos deste nivel de escolaridade apresentam algumas dificuldades ou
pouco a vontade.

Os alunos neste tipo de pergunta recorreram a representacdo algébrica
principalmente quando os valores dados ndo os conseguiam localizar exactamente no
grafico ou quando eram valores muito grandes para a janela de visualizacdo. Pode-se,
entdo, concluir que o recurso a representacdo algébrica em detrimento da gréafica tem a ver
com a ocorréncia de limitacdes da Gltima no que diz respeito a obtencdo rigorosa de um
valor.

Na 0ltima tarefa o grupo 5 recorreu maioritariamente a representacdo algébrica, o
que vai contra o que foi referido anteriormente. Este facto pode-se justificar pelo momento
em que foi aplicada esta tarefa, no final do ano lectivo, momento em que os alunos ja
haviam trabalhado consecutivamente com as diferentes formas de representacdo, com
grande énfase na representacdo algébrica, uma vez que é a forma geral e efectiva na
apresentacdo de padrbes e modelos matematicos, e 0 que permite justificar ou efectuar
generalizacGes. As respostas deste grupo, indicavam que os alunos se encontram num
estadio de desenvolvimento do pensamento algébrico ja avancado, sendo as suas respostas
classificadas, segundo Schwinggendorf e Beineke (1992) como processo, uma vez que
indicam de uma forma coerente o que fazer na generalidade a um valor para obter outro.

Nesta tarefa surge em contradicéo as representacdes utilizadas pelos restantes grupos,
uma vez que recorreram a representacdo numérica. As suas respostas manifestam pouco ou
nada do conceito de fungdo, sendo classificadas, segundo Schwinggendorf e Beineke
(1992), como pré-funcbes, estadio inicial do pensamento algébrico. Uma possivel
justificacdo para este facto ja foi referida anteriormente.
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Apesar das excepcBes referidas anteriormente, poder-se-a afirmar que a

representacdo matematica que os alunos mais utilizaram nas suas respostas foi a

representacdo gréafica.

As perguntas em que era solicitado o estudo comparativo de duas ou mais Fungdes

constituem a categoria C — comparagéo de Funcdes.

Quadro 13 - Representacdes utilizadas pelos grupos, nas perguntas da categoria C.

Representagdo
PERGUNTA .
predominante
1 d) | Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular
m Grafica/
ss )
< Tabular
|_
Algébrica/ Algébrica/
6 1.6 o
Tabular Numérica
Representacao o o o o o o
) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica
predominante

As respostas as perguntas da categoria C mostram que os alunos recorreram, na
maioria das vezes, a representacdo grafica. A representacdo grafica da uma imagem clara
do valor real das Fungdes, sendo esta uma mais valia quando se pede aos alunos que
estabelecam comparacdes entre Fungdes ou que identifiquem momentos em as Funcoes
assumem o mesmo valor.

Os alunos recorreram a representacao tabular quando Ihes foi pedido para analisarem
as Fungdes em determinados valores do seu dominio, estando estes representados nas

tabelas.

Nas tarefas foram propostas questdes em que os alunos tinham que analisar e
interpretar a relacdo entre as variaveis e as variagdes das Funcfes quanto a sua monotonia
e compreender a influéncia da variagdo dos parametros das FuncGes. As questdes
relacionadas com a analise e interpretacdo da relacdo entre as variaveis e o estudo da
monotonia das Funcdes constituem a classe D — variagcdo das Funcdes. A classe E —
influéncia dos pardmetros € composta pelas perguntas em que é pedido aos alunos que
avaliem a influéncia dos parametros de cada um dos tipos de funcéo.
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Quadro 14 - Representacdes utilizadas pelos grupos, nas perguntas da classe D.

GRUPOS

PERGUNTA

v \%
) Algébrica/ Grafica/ Algébrica/ Grafica/
Y
2| 2c) Grafica Tabular Grafica Tabular
v)
Vi)
3 3 Tabular Tabular Tabular Tabular Tabular
Grafica/ Grafica/ Grafica/
i 3 Tabular Tabular
u Tabular Tabular Tabular
< |4
= 4
6 b)
Grafica/ Algébrica/
2 C) iii) ]
Tabular Gréfica
5| 2c¢)iv) Tabular Tabular Tabular
2 d) iii)
2d)iv)
Representacéo o o o o o
) Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica Gréfica
predominante

Quadro 15 - Representacdes utilizadas pelos grupos, nas perguntas da classe E.

GRuPOS
PERGUNTA
wl2| 2c)vii)
@©
S15 e | -
Representagéo o o o o o
) Grafica Grafica Grafica Grafica Grafica
predominante

Tal como na classe C, nas classes D e E a representacdo matematica predominante é

a representacdo grafica, a justificacdo para este facto é a mesma que foi apresentada para a
classe C.

Nesta investigacdo as potencialidades dos AGD’S evidenciaram-se mais uma vez

como uma mais valia no ensino e aprendizagem da Matematica. O recurso ao Geogebra
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permitiu aos alunos uma manipulacdo directa dos parametros das FuncOes, explorar,
analisar e visualizar as diferentes representacdes de Fungdes e formular conjecturas

baseadas nos feedbacks oferecidos pelo software.

Na resolucdo de cada uma das tarefas, os alunos, usaram mais do que um tipo de
representacdo, uma vez que este software permite ao utilizador visualizar e alterar, no
mesmo ambiente de trabalho, todas as representacfes, ndo ficando este limitado na sua
analise por ndo ter presente uma das formas de representacdo, sendo assim possivel
colmatar as desvantagens de cada uma das representacées com as vantagens das outras.

Os alunos ao efectuarem a analise das Funcdes com recurso ao Geogebra tiveram
oportunidade de manipular directamente as diversas formas de representacdo das Funcdes,
proporcionando assim um ambiente de aprendizagem que permite o envolvimento na
exploracdo das suas caracteristicas e propriedades matematicas. O Geogebra nesta
intervencdo pedagdgica assumiu um papel de facilitador da resolucdo das tarefas
matematicas, permitindo aos alunos experimentarem as suas ideias, verificarem as
propriedades e garantirem a legitimidade das suas resolugdes.

No Geogebra a representagdo grafica assume um papel central, podendo isso
também justificar o facto dos alunos terem recorrido como maior frequéncia a essa forma
de representacéo.

Os factores referidos anteriormente influenciam a escolha das representagdes, no
entanto, as preferéncias dos alunos é também um factor a ter em conta justificando entdo as

diferencas verificadas entre os grupos.

COMO E QUE 0OS ALUNOS CONCILIAM AS DIFERENTES REPRESENTACOES?

Ao longo da intervencdo pedagdgica, os alunos, em algumas perguntas recorreram a
mais do que um modo de representacdo, tal como se pode verificar no Quadro 1. Os alunos
conciliaram a representacdo grafica com a representacdo algébrica e a tabular com a
grafica.

A representacdo grafica foi conciliada com a representacdo algébrica nas seguintes
situacdes: quando o dominio representado pela representacdo grafica ndo abrange os
valores em estudo ou entdo quando, por limitagbes do software, o aluno ndo consegue
seleccionar o valor em estudo. Os alunos também recorreram frequentemente a

representacdo algébrica para construirem a representacdo grafica das Funcées.
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Dadas as caracteristicas/potencialidades do Geogebra a representacdo grafica foi
muitas vezes a base da construcdo da representacdo tabular das Fungdes, uma vez que a
partir da definicdo de um ponto sobre o grafico da funcéo e a deslocacdo do mesmo, o0
Geogebra constréi automaticamente a tabela.

O facto de o Geogebra permitir o trabalho com multiplas representacdes faz com que
sejam colmatadas as desvantagens das diversas formas de representacdo em combinagao

umas com as outras.

Algumas consideragdes finais

As consideracGes finais apresentadas enquadram-se no ambito do ensino da
Matematica, e referem-se a importancia das representacdes no estudo das Funcdes, com
recurso ao AGD, Geogebra.

A partir do trabalho desenvolvido no ambito da presente investigacdo pode-se
concluir que a representacdo grafica desempenhou, para estes alunos, um papel
fundamental no estudo das Funcdes. Esta forma de representacdo foi em muitas situacdes a
base da construcdo de outras formas de representacdo, nomeadamente da algébrica e da
tabular. Todavia, foi também complementada, essencialmente, pela representacdo
algébrica. Pois a representacdo grafica, tal como todas as outras formas de representacéo,
apresenta algumas limitacGes, destacando-se o pouco rigor na determinacdo de valores de
uma funcéo.

Uma outra consideragdo vai para o papel do Geogebra. A possibilidade dos alunos
usarem de forma autonoma um Ambiente de Geometria Dindmica fez com que nao
existissem constrangimentos relativamente ao tipo de representacdo a adoptar, pois a
utilizacdo de qualquer tipo de representacédo foi agilizada pelo uso do Geogebra, bem como
a utilizagdo simultanea de diversas representacdes para a mesma situacdo. E essencial que
0s alunos possam usar este tipo de ferramenta de forma continuada nas aulas, de modo a
poderem beneficiar de uma Matematica mais flexivel, que permita uma maior énfase na
compreensdo dos conceitos e uma menor preocupagdo com 0s aspectos procedimentais que
Ihe estdo associados. Recordo que a construcdo a mao, em papel e lapis, de um grafico de
uma funcéo, pode ser extremamente penosa, morosa, e ndo acrescentar nada per si ao
conhecimento do aluno, sendo muito mais benéfico a discussdo e exploracdo de uma

representacdo grafica rigorosa e rapidamente obtida a partir do software.
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E fundamental proporcionar aos alunos espagos nos quais estes possam partilhar com
0s seus pares, e com o professor, as representagBes a que recorreram. Desta forma
contactam com diferentes representacdes do mesmo objecto, constatando que diferentes
representagfes podem transmitir informagdes distintas e assim poder-se evidenciar a
importancia da seleccdo de representacdes adequadas as especificidades das tarefas a
trabalhar.

Os resultados desta investigacdo levam a crer que, para além de factores intrinsecos
e extrinsecos ao préprio aluno, a natureza das perguntas que constituem as tarefas sao
também um possivel factor de influéncia do tipo de representacdo a que os alunos
recorrem.

Espero que esta investigacdo contribua para uma maior e melhor compreensao da
importancia da utilizacdo de diversas formas de representacdo ao longo do percurso de
aprendizagem da Matemadtica e, em particular, no estudo das Fungdes. Este estudo é um
estudo inicial e ao longo da sua realizagdo fui sentindo como pertinente outras questdes
gerais para possiveis investigacdes futuras: a) Qual o papel do professor enquanto factor
promotor da utilizacdo de diversas representagcdes? b) Que vantagens e desvantagens sao
atribuidas pelos alunos a cada uma das formas de representacdo? Trata-se de um campo
fértil para futuras investigacdes que poderdo contribuir para melhorar as aprendizagens

matematicas ao nivel do uso das representag¢des multiplas.
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Anexo 1

_ Tarefal

Qual o tarifario melhor? Eis a questao. ..

O Pedro possui trés telemoveis, porque efectua chamadas para todas as redes moveis.

Em cada um dos teleméveis tem um tarifario diferente, como apresentado em seguida:

Telemével Operadora Tarifario
Mensalidade Preco/min.
1 Vodafone Best Total Base
15,27 € 0,153
2 TMN +Perto 0,609 cént /min
3 Optimus Total 0,00403 €/seg

1. Cria um ficheiro no Geogebra com o nome Tarefa 1.

2. Completa as seguintes tabelas, na folha de célculo do Geogebra:

Tarifario da Vodafone
Duracéo total de
Chamadas (min.) 1 2 3 4 5
Preco (€)
Tabela 1
Tarifario da TMN
Duracéo total de
Chamadas (min.) 1 2 3 4 5
Preco (€)
Tabela 2

Tarifario da Optimus

Duracéo total de
Chamadas (min.) 1 2 3 4 5
Preco (€)
Tabela 3
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3. Para cada um dos tarifarios escreve uma expressao algébrica que permita determinar

o0 valor a pagar para qualquer duracdo de chamadas.

4. Num referencial cartesiano, faz um esboco dos gréaficos que representam cada um dos

tarifarios.

5. Representa, na zona grafica do Geogebra, os pontos referentes a cada um dos

tarifarios.

1-Selecciona os dados referentes a cada um dos tarifarios — 2- Clica com o botao direito

do rato — 3- Selecciona a opcao “Criar lista de pontos”

6. Usando o comando Regressaolinear traca o grafico que representa cada um dos
tarifarios (Exemplo: Regressaolinear[listal]). Compara cada uma das expressdes

algébricas associadas a cada um dos gréaficos com as que tu definiste na pergunta 2.

7. Analisa cada um dos tarifarios, apresentando sempre uma justificacdo para as tuas
respostas e indicando também a qual ou a quais das representacdes (tabela,

expressao algébrica ou gréafico) recorreste para dar resposta:

a) Tendo em conta que o Pedro, mensalmente, fala cerca de 120 minutos, qual dos

tarifarios é que o Pedro devera escolher de forma a pagar menos?

b) Se o Pedro s6 quiser gastar 25 euros, mensalmente, de entre os tarifarios da

Vodafone e da TMN, qual devera escolher?
c) Existird algum momento em que o tarifario da Vodafone seja o mais vantajoso?

d) Se o Pedro pagasse ndo mensalmente, mas por chamada, qual dos tarifarios

seria 0 mais vantajoso?

e) Se o Pedro quisesse ficar s6 com um telemével com qual dos telemdveis deveria

ficar, na tua opinidao?
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ANexo 2

YarefaZ

A

Y

As informaces dadas pelas fungoes y=mx+b
1. Abre o ficheiro Parametro das fungbes.ggb.

2. Considera a fungéo que tem como expressao algébrica:
y=3x+2

a) Representa-a graficamente, através da manipulacao dos selectores m e b.

b) O selector “AbcissaA” permite fazer o registo na folha de calculo de varios pontos
pertencentes a funcao, activando a opc¢ao “enviar traco para a folha de célculo”.

Completa a seguinte tabela:

y -4 2

Elabora um pequeno texto explicando como fizeste encontrar os valores para

completar a tabela.

c) Para cada uma das seguintes questdes apresenta a resposta e a indicacdo de

gual foi a(s) representacéo a que recorreste para dar a resposta.
i) Qual é aimagem do objecto 10? E de -6?

ii) Qual é o objecto que tem com imagem -10? E 177

i) Existe mais do que um objecto com a mesma imagem?

iv)Em que valores é que a funcgdo intersecta o eixo das abcissas e o0 das

ordenadas?
v) A funcéo é crescente ou decrescente? Justifica a resposta.

vi) Recorrendo ao selector m, indica para que valores de m é que a funcéo é

crescente, decrescente e constante?

vii) Qual a influéncia do parametro b numa funcéo do tipo y=mx+b.

d) Guarda o ficheiro como Tarefa2.
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A

Anexo 3

Tarefad

A s folhas de papel que usamos
Ja reparaste nas medidas das folhas A4 que usas no teu dia-a-dia?
S&o0 umas medidas um tanto ao quanto para o estranhas, 210mm de largura por 297mm
de altura ...sera que h& alguma justificacao?
Sim, h& uma explicagdo... Estas medidas sdo uma norma internacional e devem-se ao
facto de se ter partido do principio que a folha AO (a maior) tinha de ter de 4rea 1 m? e a
dos restantes formatos seria sempre metade da area do formato precedente, ou seja, a

area da folha A4 é 16 vezes menor que a da AO. Temos assim que a area da folha A4 é:
62370 mm?.

1. Se cortares um pedaco de uma folha A4 e a colocares noutra posi¢ao, por exemplo:

A forma da folha alterou-se, e o0 que € que acontece a area?

2. Existem rectangulos com outras dimensdes que tenham a mesma area da folha A4?

Consegues dar mais trés exemplos?

3. Como se relacionam as variaveis comprimentos e largura? Consegues escrever uma

relacédo entre as duas?

4. Cria um ficheiro no Geogebra com o nome Tarefa3.ggb e representa graficamente a

funcdo anterior. Indica o procedimento que utilizaste.

5. Se o comprimento da folha A4 for 300 mm quanto tera de altura? Indica as

representacées a que recorreste para responder.
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Anexo 4

Tarefad

Y

Matematica por um canudo
Nesta actividade pretende-se relacionar o tamanho de uma imagem que consegues

observar através de um cilindro oco com o tamanho do cilindro por onde observas.

Material:
- cilindros ocos de tamanhos diferentes e com o0 mesmo diametro;

- duas fitas métricas;

Procedimento:

- Fixa uma fita métrica numa parede

- Coloca-te a um metro da parede e, olhando através de tubos de varios tamanhos,
regista o comprimento de fita visualizada. O tubo deve estar paralelo ao chdo aquando

do momento de observagéao e registo.

Tamanho do tubo (cm) 80 | 70 | 50 | 44 | 40 | 30 | 23 20 10

Comprimento da fita (cm)

Questoes:

1. Cria um ficheiro no Geogebra com o nome Tarefa 4.ggb.

2. Insere os dados na folha de calculo e representa os pontos na zona grafica do

Geogebra.

3. O que acontece ao comprimento da fita visualizada quando o tamanho do tubo

aumenta? A qual(ais) da(s) representacao(6es) recorreste para responderes.

4. Dado o comportamento das variaveis e a representacdo grafica, identifica esta

situacao com situacdes ja estudadas.
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5. Escreve a expressao algébrica desta funcdo e representa-a graficamente no

Geogebra.

6. Analisa a relagdo existente entre o tamanho do tubo e o comprimento da fita
visualizada, justificando sempre as tuas respostas e indicando também a qual(ais)

da(s) representacdes recorreste:

a) Se fosse utilizado um tubo de 60 cm, qual o comprimento de fita visualizado? E se

fosse de 90 cm?

b) A medida que o tamanho do tubo se aproxima de 1 m, o que acontece ao

tamanho de fita visualizada?
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Anexo 5

Tarefas

 Estudo das fungies y=ax’

Para realizar esta tarefa abre o ficheiro funcdes ax*2.ggb.

12 PARTE

1. Abre o ficheiro fung¢bes ax"2.ggb.

2. Considera a fungéo que tem como expressao algébrica:
y=2x>
a) Representa-a graficamente, através da manipulagdo do selector a.
b) O selector “AbcissaA” permite fazer o registo na folha de célculo de varios pontos

pertencentes a funcao, activando a opcado “enviar traco para a folha de célculo”.

Completa a seguinte tabela:

X -3 0 3
y 8 4,5

Elabora um pequeno texto indicando o procedimento que utilizaste para completar a
tabela.

¢) Para cada uma das seguintes questfes apresenta a resposta e a indicacdo da(s)

representacdo(fes) a que recorreste para dar a resposta.
i) Qual é aimagem do objecto 6? E de -5?
i) Qual é o objecto que tem com imagem 507?

iif) Existe algum objecto que tenha como imagem um numero negativo? Justifica

a resposta
iv) Existe mais do que um objecto com a mesma imagem? Justifica a resposta

v) Guarda as alteragdes num ficheiro com o nome Tarefa 5.1.
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22 PARTE

1. Abre o ficheiro fung¢bes ax"2.ggb.

2. Considera a seguinte tabela:

X -2 1 0 1 2
y -2 -0,5 0 05 | -2

a) Representa graficamente, no Geogebra, os pontos apresentados na tabela.
b) Qual a expressao algébrica desta funcao?
c) Que tipo de grafico define esse conjunto de pontos? Traca o grafico.

d) Para cada uma das seguintes questdes apresenta a resposta e a indicacdo de

gual foi a(s) representacéo a que recorreste para dar a resposta.

i) Qual aimagem dos objectos -8 e 8?

i) Que objectos tém como imagem -507?

iii) Existe mais do que um objecto com a mesma imagem?

iv) Existe algum objecto que tenha como imagem um numero positivo?

e) Compara as duas funcdes apresentadas anteriormente (na 12parte e na 22 parte).
O que podes concluir sobre a influéncia do parametro a no comportamento das

funcgdes do tipo y=ax*? Justifica a resposta.

f) Guarda o ficheiro como Tarefa 5.2.
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ANexo 6

| ITlareflaIG. -

T

O crescimento do meu cabelo & modelado por uma funcéo

Para realizar esta tarefa usa o Geogebra.

Deve fazer parte de cada resposta a representacéo a que recorreram e 0s

procedimentos utilizados.

De acordo com a Enciclopédia Britanica o cabelo humano cresce, em média, 13 mm por

meés.

1. Os alunos Joaquim e Joana depois de terem tomado conhecimento desta informacéo

colocaram algumas questdes.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

O Joaquim tem a mesma idade que tu, se nunca tivesse cortado o cabelo, qual

seria 0 seu comprimento?

A Joana mediu o seu cabelo, tendo este 50 cm. Qual é a idade minima que a

Joana pode ter?

A Joana precisa de esperar quantos anos, sem cortar o cabelo, para que este

fique a medir 1m?

O Joaquim rapou o cabelo para participar num torneio de natacdo. Ha quanto
tempo ocorreu este torneio, sabendo que o cabelo do Joaquim mede ja 1,95 cm

e que ele entretanto nunca o cortou?

Mais tarde o Joaquim revelou que quando rapou o cabelo fez um tratamento que
aumenta o crescimento médio do cabelo para 15 mm por més. Tendo esta
informacdo em conta e os dados da alinea anterior, quando é que ocorreu o

torneio?

A Joana cortou o cabelo no mesmo dia que o Joaquim cortou, ficando com um
comprimento de 10 cm. Quanto medird agora? Considerando que eles néao
tencionam cortar o cabelo nos proximos tempos, sera que em algum momento o

Joaquim e a Joana terdo o cabelo do mesmo tamanho?
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