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?Como é que a Matemdtica, que é, antes de tudo, um pro-
duto do pensamento humano, independente da experiéncia,
pode adaptar-se tdo admiravelmente aos objectos da reali-

dade”
Albert Einstein






Prefacio

Este Texto Didatico - que tem como base a bibliografia recomendada - é uma forma
de auxiliar o estudo dos alunos na disciplina de Matemaética Aplicado & Economia
e Gestao II das licenciaturas - Fconomia e Gestao - ministrada pelo Departamento
de Matemadtica da Universidade de Evora. O curso a desenvolver serd rigoroso e
exigente, como tal, o estudo deste texto é, sem divida alguma, importante, mas
por si s6 nao basta, é necessario consultar outros livros (ver bibliografia) e estudar
as matérias propostas. Neste texto didéctico o leitor nao ird encontrar exercicios
resolvidos sobre a matéria exposta porque tais resolugoes estao reservadas para as
aulas tedricas e praticas. Por este motivo é importante ir a todas as aulas e estar
atento aos assuntos expostos, para assim poder perceber as resolugoes dos exercicios
e tentar resolver outros por iniciativa prépria. No final de cada capitulo existem
exercicios propostos para as aulas tedricas, aulas praticas e também para trabalho
de casa dos alunos. Numa disciplina como Matematica I é necessario fazer um
estudo profissional e didrio, nao deixe o estudo para a véspera dos testes. Ter
dividas é normal, todos nés somos simples mortais, o que nao é normal é nao tentar
combater essas duvidas por iniciativa prépria. Sempre que uma divida teimar em
nao se dissipar pode recorrer aos atendimentos semanais dos docentes da disciplina.
Gostaria de alertar os alunos para o seguinte facto: o ensino universitario é um ensino
em que os alunos nao podem ter apenas por base o que lhes é ensinado nas aulas
¢é necessario trabalhar arduamente extra aulas para assim refinar o conhecimento
sobre determinado assunto.

Quero terminar expressando a minha gratidao aos colegas e amigos que contri-
buiram com os seus comentarios pertinentes, sugestoes e correc¢oes que permitiram
a melhoria desde texto didactico.

Fernando Carapau
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Capitulo 1

Nocoes Topolégicas em R

A Matemdtica € como um jogo de zadrez: bela, emotiva,
complexa e cheia de estratégia. A grande diferenca é que o
zadrez tem um numero finito de regras”

Fernando Carapau

De seguida vamos apresentar a nocao de vizinhanca de um ponto que é o conceito
bésico da topologia. Com este novo conceito iremos estudar a posigao relativa de
um ponto a um subconjunto nao vazio de R.

1.1 Vizinhanca de um ponto

Antes de introduzir a nocao de vizinhanga de um ponto vamos considerar a seguinte
definicao:

Definigao 1.1 (Espago Métrico) Diz-se que um conjunto A é um espag¢o métrico
quando eziste uma fun¢do que, a cada par ordenado (x,y) € A x A, associa um
nimero real d(z,y) - chamado distincia de x a y - com as sequintes propriedades:

1. d(z,y) > 0, Va,y € A;

- d(,y)
2. d(z,y) =0z =y;
3. d(z,y) =d(y,x), Vr,y € A;
4. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vz,y,z € A.



2 1.2 Posicao relativa entre um ponto e um conjunto nao vazio

Tendo em conta a Definicao 1.1, temos que o conjunto dos nimeros reais, i.e. o
conjunto R, é um espaco métrico para a seguinte distancia

d(.’lﬁ‘,y) :| r—=y ‘7 VﬂUaZJGR-

Agora estamos em condigoes de introduzir a nogao de vizinhanga de um ponto
a pertencente ao espaco métrico R.

Definigao 1.2 (Vizinhanca de um ponto) Sejam a € R e ¢ > 0. Entdo, a vizi-
nhanca de centro a e raio € € dada por

Ve(a):{meR; \x—a!<5}:}a—6,a+5[,

i.e. € o intervalo aberto de centro a e raio €.

Geometricamente, a vizinhanca € de a é representada por um segmento de recta
(de extremos abertos) de centro no ponto a e comprimento 2¢, ver Figura 1.1.

o

]
-

G-z a4+ e

Figura 1.1: Vizinhanca de centro a e raio e.

1.2 Posicao relativa entre um ponto e um conjunto nao
vazio

Com a definicdo de vizinhanca de um ponto estamos em condigoes de estudar a
posicao relativa de um numero real em relagdo a um subconjunto nao vazio de R.
Seja C' um subconjunto nao vazio de R, i.e.

C CR com C # 0.

Definicao 1.3 (Ponto interior) Um nidmero real b é um ponto interior ao con-
junto C', se existe pelo menos uma vizinhanga de b contida em C, i.e.

b € ponto interior de C< Je > 0,V.(b) C C.
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O conjunto dos pontos interiores de C, chama-se interior de C e representa-se por
Int(C).

Definicao 1.4 (Ponto exterior) Um nidmero real b é um ponto exterior ao con-
Junto C, se é interior ao complementar C =R\ C de C, i.e.

b € ponto exterior de C <= 3> 0,V.(b) c C.

O conjunto dos pontos exteriores de C, chama-se exterior de C' e representa-se por
Ext(C).

Definicao 1.5 (Ponto de fronteira) Um nimero real b é um ponto de fronteira
do conjunto C, se nao € interior nem exterior ao conjunto C, i.e.

b ¢ ponto de fronteira de C<Ye>0,V.(b)NC #0 A Vo(b)NC # 0.

O conjunto dos pontos de fronteira de C, chama-se fronteira de C e representa-se
por Fr(C).

Definigao 1.6 (Ponto de acumulagao) Um nidmero real b é um ponto de acu-
mulag¢do do conjunto C, se toda a vizinhanca de b possui pelo menos um elemento
do conjunto C distinto de b, i.e.

b € ponto de acumulagio de C <V e > 0, <V5(b) \ {b}) NC #0.

O conjunto dos pontos de acumulacdo de C, chama-se derivado de C' e representa-se
por C’.

Definicao 1.7 (Ponto isolado) Um elemento de um conjunto C que ndo seja
ponto de acumulagao de C, diz-se um ponto isolado, i.e.

b e C ¢ ponto isolado de C< e > 0,V.(b) N C = {b}.

Definicao 1.8 (Ponto aderente) Um nidmero real b € um ponto aderente ao con-
junto C', se qualquer vizinhanca de b intersecta o conjunto C, i.e.

b € ponto aderente de C< Ve > 0,V:(b)NC # 0.

O conjunto dos pontos aderentes de C', chama-se aderéncia ou fecho de C' e representa-
se por C.



4 1.3 Nocgao de conjunto aberto e de conjunto fechado

Como consequéncia das Definigoes 1.6 e 1.8, temos a seguinte igualdade:
C=Ccuc.

Tendo em conta as Definigdes 1.3—1.5, resulta imediatamente que Int(C), Ext(C)
e F'r(C) sao conjuntos disjuntos dois a dois e

Int(C)U Ext(C)U Fr(C) =R.
Das defini¢coes em causa, temos ainda que
Ext(C)=Int(R\C) AN Fr(C)=Fr(R\CO),

assim como é facil verificar que Int(C) C C e que C C C.

1.3 Nocgao de conjunto aberto e de conjunto fechado

Tendo em conta a seccao anterior, estamos em condicoes de apresentar a definigao
para conjunto aberto e conjunto fechado.

Defini¢cao 1.9 (Conjunto aberto) Um conjunto A C R nao vazio diz-se aberto
se € formado apenas por pontos interiores, i.e.

Int(A) = A.

Definigao 1.10 (Conjunto fechado) Um conjunto A C R nao vazio diz-se fe-
chado se contém todos os pontos aderentes, i.e.

A=A
De seguida, vamos apresentar a nogao de conjunto limitado.

Definigao 1.11 (Conjunto limitado) Um conjunto X C R, ndo vazio, diz-se um
conjunto limitado se existem reais a e b, tais que:

X ={z€eR, a<z<b}.

Depois de introduzir estes conceitos iremos resolver alguns exercicios na aula
tedérica. Da mesma forma, serdo apresentados exercicios para trabalho de casa e
exercicios para resolucao nas aulas praticas com o empenho e dedicacao dos alunos.
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1.4 Exercicios para aulas tedricas

1. Determine em R o interior, fronteira, exterior, aderéncia, pontos isolados e o
derivado dos seguintes conjuntos:

a) [0,1]u]2, 3[U{6,10};
b) A={zeR; z* <9};
¢) B={zeR; 0<|z—3|<5}.

2. Considere a condicdo p(z) : 22 < 50. Determine o interior, exterior, fronteira,
derivado, aderéncia e pontos isolados de cada um dos seguintes conjuntos:

a) A={zeN; p(z)}.
b) B={zecR; p(z)}.
¢) C={z€Z; px)}.

—1)n

3. Considere o conjunto A = {z € R; z =1+ (-1)" + ( , n € N}.
a) Determine o interior, exterior, fronteira, derivado e aderéncia do conjunto A.

b) Verifique se o conjunto A é aberto ou fechado.

4. Sendo B o dominio da funcao

ot
In(cos?(x))’

fz) =

determine a fronteira , interior, exterior, aderéncia e derivado do conjunto B
e indique, justificando, se B é um conjunto aberto ou fechado.

1.5 Exercicios para aulas praticas

1. Considere o conjunto A = ] — oo,O[ U {1} U]Q, 1000[.

a) Os numeros —1,0 e 2 sd@o pontos aderentes ao conjunto A. Justifique esta
afirmacao.



6 1.6 Exercicios para trabalho de casa

b) Indique, justificando, o valor 16gico da seguinte proposicao:

dbeR: b éponto aderente a A A Vx € A, b< .

¢) Indique o interior, fronteira, exterior e pontos isolados do conjunto em causa.

2. Indique o interior, fronteira, exterior, aderéncia, derivado e pontos isolados do
seguinte subconjunto de R:

A:{meR;x:%,nEN}.

3. Determine em R o interior, aderéncia e derivado do seguinte conjunto

r—1 T
acfeem il 2y
ve 33+3>x+2

4. Para cada um dos seguintes conjuntos determine a aderéncia, interior, exterior,
fronteira, derivado e pontos isolados:

a) A={zeN; z* -5 <0}.
b) B={z€Z |2z-1|<3 A z<V2}.
5. Sendo B o dominio da fungao

1+=x

f(x):2+ln(1_x

),

determine a fronteira, interior, exterior, aderéncia e derivado do conjunto B e
indique, justificando, se B é um conjunto aberto ou fechado.

1.6 Exercicios para trabalho de casa

1. Determine o interior, exterior, aderéncia, derivado, fronteira e pontos isolados do
seguinte subconjunto nao vazio de R

.’1}'2
A={zcR ’mKl}

indicando se o conjunto em causa é aberto ou fechado.
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2. Determine o interior, exterior, aderéncia, derivado, fronteira e pontos isolados
dos seguintes conjuntos, indicando se sao abertos ou fechados:

a) A={zeN; z <10}.
=|1,5[U{10}.
C={z€Z|z+1|<5nz?<15}.

b) B
c)
d) D={zeR; |z+2]|<6}.

3. Indique, justificando, o valor l6gico de cada proposicao:

a) Se um numero b é interior ao conjunto A, entao b é aderente ao conjunto A.

b) Se um numero b pertence ao conjunto A, entao b é interior ao conjunto A.

4. Sendo B o dominio da fungao

V—x? + 242

r—1

fz) =

)

determine a fronteira, interior, exterior, aderéncia, derivado e pontos isolados
do conjunto B e indique, justificando, se B é um conjunto aberto ou fechado.



1.6 Exercicios para trabalho de casa




Capitulo 2
Calculo Diferencial em R

”A Matemdtica...certamente que nao existia se se soubesse
desde o inicio que na natureza nao existia menhuma linha
exactamente recta, nenhum circulo perfeito e nenhuma gran-
deza absoluta”

Friedrich Nietzsche

Neste capitulo, vamos relembrar o conceito de derivada num ponto, que é a
ferramenta mateméatica usada para estudar taxas nas quais variam as grandezas
fisicas; iremos ainda relembrar a interpretagdo geométrica e fisica de derivada num
ponto. Digo relembrar visto que estes conceitos ja foram estudados pelos alunos no
ensino secundario. Entretanto, iremos apresentar aos alunos alguns conceitos novos,
tais como: Teoremas de Rolle, de Lagrange e de Cauchy, assim como as Regras de
L’Hopital e de Cauchy de grande utilidade para o calculo de limites.

2.1 Conceito de derivada num ponto

Em 1637, o francés Pierre de Fermat ao interessar-se pela pesquisa de maximos e
minimos de uma funcao de varidvel real foi um dos primeiros matematicos a definir
- de uma forma ndo muito rigorosa - o conceito de derivada num ponto. Poste-
riormente, Newton e Leibnitz - independentememte um do outro - introduziram a
noc¢ao matematica de derivada num ponto com o objectivo de dar uma defini¢ao
analitica rigorosa da nogao de velocidade de um movimento. Dito isto vamos passar
a definicao de derivada num ponto.
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Seja f : Dy C R — R uma funcao real de varidvel real e b € Dy um ponto de
acumulacao de Dy - dominio da funcao f. Considerando a razao incremental

f(x) — f(b)

x—b

definida em Dy \ {b}, temos:

Definigao 2.1 (Derivada de uma funcao num ponto) Diz-se que a func¢do f
€ derivdvel ou diferencidvel em b se existir e for finito o sequinte limite,

i F@) = 1)

z—b T —b

Ao valor do limite em causa designa-se por derivada de f no ponto b e representa-se

port:
iy e J@) = f) L f(b+h) — f(b)
L
: : df
A derivada de f em b pode ainda representar-se por D f(b) ou d—(b)
x

De seguida iremos apresentar a nogao de derivada lateral. Seja f: Dy CR — R
uma funcao real de varidvel real e b € Dy um ponto de acumulacao de D = {1: €
Dy; x> b}. Diz-se que f é derivavel (ou diferenciavel) a direita em b se existe e for
finito o seguinte limite

o) =t T@ IO FGE ) = f0),

z—bT T —0b h—0+ h

Seja agora b € Dy um ponto de acumulagao de D,” = {x €Dy x < b}. Diz-se
que f é derivéavel (ou diferenciavel) a esquerda em b se existe e for finito o seguinte

fimite F(@) - £0) £+ 1) — £
A .

Como consequéncia resulta que, se b é um ponto de acumulagao de D;r e Dy, f
¢ derivdvel em b sse f ¢é derivavel a direita e a esquerda em b e além disso f/(b") =
f/(b7). Pode no entanto suceder que uma fungdo tenha derivada a direita e &
esquerda de um ponto e nao seja diferencidvel nesse ponto, como prova disso mesmo
temos o seguinte exemplo:

LA dltima igualdade é vélida pela mudanca de varidvel & = b + h.
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Exemplo 2.1 Seja f: R — R uma funcdo real de varidvel real definida por
x sse x>0,
flx) =l |=

—x sse x <O.

Esta funcdo tem derivada a direita do ponto x = 0, pois

oy e f@) = f0) [z |0
f(o ) N :cli\%l‘*‘ x—0 _xli%l"' x
X
= lim = =1. 2.1

Da mesma forma a funcdo em causa tem derivada d esquerda do ponto x =0, pois

£07) = fim 2O =FO oy 1210
z—0~ z—0 r—0— T
. T
= Jm o=t 2.2)

Tendo em conta (2.1) — (2.2), podemos concluir que existem derivadas laterais da
funcao f mno ponto x = 0, mas ndo existe derivada da funcdo f no ponto x = 0,
visto que

F1O7) # f(07).

A derivada de uma fun¢éo num ponto ao existir é inica. Além disso, a nocao de
derivada tem um caracter local, i.e. depende apenas da funcdo numa vizinhancga do
ponto tao pequena quanto se queira.

2.2 Interpretacao geométrica

A existéncia de derivada de um fungdo num ponto a é susceptivel de uma inter-
pretagao geométrica, a qual conduz de uma maneira natural a ideia de tangente a
uma curva, ver Figura 2.1.

Seja f uma funcao diferencidvel no ponto a. Considerando sobre o grafico de f o
ponto P = (a, f(a)), o ponto genérico @ = (x, f(x)) e a recta PQ secante ao grafico
de f. O declive desta secante é a razao incremental

f(@) = f(a)

r—a



12 2.2 Interpretacio geométrica

Figura 2.1: Interpretagio geométrica de derivada num ponto.

Quando x — a o limite da razao incremental, i.e.

L J@) = ()

T—a T —a

= f/(a)7

é o numero para que tende o declive da secante P(Q), quando o ponto () se aproxima
do ponto P. E, assim, f’(a) é o declive da recta t tangente ao ponto a. A equagao
da recta t é dada por:

y = f(a) + f'(a)(z - a).

Portanto quando uma funcgao é diferencidvel num ponto a, significa em termos
geométricos que o grafico da funcdo f admite uma tangente no ponto (a, f(a)) e
o valor da derivada é o declive dessa tangente. Pode acontecer existir tangente a
direita e a esquerda do ponto (a, f(a)) mas nao coincidirem - ver Figura 2.2 - por
terem declives diferentes, i.e.

Fat) # f(a).
E, neste caso a funcao f nao ¢é diferencidvel no ponto a.

Conclusao, os pontos de diferenciabilidade de f em termos geométricos, sao
aqueles onde a curva f tem uma recta tangente, e os pontos de nao diferenciabilidade
sdo aqueles onde a curva nao tem recta tangente. De modo informal, os pontos de
nao diferenciabilidade mais comuns podem ser classificados como: picos, pontos
de tangéncia vertical e pontos de descontinuidade, ver Figura 2.3, situacoes
(c), (d) e (e), respectivamente.

Intuitivamente faz sentido que os picos sejam pontos de nao diferenciabilidade,
uma vez que nao ha como desenhar uma tinica recta tangente a tal ponto. Por um



Cilculo Diferencial em R 13

tangente & saquerda de @

/

tangente 4 direita de @

o - - - - - — — -

€T

Figura 2.2: Interpretacio geométrica de derivada lateral.

ponto de tangéncia vertical entendemos um lugar na curva onde a recta secante tende
para uma posicao limite vertical, como consequéncia nao existe derivada nesse ponto.
Em relacao aos pontos de descontinuidade nao ha uma maneira de desenhar uma
Unica recta tangente a tais pontos, ou seja uma funcao f nao pode ser diferencidvel
em pontos de descontinuidade. O seguinte teorema mostra que uma funcgao deve ser
continua em cada ponto onde é diferencidvel.

Teorema 2.1 Se uma fungdo f € diferencidvel num ponto b, entdo f também é
continua no ponto b.

Demonstragao: Supondo que f é diferenciavel no ponto b, entao existe a derivada
de f no ponto b, e é dada por

fb+h) = £(b)

b = 1i 2.
7/(6) = tim 22T (23)
Para mostrar que f é continua no ponto b, temos que mostrar que
lim f(x) = f(b),
r—b
ie.
lim [f(z) — f(b)] = 0. (2.4)
z—b

Tendo em conta a mudanca de varidvel h = x — b, a condigao (2.4) é equivalente
a provar o seguinte

lim [f(h+b)— f(b)] = 0.

h—0
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Figura 2.3: Pontos de néo diferenciabilidade mais comuns.

Entao, usando a expressao (2.3) e as propriedades dos limites, temos

: 1 f(h+Db)— f(b

lim [f(h+b) - F(b)] = ,{lggﬂ 2 ()h]
N (R R (O
= Jim [T fm®
= f'(0)0=0.4

O Teorema 2.1 mostra que a diferenciabilidade num ponto implica a continuidade
no mesmo ponto. Porém, a condigdo inversa é falsa, i.e. uma funcao pode ser
continua num ponto, sem ser diferencidvel no ponto. Como exemplo, disso mesmo,
temos a funcao

r sse >0
fla) =z |=

—xr sse <0

que é continua no ponto x = 0, mas nao é diferencidvel no mesmo ponto.

Observagao 2.1 A negag¢do do Teorema 2.1 € também um resultado muito impor-
tante, i.e. se f mao é uma fungdo continua no ponto b, entao f nao é diferencidvel
em b.

2.3 Interpretagao fisica

Podia dar uma interpretacao fisica com uma situagao abstracta, mas nao o irei fazer.
Irei sim, usar um caso fisico concreto para que o aluno sinta a beleza da nocao de
diferenciabilidade. Para além dos conceitos matematicos existe sempre a beleza da
interpretagao fisica dos mesmos, quando possivel.
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Considerando um carro imaginario que se move sobre a recta real situando-se
na posicao s(t) em cada instante de tempo ¢t. A velocidade média do carro entre os
instantes de tempo ty e t pode-se obter pela razao incremental

s(t) — s(to)

2.
oo, (25)

i.e, dividindo o espaco percorrido pelo carro pelo tempo gasto para percorrer esse
espago.

Supondo agora que estamos interessados na velocidade instantanea - designada
simplesmente por v - do carro no instante tg. A intuicdo sugere que, num pequeno
intervalo de tempo, a velocidade do carro nao pode variar muito. Assim, se t estiver
préximo de tg, entao a velocidade média do carro no intervalo de tempo [to, t] deverd
aproximar-se a velocidade instantanea do carro no instante de tempo tg. Além disso,
quanto menor for o intervalo de tempo entre tg e t, melhor serd a aproximacao. Isto
sugere o seguinte: se t aproximar-se tanto quanto se queira de tg, entao a velocidade
média do carro no intervalo de tempo [tg,t] deverd aproximar-se tanto quanto se
queira da velocidade instantanea no instante ty. Como consequéncia, a velocidade
instantanea do carro no ponto ty é dada por:

v = lim 75“) — slto)

o
A (2.6)

Assim se interpreta a derivada de uma fungdo num ponto como uma velocidade
instantanea a qual pode ser interpretada como uma taxa de variagao. Muitas outras
grandezas fisicas podem ser interpretadas como taxas de variacao, como por exemplo:

e Um microbiologista pode estar interessado na taxa segundo a qual o nimero de
bactérias numa coldénia varia com o tempo.

e Um economista pode estar interessado na taxa segundo a qual o custo de produgao
varia com a quantidade de produtos manufacturados.

e Um investigador na area da medicina pode estar interessado na taxa segundo a
qual o raio de uma artéria varia com a concentracao de alcool na corrente
sanguinea.

e E, ainda, entre outros: a inflacdo da moeda, a intensidade dos tremores de um
terramoto, a voltagem de um sinal eléctrico, o escoamento de um fluido New-
toniano ou nao-Newtoniano.
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2.4 As regras usuais de derivacao

Na primeira seccao deste capitulo, definimos a derivada de uma fun¢éo f num ponto
como um limite. Seguidamente iremos usar essa definigdo para apresentar alguns
teoremas importantes, que nos ird permitir calcular derivadas de uma forma mais
eficiente.

Teorema 2.2 (Derivada de uma constante) A derivada de uma fungao cons-
tante € zero, i.e. se f(x) = c, entao

Demonstragao: Seja f(z) = c. Entdo, a partir da defini¢ao de derivada, temos:

h—0 h

c—¢C
hl—rf%) h hlg(l)o 0-

Teorema 2.3 Se f for diferencidvel em x e ¢ for uma constante qualquer, entdo cf
também € diferencidvel em x e

d d
2o (e (@) = e (f(2)).
Demonstracao: Usando a definigao temos

cf(x+h) —cf(z)
h

%(cf(x)) = lim

h—0

o fl@+h)— f(z)
- ;lfi%c( h )
_ climf($+h)—f($)
h—0 h
d

= ‘U (f(:c)) h

Teorema 2.4 (Derivada de uma soma) Se f e g forem diferencidveis em x,
entdo f + g também o sao e
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Demonstragao: Vamos considerar apenas o caso +, visto que o caso — é analogo.
Tendo em conta a definicao de derivada, vem

[f(@+ 1) +g(z +h)] - [f(=) +g(z)]

9 (f(2) + @) = lim

dzx h—0 h
oy ) = @] + gl + h) — g()]
h—0 h
_ flx+h)—f@) . glz+h)—glz)
= h + lim N
d d

= (@) + 2 (9@)

Teorema 2.5 (Derivada de um produto) Se f e g forem fung¢oes diferencidveis
em x, entao o produto fg também o € e

2 (F@)g(w)) = F@) - (9(a)) + (2) - ().

Demonstragao: Tendo em conta a definicao de derivada num ponto ao somar e
subtrair a quantidade f(xz + h)g(x) ao numerador da derivada, temos

. flx+h)glx+h) - f(x)g(x)

%(f (2)g(x)) = lim .

_ oy ST 9@ ) — fla+h)g(x) + [+ h)g(x) — f(z)9(x)
h—0 h

_ }Lli% [f(x+h)g(x+h})l—g(x) +g($)f(x+h

g(x +h) —g(z)
h h—0 h—0 h

d

|
ng
5y |&
| I

= I h) li
Yim f(@ + h) Jim

— i S+ h) D (g(@)) + lim g(x) 2

- h—0 dx g haog i

= (@) (9()) + 9(2) - ().

=
—
-
—~
&
SN—

A demonstragao fica concluida pelo facto de que g(z) — g(z) quando h — 0, visto
g(x) nao depender de h, e pelo facto de que f(z + h) — f(z) quando h — 0 pois f
é uma funcao continua pelo Teorema 2.1. 4
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Teorema 2.6 (Derivada de um quociente) Se f e g forem diferencidveis em x
e g(x) #0, entao f/g é diferencidvel em x e

dﬁmhmmiuww—ﬂmiw@»

9*(x)

Demonstragao: Tendo em conta a definicao de derivada num ponto ao somar e
subtrair a quantidade f(x)g(x) ao numerador da derivada, temos

flx+h)  f(z)

i(ﬁ) — lim (.%' + h) g(:):)

dz *g(x) h—0 h
St hgle) — f@g(e +h)

h—50 hg(x)g(x + h)
i ot gle) = 0)olo) S e)oto) = Selgta+ 1)

h—0 hg(z)g(z + h)
. [g(x)fw+h ] { :c—l—h})L g(z)
T hs0 g(z)g(x + h)

d d
g(fv)@(f(fv)) - f(af)%(g(l“))

A demonstracao fica concluida pelo facto de que g(z) — g(z) quando h — 0, visto
g(x) ndo depender de h (respectivamente para f(x)), e pelo facto de que g(x+h) —
g(z) quando h — 0, visto g ser uma funcdo continua pelo Teorema 2.1. 4

Teorema 2.7 (Derivada de um reciproco) Se g é diferencidvel em x e g(z) #
0, entdo 1/g € diferencidvel em x e

41 ———(9(=))
da " g(x) g*(x)

Demonstragao: Basta aplicar o Teorema 2.6 para f(z) = 1 e sabendo que a deri-
vada de uma constante é nula (Teorema 2.2). 4
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Teorema 2.8 (Derivada da funcao inversa) Seja f uma funcdo diferencidvel e
injectiva definida num intervalo I C R. Seja x € I tal que f'(z) # 0. Entdo, f~! ¢
diferencidvel em y = f(zx) e

Demonstracao: Consultar Figueira [1]. 4

Teorema 2.9 (Derivada da funcao composta) Seja g uma fungao diferencidvel
no ponto x e f uma fungao diferencidvel no ponto g(x), entao a composi¢io fog é
diferencidvel no ponto x. Além disso, se

y=flg(x)) e u=g(x),

entao y = f(u) e
dy _ dy du
dr  dudz’

i.e.

Demonstracao: Consultar Figueira [1]. 4

Teorema 2.10 (Derivada de uma poténcia) Seja n um nimero inteiro posi-
tivo, entao

Demonstracao: Seja f(z) = 2". Entao, pela definigao de derivada e tendo em
conta o desenvolvimento do binémio de Newton

n _ -1) ,_ _
(x—l—h) =z" 4+ na" 1h+Mx” 22+ 4 nxh A",

2!
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temos
@) = i B — iy B
y nz"1h + n(n2'—1)anh2 + ...+ nzh™ 4 p"
~ a5 ' h
= }lli% [naz”_l + n(nQ!_l)m”_Qh 4. 4+ nxh 2 pnl
= nz" 4

Teorema 2.11 Seja n um nidmero inteiro qualquer, entdo
d

—(z") = na"" L. 2.7
Demonstracao: O caso n > 0 foi estudado no Teorema 2.10. O caso n = 0 é trivial
pelo Teorema 2.2. No caso n < 0, vamos considerar m = —n, e assim
f(x):x":x_m:x—m, m > 0.
Aplicando o Teorema 2.7, temos
d
ar («™)
1N x
fi(z) = T opem
Como m > 0 podemos aplicar o Teorema 2.10 para a funcao =, e assim
-1
! _ maz™ _ m—1-2m __ —-m—1 _ n—1
f(x)——W——m:c = —mx =nz"" . 4

Teorema 2.12 Seja g(x) = /x com x >0 en € N, entdo g € diferencidvel e
1
/
g(x)=—r——.
(z) T

Demonstragao: Fazendo y = {/z, tem-se x = y™ e, pondo f(y) = y", f :]0, +oo[—
R é uma bijeccio para qualquer ponto y €]0, +oo[. E, além disso f/(y) = ny" ! #0
para qualquer y €]0, +oo[. Aplicando o Teorema 5.7, g = f~! é diferencidvel em =,

e tem-se
1 1

/ _ _
) = T = e
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Observagao 2.2 A expressao (2.7) € igualmente vdlida no caso em que n € Q.

Tendo em conta a propriedade quociente e poténcia dos logaritmos e o resultado

1/9
lim (1 + &) —e, (nota: e~ 2.718281),
9—0

temos o seguinte teorema:

Teorema 2.13 Seja f(z) = logy(x),x > 0 a fungdo logaritmo de x na base b (b >
0eb#1). Entao a funcio f € diferencidvel e

d 1
— |1 = :
dx [ ogb(x)} xln(b)
Demonstragao: Usando a definigao

d

iy llom(@)] = Jim

logs(x + h) — logy(x)

I
x+h) — lim lzogb(Hg).

— lim Ly (
I h—0 h

Seja a seguinte mudanca de varidvel ¥ = h/x. Quando h — 0 temos J — 0, e

og@)] = tim -tog(1+9) = 1 tim Siog 1+ )

(149"
Do+
= %ZOQb(e) = acl';(b) t

Observagao 2.3 No caso particular em que b = e (logaritmo neperiano), temos
In(e) =1 e como consequéncia

L foco] =

Teorema 2.14 Seja f(x) = a® a fun¢ao exponencial de base a > 0. Entao a func¢ao
f € diferencidvel e
df

T2 (x) = a®ln(a).
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Demonstragao: Tomando o logaritmo neperiano da funcao f(z) = a®, temos

In(f(z)) =In(a”) < In(f(x)) = zin(a).

Derivando a segunda igualdade em ordem a x, temos
Y (w)
dz " _ 9
j{U(J:) =In(a) & 1z

(z) = f(x)In(a).

E, assim, temos
daf

. (x) = a®ln(a). 4

Observagao 2.4 Se a = e, entdo In(e) = 1, e temos o sequinte resultado

%(g;) — ¢

Com o propésito de encontrar as derivadas das fungbes trigonométricas
sin(x), cos(x), tg(x), cotg(z), sec(x), cosec(x),
vamos considerar os seguintes limites (ver bibliografia)

sin(x) 1 — cos(x)

lim =1, lim =0. (2.8)

z—0 xT z—0 T

Teorema 2.15 Seja a funcdo f(x) = sin(x). Entao a funcdo f é diferencidvel e

d , .
e (sin(z)) = cos(z).

Demonstragao: Tendo em conta a definigdo de derivada, os limites considerados
na condicao (2.8) e a férmula de adicao

sin(x + h) = sin(z)cos(h) + cos(x)sin(h),

temos
%(sm(x)) _ }llg% sin(x + h) — sin(x)
~ tim sin(z)cos(h) + cos(x)sin(h) — sin(x)
h—0 h ‘
- g (1) ()]
= —sinto) im, (F52) + ot i ()

= cos(x).
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Teorema 2.16 Seja a funcdio f(x) = cos(z). Entdo a funcao f € diferencidvel e

d ,
e (cos(z)) = —sin(x).

Demonstragao: Considerando a seguinte identidade

cos(y) — cos(x) = —2sin(y ; x)sin(y —g v

);

e fagamos y = x + h. Da igualdade anterior podemos obter a seguinte férmula:

cos(x + h) — cos(x) _ _ sin(h/2)
h h/2

sin(x + h/2).

E da continuidade da fungao sin(z) (pois é diferencidvel pelo teorema anterior)
temos que
sin(x + h/2) — sin(z) qd h — 0.

Entao,
% (cosa)) — ]{13(1] cos(z + hf)b — cos(x)
= ilzlg%) [_Sihn/(gmsin(x-i-hﬁ)]
= Jim [ 5 2 fm [sin(e + 1/2)]
= —sin(z). 4
Tendo em conta que »
o - 21,

e utilizando a derivada do quociente, temos

% tg(x)] = .

———— = sec®(x).
cos?(x) (z)

Da mesma forma, pelo facto de

cos(x)

cotg(z) =

)

sin(x)
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temos pela derivada do quociente

—1

_ 2
sin?(m) —cosec” (x).

% [cotg(x)] =

Em relacao a funcao

1
cos(x)’

sec(x) =

temos pela derivada do reciproco

a [sec(z)] = sec(z)tg(x).

dx
Da mesma forma para a funcao
1
cosec(x) = sin(@)’
temos pela derivada do reciproco
— [cosec(x)] = —cosec(z)cotg(z).

dzx

Uffff......estou cansado de derivar!!! De seguida vamos apresentar a Tabela 2.1
a qual contém uma lista de férmulas generalizadas de derivadas que sao uma con-
sequéncia da derivada da fungao composta (também conhecida pela regra da cadeia),
onde M é uma funcao que depende da varidvel x, com dominio e contradominio ade-
quado para cada férmula (regra) de derivagao.

Agora vamos pensar nas derivadas das seguintes funcoes trigonométricas inver-
sas:

arcsin(z), arccos(x), arctg(z),

arccotg(x), arcsec(x), arccosec(x).

Considerando a funcao f : R — [—1, 1], definida da seguinte forma f(z) = sin(x).
Facamos a sua representagao gréfica, ver Figura 2.4.

A funcado f ndo ¢é injectiva; logo, ndo admite inversa. Assim, para definir a
inversa de f temos que considerar uma determinada restrigao (restri¢ao principal)
do dominio de f onde a funcao seja injectiva. Considerando a restricao [—7F, 5],
temos a seguinte representacao grafica de f, ver Figura 2.5.

Nesta restricao a funcao f admite inversa, a qual serd a funcao

m™ T

S L - 53
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(cos(M))/ = —M'sin(M) (szn(M))/ = M'cos(M)
/ M’ ’ ’ -M’ 7
(tg(M))" = m = M'sec?(M) (cotg(M))" = W = —M'cosec? (M)
(sec(M))/ = M'sec(M)tg(M) (cosec(M))/ = —M'cosec(M)cotg(M)

M\ _ arreM
(e) M'e

(aM)’ = M'aMin(a), a >0

Ml

’ , M’
(in(M))" = §Ya (loga(M)) :m: a>0,a#1
!/ o— ! n !’ M/
(v2)' =antar (VA1) = —

Tabela 2.1: Férmulas generalizadas de derivaco.

definida da seguinte forma f~!(x) = arcsin(z), cuja representacio grifica é dada
por, ver Figura 2.6.

De seguida, vamos determinar a derivada da fungao y = arcsin(x).
Teorema 2.17 A derivada da fun¢ao y = arcsin(zx) é dada por

dy 1

dr  1-22

d
Demonstragao: Em virtude de x = sin(y), temos o _ cos(y). E, pela derivada

da funcao inversa

dy _ 1 _ 1
dr  dr  cos(y)’
dy

Tendo em conta que

cos(y) = /1 —sin?(y) = V1 — 22,
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Figura 2.4: Gréfico da funcio f(z) = sin(z).
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vem que
dy 1 1

dr  cos(y) 1—a2
O sinal da raiz é positiva, porque a funcdo y = arcsin(z) tem como imagem o
intervalo —§ < y < 7, e neste intervalo cos(y) = 0.

Considerando a fungao f : R — [—1, 1], definida da seguinte forma f(x) = cos(x).
Facamos a sua representagao gréfica, ver Figura 2.7.

A funcdo f ndo é injectiva; logo, ndo admite inversa. Assim, para definir a
inversa de f temos que considerar uma determinada restrigao (restrigao principal)
do dominio de f onde a funcao seja injectiva. Considerando a restrigao [0, 7], temos
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Tify —-———— — — —

Figura 2.7: Gréfico da fungdo f(z) = cos(z).

a seguinte representacao grafica de f, ver Figura 2.8.
Nesta restricao a funcao f admite inversa, a qual serd a funcao

FHe =11 = [o,q],

definida da seguinte forma f~!(z) = arccos(z), cuja representacio gréifica ¢ dada
por, ver Figura 2.9.
De seguida, vamos determinar a derivada da fungao y = arccos(z).
Teorema 2.18 A derivada da func¢ao y = arccos(x) € dada por
dy 1

de— T—a?
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Figura 2.8: Gréfico da fungdo f(z) = cos(z) na restrigao principal [0, 7].

d
Demonstracgao: Em virtude de x = cos(y), temos d—x = —sin(y). E, pela derivada
Y
da funcao inversa
dy 1 1
de  dxr  sin(y)
dy

Tendo em conta que

sin(y) = /1 —cos?(y) = V1 — 22,

vem que

dy 1 1

de ~  sin(y)  VI—22
O sinal da raiz é positiva, porque a funcdo y = arccos(z) tem como imagem o
intervalo 0 < y < 7, e neste intervalo sin(y) > 0. 4

Seja a fungao f : R\ {g + kmw, k € Z} — R, definida da seguinte forma
f(z) = tg(z). Facamos a sua representacao grafica, ver Figura 2.10.

A funcao f nao é injectiva; logo, nao admite inversa. Assim, para definir a
inversa de f temos que considerar uma determinada restri¢cao (restrigdo principal)
do dominio de f onde a fungdo seja injectiva. Considerando a restricao | — 7, 5],
temos a seguinte representacao grafica de f, ver Figura 2.11.
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Figura 2.9: Gréfico da fungéo f(z) = arccos(z).

1¥

Figura 2.10: Gréfico da funcdo f(x) = tg(x).

Nesta restricao a funcao f admite inversa, a qual serd a fungao

™

f‘lle—>]—§,§[,

definida da seguinte forma f~!(z) = arctg(x), cuja representacao grafica é dada por,
ver Figura 2.12.
De seguida, vamos determinar a derivada da fungao y = arctg(x).

Teorema 2.19 A derivada da func¢ao y = arctg(x) € dada por

dy 1
de 1422
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T
3

i

Figura 2.11: Gréfico da fungao f(z) = tg(z) na restri¢ao principal | — 5, Z[.

1
Demonstragao: Em virtude de = = tg(y), temos i E, pela derivada
dy ~ cos’(y)
da funcao inversa
dy 1 9
dr @ = cos”(y)
dy
Tendo em conta que sec(y) = 1+ tg?(y), temos
1 1
2
cos“(y) = = .
sec’(y)  1+1tg*(y)
Entao
dy 2(y) 1 1
—= = cos = = .
dx eI tg?(y) 1+ 22 "

Seja a fungao f : R\ {k‘ﬂ', k e Z} — R, definida da seguinte forma f(z) =
cotg(x). Facamos a sua representacao grafica, ver Figura 2.13.

A funcao f nao é injectiva; logo, nao admite inversa. Assim, para definir a
inversa de f temos que considerar uma determinada restri¢cao (restrigdo principal)
do dominio de f onde a funcao seja injectiva. Considerando a restri¢ao |0, 7], temos
a seguinte representagao grafica de f, ver Figura 2.14.
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Figura 2.13: Gréfico da funcio f(x) = cotg(z).
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Nesta restricao a funcao f admite inversa, a qual serd a funcao
1R =)0, x|,

definida da seguinte forma f~!(x) = arccotg(x), cuja representacio grafica é dada
por, ver Figura 2.15.
De seguida, vamos determinar a derivada da fungao y = arccotg(x).

Teorema 2.20 A derivada da func¢ao y = arccotg(z) é dada por
dy 1
de 1+ 2z2
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Figura 2.15: Gréfico da funcio f(x) = arccotg(z).

d 1
Demonstragao: Em virtude de x = cotg(y), temos o _ —————. E, pela deri-
y  sin(y)
vada da funcao inversa
dy 1 .9
T dp = s (y).
dy
Tendo em conta que cosec?(y) = 1 + cotg?(y), temos
1 1

sin®(y) =

cosec(y) T 1+ cotg?(y)
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Entao

1 1

2 = _g7 2 = — = — .
sin(y) 1+ cotg?(y) 1+22 "

Seja a funcao f : R\{g+k7r, ke Z} —] =00, —1]U[1, 400[, definida da seguinte

forma f(z) = sec(z). Facamos a sua representacao grafica, ver Figura 2.16.

Figura 2.16: Gréfico da funcio f(z) = sec(x).

Para definir a inversa de f temos que considerar uma determinada restricao
(restrigao principal) do dominio de f onde a funcao seja injectiva. Em relagao a esta
funcao nao existe acordo universal sobre que restrigao principal deve ser considerada.
No nosso caso vamos considerar a restrigao associada aos programas Mathematica e
Maple, i.e. vamos considerar a restri¢ao [0, 7] com x # 7/2, onde o contradominio é
| — 00, —1] U [1, +o0], ver Figura 2.17.

Nesta restricao a funcao f admite inversa, a qual serd a funcao

1 ;] — o0, —=1] U [1, +o0[— [0, 7],

definida da seguinte forma f~!(z) = arcsec(z), cuja representacio grifica é dada
por, ver Figura 2.18.

Teorema 2.21 A derivada da func¢ao y = arcsec(x) € dada por

dy 1

do — |z|va? -1
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=
E|

Figura 2.17: Gréfico da fungdo f(x) = sec(x) na restrigdo principal [0, 7] com z # 7/2 e contra-
dominio | — oo, —1] U [1, +o0].

Figura 2.18: Gréfico da fungdo f(z) = arcsec(x) com dominio | —oo, —1]U[1, +00] e contradomino
[0, 7] onde y # /2.

Demonstracao: Consultar Anton [2]. 4

Seja a funcao f: R\ {lm, ke Z} —] — 00, —1] U [1,400], definida da seguinte
forma f(x) = cosec(x). Fagamos a sua representacgao grafica, ver Figura 2.19.

Para definir a inversa de f temos que considerar uma determinada restrigdo
(restrigao principal) do dominio de f onde a fungao seja injectiva. Considerar a
restricao associada aos programas Mathematica e Maple, i.e. a restricdo [—7/2,7/2]
com x # 0, onde o contradominio é | — oo, —1] U [1, +00].
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Figura 2.19: Gréfico da fungio f(x) = cosec(z).

Na restricao em causa a funcao f admite inversa, a qual serd a funcao
f1] = o0, —1J U1, 4o00[— [-7/2,7/2],

definida da seguinte forma f~'(z) = arccosec(x), cuja representacio grafica é dada
por, ver Figura 2.20.

af

Figura 2.20: Gréfico da fungdo f(z) = arccosec(x) com dominio | — oo, —1] U [1, 400 e contra-
domino [—m/2,7/2] onde y # 0.
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Teorema 2.22 A derivada da func¢ao y = arccosec(z) é dada por

dy 1

dx _|x]\/x2 -1

Demonstracao: Consultar Anton [2]. 4

De seguida vamos apresentar a Tabela 2.2 a qual contém uma lista com derivadas
de funcoes trigonométricas inversas que sao uma consequéncia da derivada da funcao
composta (também conhecida pela regra da cadeia), onde M é uma fungao que
depende da variavel x com dominio e contadominio adequado.

/ /
(arccos(M)), = f\/% (arcsin(M))/ = \/%
r M r_ M’
(arctg(M))" = T (arccotg(M))" = — TENYE
M’ ’ M’
M) = —— M) = -
(arcsec(M)) MV =T (arccosec(M)) MV

Tabela 2.2: Derivadas de funcdes trigonométricas inversas.

Observagao 2.5 Dada uma funcdo f n-vezes diferencidvel a nota¢do usual para as
derivadas de ordem superior € a sequinte:

d2

” drd
(@) = [ [f@)]] = 25 [f@)]
2 3
(@) = [ [1@)] = 5 @)

De uma maneira geral a n-ésima derivada de f (onde O = f) € dada por

(n—1) n
Lo V@] = 4

) = L - T )
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2.5 Analise de funcoes

Nesta secgao iremos usar o calculo diferencial para estudar uma fungao em termos
de monotonia, extremos, concavidades, pontos de inflexao e assimptotas.

2.5.1 Monotonia

Os termos crescente, decrescente e constante sao usados para descrever o compor-
tamento de uma fung¢ao num determinado intervalo, por exemplo, ver Figura 2.21.

e O ~

I
crezcente decrescente crescente congtante

Figura 2.21: Monotonia de uma fungao.
A definicao seguinte expressa as ideias intuitivas apresentadas na Figura 2.21.

Definigcao 2.2 Seja f uma funcao definida num intervalo I, entdo:
(a) f € crescente em I seVxi,x9 € I, x1 < x9 = f(x1) < f(22),
(b) f é decrescente em I se V1,29 € I, x1 < x2 = f(21) = f(22),

(¢) f € constante em I seVxy,x2 € I, f(x1)= f(x2).

A Figura 2.21 sugere que uma funcao diferencidvel f é crescente em qualquer
intervalo onde o seu gréfico tem rectas tangentes com declive positivo; decrescente
em qualquer intervalo onde o seu grafico tem rectas tangentes com declive negativo e
constante em qualquer intervalo onde o seu grafico tem rectas tangentes com declive
nulo. Esta observacao sugere os seguintes teoremas (os quais sdo uma consequéncia
do Teorema do Valor Médio de Lagrange - ver Teorema 2.31):

Teorema 2.23 Seja f uma fung¢ao continua em I e diferencidvel em Int(I). Se
() =0 para ¥z € Int(I), entdo f é uma fungdo constante em 1.
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Demonstracgao: Consultar Figueira [1]. 4

Teorema 2.24 Seja f uma fungao continua em I e diferencidvel em Int(I). Entao
f'(z) >0 Vo € Int(I) < fé crescente em I,

fl(x) <0 Vo € Int(I) & fé decrescente em I.

Tem-se ainda
f'(z) >0 Va € Int(I) = fé estritamente crescente em I,
f'(z) <0 Vo € Int(I) = fé estritamete decrescente em .

Demonstracao: Consultar Figueira [1]. 4

2.5.2 Concavidades e pontos de inflexao

O sinal da derivada da funcao f revela-nos os locais onde a fungao é crescente
ou decrescente, nada nos diz sobre a sua curvatura. Nos intervalos onde f tem a
curvatura voltada para cima, dizemos que a fungao f é convexa, e se a curvatura for
voltada para baixo, dizemos que a funcao f é concava.

Para funcgoes diferenciaveis a direccao da curvatura pode ser caracterizada em
termos de rectas tangentes ao seu grafico, da seguinte forma (ver Figura 2.22): (i)
o grafico de uma funcao f tem a curvatura voltada para cima nos intervalos onde o
seu grafico fica acima de suas rectas tangentes; (ii) o grafico de uma fungao f tem
a curvatura voltada para baixo nos intervalos onde o seu gréfico fica abaixo de suas
rectas tangentes.

Tendo em conta a descricao anterior temos a seguinte definigao:

Definigcao 2.3 Se a funcao f for diferencidvel num intervalo aberto I, entdo f
é conveza se [’ for uma funcdo crescente em I, e concava se f’ for uma funcgdio
decrescente em I.

Tendo em conta a definicao anterior temos o seguinte teorema:
Teorema 2.25 Seja f uma fungao duas vezes diferencidvel num intervalo aberto I.

(a) Se f"(x) >0 para Yx € I, entao f tem a concavidade voltada para cima em I.
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curvatura
voltada para cima

curvatura

voltada para abaixo
(£) ()

Figura 2.22: Concavidade de uma funcdo: na situagio (i) a funcio é convexa; na situagio (i) a
fungéo é concava.

(b) Se f"(x) <0 paraVx € I, entao f tem a concavidade voltada para baizo em I.

Demonstragao: Consultar Figueira [1]. 4

A préxima defini¢ao estd associada aos pontos onde uma funcao muda o sentido
de sua concavidade, ver Figura 2.23.

Definicao 2.4 Seja f uma funcao continua num intervalo aberto I, com xg € I.
Se f muda o sentido da concavidade em xg, entdao f tem um ponto de inflexao em
xo e chamamos ao ponto (xg, f(xo)) do grdfico da fun¢ao um ponto de inflexdo de

Tendo em conta a definigao anterior temos o seguinte corolario:

Corolério 2.1 Seja f uma funcdo duas vezes diferencidvel num ponto xy € int(I)
e xg um ponto de inflexdo da fungao f, entao f"(xg) = 0.

Demonstracao: Consultar Figueira [1]. 4

E preciso ter cuidado ao interpretar o Corolario 2.1. Este corolario diz-nos que
se um ponto é ponto de inflexao, entao a segunda derivada de f é nula nesse ponto.
A reciproca do corolario é falsa, i.e. 14 pelo facto de um ponto anular a segunda
derivada nao quer dizer que seja ponto de inflexao. Como exemplo, do que foi dito
atrds, temos a funcio f(x) = 2* cuja segunda derivada é nula em x = 0 e este ponto
nao é ponto de inflexao da funcao.

2.5.3 Extremos

De seguida vamos apresentar métodos para encontrar os méaximos e/ou minimos
relativos (extremos relativos) de uma fungao. As ideias a desenvolver tém imensas
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pontos de inflexdo

CoIlc4. para
clrna

conca. para CoIlca. para

balxo clina

Figura 2.23: Pontos de inflexdo de uma fungao.

aplicacoes quer ao mundo fisico quer ao mundo abstracto.

Definicao 2.5 Uma fungdo f tem um mdzimo relativo em xg se existir um intervalo
aberto contendo xg, no qual f(xg) € o maior valor, i.e. f(xg) = f(x) para todo o x
no intervalo. Analogamente, se diz que f tem um minimo relativo em xg se existir
um intervalo aberto contendo xqy, no qual f(xg) é o menor valor, i.e. f(xg) < f(x)
para todo o x no intervalo. Quando uma funcao f tem um mdximo ou um minimo
relativo em xq, diz-se que f tem um extremo relativo em xg.

Os extremos relativos podem ser vistos como pontos de transicao, separando
regides onde uma funcao é crescente daquelas onde a fungao é decrescente. Os
extremos relativos de uma funcao continua ocorrem ou em picos ou em pontos onde
a recta tangente ao grafico da funcao é horizontal.

Teorema 2.26 Se uma funcao f tiver extremos relativos, entao eles ocorrem ou em
pontos onde f'(x) =0 ou em pontos de nao diferenciabilidade.

Antes de demonstrar o teorema anterior convém fazer a seguinte observagao:

Observagao 2.6 Os pontos nos quais f'(x) =0 ou f € nao diferencidvel sio cha-
mados pontos criticos de f. Os pontos criticos tais que f'(x) =0 chamam-se pontos
estaciondrios de f. E importante ter cuidado com a interpretacdo do teorema an-
terior. FEste teorema afirma que os extremos relativos devem ocorrer em pontos
criticos, mas nao afirma que em todo o ponto critico deva ocorrer um extremo rela-
tivo, i.e. existem pontos criticos nos quais ndo ocorrem extremos relativos.

Demonstragao: Passando a demonstragao do Teorema 2.26. Ha duas possibilida-
des, ou f é diferencidvel em x ou nao o é. Se nao for, entao z é um ponto critico de
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f. Se f for diferencidvel em x, entdo o objectivo é mostrar que f'(x) = 0. A ideia
da demonstragdo é mostrar numa primeira fase que f’'(z) < 0, para depois mostrar
que f'(x) = 0, e como consequéncia vem o que se pretende mostrar, i.e. f'(z) = 0.
Sendo f diferencidvel em z,

f’(x) — lim f(x + h) — f(w)

h—0 h

e como consequéncia existem derivadas laterais de f em relacdo a x e temos:

fle+h) - f(z)

7'(w) = Tim, =1 (2.9)

Por hipétese, f tem extremos relativos. Suponhamos, sem perda de generalidade,
que f admite um maximo relativo em z. Entdo, existe um intervalo aberto (a,b)
contendo = no qual f(y) < f(z) para qualquer ponto y € (a,b).

De seguida iremos supor h suficientemente pequeno de tal forma que = + h €
(a,b), entao f(z+ h) < f(x), ie.

fx+h) = f(z) <0

Se h for positivo, vem
flx+h) — f(z)
h
se por outro lado h é negativo, temos

flx+h) - f(x)
h

<0, (2.11)

> 0. (2.12)

Uma expressao que nunca assume valores positivos nao pode ter o seu limite
positivo, assim pelas condigoes (2.9) e (2.11), vem

o) — 1 TEED = F@

h—0+ h

<0.

Da mesma forma, uma expressao que nunca assume valores negativos nao pode ter
limite negativo, assim pelas condicoes (2.10) e (2.12), vem

o) 1 TEER) = @)

h—0— h

= 0.
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Pelos resultados anteriores temos f/(z) < 0 e f'(x) > 0, e como consequéncia
vem f'(x) = 0. 4

Os pontos extremos relativos de uma fungao f ocorrem somente nos pontos
criticos, onde f’ muda de sinal. Além disso, se o sinal mudar de positivo para
negativo ocorre um maximo relativo e no caso do sinal mudar de negativo para
positivo ocorre um minimo relativo. O teorema seguinte esta relacionado com estes
conceitos.

Teorema 2.27 (Teste da primeira derivada) Supondo f uma fun¢do continua
num ponto critico xg e h > 0 suficientemente pequeno.

(a) Se f'(xz) > 0 para Vx €]zg — h,zo] e f'(x) < 0 para Yz €]xg,x0 + h[, entdo f
tem um mdximo relativo em xg.

(b) Se f'(z) < 0 para Vx €|xg — h,zo[ e f'(x) > 0 para Ya €]z, xo + h|, entao f
tem um minimo relativo em xg.

c) Se f'(x) tiver o mesmo sinal para Vx €|xg— h,xo| € para Vr €|xg, xo+ h|, entao
Se f'(x) ti inal N h N4 h ta
f ndo tem extremo relativo em xg.

Demonstragao: Vamos provar apenas a condigao (a). A demostragao das condigoes
(b) e (¢) fica ao cuidado do aluno. Supondo f’(z) > 0 no intervalo (a,zo) e f'(z) <0
no intervalo (g, b), o objectivo é mostrar que

f(zo) = f(x), Vz € (a,b).

Usando o Teorema 2.24, temos que a funcao f é crescente no intervalo (a, z)
e decrescente no intervalo [xg,b). Entdo, como consequéncia f(zg) > f(x) para
Va € (a,b) com igualdade apenas em xg. 4

Existe uma outra forma de verificar a existéncia de extremos relativos. Baseia-se
na observacao geométrica de que, num maximo relativo, a fun¢do é concava num
intervalo aberto contendo o ponto estacionério, enquanto que, num minimo relativo,
a fungao é convexa num intervalo aberto contendo o ponto estacionario.

Teorema 2.28 (Teste da segunda derivada) Supondo f uma fungdo duas vezes
diferencidvel num ponto xg.

(a) Se f'(xg) =0 e f"'(xg) >0, entdo f tem em xg um minimo relativo.

(b) Se f'(xg) =0 e f"(xg) <0, entdo f tem em xg um mdzimo relativo.
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(c) Se f'(xg) = 0 e f"(x0) = 0, entdo o teste é inconclusivo, i.e. f pode ter um
mdximo ou minimo relativo ou nenhum dos dois.

Demonstragao: Consultar Anton [2]. 4

Se uma funcao tem extremos absolutos, entao a funcdo em causa também tem
extremos relativos. De seguida vamos apresentar uma definicdo que nos fala sobre
extremos absolutos.

Definicao 2.6 (Extremos absolutos) Uma funcao f tem um mdzimo absoluto
num ponto xo € I, se f(xo) for o maior valor de f em I, i.e.

f(zo) > f(x), Yz el.

Da mesma forma, f tem um minimo absoluto num ponto xy € I, se f(xg) for o
menor valor de f em I, i.e.

f(zo) < f(x), Vel

Teorema 2.29 (Teorema de Weierstrass) Seja f : [a,b] — R uma fungao continua
num intervalo fechado e limitado [a,b], entao f admite nesse intervalo um mdzimo
e um minimo absolutos.

Demonstragao: Consultar Figueira [1]. 4

2.5.4 Assimptotas verticais e nao verticais

Seja f : Dy C R — R uma fungao real de varidvel real, e a um ponto de acumulacao
do dominio Dy.

(i) Diz-se que x = a é uma assimptota vertical ao grafico de f se

lim f(z) =400 V lim f(x)= +oo.

r—a™t T—a~

(74) Diz-se que y = mx + b é uma assimptota nao vertical (ou obliqua) ao gréfico de
fem x — 400 se
lim [f(:n) — (mz + b)} =0, (2.13)

T—+00

onde
m = lim @, (2.14)

r—+o00 I
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b= lim (f(z)—maz). (2.15)

r—r-+00

De forma semelhante, diz-se que y = mx + b é uma assimptota nao vertical ao
grafico de f em z — —o0 se

lim {f(a:) - (mx+b)} =0,

T—r—00

onde

m = lim —f(ac),
T——00 I

b= lim (f(z)—mz).

T—r—00

E facil verificar as condicoes (2.14)— (2.15) para o caso 2 — 400 (0 caso z — —00
fica ao cuidado do aluno).

Seja y = mx + b uma assimptota nao vertical ao grafico de f quando x — +oc.
Faca-se w(z) = f(z) — (ma +b), pela condigao (2.13), vem

lim w(z) =0.
Tr——+00

Entao, tendo em conta o limite anterior e a seguinte condicao

f@) _ @) +b

m =

temos (2.14), i.e.

m = lim M
r—+oco I

A condigao (2.15) resulta directamente da condicao (2.13).

2.6 Teorema de Rolle, de Lagrange e de Cauchy

De seguida vamos apresentar alguns teoremas fundamentais do calculo diferencial.
Assim, como a sua interpretacdo geométrica.

Teorema 2.30 (Teorema de Rolle) Sejam a,b reais, coma <b, e f:]a,b] - R
verificando:

(i) f € continua em |a,b];
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(it) f € diferencidvel em (a,b);

(#ii) f(a) = f(b).

Entao, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstragao: Sendo f uma funcao continua no intervalo limitado e fechado [a, b]
temos pelo Teorema de Weierstrass que f tem maximo e minimo absolutos, e logo
relativos. Se o maximo e minimo sao atingidos nos extremos do intervalo, como
f(a) = f(b), ter-se-a f constante e portanto para qualquer ¢ € (a,b), temos f'(c) = 0.
Caso contrario, o maximo ou minimo é atingido num ponto ¢ € (a,b). Tendo em
conta que f é diferencidvel em (a,b), e Teorema 2.26, vem que f'(c) = 0. 4

Geometricamente, ver Figura 2.24, o teorema de Rolle afirma que o gréfico da
funcao f admite pelo menos uma tangente horizontal num ponto interior de (a, b).

Figura 2.24: Interpretagio geométrica do teorema de Rolle.

O teorema de Rolle é um caso particular do teorema que se segue, o teorema de
Lagrange.

Teorema 2.31 (Teorema do Valor Médio de Lagrange) Sejam a eb reais, com
a<b,ef:la,b — R verificando:

(1) f € continua em |a,b];
(ii) f € diferencidvel em (a,b).

b
Entao, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = it

) — f(a)

b—a
Demonstragao: O teorema do valor médio de Lagrange também é conhecido pelo
teorema de Lagrange, ou entdo pelo teorema dos acréscimos finitos. A equacao da
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recta secante que passa pelos pontos A = (a, f(a)) e B = (b, (b)), ver Figura 2.25,

¢é dada por n @
_fb) — fla
y= W(SU—G)—H”(@),
e a diferenga ¥(z) entre a altura do gréfico de f(x) e a recta secante é dada por
b) —
Ia) = flz) - [W(x —a) + f(a)]. (2.16)

Como f é continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b), vem que ¥ também o é. E
além disso,

¥(a) = V(D).

Estamos em condigoes de aplicar o Teorema de Rolle a funcao ¢, i.e. existe um
ponto ¢ € (a,b) tal que ¥(c) = 0. A partir da equagao (2.16), temos

29/(38) _ f/(:L‘) _ f(bl)) : C{(a)
E, assim
19/(0) _ f’(c) B f(bl)):i(a) =0,
Pl =10t

Geometricamente, ver Figura 2.25, o teorema de Lagrange afirma que, entre dois
pontos do grafico de abcissas a e b, hd pelo menos um ponto desse grafico onde a
tangente é paralela & secante definida pelos pontos A e B. Por outras palavras,
considerando uma particula mével sobre a recta situando-se na posicao f(t) em
cada instante de tempo t, o teorema de Lagrange estabelece que pelo menos uma
vez, durante o intervalo de tempo, a velocidade instantanea é igual a velocidade
média.

Observagao 2.7 A personagem X conduz um carro numa estrada com limite de
velocidade igual a 55km/h. Pelas 8:05 um agente da autoridade cronometra a velo-
cidade do carro como sendo de 50km/h e, as 8:10 passados 5km, um sequndo agente
da autoridade cronometra a velocidade do carro como sendo de 55km/h. Explique,
usando o Teorema do Valor Médio de Lagrange, porque motivo o agente da autori-
dade tem o direito de multar a personagem X por excesso de velocidade.
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B = (b, f(¥))

|
I
I
G ¢ b

Figura 2.25: Interpretagio geométrica do teorema Lagrange.

O teorema de Lagrange é um caso particular do teorema que se segue.

Teorema 2.32 (Teorema do Valor Médio de Cauchy) Sejam a,b reais, com
a<b,egq,f:]|ab — R verificando:

(i) f e g sao continuas em [a,b];

(ii) f e g sdo diferencidveis em (a,b);
(13i) ¢'(x) # 0, Vax €la,bl.

Entao, existe ¢ € (a,b) tal que

f'le) _ f(b) — fla)
gc)  g(b) —gla)

Demonstragao: Considerando a fungao

e usando o Teorema de Rolle para esta funcao, temos o resultado pretendido. g

Interpretando f e g como dois movimentos independentes na recta real e [a, ]
como um intervalo de tempo, existe um instante de tempo ¢ €]a, b[ onde o quociente
das velocidades instantaneas, i.e.

f'(¢)

g(c)’
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coincide com o quociente das velocidades médias, i.e.

f(b) = f(a)
g(b) = g(a)”’

no intervalo [a, b].

2.7 Regra de Cauchy, e de L’Ho6pital

De seguida vamos apresentar algumas regras muito uteis para o cédlculo de certos
limites. Sempre que possivel, iremos usar a regra de Cauchy para indeterminacoes

00
do tipo 0 oo’ e a regra de L’Hopital para indeterminagoes do tipo o
00

Teor_ema 2.33 (Regra de Cauchy) Seja I C R um intervalo qualquer de R e
a € I; sejam f,g: I\ {a} — R fungoes diferencidveis e admita-se que g'(z) # 0
para x € I\ {a}. Suponha-se agora que

lim f(z) = lim g(x) =0 VvV lim g(x) = $o0,

r—a r—ra r—a

e que existe o limite
f'(@)
m

z—a g’(m) )

Entao, lim f(@)

existe e tem-se
z—a g(z)

Demonstracao: Consultar Figueira [1].

Observagao 2.8 A regra de Cauchy ainda € valida no caso em que a nao pertence
ao conjunto I, neste caso, a serd um extremo do intervalo, podendo ser +oo.

Teorema 2.34 (Regra de L’Hépital) Sejam f,g : D C R — R funcoes dife-
rencidveis em a € D; suponha-se que, nalguma vizinhanga de a, g(x) # 0, para

re (Ve(@)\ {a}) N D. Se fa) = g(a) = 0 ¢ g'(a) £ 0, entdo lim I

Jm g(az) existe e

tem-se
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Demonstracao: Consultar Figueira [1].

Observagao 2.9 A regra de L’Hépital ainda € vdlida (ver [1, 4]) mesmo que ¢'(a) =
keR e f'(a) = to0.

Agora estamos em condicgoes de resolver os seguintes exercicios.

2.8 Exercicios para aulas tedricas

1. Considere as funcoes reais de variavel real

f(z) = 3arcsin(2z — 1), g(x) = zarctg(g).

Determine o dominio e o contradominio de cada umas delas.

2. Determine as dimensoes de um rectangulo com um perimetro de 100 metros, cuja
area é a maior possivel.

3. Estude as seguintes fungoes

f(ic):i_ g(x) = )

em termos de monotonia, extremos, concavidades, assimptotas e esboce os seus
graficos.

4. Exercicios relacionados com o teorema de Rolle:

(a) Seja f(z) = a® + 42% — Tz — 10. Mostre que, no intervalo [—1,2] a funcio f
satisfaz as condigbes do teorema de Rolle.

(b) Seja g(x) =| x — 1 |. Explique porque nao é aplicavel o teorema de Rolle para o
intervalo [—1, 3].

5. Exercicios relacionados com o teorema de Lagrange:
(a) Mostre que o teorema de Lagrange é aplicdvel a funcao:
f(z) =In(1+ z), no intervalo [0,e — 1],

e determine o ponto do grafico da fungdo f em que a tangente é paralela ao
segmento de extremos (0, f(0)) e (e — 1, f(e — 1)).
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(b) Utilize o teorema de Lagrange para demonstrar que /101 estd compreendido
entre 10 e 10,05.

(c) Prove, aplicando o teorema de Lagrange,que

1
l+z<e® < ——, V€0, 1].
1—2x

6. Exercicios relacionados com o teorema de Cauchy:
(a) Sejam f e g funcgoes reais de variavel real, definidas por:
f(z) = sin(x), g(z) =z + cos(x).

Aplique o teorema do valor médio de Cauchy as fungoes f e g no intervalo
0.5].

(b) Calcule, aplicando o teorema de Cauchy, o seguinte limite

lim tg(a+z) —tg(a — x)
a—0 arctg(a + x) — arctg(a — x)’

7. Verificando a regra de Cauchy, calcule os seguintes limites:

1-— 3 1
lim ﬂ lim [zn(l n x)r, lim ( € )
z—0 T z—0+ z—=1\e? —e x—1

8. Verificando a regra de L’Hopital, calcule os seguintes limites:

1 —e2® Y i N | et -1
lim , lim - , lim ———.
=0 T a—1  sin(z —1) a—0 sin(x)

2.9 Exercicios para aulas praticas

1. Considere as funcoes reais de variavel real
1 m x
flz)=1- 5@7“0003(230 +1), g(x)= 5 2a7’ccotg(§ —1).

Determine o dominio e o contradominio de cada umas delas.
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Alcm

Figura 2.26: Caixinha de chocolates.

2. Uma caixa deve ser feita de uma folha de papelao medindo 16cm por 30cm,
destacando-se quadrados iguais dos quatro cantos e dobrando-se os lados, ver
Figura 2.26. Qual é o medida dos lados dos quadrados de modo a que a caixa
tenha volume méximo.

3. Estude as seguintes funcoes

IREARS!

F@) = Vet =302, gl) =

em termos de monotonia, extremos, concavidades, assimptotas e esboce os seus
graficos.

4. Considere a seguinte fungao f(x) = In(2e*—1). Determine o seu dominio, sentido
da concavidade e assimptotas (nota: em determinadas situacoes de célculo
aplicar a regra de Cauchy).

5. Exercicios relacionados com o teorema de Rolle:

1'2—

(@) Seja f(z) = ==

condicoes do teorema de Rolle.

Mostre que, no intervalo [—1,1] a fungao f satisfaz as

(b) Seja g(x) = cotg(x). Explique porque nao é aplicavel o teorema de Rolle para o
T
].

272

6. Exercicios relacionados com o teorema de Lagrange:

intervalo [—
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(a) Pode aplicar-se o teorema de Lagrange a fungao:

2?sin(1/x) se x#0
fz) =

0 se =0
no intervalo [0, a]?
(b) Seja f(x) =In(x). Prove, utilizando o referido teorema para a funcao f, que:

r—1<In(z®) <z -z, Vo>1.

7. Sejam f e g funcoes reais de varidvel real, definidas por:
fle)=vVz+1, g(x)=2+3.

Aplique o teorema do valor médio de Cauchy as fungoes f e g no intervalo
[0, 1].

8. Verificando a regra de Cauchy, calcule os seguintes limites:

e“tg(x) . 1/in(z)
250 sin(2x)’ xlig)l+ [(cotg(x)) }

9. Usando a regra LL’Hopital calcule os seguintes limites:

. arctg(x) )
lim ————=, lim
e—=0 T a—r/2  cos(T)

1 — sin(x)

2.10 Exercicios para trabalho de casa

1. Tendo em conta a Figura 2.27. Qual o ponto (x, f(x)) na curva f(r) = 22 para
o qual a distancia ao ponto (18,0) é minima.
2. Determine as assimptotas das seguintes fungoes:

x
x—2

f(z) = xln(e + %), g(x) =

3. Estude a monotonia e sentido da concavidade das seguintes fungoes:

1
f(x) =zet+3, g(z) =2 +In(2x? - 3).
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flz)

(z, ()

(18,0)

Figura 2.27: Distancia minima de um ponto no grafico da fungéo ao ponto (18,0).

4. Estude as seguintes funcoes
flz) =% —22% =3, g(zx) = ze®,

em termos de monotonia, extremos, concavidades, assimptotas e esboce os seus
graficos.

5. Exercicios relacionados com o teorema de Rolle:

(a) Considere a funcao f(z) = 2L\/§tg(:r) + kx, com k € R. Determine k de modo

que o teorema de Rolle seja aplicavel a fungao, relativamente ao intervalo
[7/6,7/3].

(b) Verifique se a fungao f(x) = In(sin(z)) satisfaz o teorema de Rolle no intervalo
[7/6,57/6].

6. Prove aplicando o teorema de Lagrange, que:

arcsin(z) >z, Yr > 0.

7. Sejam f e g fungoes diferenciaveis em R, tais que:

(£@) > d(@). Vo eR) A fla) = glo).
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Utilizando o teorema de Cauchy, prove que

f(x) > g(x), Vx> a.

8. Verificando a regra de Cauchy, calcule o seguinte limite:

iii% [ac(arctg(ex) — g)}

9. Verificando a regra de L’Hopital, calcule o seguinte limite:

1 _
lim 1 =05@)
z—0 x



Capitulo 3
Primitivacao

”Dai-me um ponto de apoio e eu levantarei o mundo”

Arquimedes

Caro aluno, em relacao as primitivas iremos apenas explorar um pouco mais do
que a ponta do iceberg. Temos que tentar nao cair na tentacao de transformar um
assunto belo numa coisa maguda e cheia de artificios. A ideia é perceber os assuntos
a expor e pensar sobre eles de forma a que exista um encanto entre o assunto e a
mente humana.

3.1 Definicao e algumas propriedades

No capitulo anterior estuddmos a seguinte situacdo: dada uma fungao F'(x), achar a
sua derivada, i.e. a fungao f(z) tal que f(x) = F'(x). Ao colocar a situagio inversa
o problema fica mais interessante, i.e. dada uma funcao f(x), achar uma funcao
F(x) tal que a sua derivada seja igual a f(z), i.e.

Como consequéncia, temos:

Definicao 3.1 Seja f : I C R — R uma funcdo real de varidvel real. Chama-se
primitiva de f em I a qualquer funcdo F : I C R — R derivdvel, tal que

%(F(m)) = f(z), Ve € I.

95



56 3.1 Definicao e algumas propriedades

Diz-se que f € primitivdvel em I quando f admite pelo menos uma primitiva em 1.
E usual representar-se uma primitiva de f, por

Pf(z) = F(z) ou /f(x)dx:F(x)

Tendo em conta a definicao anterior, temos

@) = - (Prw) = ([ swyis),

De seguida vamos apresentar algumas propriedades a ter em conta.
Proposicao 3.1 Seja f: I C R — R uma funcdo real de varidvel real.

(i) Se F' é uma primitiva de f, entdo F4c, em que ¢ é uma constante real arbitrdria,
ainda € uma primitiva de f.

(i) Se Fy, Fy sao primitivas de f, entao Fy e Fy diferem de uma constante real.

Demonstracao: Condigao (i): Seja ¢ € R. Para que F' + ¢ seja uma primitiva de
f, basta mostrar que

d
%<F(x) +c) = f(z), Vz € 1.
Para qualquer x € T

& (F@+e) = 5 (F0) + () = 7 (F@)

e pelo facto de F' ser uma primitiva de f, temos

%(F(m) + c) = %(F(az)) = f(z), Ve e L.

Condigao (i7): As fungoes F, F» diferem de uma constante real, i.e.
Fi(x) — Fy(z) = cts, Yz € 1,

ou seja

% (Fl(a:) - Fg(:x)) =0, Vzel

Para qualquer x €



Primitivacao 57

e, pelo facto de Fy e F5 serem primitivas de f

(A - B@) = <(A@)- 2 (Bw)

= f(z)—f(z)=0,Vz el

e assim Fi, Fy diferem de uma constante. 4

Proposigao 3.2 Sejam f,g: 1 C R — R duas fungdes primitiviveis. Entdo, temos:
(4)

/af(az)da: = a/f(x)dﬂs, Vo € R.
(i2)

/(f(:c)+g(x)>dg;:/f(x)dwr/g(x)dx‘

Demonstragao: Condigao (i): Derivando o lado esquerdo e direito da igualdade,

temos:
e et = [ i) e

ai(/f(az)d:c) = af(z).

Como as derivadas sao iguais entre si, quer dizer que a igualdade em causa difere
apenas de uma constante, é nesse sentido que a igualdade em causa deve ser enten-
dida.

Condicao (i7): Derivando o lado esquerdo e direito da igualdade, temos:

4
dzx

%( / Fa)de + / gla)dz) = %( / f(x)de) +%( / g(x)dx)

= [(x) +g(2)

[ [ (#a)+ g@)ds] = £(a) + gl
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Como as derivadas sao iguais entre si, quer dizer que a igualdade em causa difere ape-
nas de uma constante, é nesse sentido que a igualdade em causa deve ser entendida.
A expressao anterior ainda é valida para a operagao subtraccao. n

Como generalizacao da propriedade anterior, temos:

Proposicao 3.3 Sejam fi, fa, -, fn funcdes reais de varidvel real primitivdveis e
a1, q9,- -, an constantes reais arbitrdrias. Entdo,

/(alfl(x)+ + o fo(@) x—al/fl )dz + - Ozn/fn(x)dx

Demonstracao: E uma consequéncia da Proposigao 3.2. 4

3.2 Primitivas imediatas

Tendo em conta o conceito de primitiva, podemos dizer que as primitivas imediatas
sao aquelas que resultam directamente da nocgao de derivada. Sendo assim, vamos
apresentar de seguida um formulario, ver Tabelas 3.1—3.3. A esquerda figura a regra
da derivacao; e a direita figura a regra de primitivacao onde ¢ € R. Para tal, vamos
considerar M : I C R — R uma funcao derivavel, com dominio e contradominio
adequado dependendo da regra em estudo.

Além das Tabelas 3.1 — 3.3, vamos, ainda, ter em conta as primitivas imediatas
das fungoes sec(M) e cosec(M):

/M’sec(M)d:v = /M’sec(M)(jEZE ;iigg%;)daz

B / M'sec* (M) + M'sec(M)tg(M)
N sec(M) + tg(M)
= In|sec(M)+tg(M) | +c, c€R,

dzx

e da mesma forma
M) + cotg(M)
M’ Mydz = | M Ay [ Cosect d
/ cosec(M)dx / cosec )<cosec(M) + cotg(M)) v
B / M'cosec? (M) + M'cosec(M )cotg(M)
N cosec(M) + cotg(M)
= —In | cosec(M) + cotg(M) | +c, c € R.

dx
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MB+1
(M*) = aM*~ M’ /MBM’dm = +e B#—1
B+1
(eM)/:M’eM /M’eMdz’:eM-l-c
M’ M’
(In(M))' = A /ﬁdx =In(|M]) + ¢
(sin(M))/ = M'cos(M) /M'cos(M)da: =sin(M) +c¢

(cos(]V[))/ = —M'sin(M) /M'sin(M)d:v = —cos(M) +c

(arcsin(a))’ = —2L e = aresin() +
arcsin = — ———dz = arcsin c
1—M? 1— M2
, _M/ _M/
(arccos(M))" = dx = arccos(M) + ¢

1— M2 V1— M2

Tabela 3.1: Derivadas e primitivas imediatas - parte I.

3.3 Primitivacao por partes, e substituicao
A primitivagdo por partes baseia-se no seguinte:

Teorema 3.1 (Primitivagao por partes) Sejam v,u : I — R fungées reais de
varidvel real, derivdveis, e suponha-se que uv' € primitivdvel. Entdo, u'v também €

primitivdvel e
/u'vdaz = uv — /uv’dw.

Demonstracgao: Tendo em conta que as funcoes u e v sao derivaveis, temos
/ / /
(uv) =uv+uv.

Como consequéncia, vem
! / /
uv = (UU) — Uuv .
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(aM)/ = M'aMin(a), a >0 /M/aMln(a)d:v:aM +c¢ a>0
M’ M’ ,
vary = — M [ = VAT
( ) nVMn-1 nV/Mn—1
(loga (M) = : 0 1 / M e = loga(IM]) + 0 1
0ga (M) *mva> a7 mx* oga(|M|) + ¢, a>0,a #
M’ M’
tg(M)) = — = = dr=
(tg(MD)) cos2(M) /cosQ(M) v
= M'sec?(M) :/M'secz(M)dxztg(M)+c

Tabela 3.2: Derivadas e primitivas imediatas - parte II.

Usando a primitivacao na expressao anterior, obtém-se

/u'vdm = /(uv)/dx—/uv'd:v
= uv/uv’da:. s

Tendo em conta o teorema anterior, podemos fazer a seguinte observagao:

Observagao 3.1 E de aplicar a primitivacao por partes quando sabemos apresentar
a funcdao em estudo como o produto de dois factores u'v, tais que:

(i) Sabemos calcular, sem grande desperdicio de energia mental, a primitiva de u.

(ii) Sabemos calcular, sem grande desperdicio de energia mental, a primitiva do
produto uv'.

Alguns critérios para a escolha de u e v:

(#i1) Se no produto u'v existir um factor com fungoes trigonométricas ou a fungdo
exponencial, convém considerar esse factor para u'.

(iv) Se no produto u'v existir um factor com fungoes trigonométricas inversas ou a
funcao logaritmo, convém considerar esse factor para v.
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_M/ _M/
tg(M (e /7d =
(cotg (M) sin?(M) sin? (M) *
= —M'cosec?(M) = / (— M'cosec®(M))dz = cotg(M) + ¢
M’ M’
(arctg(M))/ = T2 /de =arctg(M) + ¢
, _M/ _M/
(arccotg(M))" = T / 1_"_Wdac = arccotg(M) + ¢

Tabela 3.3: Derivadas e primitivas imediatas - parte II1I.

De seguida iremos apresentar o teorema sobre a primitivacao por substituicao.
Este médodo é uma consequéncia da derivada da funcdo composta. A ideia é a

seguinte: para calcular
[ s

vamos considerar a mudanga de varidavel = = (), em que ¢ é uma fungao continua
com inversa, e com derivada continua. Entao, vem dz = ¢'(t)dt e temos

/ f(x)dz = / F(B)g (1)t (3.1)

O segundo termo na igualdade (3.1) vem em fungao da variavel ¢. Para o resultado
vir em funcio da varidvel z basta usar o facto de ¢ ser invertivel, i.e. t = p=1(z) e
substituir onde esta ¢ no resultado obtido.

Em termos mais precisos:

Teorema 3.2 (Primitivacao por subtituicao) Sejam I e J dois intervalos de
R, f: I — R uma fun¢ao primitivavel e ¢ : J — R uma funcdo diferencidvel que
aplique bijectivamente o intervalo J sobre o intervalo I. Nestas condi¢oes, a funcdo
(f o gp)gp’ ¢ primitivdvel e, designando por 6 wma sua primitiva, 6 o ¢~
primitiva de f.

é uma

Demonstragao: Seja g uma primitiva qualquer de f, entao

(gop) =(dop)e = (fop)e =0,
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e, assim (g op— 0), = 0. Como consequéncia a diferenca g o ¢ — 6 é uma constante
em J, de onde resulta que

1 1 1

(gop—0)opt=go(pop™) —fop =g—Oop !,

serd uma constante em I. Deste modo, 6 o ¢! difere de uma primitiva de f por
uma constante, e portanto § o ¢! é uma primitiva de f em I. 4

Tendo em conta o teorema anterior, podemos fazer a seguinte observacao:

Observagao 3.2 E de aplicar a primitivagcao por substituicdo quando consequirmos
encontrar uma substituicio x = (t) tal que a fungao f(p(t))y’ seja uma fungdo
que sabemos primitivar. Obtida uma primitiva (que serd uma fun¢do de t), hd que
desfazer a substituicdo, ou seja regressar a varidvel inicial, i.e. x, para tal temos
que compor o resultado obtido com t = o~ 1(x).

Tendo em conta a observagao anterior, vamos introduzir alguns critérios de es-
colha para a primitivagao por substituicao, se necessaria:

a

1. Quando aparece o factor \/a? — b2z? fazer a substituigdo x = Esin(t).
a

2. Quando aparece o factor v/ a? + b2x? fazer a substituicao x = Btg(t).

a
3. Quando aparece o factor \/b?z? — a? fazer a substituicao x = Bsec(t).

4. Quando aparece o factor e” fazer a substituicdo z = In(t).

5. Quando aparece o factor In(x) fazer a substituicio = = e’.

6. Quando aparece o factor sin(x) e/ou cos(z) usar, quando possivel, as relagoes

. 1-tg(3) . 209(3)
C1ttg(3) C1+tg2(3)

e depois fazer a substituigdo = = 2arctg(t).

m m m. ~ .
7. Quando aparece os factores Va1, Vb2 ... "Vabr em fraccio fazer a substi-
tuicao x = t%, sendo o 0 minimo multiplo comum entre my, ma, ..., My.

8. Quando aparece o factor vax? + bx + ¢, temos trés casos possiveis:
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(i) se a >0, fazer Vaz? + bx + ¢ = ax +t,
(i1) se ¢ > 0, fazer Vaz? + bx + ¢ = \/c + tz,

(iii) se a é uma rafz real de azx? + bz + ¢, fazer

Varz? +br+c= (z—a)t.

3.4 Primitivacao de fungoes racionais

A ideia é obter uma primitiva de uma funcio racional, a qual é uma funcao do tipo

P(z)
Q(x)
em que P(z) e Q(x) sdo polinémios na varidvel z. A fungdo (3.2) é prépria se o

grau do polinémio P(x) é inferior ao grau do polinémio Q(z) e imprépria no caso
contrario.

(3.2)

Se a funcao (3.2) for imprdpria, é possivel, pela divisao de polinémios, obter

P(x) R(z)
Q(x) Q(z)

em que o grau do polinémio R(x) (polinémio resto) é inferior ao grau do polinémio
Q(z) (polinémio quociente). De uma maneira geral para obter uma primitiva da
funcao (3.2), temos que em primeiro lugar reduzir toda a fungao racional imprépria
numa funcao prépria através da divisdo de polinémios. E por decomposi¢ao, o
problema fica reduzido a primitivacao de funcoes racionais proprias.

— D(z) + (3.3)

Teorema 3.3 Sejam P e @ dois polindmios com grau de P inferior ao grau de Q.
Entao,

P(z)

Q(z)

€ a soma de um numero finito de funcgoes racionais simples de dois tipos:

A i) Bx+C
(x_a)k’ [(fc—a)2+52]l

i)
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. ~ . . 2
onde os parametros A, B e C sdo constantes reais; x — a, respectivamente (x—oz) +
(2, sio os factores irredutiveis da decomposicao de Q(x), de multiplicidade > k e
> 1, respectivamente. Mais precisamente, se

Mmq

Q)= (r—a)™...(x —ap)™ [(x - a1)2 + Bﬂ ™ . [(x - ozq)2 + ﬁg} ,

entao

Pl@) s A o~ Buz+Cy
- + : (3.4)
W BT R [ ay ]

Demonstragao: Omite-se tal demonstracao, ver bibliografia. g

Naturalmente, no membro da direita desta tultima igualdade, estard ausente o
primeiro somatério se Q(x) nao tiver raizes reais; e estara ausente o segundo se Q(x)
86 tiver raizes reais; e claro estao ambos presentes se houver raizes reais e nao reais
(i.e. raizes complexas).

Trata-se agora de determinar os coeficientes A;i,, By e Cy. A anterior igualdade
reduz-se, apdés desembaracar de denominadores, a uma igualdade de polinémios e
os coeficientes em causa podem ser calculados utilizando o método dos coeficientes
indeterminados, i.e. dados os polinémios

P(z) = anz" 4 an_12" ' + ...+ a1z + ag

Q(Z]}') = b’nxn + bn—lxnil + . + bl]) —|— bo

com o0 mesmo grau n, temos que P(z) = Q(x) sse
Ap = bn, ap—1 = bn—l, N A bl, apg = bo.
Tendo em conta o Teorema 3.3, a primitiva da expressao (3.4), vem

ggi ZZ/ e +ZZ/ Bir it g,

7
—1 k=1 j=11=1 a:—aj +B]2.]

De acordo com a igualdade anterior, o problema estd reduzido a sabermos pri-
mitivar as seguintes fungoes racionais simples:

. A . Bx +C .
(1) ok (i) m, k naturais.

[(a:— oz)2 +52}m’
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A primitiva da condicdo (i): para k = 1, temos

A
/(x_a)dx—Aln(x—a)—i-c, ceR

e para os naturais k > 1,

A A k1
/(m—a)kdx:—k+1(xa) +c, ceR.

A primitiva da condigao (i7): o célculo desta primitiva pode ser feita pela seguinte
substituigao ¢ :| — 7/2,7/2[— R, definida por x = ¢(t) = a+ Stg(t). E, assim, com
a substituicao anterior temos:

[ = [ Bt

_ / [Ba + C + Bptg(t)
(B2sec2(t))™

BsecQ(t)} dt.

No caso m = 1, vem:

/[Baﬁ_‘_c-i-Btg(t)}dt = /[BO‘;CJFBZZSMM

= Ba; Ct — Bin(cos(t)) + ¢, ceR

No caso m # 1, vem:

/ [Boz + g;z_ﬂiﬁtg(t) cost*Q(t)] dt =

— Bﬂ(;n—if/cost_2(t)dt+62512/759(00052771_2(15)6#

B
_ Bﬂi:_lc / cos™ POt + gy / sin(t)cos™™3(t)dt

Ba+C 2m—2 B cos®™72(t)
T /cos M) dt — i w—"

em relagdo ao cdlculo da primitiva da funcio cos?™~2(t), basta ter em conta, que

/cos2m_2(t)dt = /cos2m_3(t)cos(t)dt,
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e aplicar a primitiva por partes tantas vezes quantas as necesséarias. De seguida, nas
situacoes anteriores, temos que regressar a variavel x, para isso basta ter em conta
que

t=¢ () = arctg(x ; 04)‘

Algumas relagdes a ter em conta de modo a obter primitivas de fungées racionais:
a substituicdo z = In(t) transforma a primitiva de

[ G

P)1
P11,
Qt) ¢
que é uma primitiva de uma funcao racional em t.
A substituigdo z = 2arctg(t) com as relagdes trigonométricas:

na de

. 1-tg(3) . 209(3)
S 1ttg(y) C1+1(3)

transforma a primitiva de

/P(sin(:c),cos(x))dx
Q(sin(z), cos(w))
na de )
2t 11—t
P2 -
/ (1+t2’1+t2) 2 .

o 2t 1—t2 1+1¢2

14+12714¢2

que é uma primitiva de uma funcao racional em t.

3.5 Algumas férmulas de recorréncia

Usando a primitivacao por partes, i.e.

/u/vdx = uv — /uv'dw,
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podemos obter algumas formulas de recorréncia. De seguida vamos considerar alguns
casos concretos de primitivacao por recorréncia.

A primitivacao de polinémios multiplicados por €%, i.e. z¥e® com k um nimero
natural. Por partes, facamos

obtém-se uma férmula de recorréncia, que permite descer até

/egcda: =e”.

A férmula de recorréncia é a seguinte:

/exxkdx =%k — k/ex:ckldx.

A primitivacio de polinémios multiplicados por sin(z) ou cos(z), i.e. zFsin(x) ou

z¥Fcos(z) com k um ntimero natural. Por partes, obtém-se férmulas de recorréncia,

que permite descer até
/sm(aj)dx = —cos(x), /cos(x)d:v = sin(x).

A férmula de recorréncia é a seguinte: para v’ = sin(z) e v = 2, temos
/xksin(:p)daz = —zFeos(x) + k/xk_lcos(x)d:v,

e para u' = cos(z) e v = z¥, temos
/$kcos(x)dx = 2Fsin(x) — k:/xk_lsin(x)da:.

Seja k um natural, com k > 2. Primitivacao de poténcias do sin(x) ou do cos(x).
No caso de sin®(z). Ao considerar,

/sz’nk(m)daj = /sin(m)sink_l(x)daz,
e primitivando por partes com v’ = sin(z) e v = sin*~!(x), tem-se

/sink (z)dx = —cos(z)sin"*~(z) + (k — 1) /sinkfz(x)cof(x)dx

—cos(z)sin* " (z) + (k — 1) / sin®~2(z) (1 — sin? )dm
= —cos(x)sin®* Y (x) + (k — 1)/sm 2(z)dx — /sm
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Resolvendo esta equagio em relagao a varidvel [ sin*(z)dz, obtém-se a seguinte
férmula de recorréncia

1 k—1
/sink(:v)dx = —zcos(:v)sink_l(:v) + 5 sin®~2(z)dx.

Quanto a cos*(x), ao considerar
/cosk(a:)dx = /cos(w)coskl(x)daf,

e usando primitivas por partes com u' = cos(x) e v = cos*~!(z), obtém-se, usando
o critério anterior, a seguinte férmula de recorréncia

1 k—1
/cosk(x)d:v = %sin(x)cosk_l(x) + % cos* 2 (x)dzx.

No caso
/lnk(x)d:c, keN,

ao usar a primitivacao por partes com v’ =1 e v = lnk(x), tem-se
1
/lnk(z)dx = zlnf(z) — /kmlnk_l(x)cm
T
= zln®(z) — k/lnkl(x)da:.

De seguida, vamos considerar as primitiva de tg¥(z) e cotg®(x) para k > 1
natural. No caso da tg*(z) ao considerar a relacio

tg*(z) = sec*(x) — 1,
tem-se

/tgk(:z‘)dx = /tgk_g(m)tQQ(:r:)d:r
_ / tg"2(2) (sec?(z) — 1)da
/

tg" 2 (x)sec? (z)dx — /tgk_z(x)dx

k=14
tgk_(l ) _ /tgk_2(x)da:.
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No caso da cotg¥(x) ao considerar a relacio
cotg®(z) = cosec?(z) — 1,

tem-se, ao utilizar o critério anterior

okl
/cotgk(x)d:v = _cog_l(x) - /cotgk_Q(ac)dx.

Para terminar, vamos considerar para m,n inteiros positivos a seguinte primitiva
/sinm(:c)cos"(a:)dx.

Esta primitiva pode ser calculada usando um dos trés procedimentos dados na Tabela
3.4:

[ [[ Procedimento i Identidade I

separar um factor cos(x)
n impar || aplicar a identidade apresentada cos?(z) = 1 — sin?(x)
fazer a substituigao t = sin(z)

separar um factor sin(z)
m {mpar || aplicar a identidade apresentada sin?(x) = 1 — cos?(x)
fazer a substituicdo t = cos(x)

usar a identidade apresentada cos?(x) = %(1 + cos(2))
n,m par para reduzir as poténcias
do sin(x) e cos(x) sin?(z) = %(1 — cos(2x))

Tabela 3.4: Critérios a ter em conta para calcular a primitiva de [ sin™ (z)cos™(z)dz, com m e
n inteiros positivos.

3.6 Exercicios para aulas tedricas

1. Considere a seguinte funcao real de varidvel real

r se >0

fz) =

—x se <0

estude a primitiva de f em R.
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. Determine a familia das seguintes primitivas imediatas, indicando um intervalo
onde seja valido essa primitivagao:

arctg(zx)

/\/13176139, /(€3m+008(21‘))d.7}.

. Determine o intervalo I C R e uma fungao f : I — R, tal que
! 2 1
f'(x) =32"+ =, com f(1)=2.
x
. Utilize o método da primitivagao por partes para determinar as seguintes primi-

/ln(w)dm, /wexdm, /aczcos(:c)da:, /excos(x)dx.

. Utilize o método da primitivagao por substituicao para determinar as seguintes

primitivas:
1
V1—22d ——d
/ reax, /1_’_\/5 €Ly

tivas:

In(x) 8
/ x(In?(z) + 1)d:n, / Va2 — 9dm.

. Primitivas de fracgoes racionais:

1 z3
—d —d
/m24 * /332+1 *

/ z—8 dm/ 3r—7 i
x3 —A4x?2 + 4z 34244 +4

. Primitivas sem indica¢ao do método:

1 .
d sin(x) d
/sin(m)cos(w) “ /e cos(w)dz,

/1f%dx, /\/(xfwdx.



Primitivacao 71

3.7 Exercicios para aulas praticas
1. Considere a seguinte fungao real de varidvel real
r+1 se 220
flz) =
-1 se <0

estude a primitiva de f em R.

2. Determine a familia das seguintes primitivas imediatas, indicando um intervalo
onde seja valido essa primitivagao:

/xlnl(x)dx, /sin(3x)dm,

3
/ln (:U)dx’ / 2x e
T 1—(22+1)?

3. Determine o intervalo I C R e uma fungao f : I — R, tal que

f"(z) =2+ €%, com f(1)=1, f(0)=2.

4. Utilize o método da primitivacao por partes para determinar as seguintes primi-

tivas:
/arctg(x)da:, /xZewdx, /:Usin(a:)dx, /SiTZQ(LE)dSL‘.

5. Utilize o método da primitivagao por substituicao para determinar as seguintes
primitivas:

1 e3” x2
V4 — z2d —_—] d de.
/ v I/\/:Em $’/e2x+1$’/mx

6. Primitivas de fracgoes racionais:

1'2 X
d d
/x—l - /(x—l)(a:+1>2 -
.'EQ 565
S (S
/x2—2x—|—5 x’/xQ—l v
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7. Primitivas sem indicacao do método:

/sin(m)cos(w)dw, /sin3(a¢)dw,

/ ! dz Votl dz
+a)Val+z+1 ) VaT+ Vs

3.8 Exercicios para trabalho de casa
1. Considere a seguinte fungao real de variavel real
1 se >0
flz) =
0 se z<0

estude a primitiva de f em R.

2. Determine a familia das seguintes primitivas imediatas, indicando um intervalo
onde seja valido essa primitivagao:

X
2% T g
/ . /3302—1—6 v

| g [ st @eostads

3. Determine a funcao f, tal que

Fz) = 2 com f(e?) = 6, f(4) = —3/4.

x?’

4. Utilize o método da primitivacao por partes para determinar as seguintes primi-

tivas:
/cosz(x)da:, /xzsin(x)dx,

/x3(ﬂv2 + l)mdx, (m # —2,-1), /\/lx?)ﬁda:
—x
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5. Utilize o método da primitivagao por substituicao para determinar as seguintes
primitivas:

Vet —1d A3,
€~ a, VI— 2 T

cos(v/x) / e’

LV — =z
vz 0 i

6. Primitivas de fracgoes racionais:

1 2z — 3
/$3+1dx, /3:2(372+2)d$’
/ 24+ —2 d /3x4+3x3—5x2+x—1

dx.
3m3—w2+3w—1x 24+z—2 v

7. Primitivas sem indicacao do método:

/ vsin(22)dz, / Nﬁdm,
/Sin2($)0082($)dx, /a:an(x)dx.

8. Determine a primitiva da funcao
r+4
AR
cujo grafico passa pelo ponto (0, 1).
9. Determine a fungao f definida em | — 1, +o00[, tal que

, _ 2x . _
F@) = i aasay LnS@ =0
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3.8 Exercicios para trabalho de casa




Capitulo 4
Integracao

”I have discovered a truly marvelous demonstration of this
proposition which this margin is too narrow to contain”

Pierre de Fermat

O cdlculo integral é um instrumento natural e poderoso para a investigagao em
vérias areas, tais como a matematica em geral, a fisica e a mecanica entre outras.
Intuitivamente o integral de uma funcao f, nao negativa, definida num intervalo
[a,b] pode interpretar-se como sendo a drea da parte do plano Ozy limitada pelo
grafico da fungao f, as rectas verticais x = a e = b, e o eixo Oz, ver Figura 4.1.

As férmulas para as areas de figuras bésicas, tais como rectangulos, poligonos e
circulos datam dos primeiros registos sobre a matematica, i.e. a mais de dois mil
anos. A primeira tentativa real, para além do nivel elementar no cédlculo de &reas,
foi feito pelo matemético grego Arquimedes (287-212 a.C.), o qual arquitectou uma
técnica engenhosa (método de eraustdo) para calcular a drea de regides limitadas por
vérios tipos de curva. As ideias fundamentais deste método sdo elementares e podem
descrever-se do seguinte modo: dada uma regiao cuja area se pretende determinar,
inscrevemos nela uma regiao poligonal que se aproxime da regiao dada e cuja area
seja conhecida e de cédlculo facil. Em seguida, escolhemos outra regiao poligonal que
dé uma melhor aproximacgao e continuando este processo tomando linhas poligonais
com cada vez maior numero de lados, de modo a preencher toda a regidao a qual se
prentende calcular a area, ver por exemplo Figura 4.2.

Depois de Arquimedes, o desenvolvimento do método de exaustao teve que es-
perar quase 18 séculos até que o uso de simbolos e técnicas algébricas se tornaram
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0

Figura 4.2: O método de exautdo aplicado a uma regido semicircular, ver Apostal [6].

parte usual da matemaética.

Depois desta visita ao passado, coloca-se a questao fucral:

Como calcular a drea descrita na Figura 4.17

Para determinar a &area descrita na Figura 4.1, com uma certa aproximacao,
vamos considerar dreas de rectangulos como indica a Figura 4.3. No caso (i) o
célculo da drea vird aproximada por defeito enquanto no caso (i) vird por excesso.
Quanto maior for o nimero de rectangulos melhor serd a exactidao do calculo.

A area exacta serd o limite para que tende a soma das areas dos rectangulos
quando o seu nimero aumenta indefinidamente, enquanto o comprimento das bases
tende para zero. De seguida iremos formular em termos matemaéticos as ideias
expostas anteriormente.
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°he e N

Figura 4.3: Aproximacio da 4rea pretendida por 4reas de rectangulos: (i) célculo da 4rea por
defeito; (ii) cdlculo da drea por excesso.

4.1 Integral de Darboux e de Riemann

Antes de iniciarmos o estudo sobre o integral de Darboux e de Riemann, iremos
introduzir alguns conceitos essenciais para o nosso estudo:

Definigao 4.1 Seja A um subconjunto nao vazio de R.

1. Diz-se que um elemento de m de R € um majorante de A, se € majorante de todos
os elementos de A, i.e.

m € majorante de A se m > x, Vx € A.

2. Diz-se que A € majorado em R, se existe em R pelo menos um majorante de A,
i.e.
A é majorado em R se Am e R: m >z, Vx € A.

3. O elemento m é o mdximo de A, se m é um magjorante de A, que pertence a A,
1.e.
m € mazximo de A sem € A N m >z, Ve € A.

4. O menor dos majorantes de A designa-se por supremo de A.

Definigao 4.2 Seja A um subconjunto nao vazio de R.

1. Diz-se que um elemento de m de R é um minorante de A, se é minorante de
todos os elementos de A, i.e.

m é minorante de A se m < x, Vo € A.
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2. Diz-se que A é minorado em R, se existe em R pelo menos um minorante de A,
i.e.
A € minorado em R se 3m eR: m < x, Vx € A.

3. O elemento m € o minimo de A, se m € um minorante de A, que pertence a A,
i.e.
m € o minimo de A seme A N m<zx Ve € A.

4. O maior dos minorantes de A designa-se por infimo de A.

Seja [a,b] um intervalo de R. Chamamos parti¢iao de [a,b] a qualquer conjunto
de pontos

P = {xo,xl,mg,...,xn_l,xn},
com

a=z0 <1 <T2<...<ZTp_1< Ty =>b.

Com a partigdo P dividimos o intervalo [a,b] em n subintervalos com amplitudes
Ar; =x; —xi1,comi=1,2 ..., n.

Definicao 4.3 Dadas duas partigoes Py e Py do intervalo [a,b], dizemos que Py €
mais fina que P; quando qualquer ponto de P € ponto de Ps.

Seja f uma fungao real continua, limitada e definida no intervalo [a, b]. Para cada
parti¢ao P do intervalo [a, b], ver Figura 4.4, temos: os comprimentos das bases dos
rectangulos dadas por

¥ K ; ¥ () M, T
My e My
_ | |/
& Hh

O Tyl g @y ree Xp_gd, o @ Ty T Ty Tn
AV N e Az, Ay ce e Ag,

Figura 4.4: Processo de aproximagdo da drea pretendida por dreas de rectangulos: (i) calculo da
area por defeito; (ii) célculo da drea por excesso.
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Ax1 =21 — g, DTy =29 —T1, ..., DTy = Ty — Tp_1,
e, temos ainda o infimo e o supremo da fungao para cada base dos rectangulos
mq o infimo e M; o supremo de f no intervalo [z, z1],

mg o infimo e My o supremo de f no intervalo [z1, 23],

my, o infimo e M,, o supremo de f no intervalo [x,_1, x,],

ou seja
m; = inf  f(x), M= sup f(z),i=1,2,3,...,n.

€[z 1,24 z€[Ti—1,%;5

Definicao 4.4 Ao maior dos comprimentos das bases dos rectangulos Ax;, i =
1,2,...,n chamaremos comprimento da particio, designando-o por | P |, definido
da seguinte forma

P = Ax;t.

| P | m;ax{ i}

Chamamos soma inferior de Darbouxr da funcao f relativa a particio P ao
numero dado por

Sp(f)=>_ milm;,
i—1

i.e. é a soma das dreas dos rectangulos inferiores ao grafico da funcao f, ver (i) em
Figura 4.4. E da mesma forma, chamamos soma superior de Darbouz da funcdo f
relativa a particdo P ao ntimero dado por

Sp(f)=>_ M~
i=1

i.e. é a soma das dreas dos rectangulos superiores ao grafico da fungao f, ver (i)
em Figura 4.4.
E imediato verificar (ao cuidado do aluno) que

Sp(f) < Sp(f)

para toda a particdo P de [a,b]. Assim como as seguintes proposicoes:
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Proposicao 4.1 Sejam P e Py particoes quaisquer de [a,b], sendo P> mais fina
que Py, entao tem-se

§P1(f) <§P2<f)7 §P1(f) = SPQ(f)7

1.e. & medida que passamos para particoes mais finas, as somas inferiores crescem
e as somas superiores decrescem.

Demonstragao: Ver Sarrico [4]. 4

Proposicao 4.2 Seja f uma fungdo definida e limitada no intervalo [a,b], (i.e.
m < f(x) < M, Vz € [a,b]) e P uma particao qualquer de [a,b], entdo

m(b—a) < Sp(f) < Sp(f) < M(b—a).

Demonstragao: Como exercicio proposto aos alunos. Ver bibliografia. 4

Proposicao 4.3 Seja f uma fungao definida e limitada no intervalo [a,b]. Consi-
dere duas particoes quaisquer Py e Py de [a,b].

1. Mostre graficamente que se Py € um refinamente de Py, entdo

Sp (f) < Sp,(f) < Sr(f) < Sp(f).

2. Demonstre analiticamente a alinea anterior.
Demonstracao: Como exercicio proposto aos alunos. Ver bibliografia. 4

Tendo em conta as somas de Darboux, podemos definir o integral de Darboux:
define-se integral inferior de Darboux de f no intervalo [a,b] e representa-se por

/abf(:r)da:

como o supremo das somas inferiores relativamente a todas as partigdes P do inter-
valo [a, b], i.e.

b
/ f(x)dz = sup Sp(f).
Ja_ P
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Analogamente, define-se integral superior de Darboux de f no intervalo [a, b], por

b
| #ade = ingSp(),

i.e. é o infimo das somas superiores para qualquer particao P do intervalo [a, b].
Quando os integrais superior e inferior de Darboux no intervalo [a, b] coincidem,

[ se= [ s

a funcao f diz-se integravel no sentido de Darboux.

i.e.

Proposicao 4.4 Seja f uma fungdo definida e limitada no intervalo |a,b], e P uma
particao qualquer de [a,b], entdo

b s
Sp(f) < [ fa)ds < [ f@)in <Sp().

Demonstragao: Como exercicio proposto aos alunos. Ver bibliografia. 4

De seguida vamos apresentar as somas de Riemann. Considere-se uma partigao
P do intervalo [a, b], i.e.

P ={zg,21,32,..., 801,20}

e escolhe-se arbitrariamente um elemento &; € [x;—1,2;], i = 1,2,...,n em cada um
dos intervalos da particdo. A soma

Sp(f) = f(&) A,
=1

é designada por soma de Riemann relativa é funcao f no intervalo [a, b] associada &
particao P e & escolha arbitraria de &, i = 1,2,...,n, nos subintervalos da particao,
ver Figura 4.5.

A proposigao seguinte relaciona as somas de Darboux com as somas de Riemann.

Proposicao 4.5 Seja f uma fungdo definida e limitada no intervalo |a,b], e P uma
particao qualquer de [a,b], entdo

Sp(f) < Sp(f) < Sp(f)-
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¥ ; Fi&a)
f(‘f‘l-//r'l'f : [ 1
.--""".Ir I | : |
| Ik
&) Ja) | | ] e
0 Ty | T @y v Taogmy,
Ay P A,

Figura 4.5: Somas de Riemann.

Demonstragao: Como exercicio proposto aos alunos. Ver bibliografia. 4
De seguida vamos definir o integral de Riemann.

Defini¢ao 4.5 Diz-se que uma fungao f : [a,b] — R € integrdvel a Riemann ou
R-integrdvel, se existe um nimero real I satisfazendo a sequinte condi¢do:

V6>0,3>0,|Pl<e:|Sp(f)—1|<0, (4.1)

para toda a particio P de [a,b] e qualquer que seja a escolha dos pontos & €
[l’i_l,l‘i], 1= 1,2, oy

Exprime-se a condigao (4.1) da seguinte forma: existe o limite das somas de
Riemann quando o comprimento da particao tende para zero, i.e.

lim S —I.
Hm r(f)

Note-se que, quando | P |— 0, o nimero de intervalos em que [a, b] fica decom-
posto tende para infinito, i.e. n — +o00. O nimero I é designado por integral de
Riemann ou integral definido de f em [a,b] e representa-se por

/f )dx = hm Sp(f): lim Sp(f) =1,

n—-+o0o
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onde f é a funcao integranda, x a varidvel de integracao e a,b os extremos de

integracao do intervalo de integracao. O valor do integral depende apenas da fungao

f e do intervalo [a, b], sendo totalmente independente da varidvel de integracao.
Como consequéncia da exposicao anterior, temos alguns resultados importantes:

Teorema 4.1 Seja f : [a,b] = R uma funcao limitada em [a,b]. Entdo, sdo equi-
valentes:

1. f € integrdvel no sentido de Darboux no intervalo [a,b], i.e.

/ab f(z)dz = /abf(x)dx.

2. Para todo 6 > 0, existe uma particio P de [a,b], tal que

Sp(f) = Sp(f) <0 (4.2)

3. Para todo § > 0, existe € > 0 tal que a desigualdade (4.2) é verificada para toda
a particao P de [a,b] tal que | P |< e.

4. f € integrdvel no sentido de Riemann no intervalo [a,b], e tem-se

/abf(x)dx = /abf(:c)d:r - /abf(:r)dx.

Demonstracao: Ver Figueira [1]. 4
Teorema 4.2 Seja f : [a,b] — R uma func¢do limitada em [a,b]. Se f € continua
em [a,b] entao f é Riemann integrdvel no intervalo em causa.
Demonstracao: Ver Sarrico [4]. 4
Nem sé as funcoes continuas sao integraveis como mostra o teorema seguinte:

Teorema 4.3 Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada em [a,b]. Se f é mondtona
em [a,b] entao f é Riemann integrdvel no intervalo em causa.

Demonstracao: Ver Sarrico [4]. 4
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Observagao 4.1 Por convenc¢ao vamos considerar

/ ") =0,

1.e. sempre que oS extremos de integracdo sejam iguais, tem-se que o integral em
causa € nulo.

4.2 Algumas propriedades do integral de Riemann

Nesta seccao iremos apresentar algumas propriedades importantes do integral de
Riemann, as quais irao ser de grande utilidade para o calculo integral.

Teorema 4.4 Se uma fungdo f é Riemann integrdvel em [a,b] e c € R, entao cf €
Riemann integrdvel em |[a,b], e tem-se

/ab cf(z)da = c/abf(x)daz.

Demonstracao: Tendo em conta o integral de Riemann, temos

n n

b
/a cf(z)dx ul)i‘ri}lOZcf(fi)Axi = nETchf(fz)Axl

i= =1

n

= c/abf(x)da:. t

Teorema 4.5 Como consequéncia do Teorema 4.2 a funcao constante f(x) =k €
uma fun¢ao Riemann integrdvel no intervalo [a,b], com k € R. Entdo, tem-se

b
/ f(x)dx = k(b — a).

Demonstracao: Sem perda de generalidade, vamos considerar uma partigdo de
[a,b] com a mesma amplitude intervalo a intervalo, i.e.
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Entao, pelo integral de Riemann, vem

b b
/af(x)dx = /akd:c—ngr}rlOOZkAxl

— kngrfm;Axi

_ kngffoo<b_a+b_a b—a)

+ .+
n n n

n termos

= k lim (M>

n—-+oo n

= k(b—a). M

Teorema 4.6 Sejam f1, fo fungoes Riemann integrdveis em [a,b], entdo fi + fo €
Riemann integrdvel em [a,b], e tem-se

/ab (fi(x) + fa(x))dz = /ab fi(z)d + /ab fo(z)dx

Demonstracao: Tendo em conta o integral de Riemann, temos

b
| (h@)+ pe)ar = tim _(M®+ﬁ@0&m

= lim Zfl &) Ax; + hm ng &) Ax;

n—-+o00

:lfﬁmM+Lﬁmmm

Teorema 4.7 (Integragao por decomposicao) Sejam fi, fa, ..., fn fungées Riemann
integrdveis em [a,b] e aj, a9, ..., an € R, entdo oy fi +asfo+...+anfn € Riemann
integravel em [a,b], e tem-se

/ab (alfl(a:)+...~|—anfn(x))dx:al/abfl(m)da:+. / fo(

Demonstragao: Basta aplicar sucessivamente os Teoremas (4.4) e (4.6).
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Teorema 4.8 Seja f uma fungdo Rz’emcmn integrdvel em [a,b] e ¢ €]a,b[, entdo f
¢ Riemann integrdvel em [a,c] e em [c,b], e tem-se

/f M_/f m+/f

Demonstragao: Ver Piskounov [9]. 4

Teorema 4.9 Sejam fi, fo fungoes Riemann integrdveis em [a,b] e fi(z) < fa(z)

para Vx € [a,b], entdo
b b
/ fi(x)dz < / fo(z)dx

Demonstragao: Tendo em conta que —fs é uma funcdo Riemann integrdavel em
[a,b] (ver Teorema 4.4), temos que f; — fo é uma fungdo Riemann integrével no
intervalo [a, b] (ver Teorema 4.6). Entao,

b n
/ (A@) = h@)ds = tim S (A(&) - f(E) A

n——+oo
i=1

n

- nggloo (f1(&) — f2(&)) Dy
i=1 \_;6_/ \;}/
< 0,

i.e. , .
/fl(fﬂ)d93</ fa(x)dz. 4

Teorema 4.10 Seja f uma fungdo Riemann integrdvel em [a,b] e f(z) > 0 para

Vx € [a,b], entdo
b
/ f(x)dx >0

b n
[ t@ds = tim > fe)o

n——+00 4

Demonstragao:

=1
n

- Y e
=1 S5 >0

WV
o
>
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Teorema 4.11 Seja f uma fung¢do Riemann integrdvel em [a,b], entdo | f | é in-
tegrdvel a Riemann e tem-se

I/abf(x)dmg /ab|f(:c) | dx.

Demonstragao: Ao cuidado do aluno como exercicio. Ver bibliografia.

Teorema 4.12 Seja f uma fungdo Riemann integrdvel em [a,b], e limitada em
[a,b], i.e. | f(z)| < M, Vz € [a,b], entao

b
| / f(@)dz |< M(b— a).

Demonstragao: Ao cuidado do aluno como exercicio. Ver bibliografia. 4

Teorema 4.13 Se f é um fun¢do Riemann integrdvel e limitada em [a,b], i.e.
m < f(x) < M, paraVzx € [a,b],

entao, tem-se

b
m(b—a)é/ flx)dx < M(b— a).

Demonstragao: Ao cuidado do aluno como exercicio. Ver bibliografia. 4

Teorema 4.14 Seja f uma fungdo Riemann integrdvel em [a,b], entao

/abf(x)da: = - /baf(:c)dx.

Demonstragao: Ao cuidado do aluno como exercicio. Ver bibliografia. 4

Teorema 4.15 Seja f uma fungdo Riemann integrdvel em [a,b], entao:

1. Se f é uma funcao par, temos

b —b
/ flz)der = — f(x)dz.

—a
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2. Se f € uma funcdo impar, temos
b —b
/ f(z)dx = f(x)dx.

Demonstragao: Ao cuidado do aluno como exercicio. Ver bibliografia. 4

Observagao 4.2 Uma fungdo f com dominio Dy diz-se uma fungdo par se
f(x) = f(—x) para Vo € Dy,

e da mesma forma diz-se que f € uma funcao impar se
f(x) = —f(—x) para Vx € Dy.

Teorema 4.16 Seja f uma fungdo Riemann integrdvel em [a,b], entao

—b b
f(z)dz = —/ f(—x)dx.

—a

Demonstracao: Ao cuidado do aluno como exercicio. Ver bibliografia. 4

Teorema 4.17 (Desigualdade de Schwartz) Sejam f, g fungoes Riemann inte-
grdveis em |a,b], entdo

< / bf(:c)g(x)dx)2 < / b F(z)dw / ’ g*(z)dz.

Demonstragao: Consultar bibliografia. 4

4.3 Teorema fundamantal do calculo integral e féormula
de Barrow

Ea ligacao entre os conceitos integracao e primitivagao que nos permite um notével
avanco em termos de calculo.

Seja f : I C R — R, com a € I uma funcao Riemann integravel em todo o
subintervalo I de R.
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Definigao 4.6 Chamamos integral indefinido de f em I a funcdo
F:I—-R,

definida da sequinte forma

Fla) = / " fydt, Ve el

Como consequéncia da definicao anterior podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4.18 (Teorema Fundamental do Célculo) Seja f uma funcio Rie-
mann integrdvel em [a,b]. Entao a fungdo F : [a,b] — R definida por

mwz/ﬁww

é continua em |a,b]. Além disso, se f for continua em xy € [a,b], F € diferencidvel
em xg e tem-se

F'(x0) = f(x0).

Demonstragao: Vamos em primeiro lugar demonstrar a continuidade da fungao F'
para Vzq € [a,b], i.e.

V6>03e>0 |z —xo|<e=| F(z)— F(x) |< 9.

Tendo em conta todas as propriedades dadas até ao momento, temos

[ rwde— [ )
= 1 [ rwar= ([ s [T e

=1 [ s

< M|z—x|

| F(z) — F(xo) |

pois f é limitada no intervalo [a,b], i.e. | f(x) |< M, para Vz € [a,b]. Tendo em
conta que | z — zg |< €, temos

| F(z) — F(zo) [<K M | x — x0 |< Me.

Tomando § = Me, temos que existe € = % > 0, e assim fica provado a continuidade
de F em [a,b]. Para consultar o resto da demonstragao, ver Sarrico [4]. 4

Como consequéncia do teorema anterior, temos:



90 4.3 Teorema fundamantal do calculo integral e férmula de Barrow

(i) Toda a funcgéo f continua em [a,b] é primitiviavel em [a,b], e uma primitiva de
f ¢é dada por

Fo) = [ s,
devido ao facto de F'(x) = f(x) para Vx € [a, b)].

(7¢) Um método pratico para o calculo de integrais de fungdes continuas, i.e.
b a b
F(b) - Fla) = / F)dt — / F#)dt = / F)dt.

(7i7) A possibilidade de derivar rapidamente fungoes do tipo

F(z) = / " f(yt,
- f()

onde f é continua, da forma F'(z) =

(7v) Como generalizagao de (7it), para

temos

F'(x) = f(M(z))M'(z) — f(P(x))P'(z),
onde M (z), P(x) sao fungoes de z.

A condigao (ii) pode-se formular da seguinte forma:

Teorema 4.19 (Férmula de Barrow) Seja f : [a,b] — R uma fun¢do Riemann
integravel e primitivdvel em [a,b]. Representando por F uma primitiva de f, tem-se

b

b
/a fa)dz = [F(x)] = F) - F(a).

a

Demonstracao: Consultar Figueira [1]. 4

b
Observagao 4.3 O simbolo [F(x)} € conhecido por simbolo de Barrow, o qual tem

o sequinte significado
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4.4 Integracao por partes e substituicao

Nesta seccao vamos apresentar resultados tteis andlogos aos teoremas da primi-
tivacao por partes e por substituicao.

Teorema 4.20 (Integragao por partes) Se f,g : [a,b] — R sdo fungées cujas
derivadas sio Riemann integrdveis em |a,b], entdo

b b
[ @@ = [f@g@)], - [ F@gws
b
— 1)) - f(@g(@) ~ [ @)z

Demonstragao: Ver Sarrico [4]. 4

Teorema 4.21 (Integracao por substituicao) Seja uma das hipdteses:

H1. f : [a,b] = R continua e ¢ : [c,d] — [a,b] diferencidvel com ¢' Riemann
integrdvel em [c,d];

H2. f:[a,b] = R Riemann integrdvel e ¢ : [¢,d] — [a,b] mondtona com ¢’ Riemann
integrdvel em [c,d];

entao para a = ¢(c) e b = ¢(d), tem-se

/f d:c—/f

Demonstracgao: Consultar Figueira [1].

4.5 Teoremas da média do calculo integral

Nesta seccao vamos desenvolver algumas propriedades bésicas dos integrais definidos,
conhecidas como teoremas do valor médio para integrais.

Teorema 4.22 (Primeiro Teorema da Média) Seja a sequinte func¢ao f : [a,b] —
R uma fungdo continua. Entao, existe ¢ € [a,b] tal que

/f F() (b~ a).
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Demonstracao: Para
F) = [ st

o Teorema fundamental do célculo garante as condic¢oes de aplicabilidade do Teorema
de Lagrange a funcao F' no intervalo [a, b]. Logo, existe ¢ € [a, b] tal que

F(b) — F(a) = (b— a)F'(¢) = (b — a)f(c).

Pelo facto de F(a) = 0, da igualdade anterior temos

b
/ f(@)dz = £(e)(b— a). 4

Figura 4.6: Interpretacio geométrica do primeiro teorema da média.

O primeiro Teorema da Média diz-nos que a area da regiao do plano compreen-
dida entre o grafico da fungdo f, o eixo das abcissas e as rectas verticais * = a e
x = b é igual a drea de um rectangulo com altura f(c) e largura b — a, onde ¢ €]a, b|,
ver Figura 4.6.

Teorema 4.23 (Segundo Teorema da Média) Sejam as fungéoes f,g : [a,b] —
R com f uma funcdo continua. Se g € Riemann integrdvel e ndo muda de sinal em
[a,b], entdo existe ¢ €]a, b tal que

[ty =1 [ gtorar

Demonstracao: Consultar Sarrico [4].
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4.6 Exercicios para aulas tedricas

1.

Considere a funcao f definida e limitada em [a,b]. Mostre que para qualquer
partigdo P de [a,b] se tem

m(b—a) < Sp(f) < Sp(f) < M(b - a)

onde m e M séao respectivamente o infimo e o supremo da fungao f em [a, b].

. Calcule as somas de Darboux da seguinte funcao f(xz) = x em [2,4] com a de-

composicao P = {2, 2.5,3, 3.5,4}.

Verifique que a funcao
1 se reQ
flz) =
0 se zeR\Q
nao é integravel a Darboux no intervalo [1, 3].
3

Calcule a soma de Riemann da seguinte fungao f(z) = 2° em [1, 2] com a decom-
posicao P = {1,1.1,1.3,1.6,1.9,2}.

. Determine utilizando a definicao de integral de Riemann os seguintes integrais

b b
/ e*dr, / kdx.
0 0

Determine o valor dos seguintes integrais definidos:

3 2 1 3
/ (z + €")dz, / In(x)dx, / V11— 2%dx, / 3 1
1 0 2

—1 e — X

dx.

Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais da funcao:

Fla) = /1 " In(t)dt.

x
Considere a fungao F(x) = / tsin(t)dt, determine usando a regra de Cauchy o
0

seguinte limite

F
lim (Z;) .
z—0 X
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9. Indique o valor médio da fungao h(x) = 2 + 3cos(z) no intervalo [—m, 7).

10. Utilizando a desigualdade de Schwarz, determine um majorante do seguinte
integral

2
/ v+ 2dx.
1

4.7 Exercicios para aulas praticas
1. Se f é um fungao Riemann integravel e limitada em [a, b], i.e.
m < f(z) < M, para Vz € [a,b],

entao, tem-se
b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a).
a
2. Calcule as somas de Darboux da seguinte funcio f(z) = z? em [0,1] com a
decomposicao P = {O, 0.1,0.3,0.6,0.9, 1}.

3. Seja a fungado f(r) = k, com k € R definida no intervalo [a,b]. Considerndo
P uma particao qualquer em [a,b], mostre que f é integravel no sentido de
Darboux.

4. Calcule a soma de Riemann da seguinte fungao f(z) = z — 1 em [2,3] com a
decomposi¢ao P = {2,2.3,2.6,2.9,3}.

5. Determine utilizando a definigao de integral de Riemann os seguintes integrais

b 1
/ xdx, / 22dx,
a 0

no segundo integral utilizar o facto de

“~ 5, nn+1)(2n+1)
L

6. Demonstre a seguinte desigualdade

[ Fla)de |< 4.
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sendo
1 se 220

fz) =

-2 se <0

7. Determine o valor dos seguintes integrais definidos:

4
t
/egfcd:p,/ acmg d /:L’.S’ZTL
2 .’I}+1
2 4 1
/ ’ d,/ L
Lzt o €2+ 1

8. Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais da funcao:

T

“ 1
F(x):/z mdt

z—1
t
9. Considere a fungao F(x) = / mdt, determine usando a regra de Cauchy
1

o seguinte limite

lim F(z)

:c—>2x—2

10. Determine as dimensoes de um rectangulo com &rea idéntica & representada na
Figura 4.7 (usar teorema do valor médio):

4.8 Exercicios para trabalho de casa

1. Seja f uma fungao definida e limitada no intervalo [a, b]. Considere duas parti¢oes
quaisquer P; e P, de [a,b)].

(i) Mostre graficamente que se P» é um refinamente de Pj, entao

§P1(f) < §P2(f) < ng(f) < SP1(f)

(71) Demonstre analiticamente a alinea anterior.

2. Calcule as somas de Darboux da seguinte funcao f(z) = —x + 1 em [0, 1] com a
decomposicao P = {0,0.1,0.3,0.5,0.8,1}.
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Figura 4.7: Gréfico da fungio f(z) = 2 no intervalo [0, b].

3. Calcule a soma de Riemann da seguinte funcao f(z) = sin(x) em [0,27] com a
decomposicao P = {n%;n =0,1,2,3,4,5,6,7, 8}.

4. Verifique utilizando a definigdo de integral de Riemann o seguinte resultado
b
k
/ krdr = =(b* — a?).
a 2
5. Demonstre a seguinte desigualdade

/3
| / cos(x)dz |<
/6

o3

6. Determine o valor dos seguintes integrais definidos:

1 e 2 ™
/Oe"”‘cos(au)dac,/1 Md:r,/o z2e®dx,

/12 W?dx, /OW/Qcosz(m)dx, /12 md:ﬁ.
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7. Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais das fungoes:

2

F(z) = /Ox e dt, G(z) = /; (12—t —2)dt.

T
8. Considere a fungao F(x) =z / e*tzdt, determine usando a regra de Cauchy o
0

seguinte limite
lim

10 3 — 3e—2%’

9. Sabendo que o valor médio da funcao f no intervalo [2,5] é 20, determine

/2 i f(z)dz.

10. Determine, sem calcular o valor do integral, um majorante e um minorante para

1
/ V2 + 2dx.
-1
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4.8 Exercicios para trabalho de casa




Capitulo 5

Aplicacoes do Calculo Integral

”Mathematicians have tried in vain to this day to discover
some order in the sequence of prime numbers, and we have
reason to believe that it is a mystery into which the human
mind will never penetrate”

Leonhard Euler

De seguida vamos estudar algumas aplicacdes do calculo integral: célculo de
areas planas, calculo de comprimento de uma linha, célculo de volumes de sélidos
de revolucao, e por fim o calculo de areas de uma superficie de revolugao.

5.1 Calculo de areas planas

Como vimos no capitulo anterior a area representada pela Figura 5.1, é dada pelo
seguinte integral definido:

A— /  f)de.

Enquanto, que a area representada pela Figura 5.2 é dada pelo seguinte integral
definido

A=- / ' fla)e,

. b ) . o . :
visto que neste caso [ f(x)dz é negativo (pois f é negativa no intervalo [a,b]) e o
valor da area é como se sabe um valor positivo.

99
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Figura 5.1: Célculo de 4reas planas - situacdo I.

Como consequéncia das duas situacOes anteriores, a drea representada pela Fi-
gura 5.3 é dada pelo seguinte integral definido

= /abf(aj)dzv - /bcf(x)d:c

No entanto, a area representada pela Figura 5.4 é dada pelo seguinte integral

definido
A= / )) dz,

visto que f(z) > g(x) para Vx € [a, b].
A area representada pela Figura 5.5 é dada pelo seguinte integral definido

. / o))da+ [ (sto) ~ £(@))

visto que f(z) > g(x) para Vz € [a,b], e por outro lado f(z) < g(z) para Vx € [b, c].
Para terminar, a area representada pela Figura 5.6 é dada pelo seguinte integral

definido ,
A—/ f(:c)dw—i—/ g(z)dz.
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Y

Figura 5.2: Calculo de 4reas planas - situagdo II.

Figura 5.3: Célculo de 4reas planas - situagao III.

Observagao 5.1 Para calcular uma determinada drea num intervalo € fundamental
representar de uma forma precisa e clara o grifico da fun¢ao (ou fungoes) em estudo.
Identificar os extremos de integracdo e verificar se existem pontos de intersec¢do
entre linhas.

5.2 Calculo de comprimento de uma linha
A ideia bésica para definir o comprimento da linha (curva), ver Figura 5.7, é dividir
a linha em pequenos segmentos com medida L. Ao fazer a soma de todos estes Ly

temos o valor aproximado do comprimento da linha. Para implementar esta ideia,
vamos dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos pela parti¢ao

pP= {a:xo,xl,xg,...,b:xn}.
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Figura 5.5: Calculo de 4reas planas - situagio V.

Sejam My = f(x9), My = f(x1),..., M, = f(x,) pontos sobre a curva ligados por
segmentos de recta. Estes segmentos de recta formam uma linha poligonal, a qual
pode ser entendida como uma aproximacao da curva f. Conforme sugerido pela
Figura 5.8 (a qual é uma secgao do grafico da Figura 5.7) o comprimento Ly do k-
ésimo segmento de recta da linha poligonal é dada por (usando o fantédstico Teorema
de Pitdgoras)

Ly = /(D) + (Lyy)?
= (o + [fa) - fa)] 5.1)

Assim, ao somar todos os comprimentos L;, i = 1,2,...,n, obtemos a seguinte
aproximagao

LS L= S (@) + [f(w) - Fi)] (5.2)
=1 =1

Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange, existe um ponto & €]z;_1,x;[, tal
que
f(zi) = fxiz1)

T — Ti—1

= f'(&),
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Figura 5.6: Calculo de 4reas planas - situagio VI.

B f(@i) = f(zic1) = f1(&)(xi — mi1) = [(&) A

E, portanto, podemos reescrever (5.2) como

Lad 1+ [F(€)]* D (5.3)

Ao considerar em (5.3) o comprimento da partigdo a tender para zero, ou seja
| P|— 0, ie. n — 400, obtém-se o seguinte integral de Riemann

n

L= |1131|IEOZ V14 [f’(fz)fﬁxz = /b 1+ [f’(x)fdm,
i=1 a
L= /ab 1+ [f(2) de, (5.4)

o qual define o comprimento da linha f no intervalo [a, b].

i.e.

Observagao 5.2 O comprimento de uma linha quando a fun¢do em causa é dada
pelas equacoes paramétricas:
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¥h

|
|
|
|
|
a= &y I I Lg v o Tn=b

Figura 5.7: Célculo de comprimento de uma linha genérica.

em que as fungoes ¢ e 1) sdo continuas e com derivadas continuas em |a,b], é dado
por

b
L= / Vg + [w0) . (5.5)

Tendo em conta o resultado (5.4) a demonstragao de (5.5) € imediata.

5.3 Calculo de volumes de sélidos de revolucgao

Um sélido de revolugao é um sélido gerado pela rotacao de uma regiao plana em
torno de uma recta, a qual se designa por eizo de revolugao, ver Figura 5.9.

Seja o trapezdide genérico representado em (i) na Figura 5.10, que ao rodar em
torno do seu eixo de revolucdo (neste caso coincide com o eixo das abcissas) no
intervalo [a, b] gera um sélido de revolugao, ver (i7) em Figura 5.10.

Considerando a k-ésima seccao de uma particao

P: {a:$05$17"'7xn*1)xn:b}7

o trapezdide com base de comprimento Azy serd aproximadamente um rectangulo
quando Az — 0, que ao rodar em torno do seu eixo de revolucao gera um cilindro
de raio f(&) e altura Az para qualquer elemento arbitrério & € [z_1,x]. Entao,
tem-se que o volume do cilindro da k-ésima secgao é dado por

w[£(&0] .
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¥
I M,
Flae) b ------
M, 4 AN
f'i-T.& —1:' ————— |
| My |
I I
| |
[ ! &
] ]
Th -1 Lk

Figura 5.8: Secgdo k-ésima da partigao.

: e /\r\ M/\ Sb

CHO <33

Figura 5.9: Alguns sélidos de revolugio.

Ao fazer a soma dos volumes dos cilindros para todas as secgoes da particao,

temos
V Z [ }ml (5.6)

Ao considerar em (5.6) o comprimento da particdo a tender para zero, ou seja
|P| — 0, i.e. n — +00, obtém-se o seguinte integral de Riemann

n

V= jlvirgoiz;ﬂ[f(&)rAm = /abﬂ[f(l‘)} zdaz,

V= /b 7 (x)dx

ou seja,
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(@)

Figura 5.10: Secgdo k-ésima da partigéo.

A expressao anterior define o volume de um sdélido de revolucao gerado pelo grafico
da fungao f no intervalo [a,b] em que o eixo de revolugao é o eixo das abcissas.

Observagao 5.3 Se a rotacdo, em vez de ser em torno do eixo das abcissas, for
efectuada em torno de um eixo de equacdo y = k, tem-se

V= /abﬁ[f(:r) —krdx.

Na situacao em que o sélido de revolugao é gerado pelos graficos das fungoes f
e g no intervalo [a,b] com eixo de revolucao o eixo das abcissas, ver Figura 5.11,
tem-se que o volume é dado por

;

Figura 5.11: Sélido de revolucgio gerado pelos gréficos das fungdes f e g no intervalo [a, b] em que
o eixo de revolugao coincide com o eixo das abcissas.

[ #(72@ - ) a,

onde f(x) > g(z), para Vx € [a,b)].
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5.4 Calculo de areas de uma superficie de revolugao

Dada uma fungao f definida num intervalo [a, b] e considerando uma partigao P em
[a, b], ver (i) em Figura 5.12, tem-se que os pontos My = f(xg), M1 = f(z1),..., M, =
f(xy,) sobre a curva ligados por segmentos de recta formam uma poligonal. Quando
essa linha poligonal gira em torno do eixo de revolugao, obtemos uma superficie
composta em n partes, cada uma delas sendo o tronco de um cone circular, ver (1)
em Figura 5.12. A érea lateral de cada k-ésima seccao de tronco pode ser obtida

M,

M,
4 (i g e D
! I
| 1

T el
I . 1 .

@= Iy £ b R Tn=b

(i)

(7)
Figura 5.12: Area de uma superficie de revolugio.
pela férmula

Sk = (o + Bi) i,

onde h € a altura inclinada e ay, B 0s raios das bases do tronco da k-ésima seccao.
A k-ésima secc@o de tronco tem raios f(xp—1), f(zx) e altura Azg. Sendo a sua
altura inclinada dada pelo comprimento (5.1), i.e.

L, = \/(A.’L‘k)z + [f(l'k) — f(xk,l)]%

Como consequéncia, a area lateral S é dada por

Sk = W(f(xk) + f(xk,1)> \/(Axk)Q + [f(xk) - f(l’kfl)]{

e assim a aproximagao da area S da superficie de revolucao, vem

S~ Y8 = Y w(fw) + fwien))y (Ba) + [fla) - flain)]” (5.7)

i=1
Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange, existe um ponto &; €|x;—1,x;[, tal que

f(zi) = f(wi1)

Ty — Tj—1

= f(&),

i.e.

f(@i) = flwimy) = /(&) (@i — xio1) = /(&) Dy
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E, assim, a condigao (5.7), vem
S ~ Z ( Flas) + flzie 1)) 1+ [f1(&)]* A (5.8)

Para considerar a expressao (5.8) como uma soma de Riemann, temos ainda que
aplicar o seguinte teorema:

Teorema 5.1 Seja f uma func¢ao continua num intervalo [a,b] e ¢ um ndmero
qualquer entre f(a) e f(b), inclusive, entao hd pelo menos um nimero x no intervalo

[a,b] tal que f(x) =

Demonstragao: Consultar Anton [2]. 4

Aplicando o Teorema 5.1, temos que o valor médio dos nimeros f(x;—1) e f(x;)
estd entre estes dois nimeros, ou seja, existe um ponto w; € [z;_1, z;] tal que

%[f(xi—l) + f(xi)} = [f(wi).

Assim, (5.8) pode ser expresso como
S ~ Z 2nf(wi)\/ 1+ [f’(fl)foz (5.9)
i=1

Embora a expressao (5.9) esteja préxima de uma soma de Riemann, ela nao é
uma verdadeira soma de Riemann, pois envolve duas varidveis arbitrdrias &; e w; e
nao s6 uma delas. Num curso avancado sobre Cadlculo Diferencial prova-se que esse
facto nao tem nenhum efeito no céalculo do limite, devido & continuidade da fungao
f no intervalo em causa. Deste modo, no célculo do limite quando | P| — 0 podemos
supor que &; e w; $a0 0 mesmo, e assim temos

S = lim 2277]" wi)\/ 1+ [f’({i)]zﬁazi

\P\—>O

= 27r/ 1+
—27r/ \ll—i- dm

A expressao anterior define a area de uma superficie de revolugéo gerado pelo grafico
da funcdo f, em torno do eixo das abcissas, no intervalo [a, b].

i.e.
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5.5 Exercicios para aulas tedricas

1. Determine a &rea limitada pela fungao f(z) = sin(x) para Va € [0,7] e o eixo
das abcissas (represente graficamente a fun¢ao em causa).

2. Determine a area dos seguintes subconjuntos de R?:

(i) A= {(x,y) ER% <2, y> -5z 45 ygln(x)}.
(i) B:{(w,y)e]RQ; y = —2x+ 4, yé?}.

(iii) C = {(x,y) €R? 2?42 < 1}.

3. Determine a drea limitada pelas linhas:

(i) y=Vazey=2a

(44) y= y=0, z=aex=2acoma>0.

4. Determine o comprimentos das seguintes linhas:

(i) 22 +y* = a? com a > 0.

(7)) x = acos(t), y=asin(t), com 0 <t < 27.

5. Calcule os seguintes volumes dos sélidos de revolugao:

(i) Obtenha a férmula para o volume de uma esfera de raio r. A esfera é gerada
rodando o semicirculo superior de 22 + y? = 72 em torno do eixo das abcissas.
Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

(ii) Determine o volume da regido entre os gréficos das equagoes f(x) = 2%+ 1/2 e
g(x) = z no intervalo [0,2] em que o eixo das abcissas é o eixo de revolucao.
Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

(iii) Determine o volume da regido entre os graficos das equacgoes f(z) = 22 e

g(z) = x para z = 0 e x = 1, em que o eixo das ordenadas é o eixo de
revolucao. Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

6. Calcule as seguintes areas de superficies de revolucao:
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(7) Calcule a area da superficie de um cone de revolucao gerado pela equagao f(z) =
az, a > 0, no intervalo [0,a], em que o eixo das abcissas é o eixo de revolugao.
Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

(7i) Calcule a drea da superficie de um sélido de revolucao gerado pela equagao
f(z) = 23, no intervalo [0,1], em que o eixo das abcissas é o eixo de revolugio.
Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

(7i7) Calcule a drea da superficie de um sélido de revolucao gerado pela equagao
f(x) = 2% parax = 1 e x = 2, em que o eixo das ordenadas é o eixo de
revolucao. Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

5.6 Exercicios para aulas praticas

1. Determine a &drea limitada pela fungao f(x) = In(z) para Vz € [1/2,2] e o eixo
das abcissas (represente graficamente a funcao em causa).

2. Determine a area dos seguintes subconjuntos de R?:

(1) A= {(x,y) eR?% y <, y>x2—2x}.
(44) B:{(a:,y) €R? y < —2?, y>x2—4}.

(ii7) C = {(:E,y) €ER? y<e, y<—z+1L,z>-1,y> 0}.
3. Determine a area limitada pelas linhas:

(i) =9y -2yey=nux.

(i) y=|z|ey=1.

4. Determine o comprimentos das seguintes linhas:

(i) y=Va3, com1<z<2

(ii) 2= (1+t)? y=(1+1t)3 com0<t <1,

e +1

——),com 1 <z <2,
et —1

(ii7) y = In(

5. Calcule os seguintes volumes dos sélidos de revolucao:
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(i) Determine o volume da regido entre os graficos das equacgoes f(z) =z e g(x) =
—22 4+ 2 no intervalo [0,1] em que o eixo das abcissas é o eixo de revolucao.
Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

(ii) Determine o volume da regido gerada pela equacao
fla) = V=2 +3

no intervalo [—1, 3] em que o eixo das abcissas é o eixo de revolucao. Represente
graficamente o processo de gerar o sélido.

(#i7) Determine o volume da regido gerada pela equacao f(z) = x + 1 no intervalo
[0, 3] em duas situagoes: na primeira o eixo de revolucao é o eixo das abcissas;
e na segunda o eixo de revolucao é a equacao y = 1. Represente graficamente
o processo de gerar o sélido.

(iv) Determine o volume da regiao gerada pela equacao f(z) =3—2z, y=2, y=
0, z = 0 em que o eixo de revolucao é o eixo das ordenadas. Represente
graficamente o processo de gerar o solido.

6. Calcule as seguintes areas de superficies de revolugao:

(1) Calcule a érea da superficie de um sélido de revolugao gerado pela equagao
f(z) = €”, no intervalo [0,1], em que o eixo das abcissas é o eixo de revolugao.
Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

(74) Calcule a drea da superficie de um sélido de revolugdo gerado pelas equagoes
f(z) = —2% + 2z e g(x) = 22, no intervalo [0,1], em que o eixo das abcissas é
o eixo de revolucao. Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

(7i7) Calcule a drea da superficie de um sélido de revolucao gerado pela equagao
f(x) =23, y =1, 2 =0, em que o eixo das ordenadas é o eixo de revolucdo.
Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

5.7 Exercicios para trabalho de casa

1
1. Determine a &drea limitada pela funcao f(x) = — para Vo € [1,€] e o eixo das
x

abcissas (represente graficamente a fungao em causa).

2. Determine a area dos seguintes subconjuntos de R?:
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(i) A= {(m,y) €ER% r<y< —x2+2}.

(ii) B = {(:B,y) €R? y<in(x), y =22 — 32+ 2, x<2}.

2 y2

(i) C = {(x,y) eR%: L4 7z S 1}.

a2
3. Determine a drea limitada pelas linhas:
(i) 22 +y>=ley=—x+1.
(i) y=22—4ey=—2%+4.

4. Tendo em conta a seguinte configuracao grafica represente o conjunto da area
assim como o seu valor

(4

1
-
LT R o
s -.-l':"_1'_:~:'._"
SR b

e tm
-

- AT

Figura 5.13: Area de uma figura plana.

5. Determine o comprimentos das seguintes linhas:

(71) y=1—1In(cos(x)), com 0 < z < 7/4.
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(ii) = = acos3(t), y = asin3(t), com 0 <t < 7/2.

(7i1) = = a(t — sin(t)), y =a(l — cos(t)), com a >0, 0<t< 7/3.

Y
(iv) y=2x,com 0 <z < 7.

6. Calcule os seguintes volumes dos sélidos de revolucao:

(i) Determine o volume da regido entre os gréficos das equacoes f(z) = x e g(z) = 22

no intervalo [0, 1] em que o eixo das abcissas é o eixo de revolugao. Represente
graficamente o processo de gerar o soélido.

(74) Determine o volume da regiao gerada pela equagdo y = /2 no intervalo [0, 3]
em que o eixo das abcissas é o eixo de revolucao. Represente graficamente o
processo de gerar o sélido.

(7i7) Determine o volume da regido gerada pelas equagoes y = /z, y = 2, © = 0
em que o eixo das ordenadas é o eixo de revolucao. Represente graficamente
o processo de gerar o sélido.

7. Calcule as seguintes areas de superficies de revolucao:

(i) Calcule a drea da superficie de um sélido de revolugao gerado pela equagao
f(z) = 2, no intervalo [0,1], em que o eixo das abcissas é o eixo de revolugao.
Represente graficamente o processo de gerar o sdlido.

(ii) Calcule a drea da superficie de um sélido de revolugao gerado pelas equagoes
f(x) =z e g(xr) =x+ 1, no intervalo [0,1], em que o eixo das abcissas é o eixo
de revolucao. Represente graficamente o processo de gerar o sélido.

(7i7) Calcule a drea da superficie de um sélido de revolucao gerado pela equagao
flx) = —z+1, £ =0, y = 0, em que o eixo das ordenadas é o eixo de
revolucao. Represente graficamente o processo de gerar o sélido.
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Capitulo 6
Integrais Improéprios

”Numbers are friends to me, more or less. It doesn t mean
the same for you, does it, 3,844% For you it’s just a three
and an eight and a four and a four. But I say - Hi, 62
squared!!”

Wim Klein

Na teoria de integracao que apresentamos foi suposto que a funcao f estava
definida e limitada num intervalo [a,b] subconjunto de R. Aos integrais que nao
verificam esta condicao chamam-se integrais imprdoprios, os quais vamos estudar de
seguida.

6.1 Definicao e generalidades

[

(i) de 1* espécie se a = —oo e/ou b = 400, i.e. o intervalo de integracao nao é
limitado;

Dizemos que

é um integral impréprio:

(74) de 2* espécie se existem pontos de descontinuidade de f no intervalo [a, b];

(7i7) misto se é ao mesmo tempo de 1 e de 2% espécie.

115
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De seguida vamos apresentar algumas generalidades dos integral improéprios.

6.1.1 Integrais improprios de 12 espécie
Seja f(z) uma funcao definida e continua para todos os pontos z tais que a < z <
+00. Diz-se que o integral improéprio de 12 espécie
+o0
f(z)dx (6.1)
a
é convergente se existe e é finito o seguinte limite

B
lim / f(x)dx, (6.2)

B—+oo Jq

/:mf( dw—ﬁgrfoo/ e

Caso o limite (6.2) nao exista em R diz-se que o integral impréprio de 1* espécie
(6.1) é divergente.

De forma anéloga. Seja f(x) uma funcao definida e continua para todos os pontos
T tais que —oo < x < b. Diz-se que o integral impréprio de 1* espécie

b
/_ f(z)dzx (6.3)

é convergente se existe e é finito o seguinte limite

e tem-se

b
lim / f(x)dz, (6.4)

ﬁ—)*OO B

/_; f(z)dx = BEIPOO /ﬁbf(x)dw

Caso o limite (6.4) nao exista em R diz-se que o integral impréprio de 1* espécie
(6.3) é divergente.

Por fim, seja f(x) uma fungao definida e continua para todos os pontos z tais
que —oo < x < +00. Diz-se que o integral improéprio de 12 espécie

/+Oo f(@)de = /_Oo f(z)dx + /;OO f(z)dz, ceR (6.5)

—00

e tem-se
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é convergente se existem e sdo finitos os seguintes limites

B——o00 B——+o0

lim /ﬂc f(z)dz, lim /Cﬁ f(x)dx, (6.6)

e tem-se

/+Oof(1:)dx: lim /[:f(x)dxwL lim /Cﬁf(x)dﬁ_

— o0 B——o0 B—+o0
Caso um limite em (6.6) nao exista em R diz-se que o integral impréprio de 1*

espécie (6.5) é divergente.

Observagao 6.1 (Interpretagao geométrica) Por exemplo, o integral

/ ™ fayda,

onde f(x) é definida e continua para todos os pontos x tais que a < x < 400,
exprime a drea do dominio infinito compreendido entre o grdfico da funcao f, x = a
e o eixo das abcissas, ver Figura 6.1.

& I

Figura 6.1: Em termos geométricos o integral impréprio de 1* espécie f+°° f(x)dx é interpretado

. . . . 7’ a ~ . .
como sendo a drea do dominio infinito compreendido entre o gréafico da fungao f, o eixo das abcissas
e o intervalo [a, +o0].
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6.1.2 Integrais imprdéprios de 22 espécie

Seja f(x) uma funcao definida e continua para todos os pontos z tais que a < x < b,
nao estando a funcao definida em x = a, ou, melhor ainda, * = a é um ponto de
descontinuidade de f. Diz-se que o integral impréprio de 2% espécie

b
/ f(z)dz (6.7)

é convergente se existe e é finito o seguinte limite

b
lim /B f(z)dz, (6.8)

B—at

e tem-se

/ab f(z)dx = lim /;f(w)dx.

B—at

Caso o limite (6.8) nao exista em R diz-se que o integral impréprio de 2% espécie
(6.7) é divergente.

Seja f(z) uma funcao definida e continua para todos os pontos z tais que a <
x < b, nao estando a fungado definida em x = b, ou, melhor ainda, x = b é um ponto
de descontinuidade de f. Diz-se que o integral impréprio de 22 espécie

b
/ f(@)de (6.9)

é convergente se existe e ¢ finito o seguinte limite
B
lim / f(x)dzx, (6.10)
B—=b" Jq

e tem-se

/ab flw)de = lim /f f(z)dz.

Caso o limite (6.10) nao exista em R diz-se que o integral impréprio de 2% espécie
(6.9) é divergente.

Por fim, se f(x) é uma fun¢ao com uma descontinuidade em = = ¢, com ¢ € [a, b],
diz-se que o integral improéprio de 22 espécie

/abf(x)dx = /ac fx)dx + /cbf(x)dx (6.11)
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é convergente se existem e sdo finitos os seguintes limites
B b
lim / f(z)dz, lim / f(z)dz (6.12)
B—c™ Jaq B—ct Jp

b ' 8
/Gf(x)d:c:ﬂlgil ) f(x)dx + hm/f

B—ct

e tem-se

Caso um dos limites em (6.12) nao exista em R diz-se que o integral impréprio de
2% espécie (6.11) é divergente.

Observacao 6.2 (Interpretagao geométrica) Considerando, por exemplo, o in-

tegral ,
/ f(x)dx

com x = a o unico ponto de descontinuidade de f em [a,b]. Em termos geométricos,
o integral anterior exprime a drea de uma regido ilimitada, ver Figura 6.2.

h

Figura 6.2: Em termos geométricos o integral impréprio de 2* espécie f: f(z)dz, com z = a um
ponto de descontinuidade de f, é interpretado como sendo a area da regido ilimitada gerada pela
fungdo f no intervalo ]a,b] e o eixo das abcissas.

6.1.3 Integrais impréprios mistos

Para os integrais impréprios mistos basta ter em conta as situagoes descritas ante-
riormente para os integrais impréprios de 1* e 2% espécie. Por exemplo, se f(x) é
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uma fungao definida e continua para todos os pontos x tais que a < x < +00, com
uma descontinuidade no ponto z = a, temos que

/:OO flx)dx = /acf(af)dx + /C+Oo f(z)dz, c€la,+o0],

é convergente se existem e sao finitos os seguintes limites

c B
lim / f(x)dz, lim / f(x)dx.
B c

B—at B—r+o0

Caso um dos limites anteriores nao exista em R o integral improprio misto

/a o f(z)dz

diz-se divergente.
No caso, em que f(x) é uma fungao definida e continua para todos os pontos x
tais que —oo < x < b, com uma descontinuidade no ponto x = b, temos que

/_boo f(z)dz = /_COO f(x)dx + /cbf(x)dm, c €] — o0, b,

é convergente se existem e sao finitos os seguintes limites

c B
lim / f(x)dz, lim / f(z)dx.
B c

B——00 B—b—

Caso um dos limites anteriores nao exista em R o integral impréprio misto

b
/ f(z)dx
diz-se divergente.

Por fim, se f(z) é uma fungao com uma descontinuidade em x = ¢, com ¢ €
| — 00,4+, e supondo —c0 < a < ¢ < b < 400, diz-se que o integral impréprio

misto
/_:O f(x)dr = /_ZO f(x)dz + /:f(x)dx

+ /Cb f(z)dz + /b+oo f(z)dz,

é convergente se cada um dos integrais do segundo membro da expressao anterior
for convergente, e divergente se pelo menos um dos integral do segundo membro for
divergente.
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Observacao 6.3 (Interpretagao geométrica) Por exemplo, o integral
“+o0o
/ f(x)dx
—0o0

com x = ¢ o unico ponto de descontinuidade de f em | — oo, +oo[. Em termos
geométricos, o integral anterior exprime a drea de uma regido ilimitada, ver Figura
6.3.

G £

Figura 6.3: Em termos geométricos o integral impréprio misto fj;o f(z)dx, com x = ¢ um ponto
de descontinuidade de f, é interpretado como sendo a area da regido ilimitada gerada pela fungédo
f no intervalo | — 0o, +00[ € o eixo das abcissas.

6.2 Critérios de convergéncia

Na seccao anterior estudamos a convergéncia dos integrais improprios recorrendo a
definicao. Por vezes o recurso a definicao torna-se um processo de calculo muito
complicado. Nesta seccao, iremos estudar critérios de convergéncia com os quais
iremos obter informacao sobre a convergéncia ou nao de um integral impréprio sem
efectuar o calculo do mesmo. Note-se o seguinte, ao aplicar tais critérios apenas
obtemos informagao sobre a convergéncia ou divergéncia, caso seja convergente o
valor do integral serd obtido pela definicao de integral impréprio.

Teorema 6.1 (Critério geral de comparagao) Sejam f e g func¢oes Riemann
integrdveis em cada intervalo [a,t] com a <t < b e suponhamos

0< f(z) < g(z), para Vx € [a,b]

Entao, tem-se:



122 6.2 Critérios de convergéncia

(i) Se f;g(x)d:v é convergente também fab f(x)dx € convergente, i.e. todo o integral
minorante de um integral convergente ainda € convergente.

1) Se x)dzx € divergente também | g(x)dx € divergente, i.e. todo o integra
i) Se [ f(x)dz ¢ di te também [ g(x)dz ¢ di te, i.e. todo o integral
majorante de um integral divergente ainda € divergente.

Demonstragao: Consultar Sarrico [4]. 4

Teorema 6.2 Seja f uma fung¢io Riemann integrdvel em cada intervalo [a,t] com
a<t<beb finito ou +00. Entdo, se f; | f(z) | dz converge também f;f(x)dx
converge e tem-se

|/abf(:v)d1‘|< /abe(:B) | dx.

Demonstragao: Consultar Sarrico [4]. 4

Observagao 6.4 Se f;\f(a:)\dx for convergente, o integral f:f(:v)dx diz-se abso-
lutamente convergente. Por outro lado, se f; f(x)dx for convergente e f; |f(x)|dx

divergente, diz-se que o integral fab f(x)dx € simplesmente convergente.

Observagao 6.5 Os teoremas anteriores foram enunciados no intervalo [a,b], i.e.
b pode ser infinito ou entdo um ponto de descontinuidade. Os mesmos teoremas
ainda sao vdlidos para intervalos do tipo |a,b] ou ]a,b].

As proposicoes seguintes sdo muito importantes para o estudo da convergéncia
ou divergéncia dos integrais impréprios.

Proposicao 6.1 (Critério para integrais impréprios de 12 espécie) Se f é uma
fungao Riemann integrdvel em cada intervalo [a,t] com t > a e f(x) > 0 para
Vx € [a,+o0], entdo:

(i) Se existe > 1 tal que
JJEI—&I}OO x%f(x) =L < 400,
tem-se que o integral fa+°° f(x)dx € convergente.
(i) Se existe a < 1 tal que
lim z%f(x) =L >0,

T——+00

tem-se que o integral f;oo f(x)dx € divergente.
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Demonstracgao: Consultar Sarrico [4].

Proposicao 6.2 (Critério para integrais impréprios de 12 espécie) Se f é uma
fung¢ao Riemann integrdavel em cada intervalo [t,b] com t < b e f(x) > 0 para
YV €] — 00, b], entdo:
(1) Se existe a > 1 tal que
lim z%f(x) =L < 400,
T—r—00

tem-se que o integral fﬁoo f(x)dx € convergente.

(7i) Se existe a < 1 tal que
lim z%f(x) =L >0,

T——00

tem-se que o integral f_boo f(z)dz é divergente.

Demonstracao: Consultar Sarrico [4]. 4

Proposicao 6.3 (Critério para integrais impréprios de 22 espécie) Se f é uma
fung¢ao Riemann integrdvel em cada intervalo [a,t] com a < t < b, b um ponto
de descontinuidade e f(x) = 0 para Vzx € [a,b[, entdo:

(i) Se eziste a < 1 tal que

lim (b —x)%f(z) = L < 400,

b~
tem-se que o integral f; f(x)dx € convergente.
(7i) Se existe a > 1 tal que

lim (b—2)%f(z) =L >0,

z—b—
tem-se que o integral f; f(x)dx € divergente.
Demonstracao: Consultar Sarrico [4]. 4
Proposicao 6.4 (Critério para integrais impréprios de 22 espécie) Se f é uma

fungdo Riemann integrdvel em cada intervalo [t,b] com a < t < b, a um ponto
de descontinuidade e f(x) > 0 para Vx €]a,b], entdo:



124 6.2 Critérios de convergéncia

(i) Se existe a <1 tal que

lim (a —2)%f(x) = L < 400,

z—at
tem-se que o integral f; f(x)dx € convergente.
(7i) Se existe a > 1 tal que

lim (a —z)*f(z) = L > 0,

z—at
tem-se que o integral f: f(x)dx € divergente.

Demonstracao: Consultar Sarrico [4].

Observagao 6.6 Por vezes nos critérios relacionadas com os integrais improprios
de 2% espécie faz-se (x — c)* em vez de (¢ — x)®, este facto estd relacionado com a
estrutura da expressao da funcdo f.

Observagao 6.7 Para os integrais improprios mistos aplicar as vezes que forem
necessarias as Proposicoes 6.1, 6.2, 6.3 ¢ 6.4.

De seguida vamos apresentar alguns resultados importantes a usar como re-
sultados de comparacdao no estudo da convergéncia ou divergéncia dos integrais
impréprios.

Teorema 6.3 (Integrais de Dirichlet) O integral imprdprio de 1* espécie

400 1
/ —dx, a>0
a xa

€ convergente para o > 1, e divergente para o < 1.
Demonstracao: Numa primeira etapa vamos considerar &« = 1. Como consequéncia,
tem-se
oo A1
—dx = lim —dx
a x B—+oo J, T

. B
= lim {ln | z | }
B——+o0 a

= i (in|8|-Inla|)

:+OO
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e assim o integral em causa diverge para a = 1.
No caso o # 1, tem-se

+oo q B8
/ —dr = lim xz” “dr
a X B—+o00 J,
mfa+1 ké;
= lim [ }
B—o+oo L—ax+11a
1

_ lim (B—aﬂ _ a—a+1>_

1—-a/$++m3

Por conseguinte, se —a+ 1 <0, i.e. a > 1, temos

oo 1 1
/ —dx = lim ( — cfaJrl)
“ el 1— a Bo+oo \ a1
a—a+1
- a—1

que é um valor finito, e assim o integral converge. Finalmente, se —a+ 1 > 0, i.e.
a < 1, temos

Too g 1
/ ~dr = lim <ﬁ—a+1 _ a—a+1>
a e 1 —«a B—+o00
= +oo

e o integral diverge. 4

Teorema 6.4 Os integrais improprios de 2% espécie

[ [

sao convergentes para o < 1, e divergentes para o« = 1. FEsta conclusdo ainda €
vdlida para os integrais improprios de 2% espécie

/a b (b_lx)adx, / b (a_lx)adx.

Demonstragao: Vamos apenas demonstrar o teorema para o caso

b
[ e
. @)
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pois os restantes casos sao andlogos. Considerando o = 1, tem-se

b B
1 1
/ dr = lim dzx
o T—Db B—=b=J, +—0b

- /313)17 [lnm_b'}f

= Jim (ln\ﬁ—b[—ln!a—b\)

= —00

e assim o integral é divergente para o = 1. Para a # 1, temos

b (P —a
/ ———dx = lim (x — b) dx
a (l’ — b) B—=b" Jq
B 1 . —a+1]8
N —a+151i>r?f [(m_b) L
. 1 . —a+1 —a+1
N —04—1—1/315?— ((B_b) —(a—b) )

Por conseguinte, se —a+ 1 <0, i.e. a > 1, temos

b
[t = e (oo™

e assim o integral diverge. Finalmente, se —a+1 > 0, i.e. a < 1, temos
/b #dm = 1 lim ((B — b) Totl (a — b)faﬂ)
a (x—b)a 1—046—>b*

(CL . b)faJrl
a—1

que é um valor finito, e assim o integral converge. #

6.3 Exercicios para aulas teédricas

1. Classifique e estude por definicdo a natureza dos seguintes integrais impréprios:

+00 400 2
t
/ e dr, 4> 0, / aretg(z) .
0 1+:L'2

—00
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1 —+o00 1
l dz, ——dx.
/0 n(x)dx i x

2. Estude por comparagao a natureza dos seguintes integrais improprios:

/—l-ooldx +oox_|_1dx
1 w21 4er) 7 )y Vad

3. Estude, utilizando os critérios, a natureza dos seguintes integrais improprios:

+00 1 +o00 1
o Vat+l1l o °—1

4. Estude a convergéncia do seguinte integral e diga se o integral em causa é abso-
lutamente ou simplesmente convergente

+00o o
/ sin(x) .
1 X

6.4 Exercicios para aulas praticas

1. Classifique e estude por definicdo a natureza dos seguintes integrais impréprios:

+oo 2 31 +oo too g
/ xe ¥ dzx, / ——dx, / —dz, / dx.
0 o (z—1)3 oo X3 g 24

. Estude por comparagao a natureza dos seguintes integrais impréprios:

+o0 1 3 5
—d ——dx.
/1 6z /2 922 — Sz + 8

3. Estude, utilizando os critérios, a natureza dos seguintes integrais improprios:

“+o00 1 J “+o00 7I2d 2 1 J
———dx, e x, ——dx.
/0 z2+1 /1 /1 x2Vr? -1

4. Estude a convergéncia do seguinte integral e diga se o integral em causa é abso-
lutamente ou simplesmente convergente

o0 sin(x)
dx.
o

5. Determine o valor do seguinte integral

1
1
/ dx.
1/ ]z

[\
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6.5 Exercicios para trabalho de casa

1. Classifique e estude por definicao a natureza dos seguintes integrais impréprios:

400 1 +o0
[ [T
oo 142z o x°+1

w/2 ¢ 400
/ &dm, / 1 dx.
o 1+ sin?(x) o a3 +1

2. Estude por comparacao a natureza dos seguintes integrais improprios:

1 1 J +o0o 1 R “+o00 7x2d
/0 Vo + 4a3 N /1 72 +1 v /1 € s

3. Estude, utilizando os critérios, a natureza dos seguintes integrais improprios:

+oo 0 3x +o0 1132 41
——dx, / —dx.
\/m5 o L+ a3 1 3rt—x+2

4. Estude a natureza do seguinte integral impréprio

1
1
—dx

0o z¢
em funcao do parametro a.

5. Estude a convergéncia dos seguintes integrais impréprios e diga se algum deles é
absolutamente convergente

/+°° cos(x) dx /+°° sz’n2(:r)d$
1 " A '

23/2 s

6. Mostre a seguinte igualdade

+oo
/0 e cos(bx)dx = %erz, a>0,beR.



Capitulo 7
Séries Numeéricas

”I’'m beginning to think that nothing is more conducive to
the abstract sciences than prison. My Hindu friend Vij of-
ten used to say that if he spent siz months or a year in pri-
son he would most certainly be able to prove the Riemann
hypothesis. This may have been true, but he never got the
chance.”

André Weil

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de série numérica, assim como estudar
a sua natureza.

7.1 Definicoes e generalidades

Seja dada uma sucessao numérica infinita

UL, U, U3y rr s Upy. .. (7.1)
A expressao
+oo
Zun:u1+u2—|—U3—|—...—|—un—|—... (7.2)
n=1

chama-se série numérica, sendo os nimeros da sucessao (7.1) os termos da série, e
Uy, O seu termo geral. A soma dos n termos da série chama-se sucessio das somas
parciais Sy, i.e.

S1 = uq,

129
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So = uy + ug,
S3 = uy + ug + us,

S4 = uy + ug + us + uy,

Sp,=u1 +us+ ...+ up,.

Se o limite da sucessdo das somas parciais

S= lim S5,
n——+0o00
existir e for finito a série numérica (7.2) diz-se convergente sendo S a sua soma.
Caso contrario a série (7.2) diz-se divergente.

“+oo
Observagao 7.1 Por vezes € conveniente considerar séries do tipo E Qpn OU, MATS

n=0
“+o00

geralmente E an, onde p € um ndmero inteiro. As ideias dadas, e as que irdao sequir,

n=p
estendem-se facilmente a estes dois tipos de séries.

7.1.1 Séries Geométricas
+oo
A série g uy ¢ uma série geométrica se para

n=1

Un41

Vn € N,

=, com r uma constante,
n

i.e. arazao entre dois termos consecutivos da série é sempre igual & mesma constante.
A constante r designa-se como sendo a razao da série geométrica.
Considerando a série geométrica (a # 0)

+o0 +oo

-1

S = Zun = Z ar™ ",
n=1 n=1

1 a sucessdo das somas parciais S, vem

com termo geral u, = ar™"

Sp=a+ar+ar*+ .. +ar" L. (7.3)



Séries Numéricas 131

Multiplicando ambos os membros de (7.3), por —r, tem-se
—rS, = —ar —ar? —ard — ... —ar", (7.4)
somando (7.3) e (7.4), temos
Sp—1rS,=a—ar”,
i.e.
a(l — r”)
1—7r

A natureza da série em causa é dada pelo limite da expressao (7.5) quando
n — +o00. Acontece que o limite em causa depende do parametro r e, assim, temos:

S, = (7.5)

(1) para |r| > 1, tem-se que o lim 7" nao existe em R, e como consequéncia o

n—-+00
lim S, nao existe em R e a série geométrica diverge;
n—-+00
.. . n . a - o
(i) para|r| < 1,tem-se lim r" =0,e0 lim S, = = S e a série geométrica
n——+o0o n—+oo —-Tr

converge;

(7i7) para r =1, temos S,, = an e, tem-se que o lim .S, ndo existe em R e a série

n——+00
geométrica diverge;
(iv) para r = —1, temos S, = 0 se n é par, e S, = a se n é impar. Como as
subsucessoes das somas parciais oscilam entre a € 0, o lim S, ndo existe em

n—-+00
R e a série geométrica diverge.

Como consequéncia da exposicdo anterior temos que uma série geométrica é
convergente se |[r| < 1; e a sua soma é dada por

sendo r a razao da série e a o0 seu primeiro termo.

7.1.2 Séries Aritméticas
“+00
A série E u, € uma série aritmética se para

n=1

Vn €N, upi1 —uy, =7, com r uma constante,
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i.e. a diferenca entre dois termos consecutivos da série é sempre igual a mesma
constante. A constante r designa-se como sendo a razao da série aritmética.
Considerando a série aritmética

—+00 “+oo
S:Zun:Z[ul—l—(n—l)r ,
n=1 n=1
com termo geral u,, = u; + (n — 1)r, a sucessao das somas parciais Sy, vem
uy +u
S, — %n (7.6)

Como consequéncia da expressao (7.6), tem-se que o limite de S,, quando n —
+00 nao existe em R, e assim uma série aritmética é sempre divergente.

7.1.3 Séries de Mengoli

+oo
Considerando a série g Up. Se for possivel decompor o termos geral u, numa

n=1

diferenca do tipo
Up = Gp — Qpak, com k € N

tem-se
“+o0 —+o00
Z Uy = Z [an — an+k]. (7.7)
n=1 n=1

As séries do tipo da expressao (7.7) dé-se o nome de séries de Mengoli.
Considerando inicialmente k& = 1, tem-se a seguinte sucessao de somas parciais

S1 = a1 — as,
Sy =a1 —ax+az—a3z=a; —as,

S3=a1 —az+ a3z —as = a1 — aq,

Sn = a1 — Ap+41-

Portanto,
lim Sn = lim (al—anH)
n—-+4o0o n—-+o0o
= a1 — lim ap4q
n—-+o0o
= a1 — lim ay,.

n——+0o
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Para k = 2, tem-se a seguinte sucessao de somas parciais
S1=a1 —as,

So=a1—az+as —aqg =a1 + as —ag — ay,

Ss=a;+ay —az —ag+as3—as =ay +ay —ayq — as,

Sp =a1+az — ani1 — apyo.

E, assim,

lim S, = lim (a +as —a —a )
st oo n nstoo 1 2 n+1 n—+2

= a;+ax— lim (Gn+1 + an+2>
n—-+o0o

= a1 +ay—2 lim a,.
n—-+o0o

Ao generalizar para qualquer k, temos

n—-4o00 n—-4o0o

k
lim S, :Zan—k lim a,.
n=1

A série de Mengoli é convergente se o lim a, existir e for finito, e a soma é
n—+oo

dada por

n—-4o00

k
S:Zan—k lim a,.
n=1

Caso contrario a série de Mengoli diverge, i.e. se 0 lim a, nao existir em R.
n—+oo

7.2 Alguns teoremas sobre séries
Considerando a série

+oo
S=> un, (7.8)
n=1

i.e.
S=u+us+...+ Uy +Unp1+ ...
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ou de uma forma mais geral
S=35,+ Ry, (7.9)

sendo:
Spn=ur+us+...+uUn, Ry =1uUnt1+Uny2+...

onde R, ¢é o resto de ordem n, soma dos termos da série a partir da ordem n + 1.
Se a série (7.8) é convergente, a sua soma é S, e para 6 > 0 arbitréario, tem-se

lim S,=8 =|S—S,|<é. (7.10)

n—-+00

Tendo em conta a expressao (7.9):
S—S, =R, =|5—5,|=|Ry|

e por (7.10), vem:
| Ry, |< 0.

E, assim, para uma série ser convergente o resto de ordem n tem que ser um infi-
nitésimo. De seguida, iremos apresentar alguns resultados importantes sobre con-
vergéncia e divergéncia de uma série.

400
Teorema 7.1 (Critério de convergéncia de Anastdcio da Cunha) A série Z Up,
n=1
¢ convergente sse
Vo >0dpeNVn,keNn>p=|S,1r—Sn|<6.

Demonstracao: Consultar Sarrico [4].

O teorema anterior diz-nos que uma série é convergente se existe uma ordem a
partir da qual o valor absoluto de qualquer soma finita de termos consecutivos é tao
pequena quanto se queira. Este teorema é usualmente conhecido pelo teorema de
Cauchy-Bolzano.

Corolério 7.1 (Condicao necessaria de convergéncia) Considerando a série
+o00
2 un
n=1

com termo geral uy:
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(i) Se lil_}_l un, # 0 a série € divergente.
n—-+0o0

(ii) Se lim wu, =0 a série pode ser convergente ou divergente.

n—-+o0o
Demonstragao: Vamos apenas provar a condi¢ao (i). Com vista a um absurdo
vamos supor que a série converge. Entao, o limite da sucessao das somas parciais
existe e é finito, i.e.

lim S, =2S5.

n—-+00
Tendo em conta que u,, = S, — S,_1, tem-se

lim u, = lim (Sn — Sn_l) =0,

n—-+oo n—-+oo

o que é um absurdo por hipétese. Para ver a demonstracao da condigao (i7), con-
sultar Anton [2]. 4

“+o0o
Teorema 7.2 Se a série E Uy converge, entao

n=1

lim u, =0.
n—-+0o

Demonstragao: Considerando a sucessao das somas parciais, i.e.
Sp=u1 +us+ ...+ up,

vem que
Sp—1=u1 +uz+...+up_1.

E, assim, tem-se

Sn — Sn—l = Up. (7.11)

Como por hipdtese a série é convergente vem que .S, tem limite finito. Suponha-
mos que lim S, =S5, entdo lim S,_1 =S e, tendo em conta (7.11), tem-se
n——+o0o n—-+o0o

lim u, =0. 4
n—-+o0o

+00 oo
Teorema 7.3 A série Zun converge sse existe p € N tal que Zun converge.

n=1 n=p



136 7.2 Alguns teoremas sobre séries

Demonstracgao: Consultar Sarrico [4].

Este ultimo teorema diz-nos que a natureza de uma série, i.e. a convergéncia ou
divergéncia de uma série nao se altera se omitirmos ou acrescentarmos um nuimero
finito de termos.

“+o0o +oo
Teorema 7.4 Se Z an € Z bn, sdo séries convergentes com somas B e D, respec-

) n=1 n=1
tivamente, entao:

“+o0 —+o00 —+oco

(i) A série Z (an + bn) = Z an %+ Z by, converge e tem por soma B &+ D.
n=1 n=1 n=1
+oo +00

(ii) A série Z cap = CZ an converge e tem como soma cB, para Ve € R.

n=1 n=1

Demonstragao: Consultar Ferreira [8]. 4

O teorema seguinte mostra que existe uma relacao entre a convergéncia de uma
série e a do integral improéprio associado:
+oo
Teorema 7.5 (Critério do Integral) Seja Zun, com p € N, uma série de ter-
n=p
mos positivos e seja f(x) a fungdo que resulta quando n € substituido por x no termo
geral da série. Se f é uma fungdo mondtona decrescente no intervalo [p,+oo|, entdo

+00 oo
/ flx)dz e Z Up
p n—p

tém a mesma natureza.
Demonstragao: Consultar Ferreira [8]. 4
Tendo em conta o Critério do Integral e os integrais de Dirichlet (ver capitulo
sobre integrais impréprios), tem-se:
Teorema 7.6 (Séries de Dirichlet) Seja a seguinte série de Dirichlet
=1

ne’
n=1
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(i) Se a <1 entdo a série diverge.
(7i) Se a > 1 entao a série converge.

Demonstracao: Basta aplicar o Critério do Integral e ter em conta os integrais de
Dirichlet. 4

Observagao 7.2 (Série harménica) A série de Dirichlet com o =1, i.e.
“+oo
>,
n
n=1
designa-se por série harmonica, a qual € uma série divergente.

7.3 Critérios de convergéncia para séries de termos nao
negativos

De seguida vamos apresentar, sem demonstrar, alguns critérios de convergéncia para
séries de termos nao negativos.

Teorema 7.7 (Critério de comparagao) Sejam a,, > 0,b, > 0 para Vn € N, e
an < by a partir de uma certa ordem n = p:

(i) Se Z by, converge, entdao Zan converge.
(73) Se Zan diverge, entdao an diverge.
Demonstragao: Consultar Sarrico [4]. 4
Como consequéncia do critério de comparacao, temos os seguintes corolarios:

Corolario 7.2 Sejam a, > 0 e by, > 0 para Vn € N, e além disso

lim Z—”:k,0<k<—|—oo,

n—+o00 Oy,

entao as séries g an € E b, tém a mesma natureza, ou seja, ou ambas convergem
ou, ambas divergem.
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Corolario 7.3 Sejam a, > 0 e b, > 0 para Vn € N, e além disso

se a série E b, converge, entdo a série g an € convergente.

Corolario 7.4 Sejam a, > 0 e b, > 0 para Vn € N, e além disso

. an
lim — =+
n—+oo Oy

se a série E b, diverge, entdo a série E an € divergente.

Observagao 7.3 Para aplicarmos o critério de comparagdo e seus coroldrios rela-
ciona-se a série a estudar com uma série de que se conheca a sua natureza. As
séries que mormalmente se utilizam para comparacdo sao as séries geométricas, as
séries de Mengoli e as séries de Dirichlet.

Teorema 7.8 (Critério da razao) Seja Y a, uma série de termos positivos. En-
tao:

(i) Se existe um numero k < 1 tal que, a partir de uma certa ordem, se tenha

Gp41 <k
b

~
Qp
a série y | a, € convergente.
(ii) Se, a partir de uma certa ordem, se tem

an+1
Gn

2 1,

a série Y a, € divergente.

Demonstracgao: Consultar Ferreira [8]. 4

Teorema 7.9 (Critério de D’Alembert) Seja a, > 0 para Vn € N e

. An+1
lim 2+

n—-+oo an,

=k, com k finito ou 400,

entao:
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(i) Sek <1, a série Zan ¢ convergente.

(17) Se k >1, a série Zan € divergente.

Demonstracao: Consultar Sarrico [4].

Observagao 7.4 O critério de D’Alembert ndo é conclusivo para k = 1 e nesse

caso concreto temos que usar o critério de Raabe. O critério de D’Alembert estd
indicado quando no termo geral figuram: produtos sucessivos, factoriais e poténcias.

Teorema 7.10 (Critério da raiz) Seja ) a, uma série de termos nao negativos.
Entao:

(i) Se existe um nimero k < 1 tal que, a partir de uma certa ordem, se tenha

W < ku
a série Y a, € convergente.
(7i) Se, para infinitos valores n, se tem
Van 2 1,
a série Y a, € divergente.

Demonstracao: Consultar Ferreira [8]. 4

Teorema 7.11 (Critério de Cauchy) Seja a,, > 0 para ¥n € N e
nli}l_’l_loo Yan, =k, com k finito ou +o0,

entao:

(1) Sek <1, a série Zan é convergente.

(ii) Se k> 1, a série Zan é divergente.

Demonstracao: Consultar Sarrico [4]. 4
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Observagao 7.5 Seja a, > 0 para ¥Yn € N. Entdo, é vdlido o seguinte resultado
(ver por exemplo [4]):
lim a, = lim anH.

n—-+oo n—+o00  Ap

Observagao 7.6 O critério de Cauchy ndao é conclusivo para k = 1 e nesse caso
concreto temos que usar o critério de Raabe. O critério de Cauchy estd indicado
quando todos os factores do termo geral, estao elevados pelo menos ao expoente n.

Teorema 7.12 (Critério de Raabe) Seja a, > 0 para Vn € N e

lim n( dn__ 1) =k, com k finito,

n—-4o00 Ap+1
entao:

(1) Se k<1, a série Zan é divergente.
(17) Sek >1, a série Zan é convergente.

Demonstragao: Consultar Swokowski [5].

7.4 Séries alternadas e convergéncia absoluta

A seccao anterior foi dedicada as séries de termos nao negativos. Nesta seccao,
vamos estudar as séries cujos termos sao alternadamente positivos ou negativos, i.e.
vamos estudar as séries alternadas.

Definigao 7.1 Chamamos série alternada a uma série do tipo

+o0
Z(—l)"an =—a;+ay—as3+as+...

n=1

onde a, > 0,¥Yn € N.

Observagao 7.7 Da mesma forma a série

+oo
z:(—l)"'ﬂan =qa)—as+az —aq+...

n=1

onde a, = 0,Yn € N, é uma série alternada.
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O teorema seguinte diz-nos em que condigdes uma série alternada é convergente.

Teorema 7.13 (Critério de Leibniz) A série alternada

“+o00

S (-1)a,

n=1
onde a, = 0,Vn € N, € convergente sse verifica as sequintes condi¢oes:

(1) an € um infinitésimo, i.e.

lim a, = 0;
n—-+o0o

(7i) an € uma sucessao mondtona decrescente, i.e.

Vn €N, ant1 — an < 0.

Demonstracao: Consultar Ferreira [8]. 4

Uma série alternada que nao verifique uma das condigoes do Critério de Leibniz
(i.e. condigdes (i) ou (7)), diz-se uma série alternada divergente.

Se uma série converge, entao a soma parcial S, pode ser utilizada para aproximar
a soma S da série. Em muitos casos, é dificil determinar a precisao da aproximagao;
mas, no caso particular de uma série alternada, o teorema seguinte constitui uma
forma simples de avaliagao desse erro.

+o0
Teorema 7.14 Seja Z(—l)"an, uma série alternada convergente. Se S € a sua

n=1
soma e S, a sua soma parcial, entdo

| S —Sn < antr
i.e., o erro cometido ao aprorimarmos S por S, €, no mdzimo, iqual a apy1.
Demonstragao: Consultar Swokowski [5].4

Segue-se um conceito util no estudo de uma série que tem termos positivos e
termos negativos:
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+o0 +o0
Teorema 7.15 Se a série g | up, | € convergente, entio a série E Un € conver-
n=1 n=1

gente, e tem-se
+o00 +oo
D 1< Jun ]
n=1 n=1
Demonstracao: Consultar Ferreira [8]. 4

De seguida vamos considerar a convergéncia simples e absoluta.
+oo +oo
Definicao 7.2 Uma série E u, € absolutamente convergente se a série E | wn |

n=1 n=1
€ convergente.
+oo +oo
Definicao 7.3 Uma série E u, € simplesmente convergente se a série g Up €
n=1 n=1
+oo
convergente, mas a série g | uy, | € divergente.
n=1

Observagao 7.8 Por vezes no estudo da natureza de uma série € necessdrio ter em
conta os sequintes resultados (ver bibliografia):

Un
1im(1+i) — ¢ qd vy — +00, a € R,

Un

.a®

lim — =400, a>1.
n—+oo N

7.5 Exercicios para aulas teodricas

1. Dada a seguinte série
2 2 2
1.3+3.5+5.7+'“
determine uma expressao geral para a sucessao das somas parciais que lhe esta
associada e diga se a série é convergente ou divergente, e a sua soma se for

possivel.

2. Determine a natureza das seguintes séries geométricas e sempre que possivel a

Sua soma.:
+oo 1

S 3 ()

n=1
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3. Estude a natureza das seguintes séries de Mengoli:

400 1 +o00 1
;n(n—i—l)’ ;(n+2)(n+1)'

4. Utilize o critério de comparacao ou seus corolarios para estudar a natureza das
seguintes séries:

+o0o 1 +o0o 1
Do g
nzz\/ﬁ—l n:12n2—|—n

5. Diga o que pode concluir sobre a natureza das seguintes séries analisando apenas
o seu termo geral:

S (B
2n2 + 2’ n/
n=1 n=1

6. Utilizando o critério de D’Alembert, estude a natureza das seguintes séries
ot 2n ot 1.35.....2n—1)

7. Utilizando o critério da raiz de Cauchy, estude a natureza das seguintes séries

> e ()
— (n+1)2n’ — n2+3/ "
8. Estude as seguintes séries alternadas:
+00 “+oo
n n+3
;( ) n+1 7;( ) n(n+ 1)

9. Estude em termos de convergencia absoluta ou simples as seguintes séries:

S R Y G Vi

n n! ’ n2

Il
—
3
Il
—_
3
Il
—

n

10. Utilize o critério do integral para estudar a natureza da seguinte série:

“+o00

2
E ne " .
n=1
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7.6 Exercicios para aulas praticas

1. Dada a seguinte série

111
1.4 25 36

determine uma expressao geral para a sucessao das somas parciais que lhe esta
associada e diga se a série é convergente ou divergente, e a sua soma se for
possivel.

2. Determine a natureza das seguintes séries geométricas e sempre que possivel a

Sua somas:
400 —+00
—1\n—-1
2 2 (F)
n=1 n=1

3. Estude a natureza das seguintes séries de Mengoli:

400 9 +oo n
; (n+2)n’ ;ln(n—i—l)'

4. Usando séries de Mengoli, mostre a seguinte igualdade
—+00

1 1
nz:l(x+1+n)(a:+n) S l+a

5. Utilize o critério de comparacao ou seus corolarios para estudar a natureza das

seguintes séries:
*i 1 *i’f 3n3 — 2n? + 4
2 + 57’ — n’—n3+2"’

n=2
—+o0o “+o00 —+o00o 2
1 ( 3 3n° +5n
Y= n +2—n), Py —

6. Utilizando o critério de D’Alembert, estude a natureza das seguintes séries

U TR
n!’ 3n 24.6....2n°
n=1 n=1

n=1
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7. Utilizando o critério da raiz de Cauchy, estude a natureza das seguintes séries

ipl IR 94l IR 1
an nzzl nn’ Z(n+1)”’ ;(1—1—3/12)”2
8. Estude as seguintes séries alternadas:
= n 1 = o
;<_1) In(n+1)’ nzl(_l) on’

9. Estude em termos de convergencia absoluta ou simples as seguintes séries:

= e n? = e n! = cos(1/n)
;(_) n3 +1’ ;(_) (2n — 1)1 ; n2 41"

10. Utilize o critério do integral para estudar a natureza da seguinte série:

X in(n
>

n=3

7.7 Exercicios para trabalho de casa

1. Dada a seguinte série

S
23 34 45

determine uma expressao geral para a sucessao das somas parciais que lhe esta
associada e diga se a série é convergente ou divergente, e a sua soma se for
possivel.

2. Determine a natureza das seguintes séries geométricas e sempre que possivel a

Sua Soma.:
o0
2
Z 5n’ Z 3n+l’
n=1

3. Estude a natureza das seguintes séries de Mengoli:

+oo 1 +o00 3 400 1

Zrﬂ—l’ ;(Qn—l)n’ nz_:l(n—i—l)(n—i—Q)(n—i—?))'

n=2
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4. Determine o valores de x para os quais a série geométrica converge

“+oo

nZ::l (x+1)n

5. Utilize o critério de comparacao ou seus coroldarios para estudar a natureza das
seguintes séries:

Jff n+1 = In(n) i:’o n Jff vn
T ) 9 9 3 .
n=2 3n3 +2 n=1 n n=1 ne+1 n=1 n+1

6. Utilizando o critério de D’Alembert, estude a natureza das seguintes séries

X 1409, X2

" n
va’ Ze”’ Z159 4n—3)’ 30

7. Utilizando o critério da raiz de Cauchy, estude a natureza das seguintes séries

400 400 400 +1 +©
n —_n\n 2n n + 2
2ogr 20 G X
n=1 n=1 n:l n=1
8. Estude as seguintes séries alternadas:
+0o0 +oo
1 n+1
YD Y () ———
n=1 2" n=1 \F - 1

9. Estude em termos de convergencia absoluta ou simples as seguintes séries:

= 1y 1 = n = cos(n)
;(_ ) m7 ngl(_ 1’ ngl n3/2 .

10. Utilize o critério do integral para estudar a natureza da seguinte série:

400 1

; (3+2n)%



Capitulo 8

Séries de Poténcias

"The Riemann Hypothesis - It would be a tragedy if it just
needed a trick to prove it.”

Alain Connes

No capitulo anterior estuddmos as séries cujos termos sao numeros. De seguida
vamos considerar séries cujos termos sao fungoes. As séries de poténcias sao casos
particulares muito importantes das séries de fungoes.

8.1 Definicao e generalidades

Seja  uma varidvel. Uma série de poténcias de x é uma série de fungoes da forma

—+o00
n __ 2 n
anx = ag+ a1 +ax” +...+apx” + ...
n=0
onde cada a,, n =0,1,2,... é um nimero real.

Da mesma forma, para um real b, chama-se uma séria de poténcias de z — b a
uma séria da forma

+oo
Zan(:c—b)n:ao—i—al(x—b)—I—ag(m—b)2+...+an(:c—b)”—|—...

n=0

147
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8.2 Intervalo e raio de convergéncia

Seja o caso mais geral das séries de poténcias, i.e. a série de poténcias de z — b

—+00

Zan(az—b)n. (8.1)

n=0

Em relac@o a série (8.1) o nosso objectivo é determinar o seu raio de convergéncia e
determinar os valores de x para os quais a série em causa converge.
Passando a série dos médulos

+0o0
> lan(z—b)"|, (8.2)
n=0

e impondo convergéncia na mesma, obtemos os valores de x para os quais a série
(8.2) converge, e ao invocar o Teorema 7.15 e Definigao 7.2 ficamos a saber que a
série (8.1) converge absolutamente para os mesmos valores de x. De seguida vamos
analisar este assunto de forma mais precisa.

Tendo em conta a descrigdo anterior ao aplicar o Critério de D’Alembert & série
dos médulos (8.2), com imposigao de convergéncia, vem

| angr(z—0)" |

<1,

ie.

lim L0l e
n—-+o0o ’an‘

Designando por R o seguinte limite, i.e.

R = lim |an\’
nﬁ+oo‘an+1|

vamos obter 1
E|x—b|<1:>\m—b|<R,
ie.
b—R<z<b+R, ouseja z€]b—R,b+ R|.

Concluimos, pelo que foi dito anteriormente, que a série (8.1) é absolutamente con-
vergente para os valores de x tais que | z — b |< R e diverge para os valores de z tais
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que | z — b |> R. Caso o limite (8.3) exista, R designa-se por raio de convergéncia
e é equivalente, via Observacao 7.5, ao seguinte limite':

1

R=— .
limy, 4 0 v ‘an’

Como consequéncia, temos o seguinte teorema:

(8.4)

Teorema 8.1 A cada série Z:ﬁ% an, (x — b)n estd associado o raio de convergéncia
R >0 ou +o0o de tal maneira que a série é absolutamente convergente nos pontos x
tais que |x — b| < R e divergente nos pontos x tais que |x — bl > R, sendo

R 1
mnHJroo v ‘an’ '

Demonstragao: Consultar Sarrico [4]. 4

(8.5)

Tem-se a partir deste teorema que o conjunto de valores x para os quais a série
de poténcias (8.1) converge é um intervalo centrado em = = b tal que |z —b| < R, e
diverge para os valores de x tais que |z — b| > R, ver Figura 8.1.

Para terminar, falta estudar a natureza da série (8.1) nos extremos do intervalo
|b—R, b+ R], i.e. falta estudar as situagoes x = b— R e x = b+ R. Para tal, temos que
substituir x = b— R e x = b+ R na série (8.1) e estudar a série numérica associada a
tais situagoes. E necessério realizar o estudo da convergéncia da série nos extremos
do intervalo |b — R,b + R] pois para esses valores o Critério de D’Alembert nao é
conclusivo. O estudo descrito atras também podia ser feito aplicando o Critério de
Cauchy, com imposicao de convergéncia.

8.3 Séries de Taylor e Mac-Laurin

Seja f : I C R — R uma fungado indefinidamente diferenciavel num ponto em 1.
Fixando a € I, chama-se série de Taylor da fungao f em torno do ponto = = a, a
série

T2 ) (g .
@) = e
n=0 °
fla)  f(a) f"(a) £ (a) .

!Dada uma sucessio numérica u,, chama-se sublimite da sucessdo a qualquer nimero que seja
limite de uma subsucessdo de u,. Seja M o maior de todos os sublimites de u,,, entdo diz-se que M
é o limite superior de u, e representa-se por mn_ﬁ%mun = M. Se u,, é uma sucessao convergente
entao limy,— oo Up = mnﬁjwoun. Para analisar este assunto com mais detalhe, ver Sarrico [4].
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Convergs
Di*.lrerge Divlerge

& B = D
b

Convergs
I
' A=+
b

Diverge Converge Diverge
I
o - o 0 -%— D., + oD
b— R b b+ A

Figura 8.1: Interpretacio geométrica do raio e intervalo de convergéncia. Nesta figura a natureza
da série (8.1) nao foi analisada nos extremos do intervalo |b — R,b + R|.

a qual é uma série de poténcias de = — a.
Da mesma forma, se a = 0 € I, chama-se série de Mac-Laurin da fungdo f em
torno do ponto z = 0, a série

I® £(n)
f(z) = _Ofn!(o):v"

f(0)  f(0)  f"(0)
or T et e et

170) L

a qual é uma série de poténcias de .

Observacao 8.1 A expressio f(™ (a) representa a derivada de ordem n da func¢do
f no ponto a. Por convencio, fO(a) = f(a).

De seguinda vamos apresentar condicdes que garantem a existéncia dos desen-
volvimentos anteriores.

Definicao 8.1 Sejam a um numero real e f uma funcdo indefinidamente dife-
rencidvel no ponto a. O polindmio de grau n de Taylor, i.e. P,(x) de f em a é
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dado por:

Py(z) = f(()f‘) +7 1(?)

Observagao 8.2 Se a =0 da definicdo anterior temos que

/ (n)
P,(z) = f(()?) + fl('o)x +...+ S0 n!<0)x"

€ o polinomio de Mac-Laurin de grau n de f.

(x—a)+...+

Teorema 8.2 (O resto da férmula de Taylor) Seja f dotada de n+1 derivadas
num intervalo que contém a. Se x € um niumero diferente de a no intervalo, entdo
existe um niumero ¢ entre a e x tal que f(x) = P,(x) + Ry(z) onde

F(Q)
(n+1)!

Demonstragao: Consultar Ferreira [8].q

n+1

R,(x) = (x —a)

No caso em que a = 0, o teorema anterior estd relacionado com o resto da férmula
de Mac-Laurin. O teorema seguinte da-nos condicoes suficientes para a existéncia
do desenvolvimento de uma func¢do f em série de poténcias.

Teorema 8.3 Seja f uma funcdo indefinidamente diferencidvel num intervalo que
contém a, e seja Ry(x) o resto de Taylor de f em a. Se

lim R,(z)=0

n—-+0o

para todo o x no intervalo em causa, entio f(x) € representada pela série de Taylor
para f(x) em a. Quando a =0, o mesmo acontece para a série de Mac-Laurin.

Demonstracao: Consultar Ferreira [8].4

De seguida vamos apresentar dois teoremas com muita utilidade pratica. Um
sobre a diferenciagdo de uma série de poténcias, e o outro sobre a integragao de uma
série de poténcias, respectivamente.

Teorema 8.4 Suponha que uma funcao f estd representada por uma série de po-
téncias em x — a com raio de convergéncia R # 0, i.e.

+oo
f(z) = ZKn(x —a)", x €la— R,a+ R].
n=0

Entao:
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(1) A fungao f € diferencidvel no intervalo Ja — R,a + R|.

(ii) Se a representagdo de f por uma série de poténcias for diferencidvel termo a
termo, entdo a série resultante tem raio R e converge para f' sobre o intervalo

la — R,a+ R, i.e.

df =X d n
M(g;):%éﬁ[f(n(az—a) }, z €la—R,a+ R|.

Demonstracao: Consultar Anton [3].4

Teorema 8.5 Suponha que uma funcdo f estd representada por uma série de poténcias
em x — a com raio de convergéncia R # 0, i.e.

Entao:

(i) Se a representagdo de f por uma série de poténcias for integrdvel termo a termo,
entao a série resultante tem raio R e converge para /f(:v)dx no intervalo

la—R,a+ R|, i.e.
+oo
/f(x)da::Z{/Kn(m—a)”dx +¢, z€la—R,a+ R[, ceR.
n=0

(ii) Se av e B forem pontos do intervalo la — R,a + R[ e se a representagdio de f
em série de poténcias for integrdvel termo a termo de o até B, entdo a série
numérica resultante converge absolutamente em la — R,a + R, e tem-se

5 +o0 1B
/a f(x)d:c:;)[/a Kn(z — a)'dz).

Demonstracao: Consultar Anton [3].4
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8.4 Exercicios para aulas tedricas

1. Determine o raio de convergéncia das seguintes séries de poténcias, assim como
o intervalo onde a mesma converge e diverge, i.e. a natureza das séries em R:

+oo(_1)n l'2n+1 +oo(_1)n (1: + l)n +o00 1
Z on+1’ Z onp Z nlzn’
n=1 n=1 n=1

2. Desenvolva em série de poténcias de x (i.e. série de Mac-Laurin) as seguintes
funcoes:

f(z) =€, f(x)=sin(z), flz)=(1+z)"

3. Desenvolva em série de poténcias de x — 2 (i.e. série de Taylor) as seguintes

funcoes:
1
f(x) =lIn(z), f(z)= m

4. Utilize séries de Mac-Laurin para determinar o seguinte limite:

lim 57().

x—0 X

5. Utilize a derivagao e a integracao para desenvolver em série de poténcias de x a
fungao f(x) = arctg(z).
8.5 Exercicios para aulas praticas

1. Determine o raio de convergéncia das seguintes séries de poténcias, assim como
o intervalo onde a mesma converge e diverge:

~+00 " +00 +00 1
PE-ED BEUCES VDY A=
n=1 n=1 n=1

2. Desenvolva em série de poténcias de x (i.e. série de Mac-Laurin) as seguintes

funcgoes:
f@) = s S@) = cos(@), flx) = Infa+1),
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3. Desenvolva em série de poténcias de x — 1 (i.e. série de Taylor) as seguintes
funcoes:
f@) =In(3 ), f(x)=2"In(a?), flz)=e"".
4. Utilize séries de Mac-Laurin para determinar o seguinte limite:

VA v
lim .

x—0 T

5. Utilize a derivagao e a integracao para desenvolver em série de poténcias de x a
fungao f(x) = arcsin(x).
8.6 Exercicios para trabalho de casa

1. Determine o raio de convergéncia das seguintes séries de poténcias, assim como
o intervalo onde a mesma converge e diverge:

1’ - | ’ — )
—nl’ = (2n)! —~ nl —@—-2)"(n+2)
2. Desenvolva em série de poténcias de x (i.e. série de Mac-Laurin) as seguintes
funcoes:
6223
f@) = s S0 = tg(a),
1 1
3. Desenvolva em série de poténcias de x — 4 (i.e. série de Taylor) as seguintes
funcoes:
1

f@) =z, flz)=-.

x

4. Utilize séries de Mac-Laurin para determinar ao seguinte limite:

Coet—1
lim
x—0 X

5. Sabendo que
+oo 22+l

sin(z) = Z(_l)n(zm Ly

n=0
determine o desenvolvimento da fungao f(x) = cos(x) numa série de poténcias
de x, usando: derivacao e primitivagao.



Capitulo 9

Equacoes Diferenciais
Ordinarias

”The imaginary number is a fine and wonderful recourse of
the divine spirit, almost an amphibian between being and not
being”

Gottfried W. Leibniz

As equacoes diferenciais tém amplas aplicagoes na resolugao de problemas com-
plexos sobre movimento, vibracoes, aerodinamica, hidrodinamica e todo o tipo de
fenémenos fisicos que envolvam taxas de variagdo de quantidades varidveis. De se-
guida iremos estudar apenas os casos mais simples, i.e. as equagoes diferenciais
lineares com coeficientes constantes.

Definicao 9.1 Uma equacao diferencial linear de ordem n é uma equagdo da forma
any"™ () + a1y V() + -+ a1y (1) + aoy(t) = &, (9.1)

onde Qp,ap_1,...,a1,a9 € £ sGo constantes, com a, 7 0. Se £ =0, a equacao diz-se
homogénea. Por outro lado, se £ # 0, a equacdo diz-se nao-homogénea.

Chama-se problema de valores iniciais ao problema que consiste em encontrar
a solucao de uma equagao diferencial que satisfaga certas condigbes num ponto de
um intervalo I subconjunto de R. Por outro lado, chama-se problema de valores na
fronteira ao problema que consiste em encontrar a solucao de uma equacao diferencial
que satisfaca condicoes dadas em mais de um ponto do intervalo I.

155
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Exemplo de uma equacao diferencial nao-homogénea de ordem 2, com valores
iniciais:
y'(t) = 3y'(t) + 2y(t) = b,

y'(0) =1, y(0) =1.

Da mesma forma a equacao diferencial homogénea de ordem 2

y'(t) = 3y'(t) + y(t) =0,

é um problema de valores na fronteira.
Finalmente podemos colocar a seguinte questao:

Como encontrar a solugdo da equagdo diferencial (9.1)%

De seguida iremos analisar a resposta de tal questao.

9.1 Equacoes diferenciais lineares homogéneas de or-
dem n

Seja a seguinte equacao diferencial linear homogénea de ordem n:

any ™M () + a1y V@) + ...+ ary (t) + agy(t) = 0, an #0. (9.2)

Da equacao anterior, e estabelecendo a seguinte correspondéncia:
y () = k" y ) s By () = ks y(t) > 1
temos a seguinte equacao caracteristica
ank™ + an1 k" P+ ...+ ark +ap =0,

de raizes aq,a9,...,a,. Em relacao as raizes, tem-se as seguintes possibilidades
(onde Cj, B; € R):

1. Para raizes reais « corresponde uma solucao particular

Cre™.
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2. Para raizes reais a de multiplicidade 7, corresponde 7 solugoes particulares line-
armente independentes

Coeat, Clteat, 02t2€at, ey Crfltr_leat.

3. Para qualquer par de raizes complexas conjugadas' o & i3 correspondem duas
solugoes particulares

Cre®cos(Bt) e Cae™sin(fBt).

4. Para qualquer par de raizes complexas conjugadas « + ¢8 de multiplicidade 7,
correspondem 27 solugoes particulares

Coe®tcos(Bt), Cite™ cos(Bt), Cot*e“cos(Bt), ..., Cr_1t" te* cos(Bt);

Boe®'sin(pt), Bite® sin(Bt), Bat?e™ sin(Bt),. .., By_1t" te* sin(St).

Quando uma equagao diferencial retine as solugoes particulares anteriores, diga-
mos, y1(t),y2(t),...,yn(t) que sdo linearmente independentes, tem-se que a solugao
da equagao diferencial (9.2) (consultar bibliografia), é dada por

y(t) = yi(t) +y2(t) + ... + ynlt).

Teorema 9.1 Dadas duas solugoes y1(t) e y2(t) da equacdo diferencial (9.2), tem-se
que y1(t) + y2(t) ainda é uma solugao da equagao (9.2).

Demonstracao: Consultar Piskounov [10]. 4

9.2 Equacoes diferenciais lineares nao-homogéneas de
ordem n

Seja a seguinte equagao diferencial linear nao-homogénea de ordem n:

any"™ () + a1y V() + o+ ary (1) + aoy(t) = € an,E£0. (9.3)

!Onde i = v/—1 é a unidade imagin4ria.
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Teorema 9.2 A solu¢do da equacdo diferencial (9.3), € dada por

y(t) = y1(t) + y«(t),

onde y1(t) € a solugao do problema homogéneo associado, e y.(t) € uma solugdo
particular da equacdo nao-homogénea.

Demonstracao: Consultar Piskounov [10]. 4

Para simplificar o nosso estudo, vamos apenas estudar solugoes particulares do
tipo
y(t)=ht’, heR, B>0.
Considerando y(t) = y1(t) + y«(t) uma solugao da equagao diferencial (9.3), com
y1(t) a solucdo do problema homogéneo de grau n associado, e y,(t) = ht® uma
solucao particular, tem-se ao substituir y(¢) na expressao (9.3)

€ = anBB-=1)...(B— -1+ .. +axB(B—1)ht??
+ a1 BhtP + aght? (9.4)

e, da expressao anterior podemos determinar o valor de 3 (o valor de n é conhecido)
de modo que a igualdade entre o lado esquerdo e o lado direito seja igual a uma
constante, para tal basta escolher o maior expoente dos 5 — n (tenha em conta
que 8 > 0) e iguald-lo a zero. E, assim, com o parametro  identificado em (9.4)
podemos determinar o valor de h, escrever a solugao particular e como consequéncia
escrever a solucao da equagao diferencial (9.3).

9.3 Exercicios para aulas tedricas

1. De acordo com os dados das Nagoes Unidas, a populagdo mundial no comego de
1990 era de, aproximadamente, 5.3 bilhoes e crescendo a uma taxa de 2% ao ano.
Supondo um modelo de crescimento exponencial do tipo

y'(t) —py(t) = 0, y(0) = yo,

estime a populagao mundial no inicio do ano de 2015. E, de notar, que a taxa
de crescimento relativo a 2% por unidade de tempo em um modelo de crescimento
exponencial significa p = 0.02 na nossa equagao.

2. Resolva as seguintes equacoes diferenciais:

y"(t) —6y'(t) + 9y(t) =0, y/'(t) +2y(t) = 8.
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3. Resolva as seguintes equagoes diferenciais:
6y"(t) — Ty'(t) + y(t) = 0, y(0) = 10, y'(0) = 5,

y"'(t) — 4y"(t) =5, y(0) =0, ¥'(0) =1, y"(0) = 10/8.

4. Confirme que y(t) = €' e y(t) = e~ ! sao solugdes da equagao diferencial y”(t) —

y(t) = 0. E, além disso, determine outra solugao tal que y(0) =1 e y'(0) = 1.

9.4 Exercicios para aulas praticas

1. Considere um peso de massa m suspenso por uma mola vertical, o qual é deixado
numa posicao de equilibrio. Suponha que o peso é, entao, colocado em movimento
vibratério vertical. O modelo matematico que descreve tal movimento vibratério é
designado por modelo harmdnico simples, i.e.

y'(6) + Tyt =0,

—Y
m
onde k£ é uma constante positiva, chamada constante da mola. Determine a solugao
da equagao diferencial homogénea em causa.

2. Resolva as seguintes equagoes diferenciais:
" ! . " 1" / o
y () =2y () +5y(t) =0, " (t) —y"(t) + 9y (t) — 9y(t) = 0,
y'(t) = 5y (t) + 6y(t) = 2.

3. Resolva as seguintes equagoes diferenciais:

y" () — 24" (t) +2¢/(t) — y(t) = 2, y(0) = 4'(0) = 4"(0) = 0.

4. Verifique que y(t) = Cref + Cye™* com C1,Cy € R é solucdo da equacio
diferencial

y'(t) — k*y(t) = 0.
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9.5 Exercicios para trabalho de casa

1. Quando uma droga (digamos, penicilina ou aspirina) é administrada a um in-
dividuo, ela entra na corrente sanguinea e, entao, é absorvida pelo organismo no
decorrer do tempo. Pesquisas médicas mostraram que a quantidade de uma droga
presente na corrente sanguinea tende a decrescer a uma taxa proporcional a quanti-
dade de droga presente - quanto mais droga estiver presente na corrente sanguinea,
mais rapidamente ela serd absorvida pelo corpo. Para traduzir este principio num
modelo matemadtico, suponha que y = y(t) seja a quantidade de droga presente
na corrente sanguinea no instante t. A cada instante, a taxa de variagdo de y em
relagdo a t é y/(t), assim, a hip6tese de que o decrescimento da taxa é proporcional
a quantidade y na corrente sanguinea traduz-se na equagao diferencial

y'(t) = —py(t)
onde p é uma constante de proporcionalidade positiva a qual depende da droga
e pode ser determinada experimentalmente. O sinal negativo é requerido, pois y
decresce com o tempo. Assim, se a dosagem inicial da droga for conhecida, digamos
y = yo em t = 0, entdo a férmula geral para y(t) pode ser obtida resolvendo-se o
problema de valor inicial

y'(t) +py(t) =0, y(0) = yo,
determine a solucao da equacgao diferencial linear homogénea em causa.

2. Resolva as seguintes equagoes diferenciais:
y'(t) = 4y (1) + 13y(t) = 0, '(t) — 4" (1) = 5.
3. Resolva as seguintes equagoes diferenciais:
y"(t) — 4y (t) + 13y(t) = 0, y(0) = 2, ¥'(0) = 1;
y'(t) —y'(t) =3, y(0) =2, ¥'(0) = 1.
4. Considere a seguinte equagao diferencial ordinaria homogénea de ordem 2:
Y (8) + 4y(t) = 0
i) Verifique se a fungdo y(t) = te~2 + cos(—2t) satisfaz a equagao diferencial dada.

i7) Determine a solugao da equacao diferencial dada com condigoes de fronteira

y(0) =1, y'(5)=2
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