UNIVERSIDADE DE EVORA

Mestrado em Matemdtica Aplicada

ANALISE DISCRIMINANTE,
TEORIA DA DECISAO
E

INFERENCIA BAYESIANA

Dissertagdo apresentada para obter o grau
de Mestre em Matemadtica na especialidade

de Estatistica pela Universidade de Evora

Sandra Maria Bargdo Saraiva

Evora, 2000



Dedicatorias

A D. Conceigdo Bargio,

ao Dario Ferreira,

a Elsa Saratva,

ao Sr. Francisco Saraiva,

respectivamente Mae, Namorado, Irmd e Pai

aqui citados em ordem alfabética para evitar discussdes.



AGRADECIMENTOS

A realizagdo da presente dissertagdo é fruto de um trabalho persistente
que, todavia, esta longe de me poder ser atribuido na integra, pois para ecla
contribuiram decisivamente varias personalidades com quem fui contactando e
aprendendo ao longo do periodo da minha formag8o; assim, ndo posso deixar de
expressar a minha admiragdo e o meu profundo reconhecimento ao Professor
Doutor Tiago Mexia, Professor catedratico da Universidade Nova de Lisboa,
que, para além de meu orientador cientifico, sempre soube transmitir a nossa
relagdo de trabalho um ambiente de natural convivéncia, estando sempre
disponivel para transmitir os seus valiosos conhecimentos.

Ao meu namorado deixo aqui um obrigado pela aten¢do, motivagio e
conhecimentos que foram de grande valor e que muito contribuiram para a
conclusdo desta dissertagdo.

A minha colega Isabel Cristina com que ha algum tempo estabeleci uma sd
e duradoura relagio de camaradagem queria também deixar o meu vivo
agradecimento pelo bom clima de trabalho que sempre me soube proporcionar.

A todos aqueles, alguns bons amigos, que me ajudaram sobretudo a ter
uma visdo mais global da matematica ndo posso deixar de expressar também o

meu agradecimento.



RESUMO

Com este trabalho procurou-se integrar a Analise Discriminante na Teoria
Estatistica de Decisdo, interpretando esse enquadramento em termos de
Inferéncia Bayesiana.

A nossa exposig‘ﬁo foi feita em termos de Teoria da Medida pelo que
comegamos por introduzir conceitos necessarios. Em seguida expusemos
sucintamente os fundamentos da Inferéncia Bayesiana, antes de desenvolvermos
a Analise Discriminante. Concluimos com uma aplicagdo.

A abordagem adoptada permitiu-nos flexibilizar a Analise Discriminante.
Assim, através da introdugdo do conceito de Regido de Risco a Posteriori
Controlado estudamos situa¢des em que, em vez de se atribuir um elemento a

uma subpopulagio, o elemento ¢é atribuido a um conjunto de subpopulagdes.



ABSTRACT

We try to show that Discriminant Analysis can be considered as a branch
of Statistical Decision Theory when viewed from a Bayesian approach.

First we present the necessary Measure Theory results, next we bniefly
outline the foundations of Bayesian Inference before developing Discriminant
Analysis as an application of Bayesian Estimation.

Our approach renders Discriminant Analysis more flexible since 1t gives
the possibility of classing an element as belonging to a group of populations. This
possibility arises from the introduction of the concept of Regions of Controled

Posterior Risk.



LISTA DE SIMBOLOS E CONCEITOS

P(S) - familia de subconjuntos de S

¥o(7) [Z(7)]- a algebra [algebra- o | gerada por 7

B(S) - algebra-o dos borelianos (se S for espago topologico), em particular
B, =B(R")

(S.%) - espago mensuravel

2(C) - fungdo de conjuntos definida em X

(5,%,4) - espago de medida

(Q, >, P°) - espago de probabilidade

I-() - fungdo indicatriz do conjunto C

A << A4, - 4 ¢ absolutamente continua em ordem a 4,

d
f =£ - afungdo f() € a derivada de RADON-NIKODIM, de %, em ordem

a i,

p(C0 l}"’) - probabilidade condicional de C, €, dado ¥™ = y"
IE (X +|)7"’) - valor médio condicional de X* dado Y™ = j"
S, X S, - produto cartesiano de S, por S,

g em?. - a fungdo mensuravel g ¢é mensuravel

g emY” - fungdo mensuravel ndo negativa

g € FS™ - fungdo mensuravel simples ndo negativa

Q - espago paramétrico

pr(AiIB) - probabilidade a posteriori

D - espago das decisdes possiveis

E - espago amostral



d, =d, (67 k ) - decisdo certa

W(d,do) >0- Fungdo de custo sendo d a decisdio tomada e da decisdo certa
i.i.d - independentes e identicamente distribuidas

X" - vector aleatorio cujas componentes s3o as nossas observagoes

I

a

(:?") - regidio de risco a posteriori controlado de nivel o dada a amostra x”
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1- INTRODUCAO



Introducéo

1 - INTRODUCAQ

O objectivo desta dissertagdo € enquadrar a Analise Discriminante dentro
da Teoria de Decisdo Estatistica interpretando esse enquadramento em termos de
Inferéncia Bayesiana.

Apoés apresentarmos alguns resultados preliminares, consideramos a
Inferéncia Bayesiana introduzindo entdo o conceito de Regido de Risco a
Posteriori Controlado. Este conceito ird desempenhar um papel importante no
nosso estudo. Com efeito, por vezes na Analise Discriminante em vez de atribuir
um elemento a uma populagdo podera ser preferivel atribui-lo simplesmente a um
conjunto de populagdes, as quais, como veremos, constituirdio uma Regido de
Risco a Posteriori Controlado.

Seguir-se-a a exposi¢do da Analise Discriminante relacionando-a com a
Inferéncia Bayesiana. Mostraremos que uma interpretagdo Bayesiana da Analise
Discriminante leva a minimizagdo do custo médio da decisio, sendo pois

enquadravel na Teoria de Decisio Estatistica .
Existem excelentes exposi¢des da Inferéncia Bayesiana, ver por exemplo,

O’HAGAN (1994), e da Analise Discriminante, ver por exemplo ANDERSON
(1984) que ja relaciona a Analise Discriminante com a Inferéncia Bayesiana. No
entanto 0 nosso objectivo levou-nos a uma apresentagdo distinta da apresentada
nesses textos, fortemente baseada na teoria da medida. Nesta guia-mo-nos
fundamentalmente pela excelente exposi¢do que vem em WILLIAMS (1997).
Procuramos ainda pér em evidéncia as possibilidades dadas pelas estatisticas

suficientes quando existem.
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Resultados preliminares

2- RESULTADQOS PRELIMINARES

2.1. - MEDIDAS E INTEGRAIS

Dado um conjunto S,P(S) sera a familia dos sub-conjuntos de S. A
familia ndo vazia ¥ [X]de sub-conjuntos de S sera uma algebra [algebra-o | se
for fechada para a passagem ao complementar e a unido finita (numeravel).
Intersectando-se algebras [algebras-o ] obtém-se algebras [algebras-o ]. Logo,
para toda a familia 7~ de sub-conjuntos de S, a intersecgdo de todas as algebras
[lgebras- o | que a contém sera uma algebra [algebra-o |, a dlgebra [algebra-o ]
gerada por T, representamo-la por X,(7) [X(7)]. Em particular se S for
espago topoldgico, a algebra-o gerada pela familia dos abertos sera a algebra-o

dos borelianos, representa-la-emos por A(S). No caso de IR” admitiremos que
se tem a topologia baseada na métrica euclideana e poremos B, = B(IR").

Observe-se que P(S)é algebra-o e que toda a algebra-[o] contém & e
S. O par (S,X) sera um espago mensuravel. Sendo A(C)uma fungdo de
conjuntos definida em Y, a mesma sera uma medida se for ndo negativa, se se
anular para @ e for o -aditiva, isto €, dados os conjuntos C, €%, n=1,... ,

disjuntos dois a dois,

m 2(Uc,)-% atc.):

12
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otrio (S,X,1) sera um espago de medida. Se A(S) <+ [=1], 1 serd uma

medida finita (de probabilidade e (S,%,1) sera espago de probabilidade). Além

disso, se S = UC,,,com C eX e /1( )<+oo A sera o -finita.

n=1

O teorema de CARATHEODORY, ver WILLIAMS (1997,pg. 20), diz-

nos que duas medidas ¢ -finitas que coincidem numa algebra X,, coincidem em
2= (ZO), isto €, na algebra-o gerada por X,. Utilizando-se este teorema
pode mostrar-se que existe uma unica medida, dita medida de LEBESGUE,
definida em (IR", ,B,,) e tal que

@ :{ j (b—a)+oo

Esta medida é o -finita mas ndo ¢ finita ja que [:(IR") = +o0. Ao trabalhar
com medidas convenciona-se que (+ )+ (+ )=+ e que (o) x (+x) =
Além da medida de LEBESGUE interessar-nos-a considerar as chamadas

medidas discretas. Seja ¢ = {z j}um conjunto finito ou numeravel de pontos de S

aos quais se atribuem pesos ¢q; , j = 1,..., ndo negativos. Pondo-se
3) o(C)= 2.4,
z;eC

define-se uma medida em P(S). Se ¢ for finito, ¢ sera finita; no entanto, se ¢

O
for numeravel, ¢ em geral sera o -finita sendo finita apenas quando g ; <+®.
Jj=1

Quando a soma dos pesos € 1, ¢ sera medida de probabilidade.
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Um caso particular de medida discreta é a medida N() definida em

P(IR). Neste caso, ¢ é constituida pelos pontos com abcissa inteira ndo negativa
e todos os pesos serdo iguais a 1.

A fungdo 77() definida num espago de medida (S,X,1) e assumindo
valores em IR” ¢ mensuravel, pondo-se f € mY, se qualquer que seja C €4,

a respectiva imagem inversa por f"() pertence a X ; teremos entéo
@ Frey =271 e ez,

observe-se que, nesta expressdo, z representa um ponto genérico de S. Por
exemplo, S pode ser constituido pelas matrizes simétricas /x/ e,comn=1,a
fungdo ser o trago das mesmas.

Se n = 1, poremos simplesmente f e se f € mY¥ for ndo negativa,

poremos f € mX*. Sendo I.() a fungdo indicatriz do conjunto C, ter-se-a

Y al.()emS sempre que C,,...,C, €Z e, além disso, Y.a,/c()emE” se

=1 i=1

a,20 ,i-l,..,n. No segundo caso pomos ».al-()e FS*, dizendo que a

i
i=1

funciio ¢ mensuravel simples ndo negativa. Supondo que se esta a trabalhar com o

espaco de medida (S,¥,1), ter-se -4 o integral

(5) | (gl alc (z)) dA(z) = éa, AC,) <+

e,se f e mX*, define-se

6) [ () d() = sup| [ g(2) da(:)|(g(a) € FS™)A(g< )} < o0

14
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isto é, VzeS, glz)<f(z).Dada f emY, —f emX e

f* =Max{f;0} emx*
(7
f~=Max{- f,0} emZ*

tendo-se |f| =f* +f~ emX* e f =f*—f~.Caso _Hf(z)l d(z) < +o define-se
®)  [/@did=[r*( dad)- [ f(2)da)

A razio de ser da condic;ﬁo_ﬂ f(2)d(z) <+ esti em evitar
indeterminagdes da forma (+oc) —(+ ).

E ainda facil de se ver que se se tiver o espago de medida (S, P(3),0),

toda a fungio real ¢ m P(S) tendo-se
©) [ 1@ do()=Xq,/(,)
j=1

Pode mostrar-se, ver WILLIAMS (1997,pg. 54), que se os integrais das
fungdes f,() . j=1..N estdo definidos, se tem

(10) | [ib}. f; (z)) di(z) = ib £, datz)

Por outro lado,dada f e m¥* e CeX

(11) #O) = [ (2 1:(2) dafz)

15
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define, ver WILLIAMS (1997, pg. 56 e 57), uma medida em (S,Y). No que

segue poremos

(12) #(C) = | f(2) daz)

Dadas duas medidas 4 e A, definidas no espago mensuravel (S.Y),
diremos que 4, ¢ absolutamente continua em ordem a A4, se 4,(C) =0 implicar
A4(C)=0, escreve-se A <<i.Se A4 e A, forem o -finitas o teorema de
RADON-NIKODIM, ver WILLIAMS (1997, pg. 57) diz-nos entdo que existe
S € mZ" tal que

(13) 4(C) = [ 1(2) diy(2)
C

A fungdo f() serd a derivada de RADON-NIKODIM de 4, em ordem a

4, , pondo-se f =g%.

As derivadas de RADON-NIKODIM de medidas de probabilidade em
ordem a L|N] serdo as densidades (fun¢des de probabilidade). Por exemplo,

para as distribui¢des binomiais com parametros »n € p, ter-se-a
n m n—m
(14) p(mln,p) =P (1 - p) sm=0]1,..n

e p(xln,p) =0 para todos os outros pontos em IR .

Quando todas as medidas de uma familia sdo absolutamente continuas em

ordem a medida A diremos que a familia estd dominada por 4.

16
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Se

(15) 4(C)= j £2(2)da(2)
e

(16) 10 =5

pode mostrar-se, ver WILLIAMS (1997, pg. 56 e 57), que

(17) 5(C) = [ £, i) = [ £(2) £,(2) dAy ()
c c
isto €, tem-se Zio = Zj: Zj: . Esta expressdo ¢ formalmente semelhante a da

derivada de fungdes compostas.

Suponhamos que se tem

(18) P(O)=La,P,(0)

N
com a,20 ,j=1..N e > a,=1. Entdoseas P, ,j=1,..,N, forem medidas
J=1

de probabilidade definidas em (S,Y), P sera medida de probabilidade definida

no mesmo espago mensuravel. Além disso, se as P, () tiverem derivada de

RADON-NIKODIM p,(x) ,j=1,...,N, relativamente a uma medida A definida

em (S.Y), ter-se-a

(19) P)-Sa,p, (-2

17
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2.2. - PROBABILIDADES E VALORES MEDIOS CONDICIONAIS

Dada a fun¢io mensuravel y” =7"(z) definida no espago de medida

(S,X,4) e tomando valores em IR™, pondo-se, com C €p,
(1) 3-(C) = Afi"(0)")

onde 7"(C)" = {z:?”(z) eC} , define-se uma medida em (IR"', ,B,,,). Diremos que
esta medida é induzida por 7"
Sendo n outra medida definida em (S,3) a partir da mesma obtém-se a

medida induzida 7..() também definida em (IR"',ﬂm). Suponhamos que

A <<n e que 7..(C) =0, tem-se entdo r;(?’”(C)'l) =0, bem como

@ 2. (0)=4(i"(C) ) =0

e, consequentemente, A.. << 7... Assim a indugdo de medidas respeita a relagao
t nt

de continuidade absoluta. Por outro lado, dado o espago de probabilidade

(S,Z,P) e C, €%, tem-se a medida

B) 7O =[1,()dP@) = [1:(2) I, (2) dP(2) = [ Icnc, (2) dP(z) = P(Cy N C)

absolutamente continua em ordem a P. Assim, se ¢ estiver definida em
(S.Z,P), ter-se-a y.. << P.n €, como P, (IR") = P(S) =1, P.. serd uma medida

de probabilidade induzida. Pondo-se

18
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B dy :n
~ dP.

@) AGl5)

ter-se-a com C ef, , atendendo ao teorema de RADON-NIKODIN

(5) 7 (C)= !P(Co [5") ap,. (57"

Ora

(©) v (©)=1(F"(C)")=Prm(©) n ),
vindo

™) i@ ne)=[ ") ae- (7)

¢, em particular

@®) P(Co)= P(S ~Cy) = P(T"(R") " co) - j_p(c0 ™) ap... (57)

A fungdo p(C0 I }"’) sera a probabilidade condicional de C, €Y dado y™.
Uma varidvel aleatéria X sera uma fung¢do real mensuravel f(z) definida
num espago de probabilidade (S, P).

Casoﬂ f(2)| dP(z) <+, X tem o valor médio

19
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) E(X)=[7(2) dP(2)

Ponhamos X* = Max {X;0} ¢ X~ = Max {- X;0}. Raciocinando-se como
atras para a probabilidade condicional, mostra-se que quando IE(X) estd

definido, existem valores médios condicionais [E(X ”l)‘z"') e ]:E(X ‘If”’) e que,

com
(10) E(x]") = E(x*|5") - E(x~[5m)
se tem

(1) IE(X) = H! E(x|5") dP.. (")

sendo IE(X I}’") o valor esperado condicional.

Suponhamos que 7”(Z) esta definida em (S,Z,go) com ¢ medida discreta
associada ao conjunto de pontos ¢ = {z j} finito ou numeravel. O conjunto
{fm(z);z EC} sera finito ou numeravel. Ponhamos {t‘,’”;i el } = {?"'(z);z eC}.

Tem-se agora uma medida induzida discreta. Os pesos ¢, do 7™, e, serdo

dados por

(12) .= 2.4, iel
(7~(e,)-27)

Se ¢ for medida de probabilidade, Zq ;=lpeloque > g, =>q =1¢

=1 J=1

@:» também serd medida de probabilidade tendo-se entdo

20
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2(C0)= T, Acafi7)

(13) S

IE(X) =Yg, (A7)

Seja 4, o acontecimento que se verifica quando 7™(Z)=7" ,i=1,..As

expressoes (13) podem ser rescritas com

P(Cy)= 3 pr(4) p(Col4)

i=1

(14) {

IE(X) = é pr(4) E(x]4,)

reobtendo-se assim resultados bem conhecidos.

21
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2.3. - MEDIDAS PRODUTO

Sejam (S i) j), j=12 espagos mensuraveis em que estdo definidas
medidas o -finitas 4,, j=12. Pode mostrar-se que a familia ¥, dos conjuntos
A"
U(CU XCZJ), com C;,..,C,y €X,,1=12, é uma algebra ¢ utilizar o teorema
j=1

de CARATHEODORY para mostrar que existe uma unica medida g X,

definidaem ¥, X3, = a(ZO) , tal que

¢y (/‘1 X M)(D(Cl,j X CZJ)) = i(/ﬁ (CLJ') X %(Cz’f))

J=l J=l

quando os produtos cartesianos C, ; XC, ;, j=1,...,N, sdo disjuntos dois a dois.
Observe-se que 4 Xpu, estara definida no espago mensuravel

(S1 XSZ,Z,XZZ), onde S, XS, representa o produto cartesiano de S, por
S,. Teremos assim o0s espagos mensuraveis (Sl XSz,Z,XZZ) e de medida
(S1 X8, 2, X2, X ,uﬁ) produto, enquanto g X u, serd a medida produto.
Seja g(sl,sz) em(Zl XZZ) uma fun¢do mensuravel ¥, XX ,, escrevendo-
se g(sl,sz) € I(ZIXZZ) se a mesma for limitada. Se, fixando-se s, [Sz] se
obtiver sempre uma fungdo mY, [mZI] e se jg(s,,sz)d(p, X,uQ) estiver

definido, o teorema de FUBINI, ver WILLIAMS (1997, pg. 77) diz-nos que

(2 Ig(sl’SZ) d(ﬂl X l‘z) = Igl(sl)dﬂl = J-gz(sz)d/b

com

22
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(3) gl(sl):_[g(sl,sz)dlb € gZ(SZ):_[g(sl>s2)dﬂl'

Em particular, se x4, for medida discreta, sendo S2;>» J=1,..,N, os pontos do

respectivo conjunto associado ter-se-a

4) _[g(slasz) d(ll‘l Xl‘z) = iqjg2(s2,j) = Zi;qjjg(sl,sz.j) dp, .

J=1

Vamos agora obter alguns resultados que nos serdo uteis.
Admitamos que (S, ,ZZ,PO)é espago de probabilidade e que P° <<y, com

0
derivada de RADON NIKODIN ;,ﬂ = p°(s;) e estabelegamos a
H

Proposicdo 1

Demonstracdo:

Com C, eX,, j=12, vé-se que
CXC,

(,“1 XPO) (Cl X Cz): ﬂl(Cl)PO(Cz) = ﬂ(Cl)_[PO(Sz)dﬂz = IISI (sl)Po(sz)d(ﬂl Xﬂz)

logo, para reunides disjuntas de produtos cartesianos ter-se-a

23
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(1“1 XPO)(O(CLJ' X Cz,j)J Ils /11 X.Uz)
/= (C XCy,)

i C =

S

Estas reunides constituem uma algebra ¥, tal que (lezz) :G(ZO).
Assim, atendendo ao teorema de CARATHEODORY, existe uma nica medida

definida em ¥, XX,, cujo valor para C, xC, ¢€ Ils,(sl)Po(Sz)d(M sz).
CxC,

Esta medida é, para C €3, XY,

f’))‘—-—o

,ul X ;12) o0 que estabelece a teseo

Consideremos agora uma medida de probabilidade P definida em %, X3,

¢ estabelecamos a

Proposicao 2

dP
d(p X P°

dpP

) p(s1 sz) tem-s¢ ———————(

Tendo-se (i X #z) = P(Spsz) PO(Sz) .

Demonstragdo :

Comecemos por observar que p(sl,sz) em (Z, X ZZ)+ e, dado
N
g(sl,sz) e FS (Zl XZz)+, se tem g(sl,sz) = Z (s,,sz) vindo, qualquer que

seja C eX, X3,

24
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logo, tomando o supremo, para as fungbes de FS (Z,x22)+ majoradas por

p(sl,sz) obtém-se

_[ P(Sl’sz) d(ﬂl XPO) = E[p(sl’SZ)pO(SZ)d(ﬂl X l‘z)

o

o que estabelece a tese . 0

Atendendo ao teorema de FUBINI, com

(11(51) = Ip(sl,sz)dPO = IP(ShSz)PO(Sz) dy
(5) 5 12(32) = Ip(shsz) dy

Lh(sz) = IP(SD%) PO(Sz) du,

tem-se

25
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(5) [1(s)) i = [ 1(s,) dP° = [ bls,) dps, =1

Quando P° é discreta, vem

(6) A (Sx) = iqj P(Slas2,j) -

J=1

26
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2.4. - ESPACOS PARAMETRICOS E ESTA TISTICAS SUFICIENTES

Suponhamos que para todo o §* cQ se tem uma medida de probabilidade

definida em (IR", ,B,,) absolutamente continua em ordem & medida A também

definida em (]R", ﬂ,,). Existem entio as derivadas de RADON NIKODIN

e

consiste em, conhecidas as derivadas de RADON NIKODIN, utilizar a

] k). Diremos que Q é um espago paramétrico. A inferéncia paramétrica

informag&o contida em X" para estudar questoes relativas a 8% . Assim, enquanto

X" & observado, 6% é “desconhecido”. Quando

(1) ‘v’ék:p(f"

6*) , " =1"(%")

7)) ()

sera estatistica suficiente contendo, ver FRASER (1957, pg. 16 a 20), toda a
informagdo dada por %" relativaa 6°*.
Na Teoria de Decisdo Estatistica considera-se um espago D de decisdes

possiveis. Uma regra de decisdo fixa faz corresponder a cada ¥” uma decisdo d.
Caso exista estatistica suficiente deve-se utilizar, ver FRASER (1957, pg. 45)

regras de decisdo da forma

2) d=dim)

isto &, a decisdo deve ser tomada em fungdo do valor da estatistica suficiente.

Intuitivamente compreende-se a razdo de ser deste resultado se pensarmos que a

estatistica suficiente contem toda a informagéo relativa a 8%, dada pelas nossas

observagdes.
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3 - INFERENCIA BAYESIANA

3.1. - O TEOREMA DE BAYES

Antes de formularmos a nossa discussdo da Inferéncia Bayesiana duma
forma abstracta convém recordarmos o bem conhecido Teorema de BAYES.

Sendo A,,...,A, acontecimentos incompativeis dois a dois e tais que um
deles se verifica sempre, suponhamos que se conhecem as probabilidades a priori
p(A,.),i =1..,N eas pr(B|A,. ) i=1,...,N.Suponhamos que B se verificou €
que a partir desse facto e das probabilidades a priori se pretende saber quais as
probabilidades a posteriori pr(A,. IB), i=1..,N de cada um dos
acontecimentos se ter verificado, dado B ter ocorrido. A resposta a esta questao

¢ dada pelo teorema de BAYES. Como, devido ao teorema de probabilidade total

se tem
(1) pr(B) =§pr(A,-)pr(B|A,-)

tem-se

@) pr(A,lB)= pr(A,. mB) _ A/pr(A,) pr(B’A,.) LN

pr(B) ;pr( 4) pr( B Az)

E esta formula que traduz o teorema de BAYES. Observe-se aqui que ao
conhecimento traduzido pelas probabilidades a priori se juntou o saber-se que

B se tinha verificado para calcular as probabilidades a posteriori.
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Se A e B fossem independentes ter-se-ia pr(A,. mB) = pr(A,.)pr(B) bem
como pr(A,. |B) = pr(A,-) e o saber-se que B se verificou nada nos diz quanto a
probabilidade de 4, se verificar. Assim o esquema que esta na base do teorema
de BAYES apenas “funciona” quando 4; ¢ B ndo sio independentes.

Sendo B um conjunto de resultados possiveis duma experiéncia, E o

conjunto de todos os resultados e B¢ = E- B o complementar de B, tem-se
3) >({B)) = {o.E.B,B}
que sera fechada para a passagem ao complementar e para a reunido numeravel

sendo portanto uma algebra o de sub-conjuntos de E que contém B. Diremos que

>({B}) ¢ aalgebra o gerada por B. Pondo

P(@)=0 s i=1...N

P(E)=1 ; i=1..N
(4) )

P(B) = pr(Bl4) ;i=1..N

P(B®)=1-pBl4) . i=1..N

fazemos corresponder aos 4, ,i=1,...,N outras tantas medidas de probabilidade
definidas em (E,Z({B})).
Se aos A, fizermos corresponder parametros 6% ,i=1..,N, podemos por,

com Ce X({B})
) P(C) = P(CB¥) i=1..N
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3.2-MEDIDAS A PRIORI E A POSTERIORI

O teorema de BAYES mostra como combinar informagdes a priori com
informagao recolhida para obter informagao a posteriori. Vamos agora formalizar
o estudo dessa combinagdo de informagdes através da nogdo de risco a posteriori.

Nos modelos bayesianos Q serve de suporte a um espago de probabilidade
(Q,ZZ,PO) e a um espago de medida (Q,Zz,pz)estando definida po(é") =—.

Tem-se ainda :

a)  um espaco de medida (IR", 8., ,ul);
b) uma medida de probabilidade P defimda em fg,x X, com

derivada de RADON-NIKODIM, p(f" 6 k) _ d(Tf:}T) e, consequentemente,
tendo-se
(1) ar N p(%.6%)p°(6*)

A nossa informagéo a priori esta contida no produto p(f "ot )po(é k ) que
designaremos por derivada de RADON-NIKODIM conjunta. Com base nesta
informacio e na contida no vector x” das observagdes, procuramos fundamentar

decisbes relativas a 6~ .

Seja D o espago das decisdes possiveis. No caso do teste de hipdteses
tinha-se D= {dl,dz}, com d, aceitar e d, rejeitar H,.
Admitamos que a 6% €Q podemos fazer corresponder d, :d0(67 ")que

representa a decisdo certa. No exemplo que temos estado a
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considerar ter-se-ia d, =d, [dz]caso 6% cw [5 k ew] . Por outro lado, uma
regra de decisdo fixa [aleatoria] faz corresponder a X" uma decisdo d = d(5c' ”)

[ uma medida de probabilidade P; definida em (D,X)]. Quando se utiliza uma

n

regra de decisdio fixa a partir de %" obtém-se directamente a decisdo, ao passo

que, se a regra de decisdo for aleatoria, a partir de ¥” apenas se obtém uma

distribuigdo de probabilidades. Por exemplo, se D= {dl,dz} € se P.der a

- 1 - . :
probabilidade 5 a ambas as decisGes possiveis pode-se atirar uma moeda ao ar

para optar.
Ao decidir-se encorre-se em custos sempre que ndo se toma a decisdo

correcta d,. Para quantificar esses custos utilizam-se funges de custo :
W(d,do)z 0, onde d ¢ a decisio tomada. Obviamente ter-se-a W(a’o,do): 0.

Ponhamos, para uma regra de decisdo fixa

@) W(z,6%) = w{d(z").0(6"))

e para uma regra de decisdo aleatéria

3) W(z.8%)= | w(d.d,(6")) d P (d)

Assim, no primeiro caso, W(f",a"' ) da-nos o valor da perda quando x¥" € o
vector das observagdes e, no segundo caso, o valor médio dessa perda.
Recordemos agora que (f”,é ")é o ponto genérico do suporte IR" X Q2

dum espago de probabilidade. Assim, o valor médio da perda ser4, atendendo ao

teorema de FUBINI
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4)

com

)

(6)

B(F)= [#(7.6%)p(5".0°)p°(6") s X ) =

R"X 2

- [ ) (E) ()

i) - [ee.) 20 o 1

Esta ultima fungdo é o risco a posteriori ( dado x") da regra de decisdo d

medindo a perda média a que a mesma conduz uma vez obtido X" .

Se conseguirmos para todo o ¥" minimizar IE(W1)?"), minimizamos

IE(W) tendo-se pois uma regra de decisio Optima. Suponhamos que existe

A\

(7

d =d(¥"), tal que, v 3"

jW(‘VLdO(ék)) pl",6*) dpP° =

- Min{j W(d,do(é")) p(f",o‘") dr®:d eD}

~ v
tomando-se d(f”) :d(f"), ter-se-ia a regra Optima atras referida. Assim a

solugdo optima para problemas de decisdo bayesiana é obtida minimizando-se o
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risco a posteriori. Quando o problema é de estimagio tem-se d, (67 "') =6* e caso

\"4

exista cvl(f "), 6 (5:‘ ") = d(f ") sera um estimador Bayesiano éptimo.

vk
Neste caso d=6 e do(ok )=9k , pelo que o estimador é obtido

minimizando
R ~ . -n’ nk 0 ék -
o 8@ T e
:IW(é'k,ék) p(fn’ék) dPO(ék)

e esta fungdo da-nos o risco a posteriori de se “optar” por ” tendo-se “cothido”
j;n
Claramente relacionada com a estimagdo Bayesiana esta a nogdo de Regido

de Risco a Posteriori Controlado de nivel «, formada pelos % tais que

9) [w(6*.6%) A

Esta regido sera representada por I, (i’") .
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4-ANALISE DISCRIMINANTE

4.1 - DUAS POPULACOES : CASO GERAL

Consideremos uma amostra de duas populagdes G, e G, sendo 4, € 4,
os acontecimentos que se verificam quando um elemento, tirado ao acaso da
mistura, pertence a G, ou a G,. Ponhamos ainda g, :pr(Aj) ,Jj=12. O

problema que se tem, usualmente é: dado um elemento pertencente a mistura

[ P9%

atribui-lo a G, ou G, com base em “n” medidas realizadas nesse elemento.

Uma alternativa ¢ admitir que se “colheu” uma amostra de dimensdo » € em
cada um dos elementos se realizou uma medida. Se admitirmos que todos os
elementos da amostra tém de pertencer 4 mesma populagéo, poder-se-4 admitir
que as observagdes sdo i.i.d. o que ndo se podera fazer na formulagdo usual do
problema. Para ja poremos de parte a hipotese das observagdes serem i.i.d. .

Seja entdio X" o vector aleatério cujas componentes s30 as nossas

observagdes. Admitamos que, quando 4, se verifica e o elemento pertence a G,

X" esta associado a uma medida de probabilidade Pj.(.) ,isto é, com Cepf,,

(1) pr(X"eC)=P(C) ,j=12

e que estas medidas de probabilidade tém derivada de RADON-NIKODIM

) p(#)=— Li=12,

com A uma medida definida em ([R", ,B,,). Podemos fazer corresponder estas

medidas e as respectivas derivadas de RADON-NIKODIM a parametros
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6' €Q ,j=12. Em (Q P(Q)) esta definida a medida de probabilidade discreta

J

dada por

(3) o6, =12
vindo

@ W) S )

com p(f";éjk )=p ; (f”) e tendo-se as

%) = 9,{¥":6;)
- 2
qup(gn;élk)

) (6}

Por outro lado, neste caso ha apenas duas decisdes possiveis:

d,- o elemento ¢ atribuidoa G,;

d,- o elemento ¢ atribuido a G,;

o que simplifica a “estrutura dos custos”. Assim, pode-se atribuir custo nulo a

uma atribui¢io correcta e considerar os custos :

C\,- quando um elemento de G, ¢ atribuido a G, ;
C,,- quando um elemento de G, ¢ atribuido a G,;

Para aligeirar a escrita poremos C, =C,, € C, =GC,,.
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Observe-se que a correspondéncia atrds efectuada entre populagdes e
parametros se pode realizar sempre e reduz o problema da atribuicio a um
problema de estimag@o. Assim, ao atribuirmos o elemento estamos a “escolher”

o parametro correspondente. Teremos entio

(6) 1

vindo
( - . C =nlpk
w8t ) - 2 AT
1
<
. . C, plx"6}
)=o) (f?,,) £)

Assim, se pusermos
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E = {f";Rp(élk

%) <R, (8}

S\l _ ~n.p(’?"92k) g, C
x)}_{x ’p(fnélk)<qiclz}

o) ~,,.P(’?"ézk) g, C
i )}_{x [ (9',")> qzl C:}

(8 j E, = {fn; Rp (élk

55") > Rp(élk

7= {f";Rp(él"

%)= R, (8

|

somos levados a atribuir o elemento a G, quando x” €E;, j=12. Quando

p(fn'-;k) _q; G

p76F) @ G

©

n

0s riscos a posteriori serdo iguais podendo a atribuigdo ser satisfeita por um
processo aleatorio. Ao definirmos E, e E, estamos a definir uma regra de
decisdo, a qual sera aleatoria se, quando (9) se verificar, a atribuigdo for feita

por um processo aleatério. Entdo para cada x" teremos uma medida de

probabilidade P°(C

f") definida em {D,P(D)}. Observe-se que

5 <k P({a}

55"):1

(10) 15" eE,; PO({dI}

E"):O

Lf" e, PO({dl}

f) = p €[o]]
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Consideremos agora um exemplo de aplicagdo em que as

97‘) j =12 sdo densidades normais

e

e'ﬂf"-ﬂf)'%“(f"-ﬁ:)
ﬁj"z’V') = n ; J=12
(2n)2 |/det(v;)

(11) n(ic'

com vectores médios 4] e matrizes de covanidncia ¥, j=12. Representando
POT Xy,...,X, [:ul,j"“’”n,j] as componentes de x” [ﬁ]”] e pondo V" [O‘;-'[], j=12

temos, atendendo & simetria das matrizes V', j=12,
o)A ) ) )
= ggm’” (r, = a1 Joes = 414) - ,Z:;goé" (x = 2 )i — 112 =
= gg[ o1 (0, = Xty = Xty + pha i) - 03 (K ~ Xty —Xiphg + ham2)

n n n n n n

_ il il il il il il

= ZZ(OH — 0, )xixl +ZZ(0'2 Hi2 — O ﬂz,l) X; +ZZ(02 M2 — Oy .ui,l)xl
=1 [=1

i=1 I=1 =1 i=1

n n

+2, Z(G{,llli,lﬂl,l - 0’5’1/11'.2/11,2) =

i=1 =1

n n n

n n n
_ il il il il il il
= ZZ(Ul — 0, )xixl +ZZ(O'2 M2 — 0y .Ul.l)xi +ZZ(°’1 Hi 1l — 0, /‘i.zl‘l_z)
i=1 I=1

i=1 I=1 i=1 I=1
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C
Ora, com £ = 9_2._2'1 eU, = det(Vj), j=12, tem-se
9 G

___E’_Ié)<k ={%":log ’I(L’___<
e - ? n

(13) E ={#"; ol -
(%"lar.v)

_ {f O(%") < 210g & +10g%}
1

A fungdo Q(f") sera uma funcdo discriminante quadratica. Um caso
particular interessante é aquele em que V, =V, =V . Entdo, com V'= [o’i’I],

tem-se

(14) Q(fn) = 22”: iai’l (.Uz.z - /11.1) X + i Zn:o'i’l (:ui,l:ul,l - .Ui.zﬂz,z)

=1 =1 i=1 I=1

n
= Zaixi +b
i=1

, com

r

a;, = Zi ot (ﬂI.z - .Ul,l)
I=1

(15) <

n n

b= Z Z "’ (ﬂi,lﬂl,l - /”i.2/11-2)

i=1 I=1
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Entdo, dada a fungdo discriminante linear

(16) 1(7")=Yax,
i=]
ter-se-a

E, = {7, 1) <#°}

(17) IE, = {k’";L(ic'")>k°}

7= {f";L(f”) = ko}

com k°=2logk-b.

n

7] ") sdo densidades,

Observe-se que, quando as p(f

(18) p()‘c'" en’ék):pr(f” e;rlézk):o

pelo que ndo se justifica tratar a parte este caso. Pode-se incluir o conjunto dos

X" que satisfazem a igualdade em E, ouem E,.
Sendo Z a variavel aleatoria que nos da o custo da atribuigdo, tem-se
(19) IE(Z) = q, IE(ZIAl) +4q, ]E(ZIAz)

Admitamos que se verificava 4,, isto €, que o elemento pertence a G, . Entdo o

custo é C, quando o elemento ¢ atribuido a G,, 0 que acontece com uma

probabilidade p; que satisfaz as desigualdades
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(20) B(E)<pf <1-PA(E,)
tendo-se pois
21) IE(Zl4,) = pyC,

Analogamente, tem-se

(22) E(2]4,) = piC,
com
(23) P(E,)<p; <1- B(E))

7] "), Jj = 1,2 sdo densidades tem-se

Quando as p(f "

(24) P(E)+P(E)=1 j=12
vindo
(25) p; =P|E,), j=12

Retomemos o ultimo exemplo. Quando o elemento é “colhido” em

G, L(f")tem, ver MEXIA (1995, pg. 38), distribuigdo normal N (1,77]»,9) com

j’

n n n
valor médion, =) 4 ,a, e varidncia 8= 0,,a,a,, j=12, pelo que
i=1 i=1 I=1
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'pf = N(k°|m,6) = N(kOJ_gm | 0,1J

(26) ﬁ

k° -7
P =1-N{k°|n,,0)=1- ( 2 o,1j
LPz ( [772 ) N \/5 '

Recorde-se que a distribui¢do normal reduzida N (x
tabelada.

0,1) se encontra
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4.2.-DUAS POPULACOES E ESTATISTICA SUFICIENTE

Teremos agora

(1) (6rfm) =

com

@ )T () )

, vindo

(3) 12 ={f"; 7'”(3?”), Zy) >4 gz}

isto é, X" intervem apenas através de 7" = fm(i' ") na defini¢do das regides E, e
E, . Assim a distribuigio ¢ feita em fung@o do valor da estatistica suficiente o que

nos permite rescrever as regides £, e £, como
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5t frt8) 0]

N

-t ]

Tal como na alinea anterior, quando as p(ic"’ : ) Jj =12, sdo densidades

ndo € necessario dar um tratamento especial ao caso em que

g(im’@k) _12 G,
g(?m,glk) a1 G

()

podendo inclui-lo em E} ou E.

O tratamento simplifica-se particularmente quando m=1 e

m pk
(6) m{i™) = —-—-i(;m’% )

€ monétona. Por exemplo, se m for crescente e ¢ > 0, pode tomar-se
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E = 0: m—l(qZ CZJ

1 ’ 4 G
E, = m_l(iz—c—zj' + oo
L ? anCGJ’

Vejamos um exemplo. Admitamos que, com ¥ conhecida

M 1

( 1
-—t
e 24

(27)2 67 Jdet 7

(7.6, = n(f"lé",e, V) =

®) 1

_ZL,
e 2

(27)7 67tV

p7".6,)= n(f" 0,6, V) =

onde
9) t=3"y 5

Observe-se que, dado V € V™' serem conhecidas, ¢ pode ser calculada

sendo portanto uma estatistica. Teremos agora

(10) m{r) = (%]e;;_f

47




Analise Discriminante

q, C,

Se 6, < 6,, esta fungido sera crescente tendo-se, com & = c
q, Ly

(E :{O 266, (logk—n log—oi”
Ll a8 4

E, = }g—%(logk—n log%) ; +ool:
2

(11) J

Ponhamos para simplificar a escrita

kO — zalez
6, -6,

6,
(logk -n log—o—l—)

2

(12)

Ora, quando X" tem a densidade n(f" 5”,9]. V) , t distnbui-se ver MEXIA

(1995, pg. 52) como o produto de §;, por um chi-quadrado central com n graus
de liberdade, tendo pois ver MEXIA (1995, pg. 46 ) a densidade

—~1 t
(13) f,(t):<_1__H2 Jh g =12
3

a que corresponde a distribuigio F,(r), j=1,2. Neste caso, ¢ facil de calcular o

custo médio IE(Z). Assim tem-se

(14) IE(Z) = q, IE(ZIAI) +4q; IE(Z[Az)
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com

E(ia)= - (69
E(Z4,) = C, F(k°)

(15)
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4.3.-MAIS DE DUAS POPULACOES :CASO GERAL

Ao considerarmos mais de duas popula¢bes passa a fazer sentido utilizar
Regides de Risco a Posteriori Controlado. Assim, a par da atribuigio a uma
populagio consideremos o problema de atribuir ao conjunto das populagdes a que
correspondem os riscos a posteriori inferiores ao nivel «, fixado em fungdo da
natureza do problema em estudo.

Por outro lado, temos de considerar 0s custos

C, W(é,"éj‘) i=1..,J, j=1..J ,com C >0, i#j. Observe-se que, em

g
geral, a matriz C :[C,., j] ndo € simétrica. Temos agora definida em Q uma

medida de probabilidade discreta que aos parametros 49:.", j=1,..,J, associa 0s

“pesos” q,, j=1,..J,istoé, P’[{6*Y), j=1,...,J, pelo que se tera
p J J J p q

J X" 6k
fn)zzc,_jf%(;)i)qj, i=1,.,J

=1

(1) R, (8"

visto ter-se
- — — J —_
2) j‘W(a,",e")p(f",ek)dP" :;c,,j p(f",@;‘)qj, i=1,..,J

Para comparar as Rp(é,. k

f"), i=1,..,J, basta comparar os

3) u(ér.z") =>C., p(7.6f)q,, i=1..J
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Suponhamos agora que C,; = (1—5,,. j) C; diremos entdo que estamos no

caso de custos idénticos, tendo-se

4) U(éik,f") = C{ZJ:qJ p(f",éf) -q, p(f",éik)}, i=1..J

7=

bastando, neste caso, comparar os g, p(f",ék ) i=1,..,J. Agora atnbui-se o

elemento a populagdo a que corresponde o maior valor g, p(ic’" ,0F )

Quando existem empates, por exemplo, tendo-se
5) U(g* ") =U(g*.#7) = Min U(6F,7"), j=1,...

0s riscos a posteriori correspondentes a atribuigdo a G, ou a G, sdo 1dénticos,

pelo que as varias possibilidades sdo equivalentes.

Por outro lado, as Regides de Risco a Posteriori Controlado serdo dadas

por

(©6) r.(e)={g% R (6 ") <
Observe-se que se tem de ter

7 Min {R,(G*,7"), i=1..J}<a

para que T, (5:' ")néo seja vazia.
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4.4. - MAIS DE DUAS POPULACOES:ESTATISTICAS SUFICIENTES

Teremos agora

(1) A#"(6f) = =) elr(z7)8F), j=1,.0

bem como

) h(#7) = Zq HE")el7m(2)er) = =) o7 ()
3) i) = Ta, =) ol ("))
Tem-se ainda

) u(g*.7")= icw. HE") el i"(7)65) 4,0 =100

J=1

bastando comparar os

- J - -
5) V(Hik,ic'"):écu g(t'"(f")ef) g, i=1,.,J

oque,com " =71 "'()? "), nos permite escrever
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(6) r(g.im)= ic,.,j di"(6r) a,. i=1...0

J=1

pelo que a atribuigdo é feita em fungdo da estatistica suficiente.

Se estivermos no caso de custos iguais teremos

(7

-
=

:c(g-(?m) -q, g(?"'|{9’,.")), i=1,..J

bastando comparar os g, g(? " ‘é ) para realizar a atribuigdo.

Para obter as Regides de Risco a Posteriori Controlado observe-se que

o) SO
(8) Rp( k,f"): e J=1

vendo-se que Rp(ék ,f") depende de x" através da estatistica suficiente
m=f" (f") Podemos pois escrever

©) Rp(é'kjm) = g(l ici,j g(?ml#"
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bem como

(10) I () ={6%R,(6*")<a}
voltando a ter de ter-se

(11) Min {R,(5*,7")i=1,.../}<a

paraque T, (?m) nio seja vazia.

No caso dos custos iguais tem-se

(12) R,(6%,7") = i )( ~Caq g7 |.9"))

logo, resolvendo a desigualdade R, (67," ,?'") <a vem

(13) {9"

o) (- )
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4.5. - UMA APLICACAOQ

Vamos agora considerar uma aplicagéo conveniente para por em evidéncia
o essencial das novas possibilidades abertas pela interpretagdo bayesiana da
Andlise Discriminante. Para aligeirar os calculos, admitiremos que as
componentes de X" sdo i.i.d. . Como vimos esta situagdo verifica-se quando se
“colhe” uma amostra de dimensdo » de elementos que se sabe provirem todos da
mesma populagio fazendo-se uma unica medida em cada elemento da amostra.

Ainda para simplificar os célculos, admitiremos que existem 3 populagdes,

pelo que [C,., j] sera 3 x 3, e que as observagdes tém densidades

0 ;x<0
(1) Ax|0,j)=11 = o =123
( J) —e’ ;x>0
J

pelo que as densidades conjuntas das amostras serdo

(2) S j (f n) -1
com estatistica suficiente
(3 ) 1= Z X;

i=1

e hz")=1.

Neste caso, m=1 e
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1
J

3
@ vil)=XC,q, = i=123
J=1 » J

vindo, no caso de custos iguais,

1
-t

(5) viilf)=C|g)-q, ei"
, com
(6) g([):qu e]:

A atribuigdo ¢ feita comparando as fungdes

1

(7 h()=a e, i=123
com
(8) g =3 =123

tendo-se, com j </,

mo
)] 0] Z 1

se e sO se
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/i
(10) 1 Z b‘,:-_ilog&‘
e g=l a,
h (1) .
Observe-se que, com j </, x) é crescente em [ assim, se
i
(11) b2,1 <by; < bs2

quando < b,, tem-se hy(r) < h,y(¢) < h(r)devendo-se atribuir os elementos a
G, e, quando 7> b;, tem-se h (1) < h,(1) < hy(1), sendo G, a populagdo a que os
elementos devem ser atribuidos. Finalmente, quando b&,, <?<b,, tem-se
h(1) <h,(t) e hy(t) <h,(r) sendo G, a populagdo a preferir. Assim, supondo-se

verificada a condigdo (11) ter-se-a4 o esquema de decisdo

Gr G2 Gs
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sendo indiferente atribuir-se a G, oua G, [G1 ou Gz] quando ¢ = b;, [t = b2_1].

Ora
( n
G o 9l 9 9
by,=2 log — =2 log =2log —+2nlog2=21log — +nlog4
21 a q q q
2 2 2 2
3 a3 ¢33 q 3 3.4
(12)Jb =— log 1_= log - _Z log —1—+—n10g3=— log L in log+/27
31 2 a 2 q 2 9, 2 2 q
3 3 3 3
n
a, q, 3 9, 3 9, 729
b32:6log — =6 log n=6log —=+6n log— =26 log —+nlog—6;‘—
- a3 g5 2 93 2 93
(v
729
log4 <logv27 <log—62—,
3 3
2 log & 2 logq—l - logq—1—6logg—2—
g, 2 95 e 2 93 q3

logo, se n> ?
i J27 - 729 ?
logv27 —log4 log o ~log 77

tem-se b,; <b;, [b3,l < b3.2]§ assim (11) verifica-se desde que

3 3
2 log h_2 logﬁ — log fli—6 log kel
" 2 2 g3 2 92 93
(13) n > Max N5 ; 729
logv27 —log4 log “6‘74‘—1053 27
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em particular, se g, = ¢, = q,, bastar que n > 1 para que a condigdo se verifique.
Admitamos pois que (11) se verifica. Seja 4,;, o acontecimento que s¢
verifica quando um elemento de G, ¢é atribuido a G;, i=123. j=123. Para

estudarmos o comportamento da nossa regra de decisdo convém-nos calcular as
probabilidades desses acontecimentos para o que vamos obter as distribuigdes da
estatistica suficiente correspondentes as trés populagdes.

Estabelegamos a

Proposicdo 3

As distribuigdes da estatistica suficiente para as trés populagdes sdo

Demonstragdo :

Dadas as fungdes geradoras de momentos identificarem as distribuigdes,

basta mostrar que as fungbes geradoras de momentos y j(x), j=123 da

estatistica suficiente  coincidem com as das distribui¢gdes indicadas. As
densidades correspondentes as distribui¢des indicadas anulam-se para <0,
tendo-se, para

t>0,
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n-1 =
H e’, j=123,
J

1
g,(z1 )= (n—-1)j

4
Z

logo Wj(uln):(n——i)'-j_" e z™! e_;dz; u<i—.; j=123;
J o

1- ju
J z, j=123, vem

fazendo-se a transformagdo v =

+oo

visto Iv"‘l e dv=T(u)=(n1.
0

Em particular as observagdes isoladas “colhidas” nas trés populagdes terdo

funcdes geradoras de momentos

1.
Ju<—; j=1273,

y/j(ull)zl_ju j

visto terem as densidades gj(zl 1), j=123. Como as observagdes sio /. id, as
de momentos da estatistica suficiente  serdo

fungdes  geradoras
v, @) =vw, (u|n); j=123, 0 que completa a demonstrago.
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Teremos entdo

. p’(An J) - prt< by) =G, (bu]n); j=123

(14) ) pr(Az, j) = pr(byy <t<by,)=G,(bs,ln) -G, (Boaln), =123

\pr(Alj) = pr(bm < t) =1- gj (b3,2

n); Jj=123
O custo médio da decisdo para as trés populagoes sera

fIE(W| 1) = CP’(ALZ) + CP"(Au) =C (1 - pr(Al.l ))

(15) 4 IE(W| 2) = C pr{(dy, )+ Cpr(dy;)=C (1 ~ pr(4,, ))

IE(W! 3) =C pr(AM) +C pr(A3,2) =C (1 —pr (A3.3))

visto, quando os 4, se verificam o custo ser nulo, /=123 e igual a C nos

restantes casos.

Finalmente o custo médio sera
3
(16) EW) =3 q, EW|))
j=t

visto ¢, ser a probabilidade da amostra provir da j-ésima populagéo.

Resta-nos considerar a construgio das Regides de Risco a Posteriori
Controlado , para o que utilizaremos a expressdo (13) da alinea precedente. Neste

caso tem-se
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t

(17) %dﬂﬁ=%é;;i=u3
l

e como existem apenas trés populacdes as Regibes de Risco a Posteniori
Controlado ndo vazias “conterdo” uma ou duas das mesmas. Observe-se agora

que, quando se verifica a condigdo (11), se tem com ¥, =V(i| 1), i=123

-
——

Neste caso #(¥")=1 vindo U(i|1)=V(ilz); i=123 e

R,(il1)= ———L,(ll(i)t )

(18)

Noooe
ll(t) = Zq_] -n
L =1 J

Ora ¢é natural ter-se 0 mesmo valor de a para o nivel das Regides
de Risco a Posteriori Controlado independentemente do valor da estatistica
suficiente. Se ndo se quiser que haja Regides de Risco a Posteriori Controlado

vazias tera de se ter
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(19) <R (2|1)Sa; by, <1<by,

ja que, atendendo a (18), sabemos que G, [GZ,G3] ¢ a populagdo a que
corresponde um TISCO a posteriori minimo quando

t<b,, [bz.1 <t<by, ; by, < t]. Por outro lado, se as desigualdades anteriores

forem estritas ter-se-a, numa vizinhanga de b,
(21) Max{Rp(l, 1); R, (2, t)} <a
€, numa vizinhan¢a de b,,,

(22) Max{R,(2,1); R,(3,)} <a
surgindo, nessas vizinhangas [b;,l s by | e [b;',,2 ; b;:,:], Regides de Risco a
Posteriori Controlado constituida por duas populagdes. A determinagéo dos

limites destas vizinhangas € facil ja que bastara resolver as equagdes R, (21)=a
para determinar b,; e b3, R,(1|f)=a para determinar by, e

R,(3]7)=a para determinar 5'5;.
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CONCLUSOES

Mostrou-se como a Analise Discriminante se integra harmoniosamente na
Estimacdo Bayesiana.- Através desta integragio podemos considerar a
possibilidade de em certos casos ndo se atribuir o elemento a uma unica
populagio. A aplicagdo que apresentamos julgamos que ilustra bem estes pontos;
assim, ¢ na vizinhanga de “ valores de separagdo “ para a estatistica suficiente
que surgem as probabilidades de atribuigSes multiplas.

Procuramos também mostrar como a utilizagdo de estatisticas suficientes

simplifica grandemente os calculos.
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