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1- Introducéo

Para além dos bem conhecidos erros de primeira e segunda espécie, que
correspondem & rejeicdo duma hipétese verdadeira e a aceitagio duma falsa, tem que se
considerar o erro de terceira espécie que se verifica quando se escolhe um modelo errado .
Para nos protegermos deste erro convém reduzir o nimero de pressupostos em que 0s
nossos modelos assentam e desenvolver técnicas para verificar os mesmos .

Na interpretagio de resultados obtidos através de modelos numéricos € usual
admitirem-se modelos normais . Dado que essa admissdo tem muitas vezes caracter
automatico compreende-se que ndo existe, nestes casos, protec¢do contra eventuais erros
de terceira espécie . Uma alternativa a este procedimento consistira em substituir os
modelos normais por sub-normais . No que se segue comegaremos por analizar os
pressupostos em que estes novos modelos assentam utilizando o teste de FRIEDMAN e
um teste baseado em quocientes de chi-quadrados para a sua verificagio . Apds termos
considerado a validagdo destes modelos veremos como realizar a inferéncia estatistica nos
mesmos . Para isso comegamos por estudar as distribuicdes sub-normais que sd3o as
distribuicdes dos vectores de observagdes quando se consideram modelos sub-normais .
Este estudo permitir-nos-a construir testes F quando se admitem restricdes ao vector das
observagdes . Como veremos essas restricdes sdo de natureza muito geral sendo de
admitir na maioria das situacdes de interesse pratico . A concluir apresentamos resultados
novos sobre a precisdo relativa de métodos de medida no quadro dos modelos

sub-normais .



2- Validagdo dos modelos sub-normais

2.1- Pressupostos

Nos modelos sub-normais admite-se que o vector Y™ das observagdes é a soma de
duas componentes independentes, ou seja
(1) Y®=Z"+8"
onde Z" representa o que se mede e &" corresponde aos erros de medida e é suposto ser
normalmente distribuido .

Subjacentes a anterior definigio estdo dois pressupostos :

a) objectividade - os erros de medida sdo independentes do que se mede;

b) normalidade dos erros . |

Este segundo pressuposto é muitas vezes completado exigindo-se que €" tenha

vector médio nulo, £(8*) = 0°, e matriz de covariancia Z('e'“) =o'l onde I, ¢ a matriz

identidade de ordem n, sendo portanto normais homocedasticas . Os modelos sub-normais

que entdo se t€m sdo sub-normais homocedasticos .

Um outro pressuposto que muitas vezes € introduzido é o de reprodutibilidade que

consiste em admitir que observagdes colhidas nas mesmas condigdes tém erros
independentes e identicamente distribuidos . Este pressuposto €, como ¢é facil de se ver,

coerente com o admitir-se que o modelo € sub-normal homocedastico . As componentes
de Z* correspondentes a observagdes colhidas nas mesmas condigGes serdo idénticas e as
de €" iid. Verifica-se-4 entdo uma situagio de delineabilidade em que se sabe, a priori,
que Z" € Q com Q sub-espago de R" conhecido . Com efeito conhecem-se os grupos de

componentes iguais de Z" .
2.2- Amostras

Existe delineabilidade se podermos tomar repetidas medidas para algumas
combinagdes de niveis dos factores a considerar . Estas combinagBes de niveis serdo os
tratamentos de um delineamento . Assim delineabilidade significa a possibilidade de

escolha dos tratamentos para os quais sdo tomadas medidas repetidas . Vamos admitir que



se possui delineabilidade . As amostras primarias serdo constituidas por medidas repetidas
tomadas para o mesmo tratamento .

Quando medidas anteriores ndo interferem nas seguintes, os nossos resultados nao
dependem da sua ordem e havera reprodutibilidade .

Finalmente, a objectividade, que é a independéncia entre os erros de medida e o
que é medido, exige que a variagio interna das amostras primarias ndo dependa dos

tratamentos correspondentes . Seja Y™ um vector cujas componentes  Yi,...,Ym

. I TR : .
constituem uma amostra primaria e Y=—-~ZYi a sua média . A matriz ortogonal

i=1
) , : 1 .
P = [pi;} do tipo mxm, € ortogonal standardizada se p11=... = pim = 7—-—, as m-1 linhas
m
inferiores de P constituem uma matriz de contrastes standardizada K do tipo (m-1) xm . A

correspondéncia entre ambas as familias de matrizes é, ver MEXIA (1988),uma bijecg@o e,

com Z™' =KY"™, tem-se

) S -9 =z

i=1

. Assim podemos usar Z™" para representar a variagio interna das amostras primarias .

Visto que as componentes de PY™ sdo YmY mais as componentes de Z™ teremos :

S ITJEY‘W' 1 - “R/E?WI . .
(2) Ym:PTt ~..;,'_1J:Lﬁlm : KTJL-;IJ=Y1“’+KTZ“‘“
Z z

deste modo podemos escrever Y™ como a soma de um vector com componentes iguais a
Y e da imagem de Z™" por K’ . Além disto, se P; e P, sdo matrizes ortogonais
standardizadas do tipo mxm &s quais correspondem, respectivamente, as matrizes de
contrastes standardizadas K; e K, atendendo a (2), teremos KjZI'=

KIZ™' = Y™ -Y1™ e, visto que K, K} =1_,

©) Z7 =K Kz



assim os vectores que podemos usar para representar a variagdo interna duma amostra

primaria sdo equivalentes .

2.3 - Verificacdo dos pressupostos

Se tivermos J; ..., J. niveis para os factores relevantes e usarmos um

delineamento completo no qual sdo consideradas todas as possiveis combinagdes teremos

L
J= HJ , tratamentos . Se forem tomadas m medidas Yj; ,..., Y;n para o tratamento com
£=1

indice j, j = 1,...,J teremos a matriz [Yj;] dos resultados . Além das amostras primarias que
constituem as linhas desta matriz temos as amostras secundarias alinhadas segundo as
colunas . Estas amostras sdo constituidas pelas medidas tomadas no primeiro, segundo, ...,
lugar para cada tratamento, logo elas estio emparelhadas . Quando existe
reprodutibilidade as amostras secundarias terdo a mesma distribuigio e sendo assim
podemos aplicar-lhes o teste de FRIEDMAN com o objectivo de verificar se possuem
reprodutibilidade .

Consideremos que a matriz [Yj,] tem como vectores linha ?jm ,j=1,.,7J. Sendo

K uma matriz de contrastes standardizada do tipo (m-1)xm, se existir objectividade as
matrizes derivadas constituidas pelas componentes de 23““ = K?j“‘ ,j=1,.,J,terdo a
mesma distribui¢do . Estas matrizes sdo obviamente emparelhadas assim , verificando-se a
objectividade , podemos aplicar o teste de FRIEDMAN as matrizes derivadas .

Ambas as aplicagdes do teste de FRIEDMAN que consideramos podem ser
realizadas independentemente . Podemos igualmente junta-las num teste para hipoteses de
reprodutibilidade e objectividade . Estas hipoteses conjuntas serdo rejeitadas se uma das
sub-hipoteses o for . Se os testes parciais tiverem niveis q; € ¢ , representando por rej; €
rej, [rej] as falsas rejei¢Ges das sub-hipoteses [hipoteses] , teremos pr(re);) =qi, 1= 1,2 .

Visto que rej = rej; U rej, temos , para o teste conjunto de nivel q , as desigualdades :

(1) 0<q<qutq

visto que q = pr(rej) .



Finalmente, se admitirmos que Yj; = V;+ ¢ ,i=1,.,m,j=1,.,7J, sendo as ¢ ,

R . . . , qe e e 2 .
i=1,..,m,j=1,.,7J,1iid. normais com valor médio nulo e varidncia ¢°, ter-se-a
2) Z7' =KY"=Keé";j=1,.,]

e como € € normal com vector médio 0™ e matriz de covaridncia 6, el ~ N(0™,6%L)
, ter-se-4, ver SEBER (1980, pag 52), Z™ ~ N(0™',6°L,, ), j=1,..,J.

Seja Z™' =£(Z™,...,Z™) o vector obtido subrepondo os Z®,...,Z™ . Quando
estes sdo ii.d. com distribuigio N(0™,6°L;) ter-se-4 Z™'~ N(5“‘,0211(m_1)) . Assim, a

partir do pressuposto de que os erros eram normais e homocedasticos, chega-se a

hipétese testavel

(3) H,: Z"““"~ N(am,(lej(m.l))
J(m-1) J(m-1)
.Sendo Z, = - 1) Z eA= (Z -Z,)?, o teorema de FISHER das amostras
o : LN

normais diz-nos que, quando H, se verifica, Zy ~ n(z| O, T(m- 1)) independente de

A ~6* X y(may » tendo-se J(m-1)Z; ~o’y} independente de A. Assim, ainda quando Hy
se verifica

A

4 F=——
X ~ -1z

sera o quociente de dois chi-quadrados independentes . Sendo [3q: ; J142] 0 intervalo
limitado pelos quantis, para as probabilidades q/2 e 1-q/2 , da distribui¢do do quociente
de chi-quadrados independentes com J(m-1)-1 e 1 graus de liberdade mostra-se, ver
MEXIA (1989, pags 47 a 66), que o teste para Hy com estatistica 3 e regifio de aceitagdo

[S42 ; 31-42] tem boas propriedades .



3- Distribui¢cdes normais € sub-normais

3.1- Distribui¢cdes normais

Consideremos que Y" tem distribui¢do F , escrevemos Y'~"F ou Y'~F , e

representemos por AoF a distribuigdo de AY" . Se Y"=a" pomos Y"~ T, enquanto

* coloca-se para indicar a convolugio . Entdo, ver LUKACS e LAHA ( 1961 , pag
29230)

[ AON(p®,6*W) = N(Ap" ,6*AWAT)

€)) 1 T.H*N(u“,cZW) =N(u" +a",c’W)

2
NQu,",0"W, # N(u,*,6’W,) = Ny} 0" 2 W, )
L i=1 i

donde se conclui que T , * N(", 6°W) = N(u", 6’W) e que toda a distribui¢sio normal

é sub-normal . Uma vez que a matriz de projecgdo ortogonal Q() em % é, ver SEBER

(1980, pag 14 ), simétrica e idempotente, temos

2 Q) o N1, 0°L) = N(i,", ’QELQ®)") = N(ky", 6°Q(%))

. N(1", o*W) é normal regular quando W é regular, temos entfio a densidade

— 1 n_ .1 TW—l n_,.n
, . —202(y ) Oy -n")
3 f(y" /n",6°W) =

(zn)n/z 02 \ﬂwl
. Vamos agora eStabelecer a

Proposigéo 1

Uma distribuigdo normal tem densidade se e so se é regular .

“+00
™) A convolugio das distribuigdes F; € F, é dada por F(z) = J' F,(z— x)dF, (x) pondo-se F =F,+F, .

—o0



Dem: Visto que quando N(it", 6°W) é normal regular ou seja, W € regular, tem

densidade, entdo basta mostrar que se W ¢é singular ndo tem densidade . Consideremos
que W ¢ singular, entdo tem um vector proprio o" que corresponde a um valor proprio
nulo donde, com Y" ~ N(u", o’W), o'Y" tera valor médio a'p" e varidncia
o’a'Wa" = 0, e de acordo com a inequagio de BIENAYME, vem o'y =a'p" eum
conjunto de medida de LEBESGUE nula ter4 probabilidade um ©*, logo néio pode ter

densidade .

Se N(u", 6*W) é normal regular entdo a matriz W ¢é simétrica e, ver MEXIA

(1989, pag 24 ), definida positiva . Existira entio uma matriz ortogonal P tal que
4) PWP' =D(ki,..., k)

onde D( ki ,..., ko) € uma matriz diagonal cujos elementos principais k; ,..., k, sdo os

valores proprios de W . E facil ver, que
(5) Go=D(k™,.., k)P

¢ solugdo da equacdo matricial

(6) GWG'=1,

Representemos por U(W) a familia das solugbes desta equagdo . U(W) ¢é a
familia das matrizes uniformizadoras de W . Temos que Go € U(W) . Agora, ver
MEXIA (1989, pag 24 ), se G eU(W) e P é ortogonal temos PG € U(W), se G ,Ga
eU(W) entdo G,G" é ortogonal, e com L regular, G;L” pertence a U(LWL") . Entfio,
com G eU(W), AG € U(W) se e s6 se A é ortogonal . Temos ainda com G € U(W)

(7) Go N(i", 6°W) = N(Git", o> GWG") = N(G", o°I,)
assim podemos reduzir heterocedasticidade regular a homocedasticidade .

9 A densidade, quando existe, ¢ a derivada de RADON-NYKODIM da medida de probabilidade em
relagdo a medida de LEBESGUE .



Se Y™M(i) ... (i)Y' entdo as covaridncias entre componentes de vectores
1 J p
distintos serdo nulas, e se Y;* ~N(u;’,0’W,),j=1,..,J, temos Y* = £(Y" ,..., Y;7)

~N@", 6°W) com p"=£u! ,..., p¥) e W=D(W;,..., W;) . Se G; € UW)),
j=1,.,3,eG=D(G,.., Gy, isto é se G for diagonal por blocos, temos que
G eUW) e G'=D(G,",..,G).

3.2- Distribui¢cdes normais homocedasticas e projeccdes

Seja N(u", 6°I,) uma distribuigio normal homocedastica . Dada a matriz A
do tipo sxn com vectores linha ﬁf,...,ﬁ: , A= £(ﬁf,...,f§f) a mesma é quase-
ortogonal se e s6 se AAT =1, . Com Z" ~ N(i", o°L,), vem A(u" + Z") ~ N(A@" + Z7),

o’L), e se Ef,...,ﬁ: for uma base ortonormada para ¥ , {ﬁf,...,ﬁ:} =bl(y), ter-se-a

1) laqe + o) = g[B?(u“ sun)] =+,

vindo, ver SEBER ( 1980 , pag5e6),

s 2
@ Iaqe + 2 = 27w +27)] =fwr+ z), [ -
onde |
3) S—Li[ T, n n]z_i"A 2 oa 2~i" 2, o ”2
= 2B )] = lae el = et +un,

. Por exemplo, no caso de A ser ortogonal, temos x =R" e

2

laq® +2z)

2
u'+ 2" ~o’x 2,

com

2_1 2

02

1
8=8_-2-||A(u“ +u”) u® +pu’



Se os vectores linha [vectores coluna] de A, sdo ortogonais aos de A, , Aj e A,
sdo horizontalmente [verticalmente] ortogonais, escrevemos A; L (h) Ay [A; L (V)A2]

. Considerando A; L (h) A; e Z" ~N(u", o’I,) temos

-
A2
AAT AlAzﬂ NﬂA,u“] [A,AI oo, h
PR S | OO P PR
. quunJ [ 0, : AzA-zIAU

onde 0; e 0, s3o sub-matrizes nulas vindo, ver LUCKACS e LAHA ( 1961 ,k pag 29 ),
AZ" (i) A,Z" dado que os dois vectores tém distribuigio conjunta normal e as
covariancias entre as componentes de um e de outro s3o nulas . Por exemplo, sendo
Q(V) a matriz de projecgdo ortogonal de V, se X1 e 2 sdo subespagos mutuamente
ortogonais de R" os vectores coluna de Q(y;), pertencentes a y; , s80 ortogonais aos
vectores coluna de Q(y2) , os quais pertencem a %2, € Q(x1) L (v)Q(yx2) . Visto que
estas matrizes sio simétricas, os seus vectores coluna sio os seus vectores linha e

Q1) L (W)Q(x2) . Entdo, com Z" ~ N(', o’L), temos Z, =Q(x,)Z"()Z;,
=Q(x,)Z". Agora tomando {Bf,...,ﬁz} =b.L(R"), se considerarmos A = £([§f,...,ﬁz)
e At=£(BT,...,BL ) temos A L(h) A* entfio, se Z" ~ N(u", 0’I), vem AZ"(i) A'Z"

. Este segundo caso € similar ao primeiro visto que se % é o subespago gerado por

—

- L - -
Brs..-sBm > X~ €geradopor B __..,....B: .

Dado S; ~ o*%s () S ~ o’¢%s atendendo & reprodutibilidade dos

2
chi-quadrados, ver SEBER ( 1980, pgs 5 € 6 ), tem-se S, ~ 6%y, ;. . Temos ainda
i=1

S, =
I=—~F(z

1,s,0,8"), onde com
S,

{?(zl r,5,8) = F(21,5,5,0)

(5) F(zl T, s) = —F(ZII', S,0,0)

se tem, ver KENDAL & STUART (1961, pags 251 e 252 ),
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5. 0.
UL ( ) (“)
F(2r,s,5,8') =¢ ZZ —“—=_F(gr +2i,5+2j)
(6) b, i=0 j=0 J
6 i
Flarsd)=e MZ—Z——F(zlr+2l )
i=0 -
, tendo F(zr,s) a densidade
1 zi_l
_ o> 22 0
N f(zlr,s)=1 B (— —‘) (1+z)
0; z<0

Y

, onde B(u,v) ¢ a fungdo beta .Ora de (6) é facil obter, com k =i-1

8.8, 1,9
F(4r,s8,8) 1 -EHS 2. )(2) . L Eheei ) ( ) :
& -3 2 1=03=o_——-1!_]! F(zr+2i,s+2j)+e 2 ;;2 0 F(zr+2i,5+2j
N
5 e GO
=~—F(z|r 588)+ e ? ZZ —=—=_F(z]r +2i,5+2j)
i (- 1)' '

5., .8,
& i(;) (;)

a F(zjr +2+2k,s+2])

1_ 1
=3 F(er,s,s,s')+ge

S5 kijl

_ F(Zr+2,5,8,8') - F(4r,5,8,8")
B 2

Anélogamente obtem-se

OF(2r,5,8,8") F(dr,s+2,8,8") ~F(4r,s,8,8')
08" - 2
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Considerando  x%s (i) %%s () %x%0 ¢ atendendo a reprodutibilidade dos

chi-quadrados ter-se-a

.
2

s Fhr,s,8,8)
5,8'
L _
LIS (CIIPRT)
s,8'
Xf,s

————~F(Zr,5+2,5,3")
[ Xes %20

pelo que
F(zr+2,5,8,8") < F(2]r,s,8,8”) < F(zr,s + 2,8,5")

, donde concluimos que

( 9 )
J 6F(z|ré;,8,6) <0
® =
Felnsss)
oo’
, logo
OF(2r,s,3)
9) s < 0
Consideremos
s S, =T
(10) I=—7"~F(4r,s,9,0') = F(—2r,s,5,0")
s, s

onde F(zlr,s, 8,8°) € a distribuigdo F com r e s graus de liberdade e pardmetros de

ndo centralidade 6 e &’. Quando &= 0 temos

J[F(zlr,s,ﬁ) =F(Zr,s,5,0) = F(i Z|r,s,8,0) = F(gzlr,s,ﬁ)
(11)
[F(z]r,s) = F(z|r,s,0,0) = f(% 7|1,5,0,0) = -F-(g Z|r,s)
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Seja J1.qxs O quantil, para a probabilidade 1-q, de F(z|r,s) . Entdo, ver MEXIA
(1989, pag 28), se considerarmos r >1 e Gi~ y’.10 (i) G2~ %0 () Gz~ %10 vem
G=G1+ Gs ~ %%0 () G2~ 1’0 €, com Z,=Gs/G;~ F(Z1,8) e Z= GJ/G,~ E(Zr,5) .

Como Z;< Z,, sendo Zy.q15 € Zi.q:¢ OS quantis, para a probabilidade 1-q, de F(z]1,s) e

- ]
F(Zlr,s), temos Z141< Ziq;s . Como sZ;~F(z|]l,s) € —Z,~ F(Zr,s), temos J14,15=
r
o~ S .
$Ziq1s € Jiqrs = —Ziqss, donde se conclui que
r

Sl-q,l,s <r 3l-q,r,s

Casor>1 e s> 2 vé-se nas tabelas da distribuicio F que para os valores mais usuais
deq
(12) Sl-q,r,s < Sl-q,l,s <r3 1-g,5,8

3.3 - Representacdo sub-normal

Se F, =F,; * N, com N normal temos uma representagdo sub-normal de F .

Visto que * € associativa, vira

(1) Fi*xF,=F *(F1*N)=(F1*F2,1)*N

donde concluimos que a convoluco preserva representa¢des sub-normais .

Considerando 0,, como a matriz nula nxn temos, para toda a distribuigdo "F

@) "F * N(0",0,,) ="F

como tal , todas as distribuicdes tém representacdo sub-normal . Apenas quando

exigimos que N seja regular chegamos a uma classe especial de distribuigdes .

Se Y\"(@{) Y eY"~"F,i= 12 poremos (Y:", Y2") ~ ("Fy, "Fz) .Vamos

estabelecer a
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Proposigéo 2
Tem-se Ao(F, *F,)= (Ao F)) * (Ao Fy).

2
Dem : Dados (Y,", Y2") ~ (°F;, "F2), uma vez que Y;" ~F;, temos ZY{‘~“FI * UF,

i=1

2 2
bem como Y AY" =AD Y" ~ Ao("R* "E) . Dado (AY;',AY;) ~(Ao"F,,A0"F,)

i=1 i=1

2
temos ainda ZAYi“ ~(A0"R) *(Ao"F,), donde se conclui que Ao("F* "F,)=

i=1

(Ao"F,)) *(A0"F,) .
Corolario
Tem-se Ao(F * N(i", 6°W)) = (Ao F) * N(Ap", c?’AWA") .

Dem: Utilizando a proposicio 2 temos que Ao(F * N(u*, o’W)) = (AoF) *
( Ao N(it", 6°W)) = (Ao F) * N(Ap", 6’ AWAD) .

Seja M(C), com & < C < {1,..., n}, a submatriz das linhas de I, com indices
em C . As componentes de M(C)V" serdo as componentes de V' com indices em C, e
dada a matriz W do tipo nxn, os elementos de M(C) W M(C)" serfio os elementos de

W com indices de linha e coluna em C . Entdo M(C) o "F sera a marginal de "F que

corresponde a C, e
®3) M(C)o(F * N(1", 6’W)) = (M(C)o F) * NM(C)u", a’M(C)WM(C)")

Dado u" = £(ii}',...,1,"), isto &, U" ¢ obtido sobrepondo os u,!,...,1,’ , seja

@ h(u")= @, (u)



14

J
~ . ~ n; ~
a fungdo de u" cujos valores sdo dados por Ilhj(uj’) . Entdo, se
=1

(Y7, Y57 ) ~(MR,...," F;) temos
o
&) Y =£(Y,.. ) ~ nF(Y")=‘J_§§1 'F(y;’)

Temos agora

Proposi¢do 3

Se UF = é WE.,i=12,temos “F* "F, = é (YF .+ VE, ;)
1= _]=1 L} > =2 2= _]=1 s) 2:.’ '

. n n n n n n _—
Dem : Com (Y2,YH,..Y,YM)~ ("K,,"E,, ., F;,”F,) temos Y =

[ 2 2
(Y3, Y5) ~ "F=8 YE;,i=12 e > Y? ~ "F#°F, . Vistoque D Y'=

i=1 i=1

2 2 ] ) o . J , .
BV, 2YH) ~ @ (TR E,) entio "Rx "F, = & (F;» NE ;) .

i=1

Corolario
i ;3 o . J ny I n;
Se “F="F*N(u;,c’W,) , j=1,.,J temos que g IF,= (g SF)

N(p",6°W) com p"=£(uj1,...,u}") e W=D(Wy,.., Wy).

3.4 - Distribui¢des sub-normais regulares

As distribuigGes sub-normais regulares obtém-se através da convolugdo com
distribui¢bes normais regulares . Uma vez que * é associativa, da convolugdo com

distribuigdes sub-normais regulares resultam distribui¢des sub-normais regulares .

Com (U%Z") ~ (F1, N(', 6°W)) temos (U™ +1", Z" - ") ~ (F ,* F,, N(0",

o*W)) e U™ +Z" = (U™ +p" )+( Z" - "), logo toda a distribuigdio sub-normal regular é

dada pela convolugdo com uma distribuigdo normal regular de vector médio nulo .
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Quando Y"=U"+Z" tem uma distribuigio sub-normal regular com Z" ~N(0", °W)

e consideramos a transformagio

(1) Y™ = A(Y" + dY)
temos

@) Y=yt +Z®
com

3
® 2% = az:

{U“‘ = A(U® +d")
Quando os vectores linha de A s3o linearmente independentes, A ¢
horizontalmente livre e se A é uma matriz do tipo rxn temos car(A) = r . Vamos

estabelecer a

Proposicéo 4
Se A ¢ uma matriz horizontalmente livre do tipo rxn e W é regular, AWA™ ¢

regular .

Dem: Dada GeU(W), como G é regular vem AWA' = AG'GWG'(G")'A’=
AG'I(G")'A" = AG(AG™")" e, ver SHEPHARD ( 1966 , pag 173 ) , AG" é uma
matriz Txn com caracteristica r, ¢ AWA” é uma matriz rxr regular visto que

carf(AWA") = car(AG ) =r .

Corolario 1
Se N(u", 6°W) ¢ normal regular e A é horizontalmente livre , Ao N(i", 6°W)

¢ normal regular .

Dem: Como AoN(p", o*W) = N(AY", c’AWAT) e AWAT ¢ atendendo 2
proposicéo 4 , regular, a tese esta estabelecida .

Corolario 2
Se F é sub-normal regular ¢ A é horizontalmente livre AoF é sub-normal

regular .
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Dem: Pelo corolario da proposi¢io 2 temos que Ao(F * N(u", o°W)) = (Ao F) *

N(A[", 6*’AWAT) donde se conclui que AoF é sub-normal regular .

Corolario 3
As marginais de distribuigbes sub-normais regulares s#io sub-normais

regulares.

Dem: Uma vez que as matrizes M(C) s@o horizontalmente livres, as marginais de uma
distribui¢do sub-normal regular F, isto € as M(C)oF, s&o pelo corolario 2 sub-normais

regulares .

Temos agora

Proposi¢do 5
) .
Se as ™ F, ,j=1,.,7J, sdo sub-normais regulares entdo "F =®I°’ F, ¢é sub-
F

normal regular .

Dem: Seja ' F;="'F, ;*N(0" ,6’W,) onde Wj sio regulares, j = 1,..., J, de acordo com
I L I a: .

a proposico 3 temos que “F={8:“J F, :({83 TF (QN(O J,szj)) . Visto que
= ¥ b F

J .
QN(OnJ ,6'W,) = N(0",6°D(W,,...,W,)) ¢é normal regular “F € sub-normal regular .
2z

Proposi¢io 6

As distribui¢Ses sub-normais regulares tém densidades .

Dem: Se "F € sub-normal regular temos que “F = "F; * "N(0",6°W) com W regular e,
ver LUKACS e LAHA ( 1961, pag 28 ), a fun¢do caracteristica de "F sera

it 1

- —t"Wt - Wt . ~
o(t")=¢,(t") e 2 onde ¢,(t") e e 2 sdo, respectivamente, as fungdes

T
.. - ttwe
caracteristicas de "F; e de N(0",6°W) . Uma vez que |[pi(t")| <1 e e 2 t ¢, visto

que W ¢ definida positiva, absolutamente integravel, @(t") serd absolutamente

integravel e, ver LUKACS e LAHA ( 1961, pag 4 ), "F tem densidade .
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Corolario

Se "N; é normal e "N, é normal regular entdo "N;* "N, é normal regular .
Dem: "N;* "N, ¢é ndo s6 normal como sub-normal regular, entdo de acordo com a

proposi¢do 6 concluimos que "N;* "N, tem densidade . Pela proposi¢iol concluimos
que "Ny* "N, é regular .

3.5 - Distribuicdes sub-normais homocedésticas e projeccdes

As distribuigdes "Fi* N(u", ¢°I,) sio sub-normais homocedasticas . Uma vez

que * € assoctativa entdo a convolu¢do com distribuicGes sub-normais homocedasticas

originam distribuicdes sub-normais homocedasticas . Podemos mostrar que toda a

distribuicdo sub-normal homocedastica é dada pela convolucdo com uma distribuicio

normal homocedastica de vector médio nulo . Se "Fy* N(0", 6°W) é sub-normal regular

e G eU(W) obtemos , de acordo com a proposi¢o 2

¢)) Go("Fy* N(0, GéW)) = (Go"F;) *(GoN(0", 6°W)) =
= (Go"F,) *N(0", °GWG") = (Go"F;) * N(0", 6°I,))

, quando W = D(W, ,..., Wj) podemos utilizar G = D(G, ,..., Gy) com G; eU(W)),

j=1,...,J para reduzir a heterocedasticidade . Temos agora

Proposigéo 7

Se A ¢ quase-ortogonal € "F € sub-normal homocedastica entdo Ao"F sera

sub-normal homocedastica .

Dem : Se A é uma matriz quase-ortogonal do tipo rxn temos que AL, A" =1, e uma
vez que "F = "Fi* N(0", ¢°I,) entdo pela proposicio 2 temos Ao"F = Ao("F*
N(0", 6°L)) = (Ao "F1)*(Ao N(0°, 6°I)) = (Ao "F)*N(0", 6°A LAT) = (Ao "Fy)*

N(0', 6°L) donde se conclui que Ao"F é sub-normal homocedastica .
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Corolério

As marginais de distribuigdes sub-normais homocedasticas sdo sub-normais

homocedasticas .

Dem : As matrizes M(C) s@o quase-ortogonais, entdo a marginal de uma distribuigdo
sub-normal homocedastica “F, ou seja M(C)o"F, pela proposi¢do 7 ¢ sub-normal

homocedastica .

Vamos agora considerar Y* = U™ + Z" com (U", Z%) ~ (°F, N(0°, o’L,)) e

(v,n)

representar por . um sub-espago com dimensio v de R" .

Proposicio 8

2

U || ,k=12,a

3"

Dados os subespagos ortogonais 5, e x.®*” com Vi = '

fungdo geradora de momentos A(t,t;) para o par (V1,Vz) estd definida e ¢é

. . . y Iy, t
indefinidamente derivavel para t <0 , k = 1,2 e com A%V (t,,t,)= -—L-L)
ot; o)
i=0,1,...;j=0,1,... temos
[ 2 o, 11
al e Mg
=15~ F@) = 22— st F(dr + 21,5+ 2))
o i=0 j=0 i!j1(26”)™
L%
Py
2 . 1 1
n o © 7"(1,.1)(__.__ ___)
~ Sl 0 20°° 267, ¥ . .
S=-11 __Fz)= -~ 20 (= glr+2i,5+2
r Yn 2 (Z) ;; I!J!(ZGZ)H-_] (szlr 1,8 .])
L X2

Dem: Seja F(vi,v2) a distribui¢do conjunta de (V1,V,) . Uma vez que estas varidveis

apenas tomam valores ndo negativos para t;<0 e t,<0 temos,

Mt,,t,) = J” f "1 2 4R (v, v,)
¢ 0

assim como
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i
)\’(i,j)(tl,tz): erV:V; e!1V1+t2V2 dF(V]>V2)
00

Agora , de acordo com a expressdo (2) e (3) da sec¢do 3.2, quando Vi=v; e

2 1 2 1 2
_ n 2,,2 —- I | Y __1
Vo= v2 , temos Yo I ~0 %o onde 81—-62 )%1 =Z % =g ¢
2 2 1 2 v
n 2,,2 N -2
sz ~C Xss, )%2 = % = 1sto €
2 2,,2
v, ~on, oy ~or,
2
entdo
2
~ Y’l V2
3= —~F(4r, s, -
v c’'c
X2

onde

CIC LYy

vV, V o’
Fzr,s,~,~2)=2.0. ¢ > —2"2—2—F(z|r+2i,s+2j)
6o i 70 ilj! :

. Logo descondicionando

3~ F(Z) JDTF(ZIr S, 2> 2)dF(V1>V2)"

V+V

202 j
( 02) (2 2) dF(v,,v,)

_ZZF(zlr+21 ,5+2j)7 .

i=0 =0 I'J' 00
F(z|r+2i S+2_]) “2;2“
= o vividF(v,,v

= . . 1 1
S F(Ar+2i,s+2)TF . . - =i~ =

= ZZ Iy SN viv; € 2? 20 2dF(V1>V2)
i o 11j1(207) 00
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S F(Zr+2i,5+2j) 26D 1
= Zz i+j ( A2 2)
050 1] !(20‘ ) 20°° 20
. S
. Visto que S = ;S temos
w F( z|r+21 S+2_]) ]
S~ F (l,.i) —_—
o que conclui a demonstragéo .
Seguidamente temos
Proposicéo 9
2
A fungdo geradora de momentos de V; = U;l estd definida e é
. . L, @ d'Mt) .
indefinidamente derivavel para t,<0 . Com A}’(t,) =g 17 0,1,... , se Vo =
1
2
IU; =0 temos :
2
]
- 7\,0)(—_—
~ 26° .
~F,(2) = —_———F Zlr+2i,8
[3-F@ 2 1,(2) (zlr +2i,5)
© )\f(‘)( _—)
o~ 0 _ 20 £ .
\zs~F0 (2)= g —_i!(Zo ) F(Sz|r+21,s)

. Se pr(V2>0) >0 , z>0 temos S~ F(2) > F,(z) e S~F°(2) > F(2) .

Dem: Como V; > 0 a fungfio geradora de momentos A(t;) de V; estd definida e é
indefinidamente derivavel para t;<0 . Raciocinando como para a demonstragio da

proposicdo 8 obtemos as expressdes de 'Fo (z) e que F;(z) . Quando pr(V,>0) >0 ,

\'

5Fzrs -2

(l >0_2> 2
6V2

visto que z >0, >0, logo temos
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F(Z) r.rF(Zlf S, 2, 2) dF(v,,v,) > ,rTF(ZII' S, 2:0) dF(v,,v,) = F, 0 (2)

s , T - T
.Uma vez que S= —r-Zs' , para z >0 , teremos ainda F°(z) = F(;z) > F, (g z)=F,(2) .

Proposigdo 10

Se Vi=0 entio F,(r,s) = F(4r,s) e F’(z)=F(zr,s) . Quando pr(V,>0) >0

, para z >0 , temos F, (z) < F(z|r,s) e F°(z) <F(4r,s) .

2 B
Dem: Quando V=0 e V,=0 temos ;] ~o’y2, entdo
2 _ Vl
' OF(2lr,5,=3)
3= > ~F,(2)=F(Zr,s) . Agora , para z >0 , ——BV——Q—<O e , se
Y? 1
X

pr(V1>0) >0 , teremos , com V;~ Fy(v))

+ +
S~F,(2)= f -I*:(z[r,s,%) dF,(v,) < ,r F(Zr,s,0) dF,(v,) = F(zr,s)
0 0

. Visto que §:§ entdo se Vi=0 e V,=0 temos S~F)(z) = E (—z) F( Zlr,s) =

~ T = T
F(z|r,s) para z >0 , teremos ainda F,'(z) = F, (; z)<F (E zlr,s) = F(Zr,s).

As proposigdes 8 , 9 e 10 permitem estudar os testes F em modelos
sub-normais quando se admite que pr(Z® € Q) =1 para se estimar o erro . Cada vez
que utilizarmos estes resultados especificaremos os subespagos %1 € %2 € 0s vectores

U" e Z" Vamos assumir agora que U"(i) Z"(i) S com S ~o%(’,s e considerar

2 V= U

(I"n)

com X" um sub-espago com dimensdo r de R" .
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Proposigdo 11

A fungdo geradora de momentos A(t) de V estd definida e é indefinidamente

. diA(t
derivavel para t <0 . Com Xm(t)z% ,i=0,1,... temos
2
Y, AP (- )( )’
- 26> . .
~F(z8)=e “ZOZO “J'(;’O) F(z]r +2i,g+2j)
< o il

e e MOS0

gl* —8/2
g=2 ~F°(218) =
S r S (z0) =e Z(,:g i1j1(20%)’

F(—;-z|r+2i,g+2j)

Dem: Se V ~F(v) entdo, parat <0, A?(t) = _rvie"’dF(v) ,i=0,1,... esta definida .
0

2
2 ve
Quando V = v temos |Y? ~02va/ 20) S~ o'y’ € 3= ; tem como
distribui¢do condicional
ll o )( )’
F(Zr, g,—2,8) =N ZZ F(z]r +2i, g+2])
5 0 !

. Podemos concluir ainda que

F(46) = f F(elrg,5.8) dF(v) = 3. 35— AL 284 2] [ovae o) Q) dFQ)

i=0 j=0 1'.]' 0

& .—
o ® (E)JF(ZIT+21,g+2_])+

T ZZ r Vi e—v/202 dF(v)

55 i!j!(20%)’

( ) A (= 2)

652 20
F(dr+2i,g+2
P R T

(¢}

. Uma vez que 3==3 entdo
r
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DN(r

S~ F°(Z8) = e-m_ZOZo: 2111!(20)

r .
r(—z|r+2i,g+21)
g

0 que conpleta a demonstragdo .

Proposigdo 12

JF(5) 0 OF° (2]5)

Para z >0 temos 55 e 3 >0,
F(2r,8,~,8) F (4,8, ~.9)
zr>g>h2’ af:“ 8 + 2r, s 2 5
Dem: Para z >0, % >0 entdo é;' ) = !" % g dF(v)>0.
~ T
OF(—2) aF( Z|r,g,—,0)
. =T F°(z8) g 02
Como F"(z]6) = F(g z|5), Y [ % dF(v)>0

Finalmente , considerando S ~ czng,o , temos
Proposicdo 13

Se V=0 entfio F(z0) =F(zr,g) e F°(0) = F(7r,g) . Quando pr(V >0) >0,

temos, para z >0, F(20) < F(zr,g) e F°(20) < F(2r,g) .

6?(2] 1,8, %

Dem: Visto que, para z >0, Py

<0 temos, quando pr(v >0) >0

~ * — Vv —_— — ~ —

F(40) = |F(dr.g, =) dF(v) < F(4r,8,0) = F(zlr,g) € quando V=0, F(zf0) = F(2lr,g)
0

. Como F°(z0) = F(éle) entdo F°(z0) = F(-;z|0) <F(ézlr, g)=F(zr,g) ¢ quando

V=0, F*(z0) =F(zr,g) .
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4- Testes F com restricGes

4.1- Hipéteses simples

As restrigBes que a seguir se consideram sio de natureza muito geral . Para ja

observamos que, quando existe delineabilidade, se tém restrigdes deste tipo visto haver

grupos de componentes de Z" que sdo iguais .

Seja [Ei“]x a classe de congruéncia associada a x™ que contem a® . Vamos

considerar Y" = U" + Z" com (U",Z") ~ ( "F, N(0",6°W)) onde W é conhecida e regular .

Consideremos ainda a® ¢ Q™" ambos conhecidos e
(1) pr(U'e [a"]o) =1
.Com b"€ [a"]q ¢ W®™ sub-espago de Q™ vamos testar

) H:pr(Ue [b") =1

. Existem sempre as matrizes A e B, ver MEXIA ( 1989, pag 7 ), tal que Q [w] é o
espago de nulidade de A [B] pondo-se

3) (€2, w) =N(A,B)

Como vimos anteriormente podemos utilizar Gy € U(W) para reduzir a

heterocedasticidade . Consideremos agora

IU“’ = G,(U" —a")
7" =G,Z°
0" = Gy(b" —a")

4)
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, entdio Z*"~ N(0",6°I,) . Com

Q=G,0
Jw'= G,w
|A'= AG;'
|B'= BG;'

teremos (2°,w’) = N(A’,B”) assim como

(5) pr(U"e Q™M) =1
e as hipoteses
6) H: pr(U"e [b"}w) =1

Uma vez obtidas A° = q.0.(A”) = £(a",..., o'om)eB’=q.0.(B") = £y, onp)
teremos M° = £(B%-A°%) = £( s+, 0'np) assim como {oly,..., Olam } = bL(QY) e

{&wme,e., Anp} =bL(W") , onde w* = w'~Q’ . E facil ver que

AR,
N A P
~b")_ HM Ur-b)| =[mur-mobe|

onde Y"=U""+Z" . Podemos igualmente obter as expressdes alternativas para H

H:M°U"™ =M°b"
2

=0

® ey

Aplicando a proposi¢iio 10 com [w"; Q' ; U™-b™" ; Z’"} vimos, de acordo com
(7), que se
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2
Y WO
m-p I 2 AOYm 2 o{Z

) = gl |

Y'Q,l

temos Fo'(z) = F(z|m-p,n-m) quando e s6 quando H se verifica, por outro lado, para z >0
temos Fo'(z) < F(zjm-p,n-m) . Podemos ento utilizar esta estatistica bem como a regidao
de rejeigdo ]Sl_qym_P,n_m;Jfoo[ para obter um teste de nivel q para H o qual serd ndo

distorcido .

Da primeira expressio alternativa vimos que H se verifica se e s se as

subhipoteses

(10) H; opmiU™ = o pmeid™ ;i=1,..., m-p

se verificam . Seja w;" um subespago de R" gerado por o"ums; , utilizando a proposicéo 10

com [w;"; Q“; U™b™; Z’"],i=1,.., m-p, concluimos que, se

y (az—mﬁYm _(x.xll-—:m-ibm )2 .
(11) 3, =(n-m) 'A°Y“‘ . ~Fpi(2) ,i=1,.., mp

temos F'o(z) = F(z|1,n-m) se e s6 se H’; se verificam, por outro lado, para z >0, F%;(z)
<F(zl,n-m),i=1,., m-p. Com esta estatistica e a regido de rejeigdo ]%,_q’,,n_m&oo[

temos um teste F de nivel q para as H’; , i = 1,.., m-p , o qual serd nfo distorcido .

Podemos ver ainda que

prd
?

4
It
]

(12)

=)
!

©

X

Se m-p >1 e n-m >2 temos B qmpaem <1 g1 < (M- D) gmpam € deste
modo H pode ser rejeitada [aceite] enquanto todasas H’;,i=1,.., m-p , sdo aceites [a

maior parte das H’; sdo rejeitadas ] . Apesar do trabalho adicional pode ser conveniente
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testar H easH’;,i=1,..., m-p . Neste caso consideramos que as 3. ,1=1,.., m-p, ndo
sdo independentes, enquanto noutras dissertagdes, MARDEN (1982) ¢ MARDEN e
PERRIMAN (1982), sdo consideradas estatisticas S independentes .

Seja £(B-A) a sub-matriz formada pelas linhas de B que ndo pertencem a A . Visto

que existe mais do que uma matriz em U(W) interessa-nos estabelecer

Proposi¢io 14
As estatisticas S e 3, ,i=1,.., m-p, nfio dependem da matriz G ¢ UW) que

foi utilizada .

Dem: Se em vez de Go € U(W) usarmos G € U(W) entfio em vez de Y™ e b™ teremos
Y'=G(Y"-a")=PY™ eb"=G(b"-2") =Pb™ comP = GG," ortogonal , em vez de
(Q°,w’) =N(A’,B’) teremos (Q,w”’) = N(A”’,B”’) com Q” =GQ = PO’ w’=Gw =
Pw’, A” = AG" = A’P" ¢ B” =BG" =B’P". Teremos ainda A® = q.0(A”) = q.0(A’P")
= A’P" e B = q.o(B”) = q.o(B’P") = B’P" entio M® = £BY-A") = M°PT . Temos
apenas que considerar que A’Y™ = A’ PPY™" = A®y>n que M°’Y™" = M° PTPY™" =
MY e que M°b" = M°P"Pb™" = M®b*", para mostrar que S ndo depende da matriz
G € U(W) que tem sido utilizada . Estes resultados estendem-se mesmo as estatisticas 3,
,i=1,.,m-p,visto que 0 pmi¥Y”" € o™, i= 1,..., m-p, sdo respectivamente as
componentes de M°Y™" e de M’™" .

Vamos agora considerar as propriedades invariantes dos testes F . Com L regular
colocaremos
(U™ =L(U® +d%)
zZ" =1z"
|a™ =L(a" +d")
lb*" =L(b"+d")

(13)

assim como
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Q" =10

) w'=Lw
A* = AL?
(B* =BL"

Temos entdo, ver MEXIA (1989, pag 7), (Q",w") =N(A*,B") e
(14) pr(U™ efa™] .)=1
enquanto H pode ser escrita

(15) | H:pr(U™ e [b*] ,)=1

Uma vez que Z™ ~N(0",6°W") com W' =LWL', se G € U(W), temos G* = GL”

€ U(W") entdo podemos tomar

(U™ = G (U™ —a") = GL[L(U" +d") - L(a" + d*)] = G(U® —a") = U™
(16) 2™ =G'Z"=GL'LZ*=GZ" =Z"
b™ =G"(b™ —2"") = GL'[L(b" +d") - L(a" +d")] = G(b" —a") = b™
assim

17 Y =UT+Z =t 2= Y

. Podemos também tomar
8 {A*’ = A" (G*) = AL(GL") ' =AL'LG ! = AG = A"’
B" =B*(G*)'=BL(GL")' =BL'LG' =BG = B'

, entdo A’ =q.0(A") e B®=q.o(B"). Sers ttil estabelecer

Proposicdo 15
Os testes F de hipéteses e sub-hipoteses nfo variam com as transformagdes Y™ =

L(Y" + d") ondeL é regular .
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Os testes F sdo UMP, ver SEBER (1980, pag 36) e LEHMAN (1959, pag 268),
nas classes de testes cuja poténcia apenas depende dos parametros de nio centralidade .
Este resultado foi obtido para modelos de efeitos fixos . Vamos agora considerar um
modelo alargado assumindo que a heterocedasticidade é reduzida, com o fim de tornar

mais simples ©0 nosso tratamento vamos assumir as restrigdes dadas por

2
=0. Com

(AR

2

-
w

(P
(19) lv_WU o

2

v ="(U‘“—b"‘) i=1.,m—p

*
wi

V.
quando V=v [Vi=v] tomamos S ~ F(zlm-p,n-m,%) [ 3% ~ F(z|]1,n-m, 0—2'),

i=1,...,m-p] entdo, para um teste de nivel q, tomamos as fungdes poténcia condicional

JB(V> q) = 1— F(%l—q,m—p,n—m / m- p>n - m>0.i2
(20)

V.
[Bi(vi,q) =1-F3, j1pm/Ln-m—)i=1.. m-p

assim, para as expressdes alternativas nas quais V ~ F(v) [ V; ~ Fi(v),1=1,.,m-p], a

poténcia sera

( I
B(alF) = J Bev, q)dF(y)
(1) °
[Bi(qui) - I8 )dE =1 m—p

Vamos considerar agora
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Proposicdo 16
Se E(v,q) [ Ei(v, q)] € a fungdio poténcia condicional de um teste de nivel q para

H [ H’; ], o qual apenas depende de v e q temos

{B‘(v,q) < B(v,q)
B.(v,Q) <B,(v,q)i=1,..,m—p

Dem: Se tivermos B(v,q) > B, [ B.(v,q) >Bi(v,q) ;i =1,..., m-p ] podemos usar a
estatistica e a zona de rejeigdo do novo teste para obter, para modelos de efeitos fixos,
um teste de nivel q com poténcia alta, para alternativas com pardmetro de nfo centralidade

v/G?, entdo o teste F de nivel q para H [H; ;i=1,..., m-p] que consideramos ¢é impossivel .

Donde se conclui que E(v,q) <Bv,9) [Ei v, < Bi(v,9);i=1,.., m-p].

Corolério
Se, para a alternativa na qual V~F(v) [ Vi ~Fy(v), i= 1,...,m-p], a poténcia de um
teste de nivel q para H [H; ;i = 1,.., m-p] é B(q|F) [ﬁi (q|F;)] e se a fungdo poténcia

condicional para esse teste é B(v,q) [Ei (v,q)] temos

{’ﬁ(qu) < B(q/F)
B.(aIF) <B,(qIF)i=1,..,m-p

Dem: De (21) vem que
P = f B(v,q)dF(v)

[Ei(qui) = Jvﬁi(vﬂ)dFi(V);i =1,...,m-p

, entdo pela proposi¢io 16 concluimos que ﬁ(qu)SB(q[F) e Ei(qui)sBi(qui),

i=1,.,mp.
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Vamos considerar agora as transgressdes as restrigdes. Temos entio
Proposi¢io 17
Quando as restrigSes sdo transgredidas a poténcia do teste F diminui .
Dem: Para fazer a demonstragfio, no caso do teste para H, temos apenas que aplicar a

roposi¢do 9 tomando [w"; Q*; U™ b™ ; Z™] . No caso dos testes paraH’;,i=1,. m-p
Proposi¢ao

> aplicamos a mesma proposi¢o tomando [w;"; Q*; U™ b™;Z" i=1,.., m-p .

4.2- Hipdteses e fraccionamento

Vamos considerar que Y" = U" + Z" com U"(i)Z" e com

U* =£U",...,U)T) ~F

) . . Y
12" =42}, 23") ~N(0*,0°W) = @N(0'1 ,6*W))
F

onde as matrizes W, ..., W; sdo conhecidas e regulares, entdo W = DW; ,..., Wj) é

igualmente conhecida e regular . Se tivermos

2 pr(Ute [a"]q) =1
e quisermos testar

3) H:pr(U'e [b™"w) =1

para esclarecer a aplicagdo dos resultados da secgio anterior, podemos considerar
a" = £(a;",...,a;") , b"=£b",. . ,b}") e usar as matrizes Gy € UW),j=1,.,7,

para obter U3 =G, (U a4 ), Y. =G, (Y ~b;%) onde Y = U* + Z" e
i 0jA™ 5 j J 05\ " J J 4 J
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b;ﬂj = Gy, (b} —ajj),j =1,..,j . Teremos entio U™ = £U™,...,U;7), isto & U™ ¢
obtida sobrepondo as U, , UM, Y™ = £Y,",..,Y,7) e b" = £(br,.,b77) .
Agora, ver MEXIA (1989, pag 7), (Q,w) = N(A,B) e podemos escrever as matrizes A e

B como

@ {Az[Ali e iA]

B=[B, - iB,]

. . . -~ -1
onde as submatrizes A; e B; tém n; colunas, j = 1,..., J . Entdo, com A’; = AjGo~ e

B’;= BjGoj'1 ,j=1,..., T, se considerarmos G¢=D(Go, ,..., Go,y) temos Gy € U(W) assim

como
- A'=AG] =[A} - 1AY]
B'=BG; =B, -+ iB']
No caso do fraccionamento equilibrado , onde temos W, = ... = W; =W podemos
tomar Gy, =..=Goy;=Ge U(W) . O fraccionamento ocorre , por exemplo , na analise

conjunta de experiéncias independentes. Entdo considerando U} (i)Z;! (i)...()U;’ ()Z,’

podemos usar o conjunto de restrigdes

©) (U5 efap’] )=tj=1..3
para testar hipoteses tais como

7 Hypr(U e [b}] )=1j=1,..]
v

n. n. L0y, ‘ns .
onde b’ [aj’]g_ e w;*"" ¢ um sub-espago de Q™" commj<n;,j=1,.,7,¢
J

o Y 1 )
onde para um ou mais indices j podemos ter ;=R J. Com Q™ = XQ; Y, ver
=

MEXIA (1991, pag 14), temos

(3) pr(Ute [a"]a) =1
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. Tal como anteriormente podemos usar Go; € U(W;) par obter U;nj , Yj'nj e b'jn",
j=1,...,J. Se tivermos (Qj,Wj) = N(Aj,BJ') com Q’j = Gonj 5 W’j = GojW)‘ , A’j = AjGoj-l €

B’;=B;G,;’ obtemos (Q’,w’;) =N(A’;,B’),j=1,..., J, enquanto as restri¢des serdo
©) pr(U; e Q)=Lj=1,.,]
. ‘n J ‘(m.,n.,
ecomU™"=£U",.,U) e QY= XIQJ( " teremos
F

(10) pr(U™e ) =1

As hipdteses podem ser rescritas do seguinte modo
1) H,:pr(U}’ e [b;"i] y=1Lj=1,..]
v

. Com w; = w', m Q, , se tomarmos A’ = qo(A}) eB’ = q.0(B%) teremos M;* =

n.

£§( B A% = £(°C,nj_mj+1, ocJIIJ p;) com {aj,ij_mj“, ,oc”J p;} bl(w)),j=1..7,

assim as expressoes alternativas para H; serdo

JH MU =M%, 5;j=1,...,]

(12) LH

2
=0,j=1,.,J

5reey

n, n.
_ J
] bj )w3

Seja agora (W' {W' j] um sub-espago de R" que se obtém substituindo em

J J 2. ]
t)=(l(0"l )[251(9': )J (0" )[Q'j] por wilw’],j=1,..,7, temos , uma vez que Q= l)_(]Q',

(13) W) =WinQ,j=1,.,]
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n. n
e com V' = £(v,',..,v;7) ¢é facil ver que, de acordo com {a j,flj_mjﬂ,...,aj;j_pj}_

bL(w}),j=1,.,]

2

;1=1,...,7

n

2
(14) o :‘

2
- 0"
'“”ijj

n.
i
(Vj )w;

. De acordo com (12) e (14) temos, ver MEXIA (1991, pag 15, proposigéo 5), para H;,

j=1,..., T, as expressoes alternativas como hipoteses em U™ dadas por

( 2

lHj: W by . | =0:j=1,..3
(15) (wjlo

[Hj:pr(U'“e [b°].)=1;j=1..7

J
Seja A’ uma matriz quase-ortogonal do tipo (nj-mj)xn; entdio A’A%) =1, __ ,
3 )

ji=1,...,J,e
(16) A°=D(A/,..., AP

sera quase-ortogonal, uma vez que

a7 AAY =DAYAY . AN =D, ool ) =Tem

. Visto que N(Ajo) = ,j=1,.,]J, e que, ver MEXIA (1991, pag 12, proposi¢ido 4 ),

J
NMDA,,..., A") = xlN(A;?) teremos
o
J J
(18) N(A%) = XN(A)=XQ,= @
=1 =1

entdo, ver MEXTA (1989, pag 18), a matriz de projecgfio ortogonal em Q" sera (A%)TA°

e se tomarmos Y= £(Y,"1,...,Y,"7) teremos
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2
(19) IY(';L = "AOTAOYm 2 — YmT AOTAOAOTAOYm = YvnT AOTIn_mAOY'n
2 ! 2
|nT T m __ 1;m —_— "
=Y ATAY" =AY = :4; AlY;
De (14) podemos considerar tarhbém
z n. n. 2 ‘n. ‘n. 2
(20) "(Y"‘—b"l )(w})o =|(Y;? -b;’ )w} = uM?(Yj ’-b;’)

. ; 2
0 n, 0y D .
=UMJ'YJ' ' -M;b;’ )‘ ;3= 1,0,

entio podemos aplicar a proposicio 10 tomando [(W'); Q™ ; U™b™" ; Z] com

2" =£(G,,Z,",...,G,;Z;’ ) para mostrar que, se

2

n—-m “Mon y "Mobjj

1) S =

~F;(@);j=1,..]
3 n‘l-I - pj ||A0Y|n 0.5 ‘]

|2

temos F%;(z) = F(zlm;-p;,n-m) quando e s6 quando Hj se verificam, por outro lado, para

z>0 temos F% i(2) <F(zlmy-pj,n-m) ;j=1,...,J. Entdo podemos usar J; assim como a

regido de rejei¢do ]%,_q’nj +a>[ para obter um teste F de nivel q paraH;;j=1,..., ],

—mj,n~m?>

o qual € ndo distorcido .

Da primeira das expressdes alternativas de H; ; j = 1,..., J, dada em (12)
concluimos que, ver MEXIA (1991, pag 7, corolario da proposigdo 2 ), estas hipdteses se
verificam se e s6 se as sub-hipoteses

(22) H..-of U.=or b ‘j:l,...,J ) i:],.__’nqj—pj

i iagemeri Y 5T Ping-mgrit § oo
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. . ( n;) (mj-1n;
se verificam . Seja w;; ’ um sub-espago gerado por o e w J(',"’ "

B nJ—mJ+1

- ] '

=w; N Q
J J

;i=1,..,m-p;,j=1,...,J. Entdo (W'} [W' j,i] ¢ obtido substituindo t)_(l(O"‘ {t)_(l(ﬂ' . )}

(Onj )[Q’ j] por w'ii[w’i],i=1,..mypj,j=1,.,J . Destas sub-hipoteses temos as

expressoes alternativas

H',,:pr(U} e [b;‘i]w'ﬁ) —1;i=1..,m;—p,, j=1....]
2

J'—) 0;i=1..,m;—p,, j=1..,]

w_’,
(23)
H';;:pr(U” [b'“]w,ji)=1 i=l..,m;—-p;, j=1..]

2
H';; (U™ -b )(wii)0 =0;i=L..,m;-p,, j=1...J
. Temos também
2
P N
Jl
= (aznj—ijYlj-. JnJ mJ+xb' ) > - = 1>>mj-p_l >j = 1>“'> J

, entdo, de acordo com (19) podemos aplicar a proposigio 10 tomando [(W'j;)o; Q™ ;
U™-b™"; Z’"] para mostrar que, se

(a? Y. —of .b'.)2

J,nj—mj+l J j,nj—mj+l J

oy

(25) J,;=(n-m) o,,(z) i=1,. Ty pi>,j=1,...,7J



37

temos F%;i(z) = F(z/1,n-m) quando e s6 quando H’;; se verificam, por outro lado, para

z>0 temos F% ;i@ <F(Zln-m) ;i=1,..m-pj,j=1,.,J. Entdo podemos usar 3’;;

assim como a regido de rejeigdo ]Sl_ +oo[ para obter um teste F de nivel q para H’j;

g,1,0-m>

;i=1,...,my-p;,j=1,..., J, 0 qual é ndo distorcido .

E facil ver que
1

(26) g =—23,

i
m;—p; i

donde concluimos que podera ser conveniente testar tanto as hipoteses como as

sub-hipdteses .

ParaasH;,j=1,..., J, podemos considerar as hipoteses

27 H: pr(Ue [b']w) =1
J o0 . .

onde W = _Xlw?J i Estas hipoteses poderdo ser rescritas como
J:

(28) H pr(U"e [b™w:)=1

(

J IS I .
com w®=Xw' jp’ ' Observamos que H se verifica, ver MEXIA (1991, pag 14), se

=1
es6seH;,j=1,..., 7], se verificam . Consideremos
J

(29) w=wtnQ = Xw;

=1

e com v = £(v;,...,v}?), visto que os vectores linha de M;° constituem uma base

ortonormal para w;’, j = 1,..., J, temos
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2

3 a. 2 3 a2
(30) vl =Xl = 2| = veve?
v =1 wi =1
com
(31) M®=DM’,,..., M%)
Agora, é facil obter para H as expressdes alternativas, dadas por

HM'U"=M"b"

(32) 2

o[ =0

€, uma vez que

2 2
(33) 'l(Y”‘—b"‘) =My -M°b|

»
w

, de acordo com (19) a aplicando a proposi¢do 10 tomando [w"; QL U™b™; Z°"] para

mostrar que, se

2

Ox/1n _ p g0
n-m|M°Y Mzb PG
m-p leYm

(34) S=

, temos Fo’(z) = F(zlm-p,n-m) quando e sé6 quando H se verifica, por outro lado, para

z >0 temos F,°(z) < F(zjm-p,n-m) .Entdio podemos utilizar esta estatistica bem como a
regido de rejeigdo ]i—‘fl_ +oo[ para obter um teste F ndo distorcido de nivel q para H.

q,m—p,n-m?

Estas hipoteses que consideramos nesta sec¢io podem ser todas consideradas
como hipdteses sobre Z'", assim estes testes F possuirdo as propriedades tratadas na

seccdo 4.1 .
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4 3- Hipéteses e particdes ortogonais

Vamos agora ver como aplicar o nosso modelo a partigdes ortogonais . Para
preservar a ortogonabilidade assumiremos a homocedasticidade desde o inicio, assim

teremos (U, Z") ~ ('F , N(0",6°1,.)), e as restrigdes serdo
1) pr(Ue [27]0) =1

tendo-se a parti¢do ortogonal
(m,n) KJ. *(sy »0)
m,zn) _ §p o0
@ Q" =@ w;

, entdo, com

(3) wi=wTnQ:k=1,_K

- - K
teremos (Q,wix) = N(ABy), k = 1,..., K . Sendo {B;‘,...,B’;}zbl(?fl w,) . Se

@ cCc {1,..,m} temos {B;",i € C} =bL(w'(C)). As hipoteses

4) H,: pr( U* e[b“]wk )=1,k=1,.,K

com b" € [a"]q , pertencem a familia das

(5) H(C): pr(U" € [blwc) =1
onde w(C) =w'(C)'n Q.

Consideremos M°(C) , que tem como vectores linha B;" comi € C . Podemos obter

as expressOes alternativas para H(C)

H(C):M°(C)U" = M°(C)b"

(6) ’
H(C):’(U" -b") .

w (C)
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. Visto que {B",i € C } =bL(W'(C)) temos também

™ [M(C)Y* -M(Cb*[" =M(C)(Y* -b%)

e

w*(C)

, 0 qual com A® = q.0(A), isto é, sendo A® a matriz cujos vectores linha sdo obtidos
aplicando o processo de ortonormalizagio de GRAM-SCHMIDT aos vectores linha de A,
tem-se Q(Q1) = (A®)'A’, logo

2
2__Yn

®) laoy=|" = vz,

, podemos aplicar a proposigio 10 tomando [w'(C) ; Q"; U™b"; Z"] e £(C) = #(C) para

mostrar que, se

2

—m [M°(C)Y" -M°(C)b*
nom MOV MO o 1)
E(C) |A0Yn

©) 3C) =

temos F’(z|C) = F(z]£ (C),n-m) quando e s6 quando H(C) se verifica, por outro lado,

para z >0 temos Fo'(z) < F(z|¢ (C),n-m) . Podemos assim utilizar esta estatistica bem
como a regifio de rejeigéo ]Es’l_q,e(c)’n_m;wo[ para obter um teste ndo distorcido de nivel q

para H(C) . Este resultado aplicado também aos testes F para H’; = H({i}), i = 1,...,m,
temos £ ({i}), i = 1,...,m . Da primeira das expressdes alternativas de H(C) dada em (6)
concluimos, ver MEXIA (1991, pag 6, corolario da proposigio 1), que H(C) se verifica se

esoseas H’;, comi € C, se verificam . A estatistica do teste F para H’; ,1=1,....m, sera

(BiY-Bib)” .

(10) . =(n—m) —;i=1,..,m
lacy-

2 .
= Z(BiTV)Z, concluimos que
ieC

e, visto que [M°(C)v*
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1
(11) 3(C) = EZ%

Deste modo, podera ser conveniente testar as hipdteses e as sub-hipoteses
simultaneamente antes de mostrar esta iguladade . Os testes F para H(C) possuem as

propriedades tratadas na sec¢do 4.1 .

5 - Precisdo relativa

5.1 - Consideracdes prévias

Vamos agora considerar o caso em que temos dois métodos devidamente
validados, um dos quais é o método padrdo e o outro expedito . O nosso objectivo sera

estudar a precisdo do método expedito em relagdo ao método padrio . Esta precisao

2

. . . . G, , e
relativa sera dada pelo quociente k =— onde o1 [022] é a varidncia do erro das
GZ

observagdes para o método padrdo [expedito] .Vamos estudar questdes relativas a k
admitindo que as amostras colhidas para um e outro método seguem modelos sub-normais
. O caso particular de amostras que seguem modelos normais fica assim automaticamente

tratado .

5.2 - Estimacio pontual

Sendo Y11 ,..., Yin as observagdes do método padrio € Yii ,..., Yom @S
observagdes do método expedito, vamos obter para k um estimador centrado . Os erros

das primeiras [segundas] serdo e, ;,..., €1, 1id ~N(O | u1,01) [ €21 ,..., €20 1id ~ N(O | p12,02)]

n m
2, 2Y,;
. . kg i=1 — i=1
Para as amostras consideradas pode escrever-se , com Y, =- , Y, =" o
n

n
Zel,i
-

m
Zez,i
d=1 _ =t
, € = ee, =

n m
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n n

(1) S1=2.(Yy; ~Y) =2 (e, ~ &)  ~ 01 At
i= i=1

€

@) S2= 2 (Y~ %) = 2(e;; — &)’ ~ 67 2m

i=1 i=1

0 que permite definir

_S$/(n-1) m-1S, m-l1g’x;, _km—l)(,fh1

3 = = — =
®) S,/(m-1) n-1S, n-1lg,’%2, n-1y2,

m-1y>

e onde Fyym1 = ?—Tx;_] segue uma distribui¢io F-Snedcor com n-1 e m-1 graus de
- m-1
. 2y 2 . m-17%,
liberdade, uma vez que % p1 (1) X'm1 - Vindo w(W)=p ki_{z_ =kpu(jn—-1,m-1)
- m-1

tem-se como estimador centrado para k

w

@ = - Lm-D)

e o0 problema resume-se agora a calcular o valor de p(|n-1,m-1) .
A fun¢io densidade de uma distribui¢io F-Snedcor com n-1 e m-1 graus de

liberdade tem a forma

-

0, x<0

—

n-

m+n-2Yn-1)2z ol
5) f(xjn—1,m—1)=1 x2 , x>0

2 m-—1
r(n— 1)1_(m— 1) mta-2
i o n—1 2
2 2 (l+ x)

m-1

S

. Vamos definir agora uma nova variavel aleatoria de modo a facilitar o calculo de

p(n-1,m-1) .
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Seja
n—-1{m-1%2
©) z= [ ";‘“)
m-1\n-1%_,
-1 in-l . n-1 ~
, como I Xz— ~ f(x|n-1,m-1) e visto que 1>0 , entdo Z ~ f(zjn-1,m-1) =
m-1 -

l_(m+n 2) (m—l )— 5
( ln—lm 1) (n—l)T n-1-
n-1 m-—1 w2
l{ ) (l+n—1 —lz) :

m-1n-1

—->» 5ez>0 . Considerando p =n-1 e q = m-1 temos
]'{ ) (1+2) 2
(0 ., z<0
. r(m) P,
(7) f (ZIP>Q):< 2 z2 >Z>O
(E3)ora
L \2/\2

Para qualquer densidade g(x) tem-se I_:Og(x) dx =1, logo _t:of "(4p,q) dz=

p+q) 1

r( )r( ) (1+z)p;q z =1 ,vindo
J'+co 2" 1‘( )l‘( )

o )
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. Considerando esta formula podemos agora calcular u(Z|n-1,m-1) . Temos entdo

l_(m+n—2) R
I 2 j+w ZZ_Z—-_1

"z £ (dn-1L,m-1) dz= l_(_ _) (1+2) 2

H(Zjn-1,m-1)

m+n-2

1_(m+n—2) w1
2 I+«> z?
dz
_ _ (n+1)+(m-3)
’_(n 1 m 1) 0 (1+ Z)—————z——-—
2 2

, de (8)™ e tendo em conta que I'(x +1) =x I'(x) :

m+n-2 n+1
W(Z|p-1,m-1) = l_(rn( l)r(m jljrlén+l)+(m 32)
2
m+n-2 n-1fn-1) {m-3
) r(j )
) )

n-1
De (6) vem pu(Zpn-1,m-1) = —1u(|n-1,m-1) 0 que significa que u(jn-1,m-1
m_

-1 m-1 -1 A
bR e atendendo a (4) podemos , finalmente, calcular k :

m-3n-1 m-3

m-18,
©) L w _ n—-18§, :m—3i
p(n-1,m-1) m-1 n-18,
m-—3

(*) Note que a fungdo ['(x) sd esta definida se x >0 logo temos que garantir que m-3>0 <> m >3 .

dz=

N’
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5.3 - Intervalo de confianca

A estatistica utilizada no tratamento de k é, como ja vimos,

2,.2
m-—106,"%..

=kF
n-1 GZZXzZn—l

m-18
W=
n-—1

P
SZ
com k>0 e F~ f(x|n-1,m-1), entdo

1 w
1 — — f(— | — _
) W~ f(n—Lm-1)

e tem como densidade

£o(w) =1

w
. Como — ~ Fy.1ma, utilizando uma tabela da distribui¢io F-Snedcor para calcular

k

w
L3 —_ - —_
pr (:Sq/Z,n—l,m»l = Kk s %l—q/Z,n—l,m—l) =1-q& pr(ng—q/Z,n—l,m—l <k< qu/l,n—l,m—l) =1-¢q

obtemos

)

o] . o
[Wzsl—qn,n—l,m—l 7W:5q/2,n—1,m—1 ]

estando assim definido o intervalo de confianga de nivel 1-q para k . Os extremos deste

intervalo sdo facilmente calculados, uma vez que w € fungdo das observagdes e os valores

dos quantis 3, ., estdo tabelados .
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5.4 - Testes de hipOteses

Consideremos o teste bilateral para k

H, k=k,
1) {

H; k#k,

w
. Dado que P Fo1m1 , temos como regra de teste para Hy
0

w

— . O ~ . .

Kk e[gqﬂ,n—l,m—l’:sl—qlz,n—l,m—l] ndo se rejeita H
0

)]

A%

- fard . O M
E180/2,0-1,m-1> S1-g/2,0-1.m1 | TEJEILA —5€ H,

k,

. Portanto os valores de ko que definem hip6teses que sdo aceites pelo teste, sio as que
satisfazem as desigualdades |

(3) ng—-q/l,n-l,m»l = kO = W%

q/2,n-1,m-1
. Estas desigualdades definem um intervalo que coincide com o intervalo de confianga de
nivel 1-q para k . Assim, se um valor de k esta dentro do intervalo de confianga, ele define

uma hipotese que é aceite pelo teste, e por isso diz-se que goza da propriedade de

dualidade .

Vamos verificar agora se o teste bilateral é ndo distorcido . Para isso € necessario
estudar a fungdo poténcia PB(k) = pr(rej Hy| k), ou seja, probabilidade de se rejeitar a
hipétese . Rejeita-se Hp quando, k # ko isto ¢, quando k > ko ou k < ko, como tal vamos
considerar dois testes unilaterais, para cada um dos casos, com o fim de caracterizar a

fungdo poténcia .
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Consideremos entao o teste unilateral esquerdo

{Hotkz k,

4
“) H, k <k,

. Temos como regra de teste para Hy, sendo q o nivel do teste

W« < .
—=3 ndo se rejeita H,,
kO
W

q,n—-1,m-1

(5)
— <3

K aa-1m1 Tjeita—se Hy
0

. Neste caso

(6) B(k) = pr(rej HOI k) = pr(w < ko%q,n—l,nk] ) = pr( k Fn—l,m—l < kogq,n—l,m—l) =

ko
= pI'( Fn-l,m-l < _k_gq,n——l,m—l)

...k
e quando k diminui, ——3

K Saatm aumenta, logo a probabilidade de F,.1m1 ser menor que

aquela expressdo aumenta . Assim sendo B(ko) = q ( visto que o teste € de nivelq)ea
fungio poténcia P(k) é decrescente para valores de k <ko, logo a probabilidade de rejeitar
a hipotese é maior quando ela ¢ falsa do que quando ela é verdadeira donde se conclui

que o teste € ndo distorcido .

Consideremos agora o teste unilateral direito

H, k=k,
{

H, k>k,

. Temos como regra de teste para Hy, sendo q o nivel do teste
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W
W - ..
L <3, s 1m 180 se rejeita H,
0
@®
w o ..
P >3, a1ma Tejeita—se Hy
[
. Neste caso

(9)  B(k) = pr(rej Ho| k) = pr(wW> koS ;1 1) = PI(K Frimt > koS ar) =

kO
= Pr( Fn—l,m-l >—=3

k q,n—l,m—l)

k
e quando k aumenta, —ki%‘q,n_l,nﬂ diminui, logo a probabilidade de Fn ser maior que

aquela expressio aumenta . Assim sendo a fun¢do poténcia B(k) € crescente para valores
de k > ko, logo a probabilidade de rejeitar a hipotese é maior quando ela € falsa do que
quando ela é verdadeira donde se conclui que o teste ¢ ndo distorcido .

Como ambos os testes unilaterais sio ndo distorcidos , pode-se concluir que o

teste bilateral é igualmente ndo distorcido, visto que se conhece o comportamento de

fungdo poténcia B(k) para qualquer valor de k e a probabilidade de rejeitar a hipotese €

maior quando ela é falsa do que quando ela ¢ verdadeira .
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