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Resumo: Apds uma breve revisao dos modelos usnalmente utilizados para descrever
o crescimento de animais, propbe-se, como modelos descritivos gerais para a evolugao
do peso de animais em ambiente aleatdrio, equagies diferenciais estocdsticas da
forma dY (t) = f(Y(t))dt + odW (), ¥Y(to) = yo, onde Y{f) representa o peso, uma
poténcia do peso ou o logaritmo do peso do animal na idade £, ¢ mede a intensidade
dos efeitos das perturbacbes aleatdrias do ambiente sobre o crescimento, W & o
processo de Wiener e yo € o peso & nascenca (que supomos conhecido). Considerdmos
FiY(t)) = 6{A—Y(t)). Para este modelo, a partir da solugiio explicita, & possivel
obter a fun¢do de méxima verosimilhanga. Em particular, estudamos o modelo de
Bertalanffy-Richards estocdstico ¢ o modelo de Gompertz estocdstico.

Estes modelos foram aplicados a dados de crescimento de bovinos mertolengos da
estirpe rosilho. Sdo apresentadas as estimativas dos pardmetros e intervalos de
confianga assintdticos. Os problemas de previsfo foram também abordados.

Palavras—chave: Modelos de crescimento, equagbes diferenciais estocdsticas,
estimagao, peso de bovinos,

Abstract: After a short presentation of the models usually used to describe
the growth of animals, we suggest, as general models for the evolution of animal
weight in a random environment, stochastic differential equations of the form
AV (t) = f(Y(£))dt + adW(t), Y (to) = yo, where ¥ (¢) represents the weight, a power
of the weight or the logarithm of the weight of the animal at age ¢, o measures the
effect of random environmental fluctuations on growth, W; is the Wiener process and
%o is the weight at birth (assumed known). We consider f (Y (£)) = b{A — Y (t)). From
zhe explicit solution of this model it is possible to obtain the maximum likelihood
fanction. We study the Bertalanffy-Richards and the Gompertz stochastic models.
These models were applied to bovine growth data. Estimates and asymptotic
confidence intervals of the parameters are presented. Prediction problems are also
treated.

Heywords: Growth models, stochastic differential eguations, estimation, cattle
weight.
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1 Introducao

Estuddmos alguns modelos de crescimento individual em ambiente aleatario. Os
modelos foram aplicados a dados de evolugao do peso de bovinos mertolenge
Comegdmos por pesquisar o8 modelos de erescimento que tém sido utilizade
para descrever, em particular, a evolugio do peso de bovinos ([7], [&
Os modelos encontrados foram sobretudo determinfsticos. Na seccao 2 ==
apresentados, de forma breve, alguns dos principais modelos de crescimens
deterministicos, em particular, os modelos de Mitscherlich, Bertalanfy-Richare
e Gompertz. Estes modelos tém sido, e continuam a ser, amplamente estudads
e aplicados ndo sé como modelos de crescimento de animais de virias espécis
([3], [8] e [11]) mas também, por exemplo, para descrever o crescimento &=
tumores ([6]).

Com o objectivo de obter modelos que incluam o efeito das variaghe
aleatdrias do ambiente na evolugio do peso, recorremos a equagoes diferencias
estocdsticas (secclo 3). Com efeito, ndo faz muito sentido utilizar os métods
cldssicos de regressfo que pressupdem desvios de uma curva deterministic
independentes ao longo tempo, o que é altamente inverosimel (ja seria verosims
se esses desvios se devessem a erros de medicio, o que ndo é manifestamente
caso). O método de regressio admite que um atraso de crescimento num cerd
momento nio tem repercussoes sobre os pesos futuros, o que nfo é realista.

A seccdo 4 apresenta o método da méxima verosimilhanga aplicado ass
modelos em estudo, com o objectivo de posteriormente obtermos as estimatives
dos parimetros e analisarmos algumas das suas caracteristicas. =

A seccao 5 trata da questdo da previsao de valores futuros do processo.

Na seccio 6 aplicdmos as metodologias expostas aos dados de cresciments
de um bovino para o qual dispunhamos de uma série relativamente long
de evolugio do peso desde a nascenga. Os dois modelos estudados cos
maior detalhe consistem em equacgoes diferenciais estocasticas relacionadas.
respectivamente, com o modelo de Bertalanfiy-Richards e o modelo &
Gompertz.

A seccdo 7 contém algumas consideragfes finais,
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2 Modelos de crescimento deterministicos

Uma das equagdes diferenciais mais simples é a equacio linear
dxe) _,
d -

com a, b > 0. Este é o conhecido modelo de Mitscherlich ou models
monemoleculer. Integrando, obtemos a funcio de crescimento

X(t)=a - (a—zo)exp{-b(t—10)}. (2
Podemos encontrar em [5] e [12] aplicagbes do modelo (2) em agricultura.

(a —X(t)), X(to) = 2o, (1}
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Admitindo que X (t) representa o peso do animal na idade ¢, quando t —
+oo0, verifica-se que X (#) = a, que funciona assim como peso assintético, sendo
b o coeficiente de crescimento que regula a velocidade de aproximacio a a. Em
Garcia [4] sugerem-se modelos mais gerais onde o comportamento linear da
taxa de aproximagdo ao valor assintdtico se aplica, nfo ao peso propriamente
dito X (t), mas a uma fun¢io do peso, como X*(t) ou ln X(t). No contexto da
modelagio do peso € usual considerar ¢ = 1/3, traduzindo a ideia de que o peso
& uma espécie de "volume” e X°(t) uma espécie de * comprimento” do animal.
0 modelo serd

d¥'(t)

= = 0(A=Y(1), (3)

d
" Yit) = Xe(t) sec#0 A=] & secFl 4
(€)= InX(t) sec=0 7] lna sec=0. (4)

No caso em que ¢ # 0 podemos escrever (3) da seguinte forma

0 0 () ) = S orir—srn

com 7 = ba’c™!, m = 1~ce k = be—!. Este modelo foi proposto por
von Bertalanffy [1] e estudado por Richards [10]. O modelo de Bertalanffy-
Richards ¢ muito flexivel, incluindo como casos especiais algumas das funcoes
de crescimento mais conhecidas. Em particular, guando e = 1 temos o modelo
de Mitscherlich (1).

No caso ¢ = 0, (3) corresponde ao modelo de Gompertz

%ﬂ =bX(t)(lna—InX(1). (6)

A solugdo de (3) € dada pela equacio
Y(t)=A-(A—yo)exp{-b(t—t5)}. (7)

3 Modelos de equacgbes diferenciais estocdsticas

Consideremos o modelo (3). Ao adicionar um movimento browniano ou processo
de Wiener, representando o efeito do ambiente aleatério, obtemos um modelo
de equacdo diferencial estocdstica

dY (t) = b(A — Y (t))dt + cdW (t). (8)

Agui ¢ mede a intensidade das flutuacies aleatdrias do ambiente sobre o
crescimento e W(t) é um processo de Wiener, com incrementos W(t) — W(s)
independentes normalmente distribuidos com média zero e varidncia t — s, para
> 8.
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A equacio (8) coincide com o j4 conhecido modelo de Vasicek utilizado na
modelacdo da dindmica das taxas de juro. Este modelo é uma variante do
modelo de Ornstein- Uhlenbeck.

0 modelo (8) ¢ uma equagio diferencial estocdstica satisfazendo as condices
do teorema de existéncia e unicidade. A solucio é um processo de difusio
homogéneo com coeficiente de tendéncia b(4 — y) e coeficiente de difusdo o2.
Como o coeficiente de difusio nfio depende de y é indiferente usar o céleulo de
It6 ou o de Stratonovich [2].

Aplicando a transformacio Z(t) = Y(t) — A em (8) obtemos o modelo
de Ornstein-Uhlenbeck dZ(t) = —bZ(t)dt + odW (t). Multiplicando ambos os
membros desta equagio pelo factor integrante e vem d(ef Z(t)) = oettdW (t).
pelo que e Z(t) = 2z + fﬂi oet*dW (s) e, portanto

t
Y(t) = A+e ™y — 4) + oe™™ f e dW (s). (9)
o

Como em (9) a fungdo integranda é determinfstica, o integral estocdstico segue

uma distribuigio normal de média 0 e varifncia f b#)2ds = (e —1)/2b. Logo.
Y (t) tem distribuigio

Normal (A—}-e_“ (vo — A), {1 s | ) : (103

com a média e varidncia indicadas. Verificamos que, quando ¢ — +o0o. &
distribuicio transiente (10) converge para a distribuicio normal de média 4
e varidncia crﬂ,fﬂb. Designando por Y., uma varidvel aleatdria com esa
distribuigio, podemos dizer que Y () converge em distribuicio para V... &
densidade estacionéria é a fun¢ao densidade de probabilidade desta distribuigis
estaciondria.  Observamos que, ao contrdric do que sucede no mods
deterministico (3) em que ¥(t) converge para um ponto de equilibrio 4. =
modelo estocdstico (8) a medida de crescimento ¥ () flutua aleatoriamente mas
a sua distribuicio de probabilidade converge para uma distribuicio de equilibse
O processo Y (t) é ergédico e logo podemos estimar a média assintética 4 e &
variancia assintdtica o2 /2b usando médias e varidncias temporais ao longe &%
trajectdria do processo.

Relembramos que Y(t) = X°(t) e 4 = a°, quando ¢ # 0. O facto de ¥
seguir uma distribui¢io normal permite valores negativos do processo, o que
faz sentido. No entanto, a probabilidade de tal ocorrer &, para os valores tipis
dos pardmetros, desprezdvel.

No caso de ¢ = 0, néo hé problema com os valores negativos pois trabalhas
com Y (t) =In X(t) e A = Ina, obtendo a equacio diferencial estocistica

dX (t) = =bX (f)(ln X (t) — Ina)dt + o X ()dW (1),
que se pode escrever na forma

dX (t) = (aX(t) - BX(2) In X (£))dt + o X ()dW (2),
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onde o = bln(a) e 7 = b. Neste caso, o processo X (t) ¢ o chamado modelo de
crescimento de Gompertz estocdstico.

4 Estimacao

Vamos supor que o peso do animal é observade nos instantes 0 =ty <ty < ... <
L e designa.r og valores das observagies do processo por Xy = X{tg}, X =
X(tr), ., Xn = X(ta) e por Yo = Y(to), i = Y(ts), -, Ys = Y(ts) 08
mrrespundeut-e& valores de ¥(#).

Vamos estudar o modelo (8), cuja solugio é dada por (9). Os parametros a
~=stimar s80 a, b, ce ¢ e, no caso de desconhecermos o seu valor, . O método da
maxima verosimilhanca foi o utilizado para estimar os parametros do modelo.

Para k =1, 2,...,n, vemos que, usando o mesmo método que o usado para
obter (9) mas com condigo inicial ¥ (tg—;) = yx_1, vem

th
Yi=A+eMhtit(y, \ — 4) 4 ge~i f e dW,.
ty—1

Logo, condicionado a se ter ¥,_; = yp_, a fungio densidade de probabilidade
de 1} &

Ivo¥_ =y, ()

&—A—(ﬂ_l_,ﬂ_}g-ﬁf!n—ln—:]}2
,jzn 1—e ""“{'l. by 1]) b P 25‘?{1—2‘“{%"*-1]} i

Seja x = (Zo,T1,...,Tn) 0 vector de observagies de X = (Xp, X1,... Xn) ey =
¥0.Y1, -1 ¥n) O correspondente vector de observagies de Y = (¥p, Y1, ..., Yo ).
Obtemos a seguinte expressio para a fungéio de log-verosimilhanca

:r:=::1.) -

L{a,b,c,0; K:J o= Zlﬂ {fx;.lﬂﬁ_i '[*tk} Elﬂ (f}’kﬂ’k..l {Hk}

k=1 k=1

T
Ly+2h(d
k=1

ay
X I=Tk :

A T (A

b g~ (6= A Gy )oKy
= 1 — e—2h{te—fe_1) A

onde

k=1

comyr =zf, A=a"secE Decomye =Inazy, 4 =lnasec=0. As estimativas
de mixima verosimilhanca &, b, & e ¢ obtém-se por maximizacio de L. Neste
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caso recorremos a métodos numéricos, aplicando a rotina nlminb do software S-
PLUS. Note-se que os estimadores obtidos sfo assintoticamente normais. Para
o8 casos em que ¢ € dado e pretendemos estimar apenas os pardmetros a, b e o,
maximizar L é equivalente a maximizar Ly.

5 Previsao

Dados os valores do processo até ao instante tg, ¥1, ¥2,.., Y3, pretendemos
prever o valor ¥ (t) para ¢t > t;,

t
Y(t) = A4 (Y — A) e~ bt-t) | gt f e dW (s).
fie

Tendo em conta que Y (t) é um processo de Markov, vem E[Y ()| Y3, ..., ¥a] =
E[Y(t)| ¥z]. Como Y;|Y: segue uma distribuigio normal com média 4 +
(Yi — A) exp(—b(t — tz)) e varidncia % (1 —exp(—2b(t —t))), podemos usar
como previsao

V) =BlY@)|v)=4+ ( i ,i) e bli=te), (13}

qnde E representa um estimador da esperanga matematica. Podemos considerar
Y(t) — Y(t) aproximadamente normal e obter um intervalo de confianca
aproximado a 95% para Y (t):

Y(t)-E (?{r} i Y[:}) + I.QGJIf'ar (P’{t] = Y{t]). (14}

6 Aplicacdo

Aplicidmos os modelos a dados de bovinos mertolengos da estirpe rosilho, criades
na regido de Serpa, na margem esquerda do Guadiana, na Herdade da Abdboda
Os animais foram criados juntamente com as mdes, em pastoreio, até
desmame e posteriormente criados em pastoreio e suplementados com sil
durante os perfodos de escassez de pastagem, o periodo de Outono e Invernae
Os dados correspondem ao peso de um animal. Temos 79 observacoes desds 2
nascenca do animal até por volta dos seus 5 anos.

Aplicdmos o modelo (8) para os casos particulares em quec =1, e =1
¢ = (), e também para o caso em que o valor de ¢ era suposto ser desconheci
e portanto era necessdrio estimé-lo. Para estes casos, procedemos ao cil
das estimativas de méxima verosimilhanca cujos valores estio apresentados
Tabela 1.
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Tabela 1: Estimativas de maxima verosimilhanga.

a b G L
¢=02245 1174 1206 0.87 -337.82
c=1 449.7 0.655 79.65 -—339.79
c=1/3 4224 1096 0525 -337.88

c=0 (Gompertz) 407.1 1472 0.226 —338.12

As estimativas ndo sio compardveis & excepcio das do peso assintdtico a.
Na Tabela 1 estio também apresentados os valores da log-verosimilhanca para
cada modelo. Comparando apenas estes valores verificamos que aparentemente
o "pior” modelo corresponde a ¢ = 1, seguido do modelo de Gompertz
fe = 0), ¢ = 1/3 e claro, o0 melhor, o valor estimado por méxima
werosimilhanca c=0.2245. No entanto, tendo em conta o principio da parcimdnia
& confirmando eom os valores do critério AIC (Tabela 2), observamos que os
melhores modelos de entre os estudados sdo os correspondentes a ¢ = 1/3
e o de Gompertz. Foram estes os modelos que aplicimos aos dados.

Tabela 2: Critério AIC.
e=02245 e¢=1 ¢=1/3 e=0 (Gompertz)
683.64 68558 681.76 682.24

os modelos seleccionados apresentamos, na figura 1, os graficos das curvas
auséncia do termo de variabilidade ambiental.
Caleuldmos a matriz de informacio de Fisher para ambos os modelos:

2334 486 0 0.0008 0.0923 0
I—o=| 486 409 -—-22.8 Temipa=| 00923 32170 -9.998 |.
0 —22.8 3057 0 —5.998 566.5

Consequentemente obtivemos as matrizes de varidncias-covariincias e
aghes assintoticas:

[ 0.0057 —0.0068 —0.0001 1732.04 -—49994 -0.0832
Voo = |—0.0068 0.0327  0.0002 Vierja = |—4.9994 0.0457  0.0008
_-—ﬂ.[JIIIl 0.0002 0.0003 —0.0882  0.0008 0.0018

1 —0.562 —0.050
R._-:ug = |=0.562 1 0.089
-0.050 0.089 1

A Tahela 3 apresenta os limites dos intervalos de confianca assintéticos, a 95%,
0§ parametros.

R—o= |-0408 1 0.074
-0.037  0.074 1

1 —0.498 —0.037 }



408Filipe, Braumann e Roquete/Crescimento em ambiente aleatdrio

Figura 1: Curvas estimadas, para c=0 (Gompertz) e c=1/3, quando & = 0.

Tabela 3: Intervalos de confianca assintéticos.

[ b o
= 0{Gompertz) 407.1 £60.0 1472£0.354 0.226 £ 0.036
c=1/3 4224+ 81.6 1.096+0.525 0.525+ 0.083

Utilizdmos os modelos anteriores para prever valores futuros do peso. F
tal, deixdmos as tltimas oito observagfes da série para prever com base
primeiros setenta valores do peso do animal. Realizdmos previsio a um pass
que consiste no célculo do valor previsto do peso, num dado instante, conheces
o seu real valor no instante imediatamente anterior. Realizdmos ts
previsao a longo prazo, em que o8 oito valores previstos sdo obtidos a
com o conhecimento do valor do peso no instante i7y. Para obter os vale
previstos utilizamos (13). Os limites de confianca, aproximados, a 95% ¢
os valores do peso foram caleulados através da expressio (14). Para o cal
destes limites foi necessdrio recorrer a simulagio para obter valores aproxim:

de E (Y{t} - Y{t}) e Var (Y{f} - Y{:}) uma vez que nio foi possivel che

s suas expressies explicitas. Os resultados da previsdo encontram-se ilust:
na fipura 2. O modelo no caso ¢ = 1/3 parece produgzir melhores resultade
previsdo do que o modelo de Gompertz. Os intervalos de conflanga poss

uma menor amplitude e os valores previstos do peso estfio mais préximos &
observados na realidade.
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(a) ¢ = 0 Gompertz (byc=1/3
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- Figura 2: Gréficos de previsdo. (a) e (b) previsdo a 1 passo. (c) e (d) previsdo
a longo prazo.

Calculdmos a raiz do erro quadratico médio (REQM), denominado também
erro padréo de previsdo, para comparar os modelos (Tabela 4).

Tabela 4: Valores de EQM e REQM.
c=02245 c¢=1 ec=1/3 =0 (Gompertz)
REQM (1 passo) 20.30 19.01 10.93 21.23
REQM (longe prazo) 40.42 3592  39.97 43.49

Os valores observados de REQM nin sio muito distintos e confirmam a
ira superioridade do modelo baseado em ¢ = 1/3 sobre 0 modelo de Gompertz
= 0), se bem que o modelo que melhor se comporta no que respeita a este
“=itério seja o correspondente a ¢ = 1.
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7 Consideragoes finais

Foram apresentados modelos de equagbes diferenciais estocdsticas para descrever
a evolugdo do peso de bovinos tendo em conta as perturbages aleatdrias do
ambiente. Foram analisados os problemas de estimacio e previsdo. A aplicacio
aos dados revelou-se razodvel. Este trabalho resultou de trabalhos peliminares
no estudo de modelos de crescimento individual em ambiente aleatério. Como
trabalho futuro, pretende-se aplicar modelos deste tipo a outros dados, para
além do peso de bovinos. Temos também como objectivos obter e estudar um
modelo mais geral do ponto de vista analitico e recorrer a outros métodos de
estimacio dos parAmetros, em particular, métodos nio-paramétricos.
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