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CoNTempORANEOUS AND PROSPECTIVE LITCTIETES: STOCHASTIC

MoDELS, ACTUNRIEL APPLICATIONS AND LONGEVITY R!SK HCOCINE

Jorge Miguel Ventura Bravo

Abstract

The spectacular improvements in life expectancy documented over the last decades

constitute an invaluable achievement of modern societies but pose new challenges in

multiple areas, threatening in particular the financial sustainability of classic pay-as-

you-go social security systems. Traditionally, actuaries have been calculating

premiums and reserves using a deterministic mortality intensity, which is a function of

the age only (i.e., considering moment lifetables), and a constant interest rate. This

approach is simple and pragmatic but fails to account for the trends observed in

mortality intensity. ln this thesis, we aim to provide an integrated and systematic

approach to the problem of measuring and managing mortality and longevity risks. The

thesis offers a detailed review of classic and recent parametric and non-parametric

methods used for graduating the mortality curve and for building moment lifetables,

including the results of applying parametrlc Fnethods to the actual mortality experience

of life insured and pension beneficiaries in Portugal. We extensively review traditional

methods used to project mortality and investigate new solutions for building dynamic or

prospective lifetables. These tools were empirically tested and then used to build

prospective lifetables for both the Portuguese and pensioners populations and to

address the importance of adverse selection effects in the Portuguese market. We

develop a dynamic and stochastic approach to longevity risk by admitting that the

mortality intensity can be modelled, either by affine-jump stochastic processes, or by

an affine function of latent factors whose dynamics is given by ordinary differential

equations with jumps. This allows us to capture two important features of the mortality

intensity: time dependency and uncertainty of the future development and provides us

with closed-form solutions for the survival probability. The analytical tractability of affine

processes is explored in actuarial applications. We evaluate a number of both internal

and external strategies designed to hedge and transfer longevity and mortality risks,

including capital markets-based solutions and the development of mortality-derivatives.
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Resumo

Os espectaculares ganhos de esperanga m6dia de vida registados nas (ltimas

d6cadas constituem uma inquestion6vel conquista das sociedades modernas mas

colocam novos desafios em mfltiplas 6reas, ameagando em particular a

sustentabilidade dos tradicionais sistemas p0blicos e privados de seguranga e

protecgSo social. Nas companhias de seguros do ramo vida, a abordagem tradicional

ao c6lculo dos pr6mios e das reservas matem6ticas baseia-se na utilizagSo de uma

intensidade de mortalidade deterministica, fungSo apenas da idade do individuo (t6bua

contemporinea), e de uma taxa de juro t6cnica constante. Esta abordagem simples e

pragmStica revela-se, no entanto, desajustada nos casos em que a mortalidade evolui

no tempo. Esta dissertagSo procura constituir-se como uma abordagem integrada e

sistem6tica sobre o problema da medigdo e gestio dos riscos de mortalidade e de

longevidade. O documento oferece uma revisio detalhada sobre os principais

m6todos param6tricos e nio-param6tricos de graduagSo de t6buas de mortalidade

contemporineas, incluindo um estudo sobre o seu desempenho na populagSo de

pessoas seguras e de benefici6rios de fundos de pens6es em Portugal. S5o

analisadas t6cnicas cl6ssicas de projecAio da mortalidade e investigadas novas

solug6es para a construgSo de t6buas prospectivas. Os resultados sdo aplicados na

elaboragSo das primeiras tdbuas prospectivas para as populag6es portuguesa e de

pensionistas e na avaliagSo do efeito selecgso adversa. E desenvolvida uma

abordagem simultaneamente dinimica e estoc6stica do risco de longevidade

admitindo que a intensidade de mortalidade pode ser modelada, quer por processos

estoc6sticos do tipo afim, quer por uma fungSo do tipo afim de um conjunto de factores

latentes com din6mica ditada por equag6es diferenciais estoc6sticas com saltos. Esta

solugSo permite-nos captar duas caracteristicas importantes da mortalidade:

depend6ncia temporal e incerteza sobre a traject6ria futura, e possibilita a derivagdo

de solug6es fechadas para a probabilidade de sobrevivEncia, de f6cil aplicagEo no

contexto actuarial. S5o ainda analisadas um conjunto de estrat6gias internas e

externas de cobertura do risco de longevidade, envolvendo a transfer6ncia do risco

para os mercados de capitais e a criagSo de um mercado de derivados de mortalidade.
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Parte I

Tdbuas de Mortalidade
ContemporAneas



Capftulo 1

IntrodugSo

"O comego 6 a parte ntai,s zmportante do trabalho." (Platio, 427-347 BC)

"We don't do it for the glory. We don't do i,t for the recogniti,on. We do

it because i,t needs to be done. Because if we don't, no one else will. And
we do it euen if no one knows what we'ue done. Euen if no one knows we

erist. Euen if no one remembers we euer eristed." (Supergirl (Kara Zor-EI)
- Christmas With The Superheroes ff2, Dec 1989)

1.1 Relerd.ncia e oportunidade do tema

1.1.1 Tend6ncias demogrifficas e consequ6ncias econ6micas

A evoluES,o da longevidade humana nos pafses desenvolvidos nas riltimas d6cadas 6 mar-
cada por um aumento notrivel da esperanEa m6dia de vida em todas as idades, resultado

de uma diminuigdo assinal6vel nas taxas de mortalidade em todo o arco da vida hu-

mana, em especial nas idades mais jovens, e por uma redugdo na variabilidade da idade

de 6bito, que conduziu a uma progressiva rectangularizagS,o da fungS,o de sobrevivdncia.

Estes ganhos na longevidade humana constituem, naturalmente, uma altera4So posi-

tiva para os indivfduos e uma significativa conquista civilizacional das sociedades mo-

dernas. Tratando-se de um objectivo individual e colectivo inquestioniivel, o aumento

da longevidade humana coloca, no entanto, novos desafios em mriltiplas d,reas de inter-
vengd,o, quer no dominio pribiico, quer na esfera da actividade privada.

Ao ruvel dos sistemas priblicos de protecgS,o e seguranga social, as tendencias de-

mogriificas registadas nas riltimas d6cadas, caracterizadas por um envelhecimento acen-

tuado, pela diminuigdo da taxa de fecundidade, pela diminuigdo da relagS,o entre traba-
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lhadores activos e dependentes e pelo significativo aumento da esperanga m6dia de vida
em todas as idades, ameaEam a sustentabilidade dos tradicionais sistemas financiados

com base no princfpio da repartigSo contempordnea ("pay-as-you-go"). A progressiva

moderagd.o dos beneficios concedidos pelos sistemas de repartig6,o, a conversSo dos planos

de pens6es de beneffcio definido em planos de contribuigSo definida, baseados em contas

individuais em regime de capitalizagSo (real ou virtual), tenderd,o a reduzir a parcela

do rendimento na reforma que 6 "garantida". Neste contexto, a criagio de um mercado

privado de rendas vitalfcias competitivo e eficiente emerge como um substituto natural
da fung6,o de seguro social desempenhada pelas pens6es priblicas. No sector privado, o
aumento da longevidade humana tem consequ6ncias 6bvias no pricing e no valor das

responsabilidades financeiras das companhias de seguros e de resseguro e dos fundos de

pens6es com produtos que envolvem beneficios de longo prazo em caso de vida (e.g.,

rendas vitalfcias e pens6es de velhice e/ou invalidez de beneffcio definido), constituindo
um motivo de preocupagS,o para todos os stalceholders envolvidos.

A um outro nfvel, 6 de prever que estas tend6ncias demogrrificas afectem os niveis
de crescimento econ6mico, modificando a dirnensSo e a estrutura da oferta de trabalho
e do emprego, a acumula4S,o de capital e a produtividade total dos factores, a dimensSo

e a composigS.o da despesa priblica, o comportamento do consumo e da poupanEa e a
evolugdo dos mercados financeiros. O prolongamento da vida humana aumenta igual-
mente a pressSo sobre os sistemas de saride e de apoio social e refunda o papel da famflia
na sociedade.

L.L.z Tdbuas de mortalidade contemporaneas vs tdbuas prospectivas

A determina4So do pr6mio puro de um contrato de seguros do ramo vida assenta no
princfpio da equivalOncia, segundo o qual o valor actual esperado das prestag6es devidas
pela seguradora deve ser igual ao valor actual esperado dos pr6mios puros pagos pela
pessoa segura. Ao pr6mio puro assim obtido, 6 habitual as companhias adicionarem um
conjunto de cargas (margem de seguranga, comissS,o de gestSo, comissSo de emiss6o,

etc.) de modo a obter um pr6mio comercial.

Nos riltimos anos, a problem6tica dos m6todos e pressupostos usados na avalia46o

actuarial dos activos e das responsabilidades ganhou uma importAncia acrescida, nd,o

apenas para as empresas, mas tamb6m para as entidades reguladoras do sector a nfvel
nacional e internacional. tadicionalmente, os actud,rios baseiam o c6lculo dos pr6mios

de seguro em tiibuas contempordneas ou de momento, constru{das a partir de quocientes

de mortalidade estimados com base nas estatisticas demogrrificas observadas num dado
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momento. Esta abordagem simples e pragmiitica revela-se claramente desajustada nos

casos em que a mortalidade evolui no tempo. Com efeito, os pr6mios assim calculados

n5,o reflectem o risco real de nenhuma das pessoas seguras da carteira (salvo na hip6tese,
pouco provd,vel, de que a mortalidade permanece estdtica no tempo), pelo que em con-

textos de aumento da longevidade a realizagio do pricing nestes termos conduz a uma

subestimagSo sistemritica dos pr6mios e das responsabilidades com operag6es em caso de

vida.

No passado, as companhias lidavam com o problema escolhendo taxas de juro e

t6buas de mortalidade prudentes (do ponto de vista da empresa), o que f.azia com que d,

medida que o retorno dos investimentos e o comportamento da mortalidade eram con-

hecidos se gerassem excedentes, posteriormente distribufdos (parcial ou totalmente) as

pessoas seguras sob a forma de b6nus. A natureza fixa e de longo pra:zo de muitos
dos compromissos assumidos nos contratos significou que aquilo que no infcio se con-

sideravam estimativas prudentes quanto d. evolugSo dos factores de risco (financeiros e

demogrrificos) se revele, hoje, perfeitamente desajustado da realidade e susceptivel de

gerar perdas t6cnicas consider6veis. No actual contexto, marcado pelo incremento da
volatilidade nos mercados financeiros e pelo aumento da longevidade humana, a ne-

cessidade de garantir o matching entre os activos e as responsabilidades passa, em boa

medida, pela utilizagSo de bases t6cnicas que espelhem, de forma fiel, os factores de risco
a que se encontram expostas as carteiras. Em particular, as companhias devem recorrer a
tribuas de mortalidade dindmicas ou prospectivas, que anteciparn a evolugSo provrivel da

lei de sobreviv6ncia dos indivfduos de uma populaqSo. Neste campo, o debate centra-se

em torno da selecgSo do m6todo de projecgSo adequado de entre as mriltiplas abordagens

de natureza epidemiol6gica, explicativa ou extrapolativa adoptadas na prri,tica.

Em Portugal, ndo existem t6buas de mortalidade (contempordneas ou prospectivas)

regulamentares, nem pala a populaEso portuguesa, nem para as subpopula,g6es de pes-

soas cobertas por contratos de seguro ou de benefici6rios de fundos de pens6es. Em re.
sultado, as companhias de seguros que operam o ramo vida s5,o "forgadas" a recorrerem,

nos seus pressupostos actuariais, a tiibuas de mortalidade adoptadas noutros paises

(e.g., Franga, Suiga, Inglaterra, Espanha,...). Pese embora se trate de uma pr6tica per-

mitida pelas autoridades de supervisio, a utilizagS,o de uma lei de sobrevivOncia relativa
d populagSo de um outro pafs, tendencialmente desajustada das condig6es demogr6fi-

cas observadas no pais e na carteira em que 6 aplicada, envolve naturalmente riscos de

base significativos, em particular o risco de sobrestimagio da taxa de mortalidade da
populagao.

As novas disposigSes contidas nas normas contabilfsticas IFRS e no projecto Solv€n-
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cia II reforgam a necessidade de se proceder a uma avaliagSo mais criteriosa das re-

sponsabilidades das empresas. Em particular, elas reforgam a importS,ncia dos modelos

internos de avaliagS,o do risco, abrindo a porta d possibilidade de as companhias de

seguros adoptarem tiibuas de mortalidade especfficas, devidamente calibradas ao com-

portamento da lei de sobreviv6ncia observado nas populag5es que constituem as suas

carteiras, designadamente nos casos em que o acturirio responsd,vel considera que as

caracterfsticas das populag5es envolvidas n5o se encontram devidamente espelhadas nas

tribuas regulamentares. Neste contexto, 6 inadirlvel a construgS,o de tribuas regulamenta-

res em Portugal, quer para a populagSo em geral, quer para as subpopula46es de pessoas

seguras e dos fundos de pensSes.

A um outro nivel, a presenga do fen6meno de selecgio adversa no mercado de seguros

manifesta-se atrav6s de taxas de mortalidade superiores ds da populagS,o em geral nos

indivfduos que adquirem seguros de vida e de taxas inferiores nas carteiras cobertas por
rendas vitalfcias. Neste sentido, a desvalorizagd,o da import6,ncia deste risco de base

pode gerar perdas t6cnicas importantes para as companhias, e requer uma adaptagdo

das tribuas de mortalidade relativas d populagS,o em geral ao comportamento especffico

observado nas carteiras de seguros.

1.1.3 Risco de longevidade e risco de mortalidade

Os termos "risco de longevidade" e "risco de mortalidade" s6o muitas vezes usados

de forma indistinta apesar de representarem, na priitica, duas faces da mesma moeda.

Com efeito, enquanto que a expressS,o risco de longevidade denota colectivamente o

risco de desvios sistemriticos da mortalidade face a.os valores esperados (projectados),

em particular que um indivrduo ou uma populagdo sobrevivam sistematicamente para

al6m do esperado, o termo risco de mortalidade 6 usado, regra geral, para descrever o

risco de que uma populagSo viva, em termos agregados, menos do que o esperado, i.e.,

que a mortalidade seja superior a,o previsto.

A incerteza em torno da longevidade humana pode decompor-se em diferentes fontes

de risco: flutuagSes aleatdrias nas taxas de mortalidade (risco de votatilidade), desvios

sistemdticos (trend rzsk), mortalidade catastr6fica (ju*p risk) e risco de base. Se 6
verdade que algumas destas fontes de incerteza podem ser eliminadas aumentando a

dimensS.o das carteiras (homog6neas), apelando d lei dos grandes n0meros (pooling risk),
no caso do risco de longevidade a sua natureza sistemd,tica f.az com que n5,o possa ser

eliminado diversificando a carteira. Pelo contr6rio, o seu impacto financeiro aumenta
d medida que a carteira cresce, na medida em que os desvios afectam todas as pessoas
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seguras da mesma forma e no mesmo sentido. Em consequ6ncia, as companhias devem

procurar novos mecanismos de cobertura do risco de longevidade, que envolvam solug6es

internas ou externas, usando t6cnicas cliissicas no mercado de seguros ou clamando por
solug6es inovadoras, que passem pela titularizagdo dos riscos ou pela criagS,o de um novo

mercado de derivados de mortalidade.

Os riscos de longevidade e de mortalidade t6m uma natureza distinta da dos riscos

financeiros. Com efeito, enquanto que a volatilidade dos pregos dos activos financeiros

tende a ser elevada, as alterag6es na longevidade ocorrem de forma lenta no tempo. Se a

volatilidade nos mercados financeiros representa um problema imediato, as tend6ncias na
longevidade traduzem um desa^fio que, sendo de longo prazol6 persistente e permanente.

Esta diferenga, combinada com o facto de se tratar de um risco pouco conhecido nos

mercados financeiros, medido e analisado de forma distinta da dos riscos financeiros, e

com um impacto nas responsabilidades dos fundos de pens6es ocultado durante muito
tempo, fez com que a ateng6o dada ao risco de longevidade tenha sido menor no passado.

Esperamos que ao catapultar a discussio sobre a mortalidade para um contexto dind,mico

e estocrlstico esta dissertagSo contribua para atrair a atengS,o sobre a incerteza que subjaz
d evolugSo da longevidade.

1.L.4 Modelos deterrninfsticos vs rnodelos estocdsticos

Uma das formas de lidar com o problema da longevidade passa pela utilizagdo de

tdbuas de mortalidade prospectivas. A sua construgSo assenta num conjunto variado
de metodologias que permite, ora em tempo discreto, ora em tempo contfnuo, a imple-
mentagSo de uma abordagem que, sendo din6,mica 6, na sua ess6ncia, determinfstica.

Nesta disserta4So, adoptamos uma perspectiva mais ampla e consideramos que a
intensidade de mortalidade pode ser modelada atrav6s de processos estocei.sticos. Esta
abordagem, simultaneamente dinA,mica e estocristica, permite-nos captar de forma mais

realista duas caracteristicas importantes da mortalidade: depend6ncia temporal e in-
certeza sobre a traject6ria futura. Esta opgd,o comporta ainda outras vantagens im-
portantes, desde logo o facto de permitir a derivagSo de pr6mios de seguro e reservas

mais realistas face d natureza dos factores de risco (demogrrificos e fi.nanceiros) subja-
centes. Por outro lado, ela corporiza as novas orientag6es emanadas pelo InternationaJ

Accounting Standards Board, nas quais se reconhece a necessidade de quantificar ade-

quadamente todas as fontes de risco, incluindo os riscos n6o financeiros, sejam estes

idiossincrdticos ou n6,o diversificd.veis, e onde se advoga a contabilizagio das responsabi-

lidades das companhias de seguros pelo seu valor de mercado.
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A adopg6o, no contexto actuarial, de uma estrutura conceptual mais rica para a
intensidade de mortalidade, incorporando argumentos consolidados na avaliagSo de ac-

tivos financeiros, em especial do princfpio da ausOncia de oportunidades de arbitragem,
permite ainda equacionar, de forma mais rigorosa, um conjunto de estrat6gias de cober-

tura do risco de longevidade, que envolvem designadamente a sua transfer6ncia para

outras contrapa.rtes. Entre estas, destacam-se a possibilidade de transferir o risco de

longevidade para a pessoa segura (e.g., atrav6s de contratos com pr6mios e/ou benefi-
cios indexados d, evoluES,o da intensidade de mortalidade), para o mercado (e.g., mediante
a emissSo de obrigag6es com cup6es e/ou principal indexado d evolugSo da longevidade),
as tradicionais opg6es de resseguro e securitizagdo, e a adopgdo de estrat6gias de hedgi,ng

assentes em derivados financeiros (opg6es, futuros, svraps, etc.) contingentes d evolugSo

da intensidade de mortalidade.

L.2 Objectivos e principais contributos da dissertag6o

Esta disserta,ES,o procura constituir-se como uma abordagem integrada e sistemd,tica
sobre o problema da medigS,o e gestSo dos riscos de mortalidade e de longevidade em
diferentes contextos, sejam estes estiiticos ou dinAmicos, determinfsticos ou estociisticos.

Os m6todos e tr6cnicas discutidos neste documento devem, por um lado, contribuir pa"ra

um melhor conhecimento sobre a natureza da exposigS,o a este tipo de riscos de carteiras
de seguros e dos fundos de pens6es c, por outro, constituir-se como ferramentas de

estruturag[o e de avaliagSo de estrat6gias de cobertura do risco de longevidade.

A dissertagSo inclui um conjunto amplo e diversificado de contributos originais. O
documento oferece, em primeiro lugar, uma revisS,o crftica detalhada sobre os principais
m6todos param6tricos e ndo-param6tricos de gradua46o de tribuas de mortalidade con-

tempordneas e sobre os principais m6todos de projecAso da mortalidade e de construgSo

de t6buas de mortalidade dindmicas ou prospectivas. Nesta revisSo sio fornecidas pistas

importantes para a implementagS,o prritica dos modelos, designadami:nte os algoritmos
necessdrios d estimagSo dos par6,metros.

Em segundo, realizamos nesta dissertaEso o primeiro exercicio sistemiitico de gradu-
ag5.o param6trica da mortalidade das pessoas seguras e dos beneficiririos dos fundos de

pens6es efectuado em Portugal, tomando como refer6ncia os dados disponibilizados pelo

Instituto de Seguros de Portugal para o periodo 2000-2004.

Em terceiro, sd,o desenvolvidas duas variantes do modelo Poisson Lee-Carter para
a projecgS,o da mortalidade. Na primeira, 6 ensaiada uma nova t6cnica que incorpora
as preocupag6es quanto ao alisamento das s6ries no procedimento de estimagS,o dos
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pardmetros do modelo de Poisson. A solug5,o, inspirada na t6cnica de P-Splines desen-

volvida por Eilers e Marx (1996), envolve a estimativa dos pard,metros mediante um
procedimento que envolve a maximizagS,o da fungio de log-verosimilhanga penaiizada,

com a penalizagS,o a incidir sobre a diferenga finita entre os coeficientes estimados do
modelo. Na segunda variante do modelo Poisson Lee-Carter admitimos, explicitamente,
que existem Iimites naturais para a longevidade humana, dos quais decorrem mveis de

mortalidade mfnimos abaixo dos quais se assume ser impossfvel descer no futuro. Em
consequ€ncia, introduzimos no modelo uma restrigSo segundo a qual as projecg6es de

mortalidade s6o balizadas por uma determinada t6bua limite, que representa os limites
impostos pela biologia d,longevidade da esp6cie humana.

Em quarto, esta dissertagS,o desenvolve pela primeira vez as bases que sustentam a

adopgSo de uma abordagem longitudinal no estudo da mortalidade da populagS,o por-
tuguesa. Em particular, comparamos o desempenho de um conjunto de m6todos de
projecgSo da mortalidade e elaboramos as primeiras tribuas de mortalidade prospectivas
para a populagS,o portuguesa. Estas tornam possfvel, quer o estabelecimento de bases

t6cnicas adequadas a uma correcta quantificagS,o e controlo do risco de longevidade por
parte das companhias de seguros, quer a avaliagSo da sustentabiiidade financeira dos

sistemas de seguranga social.

Em quinto, investigamos pela primeira vez a importdncia do efeito selecgSo adversa
no contexto do problema de projecqSo da mortalidade, considerando a carteira de bens"
ficiririos de fundos de pens5es em Portugal. A adopg6,o de uma metodologia assente

num modelo relacional, incorporado num modelo linear generalizado com distribuigS.o
de Poisson, permitiu a derivagSo pela primeiravez de tS,buas de mortalidade prospectivas

para a popula46o de benefici6rios de fundos de pens6es.

Em sexto, desenvolvemos uma abordagem simultaneamente dindrnica e estociistica
do risco de longevidade admitindo que a intensidade de mortalidade pode ser mode-
lada atrav6s de processos estociisticos. 6 estabelecido um paralelo entre o conceito de
intensidade de incumprimento derivado na literatura sobre risco de cr6dito e o con-
ceito de intensidade de mortalidade. Esta analogia permite-nos equacionar a adapta4So

de um conjunto de modelos do tipo afim propostos na literatura sobre taxas de juro
na modelagSo da intensidade de mortalidade e a obtengio de solug6es fechadas para a
probabilidade de sobreviv6ncia. Para testar a capacidade destes modelos para descrever
adequadamente a traject6ria da intensidade de mortalidade, conduzimos igualmente um
primeiro ensaio de calibragem dos modelos considerando a realidade representada pelas

td,buas de mortalidade prospectivas derivadas para a popula45,o portuguesa.

Em s6timo, exploramos uma nova abordagem te6rica ao problema da modelagS,o



1.3. Organizag6o e estrutura do documento

da mortalidade num contexto estocdstico onde consideramos, de forma simultdnea, a
evolugio da intensidade em todas as idades que integram o arco da vida humana. Esta
formulagio assenta no princfpio simples de que a intensidade de morta.lidade pode ser

representada por uma fung6o do tipo afim de um conjunto de factores latentes, com

din6,mica ditada por equaE6es diferenciais estociisticas com saltos. S5o analisados tr6s
casos particulares, onde se catapulta para um contexto estociistico algumas das mais

conhecidas leis de mortalidade determinfsticas.

Em oitavo, analisamos a aplicagSo de modelos de mortalidade estocdstica na avaliagio
de contratos de seguro com cash flows contingentes A sobreviv6ncia ou morte do indivrduo
e de produtos estruturados, dedicando especial atengS,o ao problema da determina4io do
prego de mercado do risco de longevidade. Neste ponto, desenvolvemos um novo m6todo
de estimagS,o do prego do risco, recorrendo a um princfpio clissico de determinagSo do
pr6mio em contratos de seguro (principio do desvio-padr5,o). Esta solugSo envolve a

modela4do da intensidade de mortalidade por processos estocdsticos do tipo afim e a
derivagSo de probabilidades de sobreviv6ncia ajustadas pela inclusS,o de um pr6mio pelo
risco de longevidade.

Por riltimo, esta dissertagSo inclui uma discussS,o detalhada sobre as estrat6gias e

solug6es que particulares e empresas podem adoptar para gerir a sua exposigSo ao risco de

longevidade. As estrat6gias analisadas incluem n5,o apenas solug5es de cobertura interna
mas tamb6m mecanismos de transfer6ncia do risco para outras contrapartes (beneficiririos

das ap6lices, resseguradores e mercado de capitais). Neste rlltimo caso, equacionamos a

aplicaES,o de um conjunto de tratados de resseguro e o desenvolvirnento de um mercado de

activos financeiros com cash flows contingentes d evolugSo da longevidade/mortalidade,
incluindo a oferta de derivados de mortalidade.

1.3 Organizageo e estrutura do documento

Este documento estd dividido em tr6s partes e doze capftulos no total. Na Parte I intro-
duzimos os principais conceitos e a formalizagd.o matemdtica adoptada ao longo de toda
a dissertagS,o (Capftulo 2) e efectuamos uma revisdo crftica detalhada sobre os princi-
pais m6todos param6tricos (Capftulo 3) e n5,o-param6tricos (Capftulo 4) de graduagio

de tdbuas de mortalidade contempordneas. Esta parte inclui ainda, no Capftulo 5, a
metodologia e os resultados dos testes de graduagdo param6trica da mortalidade das

pessoas seguras e dos beneficiririos dos fundos de pens5es em Portugal.

A Parte II compreende uma extensa anrilise dos diferentes modelos de projecgS,o da

mortalidade e de construgSo de t6buas prospectivas, incluindo a projecgS,o da morta-
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Iidade nas idades avangadas (Capitulo 6). No Capftulo 7 compararnos o desempenho

dos diferentes m6todos de projecgS,o da mortalidade e elaboramos as primeiras tribuas
prospectivas para a populagSo portuguesa. No Capftulo 8 investigamos a importAncia
do efeito selecgio adversa no contexto do problema de projecgso da mortalidade e desen-

volvemos t6buas prospectivas para a populagSo de beneficiririos de fundos de pens6es.

Na Parte III consideramos a aplicagdo de processos estociisticos na modela4So da
intensidade de mortalidade e discutimos um conjunto de aplicagdes actuariais e de cober-

tura do risco de longevidade. No Capftulo 9 descrevemos o enquadramento tedrico adop
tado para modelar a mortalidade num contexto estocristico e equacionamos a adopgSo

de processos do tipo afim com saltos na derivagSo de solug6es analfticas para a probabil-
idade de sobreviv6ncia. No Capftulo L0 testamos o desempenho empfrico destes modelos

na realidade representada pelas td,buas de mortalidade prospectivas derivadas para a po-

pulagS.o portuguesa. No Capftulo 1l- ilustramos a aplicagSo de modelos de mortalidade

estoctistica no contexto actuarial, nomeadamente na avaliagSo de ap6lices tradicionais

do ramo vida e de produtos estruturados. Neste capituio, sd.o ainda analisadas um con-
junto de estrat6gias internas e externas de cobertura do risco de longevidade. Por fim,
o Capftulo 12 resume as principais conclus6es da dissertagSo.

10



Capftulo 2

Modelos Probabilfsticos para a
DescriESo da DuraESo da Vida
Humana

"Most of us retain, consc,ioLrslg or unconsc,iously, a feeli,ng that, underlying
all the roughnesses'in our d,ata referable to errors of obseruati,on and an euer-

chang'ing enu'ironment, there may be qn inherent rnathematical system of law

and order, whi,ch if it could be discouered would g,iue such insight into the

mean'ing of unadjusted figures..." (Perks, 1932)

2,1 Introdugio

No estado actual do conhecimento cientffico, o momento em que a vida humana cessa a

sua exist6ncia ffsica 6 certamente uma informagS,o desconhecida. Apesar disso, 6 possfvel

avaliar o risco de morte numa dada popuiagSo e intervalo de tempo. Neste sentido, 6

natural o recurso ao formalismo matemdtico do cri,lculo de probabilidades para descrever

a duragS,o de vida dos indivfduos. O tempo que medeia entre a idade do indivfduo e o
momento da sua morte 6 modelado como uma variSvel aleat6ria, d, qual est6o associadas,

como 6 habitual, um conjunto de fung6es como sejam a fungSo de densidade, a fungd,o

de distribuigSo, a fungSo de sobrevivOncia, entre outras.

Igualmente comum no contexto actuarial e demogrri,fico 6 o recurso ao modelo proba-
bilistfco em tempo discreto, materializado nas denominadas tribuas de mortalidade ou
de sobreviv6ncia, um modelo tabular que sintetiza um conjunto de fung6es brisicas que

permitem analisar, numa determinada populagS,o, o fen6meno da longevidade e efectuar

11



2.2. Anrilise de sobreviv6ncia

jufzos probabilfsticos sobre a evolugS,o da mortalidade. Num e noutro modelo 6 possfvel

calcular diferentes indicadores de longevidade como sejam a esperanga de vida, a vida
mediana, a entropia, entre outros.

A caracterizagdo da fung6o de sobreviv6ncia e/ou do padrao de mortalidade regista-
dos numa populagSo pode, em alternativa, passar pela utilizagS,o de fung6es param6tri-
cas que exprimam o comportamento do fendmeno em termos da idade e de um conjunto
Iimitado de par6metros, estimados com base nas estatfsticas demogrri,ficas disponiveis.

Neste capftulo, introduzimos os principais conceitos e a formalizagS,o matemii,tica
adoptada ao longo de toda a dissertag6o. Estes elementos ser5,o fundamentais na ex-
posigSo dos diferentes modelos analisados e na avaliagio dos resultados dos estudos

empfricos realizados. Na Secgao 2.2 s6.o definidos os principais conceitos usados para
caracterizar a duragio de vida remanescente de um indivfduo e discutidas as principais

hipdteses usadas para repartir os 6bitos nas idades fraccionadas. Na SecgSo 2.3 s6o apre-

sentados os principais indicadores adoptados na literatura demogrd"fica e actuarial para
resumir as caracterfsticas da distribuigSo de probabilidade da vida restante. Na Secg6,o

2.4, 6 introduzido e discutido o conceito de tdbua de mortalidade enquanto modelo tabu-
lar de anrilise de sobreviv6ncia. Por fim, na SecAS,o 2.5 6 apresentada uma sfntese crftica
relativamente exaustiva das principais leis de mortalidade desenvolvidas desde o s6culo

XVIII at6, ao presente para paramettizar o comportamento da longevidade humana. Por
fim, na Secgdo 2.6 discutimos brevemente o problema da heterogeneidade na populagdo

na modelagao da mortalidade.

2.2 Anrilise de sobreviv6ncia

2.2.L Duragdo de vida restante

Designemos por 7 a variiivel aleatdria positiva que representa a duragSo de vida de

um indivfduo pertencente a uma dada populagSo de refer€ncia. Definamos de seguida

uma sequ6ncia de variiiveis aleat6rias {7, : r: 0, 1, 2, . . . ,u}, onde [, simboliza a vida
residual de um indivfduo que atinge a idade r, i.e.,

tr(Z;>t):PIT>*+tlT>r]

e onde u tem o significado de "idade extrema".l

(2.2.1)

l Por idade extrema (ou mdxima) entende-se a idade em que n6o 6 admitida a hip6tese de sobrevivencia
do indivfduo. No limite, se atribuirmos ao evento {T > ,} uma probabilidade nula ou muito reduzida,
podemos escrever t, : @.
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2.2. Andlise de sobrevivEncia

Daqui resulta que um sobrevivente d idade r falecerd d, idade n+Tr.A probabilidade
de um individuo viver t anos aumenta com a idade por este arcangada, i.e., para duas
idades 12 ) :q podemos escrever

IP(rz+ T,r) r) >P (q+T,r>t), Vt> q. (2.2.2)

Analisemos o caso particular de um rec6m-nascido (i.e., com idade r : 0). A fungdo
de distribuigSo de probabilidade (f.d.) da sua vida residuar 

"0, 
F0(.) ; IR1 r----+ [0, L], vem

dada por

Fo(r):F("0<r), z)0. (2.2.3)

A fungSo Fo(t) representa a probabilidade de um indivfduo rec6m-nascido perecer
antes de atingir os r anos. Na ci€ncia actuarial (e na demografia), 6 habitual o recurso
a uma fungS,o complementar de r'6(.) para especificar a distribuigSo de ?0. Essa fung6o,
designada por fungd,o de sobreui,aancia (FS),s(.) : R-,. * [0, 1], exprime a probabilidade
de um indivfduo rec6m-nascido sobreviver pelo menos , anos. E definida da seguinte
forma

S(r) : P(ro > r) : !- p("0 ( r) : r - 1ro(r). (2.2.4)

A fungio u r-, S(.) 6 decrescente (i.e., S(rr) > S(*z), h { rz) e satisfaz as habituais
condiEdes 's(0) : 1 e lims ,4* ^g(u) : 0. Tal6 assim porquanto se aasume que ]es(0) : Q
e que lim, ,+"" Fo(r) : 1. vamos admitir que a distribuigS.o de probabilidade de ?s 6
contfnua e dotada de fung6o de densidade de probabilidade (f.d.p.) /o (.) (i.u. Fo(t) :
Ii fo(qa" para t > 0). Neste caso, podemos escrever

fo(*):ry: -dsk) (2.2.5)

o grrifico da fungd,o de densidade de probabilidade r r-, /o (.) 6 denominado de
curva de dbitos (cur"ue of deaths). Usando F6(z) ou ,s(z) 6 possfvel efectuar jufzos
probabilfsticos sobre a idade de falecimento do indivfduo. por exemplo, a probabilidade
de um rec6m-nascido pereger entre as idades r e z (r < z) 6dada por

F {, < To < z} : Fo(z) - Fo(r): ^9(o) - S(r). (2.2.6)

Consideremos agora, em termos mais gerais, um indivfduo de idade z e vida residual
aleat6ria {T* t ' € A}, onde A denota o conjunto de valores possfveis para a variiivel
idade. uma famflia particular 6 aquela em que {Trr*e (0,,]}. por definigd,o,Tr:
Q-*)lT ) *, pelo que a fungio de probabilidade acumurada deTr, F,(t),pode ser

13



2.2. An6lise de sobreviv6ncia

definida por

e por

P"(t) : P(%<t) :P{T<*+tlT>r}
: P(r <T 3r*t) _ Fo@ +t) - Fo@)

F(7 > r) 1 - ro(r)

(2.2.7)

onde,S(') representa a fungS,o de sobreviv6ncia definidaem (2.2.4). Constata-se assim
que, a partir do conhecimento da fung6,o de distribuigSo de ?, 6 possfvel determinar a

fungdo de distribuigSo de T, para qualquer idade r ) 0. Verifica-se igualmente que, no
caso de I admitir fung5o de densidade /, (.) (i.e. F,(t) : fi f,@)d,u para t ] 0), esta

6 definida por2

l"(t) : fo(r + t)
s(") (2.2.8)

Combinando (2.2.5) e (2.2.7), podemos escrever

: ^e(z) _9(z+t) _1_s(g,tr). ,>0,S(") - S(") ' |'.

r,(t):ry: -#r*rs@+t) (2.2.e)

para t ) 0.

2.2.2 Quocientes de mortalidade

A comunidade internacional de actud,rios recorre a uma notagS,o pr6pria pa,ra caracteri-
zar aE variiiveis de interesse acima apresentadas. Por exemplo, as probabilidades de

sobrevivOncia tp, (, > 0) e de falecimento 1q, (t > 0) s5,o definidas, respectivamente,

po13

tpr:P(7, > t): PIT > r+tlT ) r] : (2.2.10)

(2.2.tt)tQ,:P(7" S t) : IP[T < * +tlT ) r): L-tp,.

O termo 1p, define a probabilidade de um indivfduo vivo d idade z sobreviver at6 d
idade r * t, enquanto que 1q, determina a probabilidade de um indivfduo que atinge a

2Esta conclusSo 6 facilmente verificd,vel se notarmos que

F,(t) : &l+# : 
f,'*' *%* : l,' ^?r:rr 

o".

3Para uma introdugdo mais detalhada d an6lise de sobreviv€ncia no contexto actuarial veja-se, por
exemplo, Gerber (1995), Bowers et al. (lgg7), Pitacco (2000) e Promislow (2006).

P(T > r)

L4



2.2. Anrllise de sobreviv6ncia

idade r falecer antes de alcangar a idade r * t. O termo 19, 6 igualmente conhecido por
quociente de mortalidade. Uma definigdo alternativa de tp, e 1gr, baseada na fungdo de

sobreviv6ncia, 6 dada pora

S(r + r)
tPt: 

*)-
_ I S@+t)

tQr : ,- 
S(")

(2.2.12)

(2.2.13)

Os actu6rios usam frequentemente uma notagAo abreviada considerando o valor de

t : L (*o), omitindo nesse caso o fndice t, i.e., pondo tpx = pr e tQa : qr. Note-se

igualmente que as relag6es yex :0 e op, : l- sfi,o respeitadas.5 Conhecida a sequ6ncia

{q, , *:1,2,...} (o, {p*}),6 possivel reconstruir a fungS.o de sobrevivOncia para idades

z inteiras. Com efeito, se reformularmos a equaqfio (2.2.L3) obtemos, recapitulando a
condigSo inicial ,S(0) : 1,

S(z+ 1) : S(r) (L-q"), t:0,L,2,... (2.2.14)

A probabilidade de um individuo com idade r sobreviver t anos e perecer nos

seguintes s anos, conhecida na literatura por probabilidade diferida (ou forward), e

designada por tl"er,6 definida da seguinte forma

tlsQr : P(, < T, 1t*s) :lP[z+t <T 1r *t* slT > r)

^9(z+t)-S(r*t*s)
f 

:t*s Qr -t 8r :t Pa -t*s Pt

(tp,) x ("e*+t). (2.2.1b)

No crilculo actua,rial, existem ainda outras varieiveis de interesse paxa a anrilise da
longevidade do indivfduo. Uma delas, conhecida na literaturapor curtate-future-lifetime,

aRefira-se ainda que as probabilidade de morte e de sobreviv6ncia acima definidas podem ser expressas
em termos da fungdo de densidade de probabilidade /,(t), i.e., mediante

+@

tP,: I f,@)du
t

oPara dois momentos t1,t2 ) 0 quaisquer, podemos igualmente escrever a relagio

tylt2pa :t1 pt 't2 pt+tL,

que exprime o facto de que, para sobrevivet h * tz anos suplementares, 6 preciso, em primeiro lugar,
sobreviver at6 d idade r I tr, e depois mais ,2 anos.

t
fe tea: I f.(u)du.

J
0
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1(r, respeita ao ntlmero de anos inteiros futuros vividos por um indivfduo com idade z
antes de falecer. Como K, corresponde ao maior valor inteiro emTr, a sua distribuiqeo

de probabilidade pode ser escrita da seguinte forma6

PlX": tc1 : P(k<7"<k+t)
kPL -k+l pa

kPrQa*k :kl Qx k :0,L,2,... (2.2.16)

2.2.3 Taxa de mortalidade instantAnea

DefinigSo

A taxa de mortalidade instantdnea d idade r t t (tamb6m conhecida por forga de mor-

talidade), representadapor lt,+t,6 definida pelo seguinte limite

(2.2.L7)

De forma intuitiva, podemos interpretar p,+t como a probabilidade de um individuo
que sobrevive at6 d idade r*t falecer antes de alcangar a idade r*t* At, i.e., no

intervalo lr * t, n + t + Lt).

RelagSo com as probabilidades de sobrevivdncia e 6bito

Se recordarmos que

P[, < L < t+arl r. > t): P[t 1& S t:ra4 - t+LtQt -tQa
P[?1" > 4 tPt

6 possfvel estabelecer a seguinte ligagdo entre p,r*, e as probabilidades de sobreviv6ncia

1p* e de 6bito g,

r:_ P[r<Tr<t+ArlT">t]pr+t: aiT6* at

,. t*AtQx -t Qr L d
Pxat: 

^}:o. rpAt 
: 

** rn*. (2.2.78)

Com base numa expansdo em s6rie de Taylor de primeira ordem e na equagEo (2.2.L8),

podemos escrever as seguintes rela46es

^tqa 
:o Q, * ltP,' Pr+t)t:oAt + o (At; : p,,At * o (At) (2.2.1e)

64 troca de desigualdades em (2.2.16) 6 possivel na medida em que a hipdtese de que ?, 6 uma
varidvel aleat6ria contfnua garante que F[7, -kl: ]FF,:k+11 = 0. Reflra-se ainda que a equagSo
(2.2.16) 6 um caso particular de (2.2.L5) em que s : l" e & assume valores inteiros n6o negativos.

16



2.2. Anrilise de sobreviv6ncia

e

/\tPr :0 Pr - ltPr' llc+t)t:oAt + o(At; : L - p'rLt+ o (Ar),

onde o(Ar) 6 uma quantidade tal que lim6-s[o(At) lL]:0. De forma intuitiva,
podemos considerar o (At) negligencirivel, pelo que as aproximag6es

atQr

LtPr

FrAt
L - p',at

sio vrilidas em intervalos At suficientemente pequenos. Em suma, as taxas instanta.neas

de mortalidade governam (numa aproximagdo de primeira ordem) as probabilidades 1p,
e 1ea em intervalos de tempo reduzidos.

Se admitirmos que T, 6 urna varirivel aleat6ria contfnua, 6 possfvel deduzir a sua

fungS,o de densidade de probabilidade a partir de (2.2.L8) segundo

d
* t% :t Ps' ltr+t. (2.2.20)

A rela45,o (2.2.20) pode ser interpretada como uma equa4So diferencial. Recordando

a condigSo inicial oQa : 0, da resolugS.o de (2.2.20) deduz-se a seguinte representa,gSo

Para 1Qa7 
pt

tA*: 
J o 

rPxlta+rdT.

Raciocfnio anri,logo pode ser usado para derivar as probabilidades de sobrevivencia

em fungSo das taxas de mortalidade instant6,nea. De facto, partindo de (2.2.18) podemos

escrevel
d
atl"GP"): -Px*t'

Se considerarmos novamente esta rela,gi.o como uma equagS,o diferencial da fung6o

t *t pr, com r fixo, e recapitularmos a condigSo inicial, lpa :1, obtemos a seguinte

'Tamb6m com base na equagSo (2,2.9) e na relagEo

dSb\/dx d.tr.: --iff: -- h5(e),

podemos ainda escrever a fung5o de densidade de probabilidade de & em termos da forqa de mortalidade

t.&) : -#*tr,+t; : -{.('+') l#*tr"+rl]
: tPt ' lrr+t' t ) 0, com 

lo* ,O.r**,dr : L.
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solugSo

tpa:"*o (- I'or.nor) (2.2.27)

RelagSo com o conceito de taxa de mortalidade

A taxa de mortalidade instantd,nea pode ser deduzida a partir do conceito cLissico de

taxa de mortalidade. A taxa de mortalidade no intervalo [r,r * t), designadd por 1!rls,

6 definida por
td,

tfna: --=-,
tl),

onde 1d, e 1-8, denotam, respectivamente, o ndmero de 6bitos registado e a respectiva

exposigS.o ao risco. A taxa de mortaiidade distingue-se do quociente de mortalidade pelo

facto do nfmero de 6bitos se reportar a uma exposigEo ao risco m6dia, e n5o ao efectivo

inicial. A taxa {mt exprime o ndmero de 6bitos por pessoa e por ano, sendo por vezes

denominada de taxa central de morta.lidade.

Dito isto, partindo de (2.2.22) podemos escrever

(2.2.22)

ttd*
LtTfLr: 

-
Ltbr,

- 
lx - lr+Lt
rLt
I h*,d,,

Jo

onde l, simboliza o nfmero de sobreviventes de uma geragSo inicial 16.

Em termos assintdticos, demonstra-se finalmente que8

(2.2.23)

2.2.4 Hip6teses para idades fraccionadas

A pr6tica actuarial requer, frequentemente, o crilculo de probabilidades de sobrevivOncia

e/ou de morte para idades e/ou intervalos de tempo n5,o inteiros, por exemplo ,rpr,

t-upt*ut com t inteiro e 0 ( u ( 1. Na maioria dos casos, os dados de que disp6em os

actudrios s6,o fruto de um agrupamento por perfodo temporal. Esta limitagS,o imp6e,

8Na derivagSo deste resultado, note que

lim
A.r-o+

l.ardr : l,

d, 1

]im . 61ma: -*3 : pr.
At+0+ Lr

I f^t
-tAt J ,:O

e que
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regularmente' o recurso a modelos probabilfsticos em tempo discreto, em particula.r a
tdbuas de mortalidade tabuladas apenas para idades inteiras.

Na aus€ncia de informagdo sobre a repartigSo dos 6bitos e outras vari6veis de in-
teresse no intervalo de tempo considerado, o actuS,rio recorre a premissas de trabalho
de modo a prolongar a aplica4So do modelo probabilfstico a idades fraccionadas. Uma
solugS,o alternativa, que analisaremos mais adiante neste capftulo, envolve a adopgd,o de
um modelo param6trico ou lei de mortalidade. Resumimos, nesta secE6,o, as principais
hip6teses avangadas na literatura para resolver este problema.g

Hipdtese de repartigSo uniforme dos dbitos durante o ano

Numa das primeiras tentativas para descrever a evolugdo da mortalidade mediante
funE5es param6tricas, Abraham de Moivre prop6s, em meados do s6culo XVIII, que
a fungdo de sobreviv6ncia (lr) de uma t:ibua de mortalidade fosse representada por uma
linha recta. De acordo com esta hip6tese, o nfmero de sobreviventes de uma determi-
nada geragio (cohort) inicial diminui de forma linear e uniforme todos os anos, at6 d sua
extingSo total. Por outras palavras, segundo esta hip6tese todos os anos registar-se-ia o
mesmo nfmero de 6bitos, um pressuposto que 6 rejeitado pela generalidade dos estudos
empfricos.

No entartto, uma variante desta hipdtese, segundo a qual o ndmero de sobreviventes
entre duas idades inteiras consecutivas diminui linear e uniformemente durante o ano, 6
hoje largamente adoptada pelos actuiirios. Segundo esta formulagS,o, admite-se que, em
m6dia, os 6bitos s6,o registados a meio do ano. Em termos formais, a hip6tese estabelece
que a fungSo g(u):uer 6linear no intervalo z e [0,1), i.e.,

uQr:a*bu, u€[0,1). (2.2.24)

Se avaliarmos afungdo em u: L 0q*: a*b: er) e u:0 (oq*:a:0) e resolver_
mos o sistema de equag6es obt6m-se (a,b): (0,q,). Substituindo em (2.2.24), deduz_se
finalmente que

uQt : tL,' Qa, ?, € [0, 1).

Com base na hipdtese (2.2.25), prova-se-se que (Batten, 1g7g)

(2.2.25)

QtFa+u:i-T--7, u€[0,1)' r-u'Q*
ePara uma andlise detalhada deste tema recomendamos a leitura de, por exemplo, Batten (1g7g),

Elandt-Johnson e Johnson (1980), Hurlimann (1990), Gerber (lggb), Bowers 
"t "i. (WW1 e pitacco

(2000).
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2.2. And,lise de sobreviv6ncia

e que

Entre os resultados acima derivados, destacamos o facto de pr+u se constituir como

uma funEi,o (hip6rbole) crescente de u, um comportamento plausivel em termos empfricos

se exceptuarmos o extremo inferior da curva de mortalidade. Realce ainda para o facto

da probabilidade de 6bito em perfodos inferiores a um ano ser firngSo linear da dura45,o.

Por fim, e para u e [0,1), 6 possivel deduzir as seguintes relag6es equivalentes

Qt,
Qr

7- ) QrtL-Q*
l* - u.dr, u e [0, 1,), com d*:1 d,

!' -i)1' : (1 - s) p*+u, (o < ,, < s < 1)|-r'q* \ /

ex u € [0,1).

2ue,
un'La : @ -"q")

n _ 2urm*
uYt 

2 +'l.rrrn'tr'

Ft

Pr+t

la+u

l-sQr*u

uPr' Pr+u

(2.2.26)

(2.2.27)

Hipritese de Balducci

A hipdtese sugerida pelo acturirio italiano Gaetano Balducci (dita de i,nterpolagd,o har-
mdnica) 6 a de que a fung5o g(u) :t-u Qr+u 6linear no intervalo z e [0, 1), i.e.,

r-uQx*u:a*but u€ [0,1) (2.2.28)

Avaliando a fung6,o em IL : 0 (fi, : a : qr) e u: 1 (ogo+1 : a *b : 0) e resolvendo

o sistema de equag6es, obt6m-se (a,b): (qr,-qr).Substituindo em (2.2.28), deduz-se

r-uQr*u : (L - u) qr, u € [0, 1)

Da aplicagSo do pressuposto de Balducci, decorre que

(2.2.2e)

Qx
Fr+,

lJs,*t

lr+u

, u € [0,1)

Qr,

l, 'l*+l;--*, z€ [0,1)ta+r I u'dr'
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2.2. Andlise de sobreviv6ncia

e que

uQr : 1-(1-u)q,'
t-uPs*u'Fr+u: Qa u €[0,1).

Como se observa, a hipdtese de Balducci imp6e um comportamento para a fungdo

pr*,, oposto ao anteriormente derivado a partir da hip6tese de distribuig6o uniforme dos

6bitos. Com efeito, segundo Balducci a representagSo de poas configura uma hip6rbole

decrescente no intervalo u € [0,1), ou seja, produz taxas de mortalidade instantdneas

decrescentes entre duas idades consecutivas, urn resuitado que apenas se observa nas

idades infantis e que 6, por esta raz1.o, evidentemente criticiivel.

Hip6tese de forga de mortalidade constante

Uma outra hip6tese, alternativa As anteriores, consiste em supor que a taxa de mortali-
dade instantA.nea 6 constante em cada intervalo de tempo unitririo, i.e., para qualquer

idade inteira se observa

pr+u:Fa, ue [0,1).

Esta hip6tese equivale a admitir, para u e [0, L), que

(2.2.30)

L-sQr*u :

uQr :

1-uQr*u

lnup*

It+u

un'Lx)

1-(r-u)q,'
u. q,

(0<r<s<1)

u € [0,1)

1 - exp (-1",.u) ,

1-expt-t"G-u)),
6 linear em u,

l, exp (-t r.u) ,

-ln(1 -e*):f,.

Assinale-se, em particular, a igualdade entre os conceitos de taxa de mortalidade e

de taxa de mortalidade instantdnea. Tal permite estimar po com base no ratio entre o

nfmero de 6bitos observado e a correspondente exposigfi,o ao risco.

ComparagSo das hip6teses

A opgdo por uma das hipdteses (2.2.25), (2.2.29) ou (2.2.30) n6o 6 neutra do ponto de

vista actuarial, como se evidencia em seguida. Designemos por f*, fP e Tf a duragSo

de vida restante de um indivfduo com idade z calculada com base nas hipdteses (2.2.25),
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2.2. And,lise de sobreviv6ncia

(2.2.29) e (2.2.30), respectivamente. Seja K, uma vari:ivel que mede o nfmero de anos
inteiros que um indivfduo sobrevive antes de alcangar a idade t, i.e.,

K, - Lr"l : max {n inteirol T, > n} .

Definamos igualmente por (J* a fracgdo do ano que esse indivfduo viverri para al6m
dos.K" anos, i.e., Ua:Tr- Kr. Neste caso, para qualquer idade inteirafr, asexpress6es
das fung6es de sobreviv6ncia associadas ds tr6s varid.veis aleat6rias sio dadas por

V V* > tl : xpx (t - uex+k)

vfr!>t): or.(, L,-n,!o \"'" \1- (1 - u)q,+n)
w Vf > tl : xp* (L - e,+n)" .

Demonstra-se que, para qualquer idade inteira x e t 2 0, a seguinte relagSo existe

Plr! r4 > Plrr r4 > Pv,u >t).

Como se observa, a hip6tese de repartigdo uniforme dos 6bitos 6 aquela que propor-
ciona a maior duragEo de vida restante, enquanto que a hip6tese de Balducci produz o
menor valor. Tal significa, por exemplo, que nos contratos de seguros em caso de vida a
utilizagSo da hip6tese (2.2.25) produzird um pr6mio rinico mais elevado. Pelo contrdrio,
nos seguros de vida em caso de morte a hip6tese de Balducci serii aquela que gerard, um
pr6mio puro mais elevado, uma vez que 6 neste caso que se estima que as pessoa.s seguras
sobreviverd,o, em m6dia, menos tempo.

2.2.5 Pressupostos do modelo probabilfstico

O modelo probabilfstico acima formulado incorpora tr6s princfpios fundamentais que
importa definir de forma clara. S5o eles o princfpio da homogeneidade, o princfpio da
independ6ncia e o princfpio da estacionariedade.

O princfpio da homogeneidade pressup5e que todos os indivfduos que integram o
grupo sobre o qual se analisa o fen6meno da sobrevivdncia s6o equivalentes no que se

refere d mortalidade, ou seja, t6m a mesma fungSo de distribuigSo de probabilidade para
a variiivel idade de morte (. Tal equivale a afirmar que o grupo 6 homog6neo e que as

probabilidades de morte e de sobrevivGncia dependem unicamente da idade.
Dizem-se equivalentes, na medida em que t6m a mesma fung6,o de distribuigfio de

probabilidade para a variiivel (. Refira-se, contudo, que na prr{tica 6 comum a diferen-
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2.3. Indicadores caracterfsticos

ciaESo das probabilidades de acordo com outros factores, que n5o apenas a idade (e.g.

sexo, profissio, tipo de seguro, estado de saride ou a pertenga a determinados grupos de

risco).lo

O princfpio da independ6ncia estabelece que os indivrduos que integram o grupo
em anrilise constituem variiiveis estocdsticamente independentes. Este princfpio estipula
que a probabilidade de um determinado indivrduo sobreviver at6 uma determinada idade

n5o depende da sobreviv6ncia de qualquer outro elemento no grupo. O alcance desta

hipdtese traduz-se na inexist6ncia de qualquer tipo de interacgso ou "contd,gio" entre os

elementos que integram uma mesma populagSo.

Segundo o princfpio da estacionariedade, a probabilidade de um indivfduo nd,o so-

breviver a uma idade concreta 6 independente do seu ano de ciilculo. Esta hip6tese 6

muito forte na medida em que, como veremos nos Capftulos 6 e 7, as probabilidades de

sobreviv6ncia oscilam, n5,o apenas com o tempo biol6gico, mas tamb6m com o tempo
cronol6gico (tempo fisico ou de calend6rio), ou seja, apresentam um comportamento
dindmico no tempo. Refira-se no entanto que, regra geral, se admite que as probabili-
dades estimadas com base numa experiOncia recente sio vdlidas para um determinado
momento posterior. Ao longo deste capftulo, e salvo refer6ncias explfcitas, admitiremos
que estamos perante uma populagSo homog6nea, para a qual a probabilidade de sobre-
viv6ncia 6 fungSo apenas da idade, e um perfodo de tempo no qual as probabilidades
podem ser consideradas constantes.

2.3 Indicadores caracterfst icos

A literatura demogrSfica e actuarial propSe diversos valores caracteristicos para sintetizar
a distribuigS.o de probabilidade de Tr. Nesta secgio descrevemos, de forma breve, alguns

dos principais indicadores usados para este efeito.

2.3,L Esperanga de vida

O valor esperado de Tr, denotado por E*, representa a esperanga de vida (completa) de

um indivfduo com idade rll

E,:wlT,): 
Io* 

uLT, > tlor: 
/o* 

t1ps1.r,a1d,t: /o* tp*dt. (2.3.1)

I0Para uma breve introdugdo a este tema veja-se a SecASo 2.6.
lrPara compreender este resultado, recorde-se que

fieil:**#:WW:-,pep,+,
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2.3. Indicadores caracterfsticos

Em particular, quando tr:0, €6 representa a esperanga de vida d, nascenga.l2

Conforme salientdmos na SecAd.o 2.2.4, o cdlculo de €, exige a formula.g6o de hip6te-

ses quanto A repartig6o dos 6bitos entre idades inteiras e perfodos de observagdo. Se

designarmos por €f a esperanga de vida €, calculada a partir da hip6tese (2.2.25) de

repartigS,o uniforme dos 6bitos durante o ano, prova-se que a sua expressS,o 6 dada por

"Avu- kPa. (2.3.2)

Se considerarmos a hip6tese de Balducci (2.2.29), a esperanga de vida correspondente

€f 6 calculada mediante

E!: Pa+xlLPr,+*
Pr+k - L

(2.3.3)

Por fim, se usa.rmos a hip6tese de forga de mortalidade constante (2.2.30), a esperarlga

de vida correspondente €! 6 calculada pela expressS,o

*.ik:1

, oo /t"-t \

';3+t(1I,.*,)ft:l \r=0 /

e?=#.8(F_:,..,) Pt+k - |
lr,p**t"

(2.3.4)

Integrando por partes, obtemos

E,: - Ir* ,*(tp,)d,t: -ttp,)? + fo tn,d,t.

Uma fungS.o de sobrevivOncia realista respeita a condigdo limt-- tS(r+t): 0 ou, de forma equivalente,
Iimt*-ttP,:0. Nestesentido, -ttp.ll:0,obtendo-seassimaequagSo(2.3.1). Paramaisdetalhes
vejq-se, por exemplo, Gerber (1995), Bowers et al. (L997) e Pitacco (2000).

'2No caso em que se consideram apenas idades (discretas) inteiras, 6 comum a utilizagS.o do conceito
de esperanga ile aida truncada (Curtate Expectation of Life), e.:

e* :DlK,l:i ru Io - ftl : Lroo-- i ***,o, :i or,,
/c:0 ,t:0 &:0 k:7

onde, na ultima equagSo, fizemos uso da condigio limr-- e (-*p,)13' : 0. Por definigdo, K, satisfaz
as desigualdades K, < T- < K. + l, pelo que aplicando o operador valor esperado obtemos IE (I(,) <
E (7:) < E (K,) * 1, donde 6 possfvel escrever, para todas as idades r

erl€r1er+t'

Denotemos novamente por U a fracgSo do ano da morte durante o qual (o) vive. Nesse caso, fl :
K, + U. U 6 uma varidvel aleatdria com distribuigSo contfnua entre 0 e L. Aproximando o seu valor
esperado por Lf2, podemos escrever

"1er-e.*-2,
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2.3. Indicadores caracteristicos

Demonstra-se igualmente que os valores da esperanga de vida completa calculados

mediante (2.3.2), (2.3.3) e (23.$ respeitam a seguinte relagS,o

el>e?>e?.

2.3.2 VariAncia da vida residual

A varidncia de T, fornece informagS,o sobre a dispers6o da duragio da vida residual do
indivfduo. Definida por Var Vrl, o seu valor 6 calculado mediante

Var [Q] = m [ral'] - G,)2 : 
lo* 

* f*(t)dt - (8,)2

- # fo* 
t's' {* + t)dt - (8,)'

-# lt'st*+,)l;' -, /o* 
ts(n +qdtl - G)'z

, 
lo* 

t tp,dt - (8,)2 ,

onde, na riltima equag5,o, se admite que lim;*- t2S(t + r) : 0.13

2.3.3 Vida rnediana e ponto de Lexis

A vida mediana, ou vida provd,vel, corresponde d. idade que um indivfduo com r anos

alcangard com 50Yo de probabilidade. Dito de outro modo, um indivfduo mediano tem
igual probabilidade de alcangar essa idade e de nio a atingir. Designada por urnn, a

vida prov6vel d, idade r 6 definida por

S (r * um")

(2.3.5)

(2.3.6)P[?" > u*,)- 1

-111na Pfr - 2s(")

No caso particular em que fr : 0, urns 6 obtido resolvendo S(ums) : L/2. A vida
mediana d idade z pode ainda ser interpretada como a idade que 50% dos indivfduos da
populagdo com essa idade alcangarS,o.

A moda da distribuigSo de 7}, conhecida na literatura actuarial por ponto de Leds,
6 determinada encontrando o valor t que maximiza a grandeza tpapr+t.Designada por

**"'i",6 calculada em cada idade r resolvendo o problema

*Leris: max {tprttr+t} .

t3Vela-se Pitacco (2000).
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2.4. Tdbuas de mortalidade

2.4 Teibuas de mortalidade

2.4.L IntrodugSo e enquadramento hist6rico

A tribua de vida ou de sobreviv6ncia (li,fe table) ou, como 6 usualmente conhecida entre os

acturirios portugueses, tiibua de mortalidade, 6 um modelo tabular de anrilise demogr6fica

que sintetiza um conjunto de fung6es brisicas que permitem analisar, numa determinada
populagS,o, o fen6meno da longevidade e efectuar jufzos probabilfsticos sobre a evoluEso

da mortalidade. A tribua de mortalidade constitui uma ferramenta estatistica usada

frequentemente por actudrios, dem6grafos, m6dicos e outros investigadores no domfnio

da saride prlblica.

Entre outras aplicag5es, as t:ibuas de mortalidade s5,o fundamentais para a veracidade

das bases t6cnicas em que assentam os cii,lculos relativos as operag6es de seguros do

ramo vida, devendo por isso constituir uma das preocupag6es primordiais do acturirio.

Destaque ainda para a importA,ncia que as tribuas assumem na elaboragSo de projecg6es

demogrrificas para a popula4ao, um tema que retomaremos no capftulo 6.

O interesse pela anrilise da longevidade humana remonta ao infcio da civilizagio
moderna.l4 Os primeiros escritos sobre an6lise de sobreviv6ncia e sobre aquilo que mais

tarde viria a ser chamado de tri,bua de mortalidade surgem na 6poca dos C6sares, na
antiga Roma, com a chamada T6bua Ulpiana, datada do ano 220, assim designada em

tributo ao seu criador, o romano Domitius Ulpianus, prefeito da cidade de Roma. Apesar
de rudimentares, e de revelarem uma imagem provavelmente distorcida da mortalidade

na 6poca, estas primeiras tri,buas serviram ainda assim de base ao ciilculo de rendas

associadas a legados, tendo sido usadas at6 finais do s6culo III no norte da It:ilia.
A elaboragSo de td,buas de mortalidade com algum rigor s6 se tornou possfvel a

partir do momento em que se iniciou o processo de recolha de informagS,o estatfstica

sobre a mortalidade das populag5es. Deste modo, ndo 6 de estranhar que as primeiras

tribuas com algum rigor matemd,tico surjam associadas ds denominadas "Tontinas"l5 e

aos chamados "b'ills of mortali,ty", uma esp6cie de certificados de 6bito, coligidos pelas

par6quias de Londres a partir do s6culo XVI, onde se registava o ntmero de 6bitos, as

laPara uma andlise histdrica detalhada sobre a evolugSo da ci€ncia actuarial recomenda-se a leitura
de Haberman (1996) e Haberman e Sibbett (1995).

ttO tettoo "Tontina" designa um sistema idealizado pelo banqueiro napolitano Lorenzo Tonti, que
consistia num fundo comum constituido pelas contribuig5es dos subscritores que, mediante a entrega de
um capital, adquiriam o direito a uma renda anual vitalfcia. Na morte de um subscritor, o seu quinhSo
era adquirido pelos restantes at6 que, falecido o riltimo beneficiririo, o capital revertia para o Estado,
gestor da Tontina. As Tontinas aparecem pela prirneira vez em Itrilia em 1650, na Holanda em L67L, em
Franga em 1684, em Inglaterra em 1692 e na Prfssia em 1698.
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2.4. Tdbuas de mortalidade

respectivas causas e, mais tarde, a idade do falecido. Ii com base nestes registos que

John Graunt (1620-1674), um merceeiro londrino, considerado por muitos o percursor

da demografia, publica em 1662 o primeiro tratarnento estatfstico sobre dados demogrS-

ficos e constr6i a primeira tribua de mortalidade. Na sua construgdo, foram usados 230

000 registos ocorridos entre 1629-1638 e 1647-1658, procurando-se desta forma inferir a

distribuigSo de probabilidade da mortalidade em grandes populag6es. Apesar de apre-

sentar algumas fragilidades metodol6gicas, o seu trabalho pioneiro despoletou mriltiplas
investigag6es em viirios domfnios da demografia e conduziu, em riltima anillise, d cria,g6o

de organismos estatfsticos governamentais.

Christian e Lodewijk Huygens formulam uma interpretagio probabilfstica da tribua
de mortalidade elaborada por Graunt, desenvolvendo os conceitos de idade m6dia de

morte, de esperanga de vida e de mediana da vida residual. Em 1671, o primeiro-ministro
holand6s Jan de Witt publica um relat6rio onde apresenta um m6todo de crilculo do valor
de anuidades, onde combina a taxa de juro e a idade do subscritor com estimativas sobre

a probabilidade de sobreviv6ncia extraidas de uma tdbua de mortalidade hipot6tica.
Mais tarde, em 1693, Edmund Halley, um astr6nomo real britdnico, publica uma das

primeiras tribuas de mortalidade conhecidas, construfda a partir do nrimero de 6bitos,
classificados por cansa de morte, observados na cidade polaca de Breslau, entre 1687 e
1691. A metodologia adoptada assentava no pressuposto de que a popula,gS.o da cidade
era estaciondria, i.e., com taxa de crescimento nulo. No entanto, 6 a Milne que, em 1-81-5,

6 imputada a elaboragdo da primeira tribua considerada cientificamente correcta, apoiada

em populagdo e 6bitos classificados por idade de duas par6quias da cidade britd,nica de

Carlisle, para o perfodo L779-L787.

Nos cem anos que se seguiram aos trabalhos de Halley foram divulgadas vririas t6buas,

com destaque para a tribua londrina de John Smart em 1738, para a primeira tribua
francesa de William Kersseboom e Antoine Deparcieux em 1746, para as tribuas de

Estocolmo, Northampton e da Su6cia divulgadas por Richard Price (1783), e para a
primeira tribua elaborada para os Estados Unidos da Am6rica por Edward Wigglesworth
em 1-789, com base em dados para os Estados do Massachusetts e New Hampshire. Desde

ent6o, a publicagSo de tdbuas de mortalidade tornou-se prdtica comum um pouco por
todo o mundo, em especiai nos momentos em que ocorrem censos de popula4So.

Em Portugal, o Instituto Nacional de Estatfstica (INE) publica td.buas de mortalidade
desde 1930. As primeiras tdbuas utilizavam a popula4So censitriria, dada a maior fia-
bilidade da estrutura etiiria da populagio observada nestes momentos. Existem tdbuas
completas para o perfodo de 1930-31, 1939-42, L949-52, L959-62, L969-72 e LgTg-82,
perfodos em que a populagSo utilizada foi a do Censo de 1930, 1940, 1950, 1960, 1gz0
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e 1980, respectivamente, e os 6bitos correspondiam, na maioria dos casos, d m6dia dos

valores registados nos quatro anos centrados em cada Censo.16

Carrilho (1980) calcula tribuas abreviadas de mortalidade para Portugal (territ6rio
continental, Agores e Madeira), desagregadas por sexo e por distrito, pil& o perfodo

1941-1975. As t6buas abreviadas de mortalidade utilizavam as tabelas de Reed e Merrell,
tendo ainda sido ensaiados outros m6todos de transformag6,o da taxa de mortalidade em

quocientes (e.g. m6todos de Canedo, Chiang e da O.N.U.). Actualmente, as tdbuas

de mortalidade, sobretudo as abreviadas, calculam-se anualmente, sendo a esperanga de

vida um dos indicadores chave na an6lise da evolugS,o da situagSo demogrrifica (Carrillho

e Patrfcio, 2004).

2.4.2 Definig6o e conceitos bdsicos

Imaginemos um conjunto (cohort) de lo individuos rec6m-nascidos no mesmo ano. O
valor de lo 6 chamado de radi,t (ou rafz) da tribua e toma, regra geral, valores convenientes

(e.g. 100.000 ou 1.000.000) de forma a facilitar a interpretag6o da informaqSo contida

na tii,bua.l7 Admitamos que se trata de um cohort fechado a novos ingressos (i.e.,

n6o s5,o admitidos novos nascimentos e ndo si.o observados fendmenos de emigra46,o

ou imigragS,o), pelo que apenas pelo falecimento 6 possivel deixar de fazer parte desta

'gera4io'. Com o passar do tempo, a dimensdo deste cohort diminui gradualmente em

consequ€ncia da morte dos seus membros. A informagS.o recolhida permite-nos entSo

construir uma td.bua de mortalidade geracional, uma forma simples de representar a

evolugS,o da mortalidade de rm cohort ideal.

Como se depreende, a construgS,o de tribuas geracionais s6 6 possfvel ap6s a extingSo

integral da geraE6o. Por esta razda, a maioria das tribuas publicadas funda-se, por um
lado, na utilizagS,o de dados sobre a populag6o contempord,nea e, por outro, na definigSo

de um cohort ficticio, que apresenta uma evoluEso da mortalidade estimada a partir dos

valores observados na populag6o.

Designemo, po, C'') a duragSo (aleat6ria) residual da vida do jesimo indivrduo, j :
L,...,1o. Admitamos que a probabilidade de sobreviv6ncia de cada um dos lo membros

deste grupo 6 descrita por ,S(r). O nrlmero de sobreviventes (de um conjunto inicial de

l6Ma.qres (1970) publicada tdbuas abreviadas de mortalidade para os periodos 1950-51, 1960-61,
1962, 1963, 1964, 1965, 1966 e 1967, para o total do pafs e por sexo. Tamb6m foram publicadas pela
primeira vez tdbuas de mortalidade abreviadas por estado civil e sexo. Segundo o autor, as tdbuas foram
elaboradas utilizando as tabelas de Reed e Merrell e as relag6es funcionais aproximadas entre taxas e
quocientes de mortalidade (no sentido probabilistico) de mortalidade.

"No caso particular em que a tri.bua tem inicio nas idades referentes aos rec6m-nascidos, o radix da
tribua 6 representado por Is.
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j=L

onde tli) 6 um indicador de sobreviv6ncia (fi:ngao indicatriz) da vida j, i.e.,

ru)_/ r."rI.)>@- o)Li -\ o seTf)<(r-o)

Representemos por tD, o nfmero aleat6rio de falecimentos entre as idades r e r*t.
Nesse caso,

tDr: Lr, - Lt+t. (2.4.2)

Com base nesta informa4So, 6 possfvel calcular os seguintes valores esperados

M(1.):- (*4i)) fu(ry,) 
:rffi :to ,-opo (24.r)

\J:r / t=

M (rD") : ts (L,) - M (L*+) : lo (*-opo -n+t-d p..) : lo .,-alt Qo. (2.4.4)

Admitindo que as varidveis aleat6rias Tg) (j:1,...,1o) s6.o mutuamente indepen-

dentes, 6 f6nil de ver qre L, segue uma distribuigS,o Binomial,ls i.e.,

lo) d idade r (r > a) , L*,6 dado por

la

L,:\tf),

PtL,:o : (';) G-opo)k (L -*-opo)t'-k .

, , S(')
ot-Ld^t ,

J (CI)

P" : Z: ,s(r)'

(2.4.L)

(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.5)

Representemos por l, o ndmero esperado de sobreviventes d, idade z de um conjunto

inicial de lo, i.e., IB (L"): lr. Nesse caso, a equagSo (2.4.3) dri lugar a

e, em particular, para a : 0, l* : lo.9 (r) . Denotemos por P, a proporgS,o de sobre.

viventes na idade exacta n, i.e.,

r8vela-se, por exemplo, Bowers et al. (L997).
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2.4. Tri,buas de mortalidade

De modo aniilogo, podemos escrever

td,:W(tD") : h - lx+t (2.4.8)

e, em particular, parat: l, d* - l, * lr+r. A tabulagao das fung6es l, para idades r
inteiras, {1"}1=2, com c..r definido de forma a que l. = 0, constitui a base das tdbuas

de mortalidade (ou de sobreviv6ncia). Registe,se igualmente que a sequ0rcia {d.}|=Z-'
respeita a relagdo D:=Z^ d,: la.

2.4,3 A tatbua enquanto modelo probabilfstico de sobreviv6ncia

Na secgSo anterior descrevemos a construgSo de uma tri,bua {1"} usando um procedimento

puramente dedutivo, elaborado a partir de um modelo probabilistico baseado na fungdo

de sobreviv6ncia ^9 
(z) . Na priitica, a construgSo de {1"} assenta na recolha e tratamento

de informagS,o estatfstica. Contudo, o conhecimento de il") comporta em si mesmo um
modelo probabillstico construfdo em tempo discreto, em particulax para idades e dura4do

de vida inteiras.

Admitamos que a fungSo de sobreviv6ncia ,S (r) 6 descrita pela sequencia {lr}:=Z
da tri,bua de mortalidade e consideremos, por simplificagSo, que a : 0. Com base na

equa.gd,o (2.4.6),6 possivel expressar as probabilidades condicionadas de sobrevivencia e

de morte no intervalo (r,r * t] para um individuo com idade exacta r segundo

t-1
tpt : fio-*r:'ffj-o

tex : L -tpr :+ -lx' -.lx+t.
lr Lt

Com base em (2.4.L0), podemos redefenir o conceito de

mortalidade p, segundolg

(2.4.e)

(2.4.10)

forga ou intensidade de

(2.4.11)dr
L dt,

-_- :l, dr
dLnl"

F,:
ieNa derir,agSo deste resultado recorde-se que

F, olgt*(#):-olTo*(w)
1 ,. / l,+o. - l,\ L dl, dln l,: -l,","Ib+\ a, /:-r,a*:--E-
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2.4. Tdbuas de mortalidade

A fungd,o

(2.4.12)

representa, neste contexto, a fungio de densidade ou, como referimos anteriormente, a

curve de mortes. Integrando (2.4.L2), obt6m-se

dt,
-fi : lt't'

,,: I, Folrdy : Io* 
pt,allsqldt

De forma anii,loga, se integrarmos (2.4.11) obtemos

t,: t0"", (- lr' **) (2.4.14)

e, se integrarmos (2.4.L1,) entre r e r * n, obtemos

ro+n
l, - l,+n: J_ tyFydu. (2.4.15)

As tribuas de mortalidade comportam ainda outras fung6es brisicas. O simbolo nLr 6

usado para denotar o nfmero total (esperado) de anos vividos entre as idades r e (x *n)
pelos l, sobreviventes de um grupo inicial de lg. Formalmente2o

nL,: f, h*rar. (2.4.76)

Com base na fungio nL*, podemos igualmente redefinir o conceito de taxa de mor-
talidade2l no intervalo (r,r*n), nTrlr.O seu valor representa, neste contexto, a taxa
de mortalidade m6dia experimentada pelos l, sobreviventes de um grupo inicial de ls

(2.4.13)

(2.4.17)

O sfmbolo I denota,

al6m da idade r pelos

nrfla:

Denotemos por u o ano de vida tal que lr-t ) l, : 0.

na literatura actuarial, o nfmero total de anos vividos para

20Este resultado 6 derivado notando que

nL, : 
lo" 

,r,*rr.*rdt + nl,+n: - Io^ 
tffat * nl.t"n

fn fn: - tl.+rlt * 
Jo 

,,*'0, * nl,+n : 
Jo 

l.+tdt.

2lTambem conhecido por taxa de mortalidade central.

ff l*a4tr*rdt l, - lr+n

tr r*rdt - "L.
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2.4. Tdbuas de mortalidade

sobreviventes de um grupo inicialmente constitufdo por 16 membros22

(2.4.18)

ou, em alternativa

(2.4.1e)

onde .L, :r Lr.
Registe-se que 7" : limr*oo ("Lr) .O nfmero m6dio de anos de vida futura dos l,

sobreviventes de um grupo inicial de ls (i.e. a $ta esperanga de uida completa,, Er) 6
dado, para cada idade x, por23

*: /o* 
ttaq11t,a'd,t: - /o* 

tffat: 
lo* 

\a1d,t

e, : * : It# : 
fo* 

tptd,t : t}*r*,

T,:LL,*r.
t:0

(2.4.20)

2.4.4 Classificagio das tribuas de mortalidade

As tiibuas de mortalidade diferenciam-se pelas caracterfsticas da popula46o analisada
(sexo, tipo de seguro, grupo de risco, etc.) e por um conjunto de aspectos metodoldgicos
que presidem d sua construgSo. Entre estes factores, destacamos a refer6ncia a gerag5es

reais ou fictfcias, a amplitude do intervalo de idades no qual assenta a informagdo, a
possibilidade de considera,r a idade em que o indivfduo passa a integrar a populagSo,

a indexagSo (ou n6o) da tribua a um tempo cronol6gico e a consideragSo de outras
formas de exclusSo da populagSo. A possibilidade de nos referirmos a gerag5es reais ou

fictfcias permite-nos efectuar a distingdo entre tii,buas contemporA,neas (transversais ou
de momento) e tribuas geracionais (ou longitudinais):

o Tdbuas contempordneas (transversais ou de momento): assentam na aniilise
cross-sect'ion de uma gera,gSo fictfcia (composta, normalmente, por 100 000 indi-
vfduos), que 6 sujeita as condig5es de mortalidade observadas para cada idade
(ou agrupamentos de idades) num determinado ano (ou num periodo de tempo).

22 O significado do sfmbolo T, n6,o deve aqui ser confundido com o de duraqSo aleatdria da vida humana
usado desde o infcio deste capitulo.

23Um conceito pr6ximo na literatura actuarial 6 aquele que se refere ao nrimero m6dio de anos de
vividos entre as idades o e (r*n) pelos I, sobreviventes de um grupo inicial de ls. Designado por
espero,nga ile uida completa tempord,ria de (c), 8.,n1 , € definido por
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2.4. Tribuas de mortalidade

Estas tribuas baseiam-se na utiliza4So de estatfsticas referentes a um periodo de

tempo curto quer pa,ra os 6bitos, quer para a popula46o exposta ao risco. Se a

informag6o se reporta a um fnico ano de calendiirio, denominam-se tdbuas anuais.

Para contornar as oscilag6es anuais no nfmero de 6bitos, recorre-se frequentemente

a uma m6dia de dois ou mais anos, sendo que nesse caso as tdbuas s6o chamadas

de plurianuai,s.

o Tiibuas geracionais (ou longitudinais): assentam no ciilculo das taxas de

mortalidade averbadas por uma mesma gerag6o, ou seja, por individuos nascidos

no mesmo ano. A construgSo deste tipo de td,buas pressup6e o acompanhamento

dos indivfduos desde o seu nascimento at6 d, morte, naquilo que se denomina em

demografia por anrilise longitudinal.

Se considerarmos a amplitude do intervalo de idades em que assenta a informa46o,

podemos distinguir entre tii,buas completas e tribuas abreviadas:

o T:ibuas completas: cont6m dados para cada idade singular (idade ano a ano)

desde o nascimento at6 ao limite superior (idade mr{xima) adoptado.

o T6buas abreviadas: reportam dados para grupos de idades (quinquenais ou
decenais).

A incorporagSo na anrilise da idade em que o indivrduo passa a integrar a popula,gSo

(i.e., 6 seleccionado) permite-nos construir tri,buas bidimensionais, em que os fndices sdo

a i,dade de selecAd,o (".g., , idade em que se reaLiza a ap6lice de seguro) e a duragd,o desde

esse momento. Neste caso, podemos distinguir entre tribuas seleccionadas e tribuas finais:

Tdbuas seleccionad.as (select life tables): s6o tdbuas em que as probabilidades

s5,o tabuladas considerando a idade r do individuo e outras informa46es (e.g. tempo

decorrido desde arealizaqS"o de uma apdlice de seguro).

Tdbuas finais (ulti,mate life tables): corresponde d, ultima coluna de uma t6bua
seleccionada, ou seja, aquela em que se admite que a dura46o (ou perlodo de

selecgSo) deixa de ter efeito sobre a mortalidade.

A possibilidade de considerar o tempo cronoldgico na elaboragSo e apresenta4So das

t6buas permite.nos distinguir entre tilbuas estdticas e tdbuas dindmicas ou prospectivas:

o Tdbuas estdticas: s6o tiibuas unidimensionais onde todas as fungSes se reportam
apenas d idade biol6gica r.
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2.5. Leis de mortalidade

o Tdbuas dinAmicas (ou prospectivas): sdo tdbuas bidimensionais em que todas
as fung6es estSo indexadas, em linha, pela idade biol6gica e, em coluna, pelo ano
de calendririo (tempo cronol6gico).

Por fim, a consideragdo de outras formas de exclusSo (decremento) da populagSo que
nd,o apenas a morte (e.g., retirada de plano de pens5es) ou de outros factores (ou esta-
dos) que afectam materialmente o valor de uma ap6lice ou obrigagSo do plano de pensSes

(e.g., estado de sarlde, estado civil), permite-nos falar em tdbuas multi-decremento
e tribuas multi-estado. Por exemplo, uma tribua multi-estado pode indicar a proba-
bilidade de um indivfduo transitar da condigSo de saudrivel para a condiqS,o de doente.

2.5 Leis de mortalidade

Uma solugSo alternativa para caracterizar a fungio de sobreviv6ncia e o padrSo de mor-
talidade registados numa populagSo passa pelo recurso ds denominadas "leis de mortali-
dade", express6es analiticas que descrevem as caracterfsticas de mortalidade em termos
da idade e de um conjunto limitado de par6,metros.

O interesse pelo desenvolvimento de fung6es param6tricas no contexto da ci6ncia
actuarial e na demografia 6 justificado por raz6es de ordem filos6fica e por motivos de
natureza prritica (Tenembein e vanderhoof, L980; Keyfitz, L982; pitacco, 2000).

Por raz6es de ordem eminentemente "filosdfica", na medida em que alguns autores
sustentam, com recurso a argumentos de natureza biol6gica, que o fen6meno da sobre-
viv6ncia humana 6 governado por uma "lei", universal e imut6vel, semelhante dquelas
que 6 possfvel identificar, por exemplo, na ffsica ou na quimica.

Por motivos de ordem prdtica, uma vez que a utilizagdo de leis de mortalidade:

Facilita a apresentagSo e anrilise da fungdo de sobrevivCncia de uma populagao,
expressa neste caso em termos de um ntlmero restrito de pardmetros e n6o atrav6s
de centenas de valores, como no caso de uma tdbua de mortalidade;

Proporciona um m6todo de graduagi.o (smoothing) do comportamento erriitico dos

dados, assim como a remogS,o e eliminagSo de irregularidades (e.g., erros amostrais)
na informagdo estatfstica;

Facilita a elaboragSo das pr6prias tribuas de mortalidade;

Possibilita a realizagS,o de inferOncia estatistica nos casos em que a informa4S.o 6

incompleta;

1.

2.

3.

4.
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2.5. Leis de mortalidade

5. Permite comparar de forma simples experiOncias de mortalidade no tempo;

6. Constitui um m6todo simples de realizar projecg6es demogriificas;

7. Permite efectuar jurzos probabilfsticos envolvendo mais do que uma vida.

Mais recentemente, 6 possfvel encontrar na literatura a refer6ncia a novas Sreas de

aplicagS.o dos modelos param6tricos. Entre elas, destaco a abordagem epidemiol6gica da
mortalidade (Van den Berg Jeths et al., 200L), a modelagSo da heterogeneidade, esto-

casticidade e homeostasis (Yashin, 2001) e o desenvolvimento de modelos demogr6ficos
com inclusSo de efeitos geracionais (Renshaw e Haberman, 200b).

A investigaESo sobre leis de mortalidade remonta d primeira metade do s6culo XVII
e nio mais terminou. Nesta secgSo, apresentamos uma sintese crftica dos principais
modelos desenvolvidos at6 ao presente. Para uma anrilise mais detalhada deste tema
recomenda-se a leitura de, por exemplo, Benjamin e Pollard (1980), Elandt-Johnson e

Johnson (1980), Keyfitz (1982), Gawilov e Gavrilova (1991), Gerber (1ggb), Haberman
e Sibbett (1995), London (1997), Bowerc et al. (1997), Pitacco (2000, 2oo4), Tabeau
(2001) e L6pez (2001).

Os modelos analfticos propostos podem ser agrupados segundo infmeros crit6rios.
Em primeiro lugar, 6 possfvel identificar modelos etpli,catiuog i.e., modelos que sugerem
um mecanismo te6rico para explicar a mortalidade, e modelos meramente descritiuos, ott
seja, modelos que se limitam a ajustar os dados num determinado momento do tempo e

para um dado intervalo de idades.

Em segundo, os modelos podem ser distinguidos de acordo com o nfmero de com-
ponentes que incorporam. Os modelos assentes numa fnica componente ndo efectuam
qualquer distingSo quanto ds "causas" de morte dominantes nas diferentes etapas em
que se decomp6e a vida de um indivfduo, algo que os modelos multi-fungSo permitem.
Em terceiro, podemos destringar entre leis que cobrem a totalidade do espectro da vida
humana e leis que se reportam apenas a idades (ou intervalos de idades) seleccionadas.

Por fim, as leis de mortalidade diferenciam-se segundo a funEd"o escolhida para mode-
lar a mortalidade humana. Assim, 6 possivel encontrar modelos de ajustamento para
a fungd,o de sobrevivoncia ,S(r), modelos que parametfizam a forga de mortalidd" p*
modelos de ajustamento para quocientes de fung5es de mortalidade (e.g. qrlp) e mode
los que ajustam a fungdo de densidade de probabilidade /" ( ). Adoptaremos este riltimo
crit6rio na apresentagSo dos modelos, por considerarmos que 6 aquele que introduz maior
clarivid€ncia na exposiEso ao mesmo tempo que facilita a identificagdo das semelhangas

e diferengas entre as abordagens.
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2.5.L Modelos de ajustamento para a fungio de sobreviv€ncia

Lei de De Moivre

A primeira tentativa de formular uma lei de mortalidade 6 atribufda a Abraham De

Moivre (1725). O autor admite a existOncia de uma rela46,o proporcional entre o nfmero
de sobreviventes numa dada idade z e o nfmero de anos que a separam da idade mdxima
admissfvel w (w :86 na versdo original). Em termos mais precisos, admite-se que a vida
residual Q 6 uniformemente distribufda entre as idades 0 e r,.r - z, o que pressup6e uma
fungio de sobrevivOncia linear do tipo

s(r) :{;-* r e [0,o]
fi>u.

(2.5.1)

(2.5.2)

(2.5.3)

A expressio (2.5.1) estabelece que o nfmero de sobreviventes de uma geragSo decresce

linearmente com a idade, uma hip6tese irrealista face aos valores observados, postula
que a forqa de mortalidade 6 crescente para todas as idades e, n6.o menos significativo,
determina uma fungdo de densidade constante. Com efeito, com base em (2.2.23) e em

/" (.) : p,S(r) : -*S("), deduz-se que

: -*s(") - r e ll,ulFx

I* (t)

S(") u) - r'
1: para r <t <u.u-fr

Em termos de tdbua de mortalidade, o modelo de De Moivre estipula um nfmero de

6bitos constante entre duas idades actuariais consecutivas, i.e.,

um resultado dificilmente aceitrivel em termos empfricos, e a seguinte expressS,o para as

probabilidades de sobreviv6ncia (para z -f t I u)2a

d,: l, - la+r: Is [S(r) - S(r+ 1)] : 
^ 

(*) ,

ttPx:I paJau <t<u-fi.u-t

" (ut-r\
e- : urn-

2

(2.5.4)

(2.5.5)

24Demonstra-se ainda que os indicadores 6, e urzl" derivados do modelo s6.o iguais e dados por
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Lei de De Graaf

De Graaf (172q25 desenvolveu uma generalizaqdo do modelo de De Moiwe em que

admite que a vitalidade de um indivrduo diminui a uma ta>ra crescente d medida que a
idade z avanga. Esta teoria materializou-se na seguinte formulagSo para ^9(r)

s(r) : 
{

L-(il"
0

r e l},u]
fr)u, (2.5.6)

(2.5.7)

com n 2 1 e, na versS,o original, w : 92. Note-se que, no caso particular em eu€ ?? : 1-,

obtemos a lei de De Moivre. O pardmetro n representa a velocidade de diminuigdo
da vitalidade do indivrduo, ou seja, determina o grau de concavidade da fung6,o de

sobreviv6ncia e condiciona a forga de mortalidade que apresenta, como referimos an-

teriormente, um crescimento exponencial, sobretudo nas idades mais avangadas. Pode

ver-se gte Fr 6 dado, neste caso, por

nfrn-lP":;:;; r€l},wl.

Lei de Lambert

Lambert (1776) desenvolveu uma f6rmula para aproximar uma t6bua de mortalidade
construfda a partir dos 6bitos registados nos London Bi,lls of Mortali,ty no perfodo 172&

1757. O seu modelo 6 decalcado da lei de De Graaf, com n :2, cotrigido com duas

fungdes exponenciais

(t- il'-a(e-bo -"-bza) re [O,u)
0 r)u

com u : 96 e a,,b1,b2 > 0. O autor n5,o fundamentou a sua lei, mas verifica-se que a
sua concepgSo brisica 6 a de que a capacidade do ser humano para "resistir" d morte vai
diminuindo com a idade de forma quadrritica (e n5o linear, como assumia De Moivre),
uma explicagSo que seria retomada cinquenta anos mais tarde por Gompertz.

Lei de Babbage

Em alternativa aos modelos anteriores, Babbage (1823) sugere a seguinte funqeo polino-

mial de segundo grau

s(r) : 
{

25Citado por Pitacco (2000) e L6pez (2001).

37



2.5. Leis de mortalidade

r € [0, c.r]

fr)u, (2.5.8)

com a > 0.26 Prova-se que a expressSo de pr 6 dada, neste caso, por

2r(L+aw)-aw2
z e [0, c.r] . (2.5.e)Pr: - rz(L+ato)-u2(L+ar)

Lei de Sang

Sang (1868)27 prop5e uma fung5o de sobreviv6ncia do tipo exponencial, com valores

nulos para a idade extrema c*r

^e(r) : { '; 
(f')' + at (r - fi)

( a'-a'
s(z) :tr

ln (a)
tt-:--:*-- a>0e r€[0,t^.,] .au-t - L

ter:!-t&# -r-sent)

r e l},u)
fi)u,

(2.5.10)

com o > 0. O pardmetro a condiciona a forma da fungdo de sobrevivOncia e, em par-
ticular, determina a sua convexidade (0 < a < 1) ou concavidade (a > 1). Demonstra-se
gue pr 6 dado, neste caso, por

Leis de Dormoy

Em alternativa d Lei de Sang, Dormoy (1878) alvitra uma expressio mais simples para
a fungE,o de sobreviv6ncia, mantendo contudo a sua natureza exponencial

S(r) :exp(-r7r) r)0, (2.5.12)

com q > 0. Note-se que a equaES.o (2.5.L2) pode ser considerada um caso particular de

(2.5.10) como {leu + too. AexpressSode p,r 6dada, nestecaso, pot lh:T, rl}0e
r ) 0. Assinale-se, em especial, o facto de o modelo estipular uma forga de mortalidade
constante ao longo de todo o espectro de vida. A expressS,o da probabilidade 19, 6
independente da idade atingida pelo indivfduo

(2.5.11)

(2.5.13)

26littrow (1852) desenvolve uma extensSo da lei de Babbage em que considera um polin6mio de grau
superior a 2.

2tCitado por Pitacco (2000) e L6pez (2001).
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um resultado que, no campo actuarial, 6 aceitdvel apenas como aproxima,geo "local" ao

fen6meno da mortalidade, nomeadamente no cdlculo de probabilidades de sobrevivencia

ou de morte para idades fraccionadas e intervalos de tempo de curta durag6o.

Em resposta As crfticas dirigidas d, constdncia de pr, o autor prop6e uma segunda
lei, conhecida por 2a Lei de Dormoy, assente em exponenciais de polin6mio para ,S(z)

s(r) : u*p [- (n* + w2)l r ) o.

com ? > 0 e 7 > 0, donde resulta gte Fr e 1es sdndados por

lts : r?*21r z)0
tet : 1 - e[-tOt+21a+t)].

(2.5.14)

(2.5.15)

(2.5.16)

(2.5.77)

(2.5.18)

Note que, neste caso, a forga de mortalidade 6 linear e crescente com a idade enquanto
gue tgr depende agora da idade r atingida pelo indivrduo.

Lei de Laurent

Laurent (1892)28 prop6e uma extens6o das Leis de Dormoy ao sugerir urn modelo expG.

nencial generalizado para,S(r)

lc

^9(z) :D"texp(-bix) s )0,
j:7

com ai ) A, bi > 0 (i : L...k). V6-se eue lrc 6 dado, neste caso, por

' rr I,, : ;; lD",u,exp(-blr) l, = 
o.

" fr=t J

Lei de Moser

Moser (1939) sugere uma fungS,o com cinco pardmetros do tipo

.9(r) : L-ari +br| -o* -dnT +en+,

onde (o, b,c,d,e) sdo pardmetros a estimar.29

28Ibidem.

'nU*. solugSo distinta para a modelagdo da mortalidade 6 proposta por Steffenson (1930) e por
Harper (1936) (citados por Tabeau (2001)), que adoptam uma transformag6o logaritmica para a funtao
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Lei de Petrioli

A Lei de Petrioli (1979) baseia-se na seguinte representa4S,o para a funqao S(r)

^9(r) : lr" @ - d-b exp (cr2 -t d,r *k) + 1]-1, (2.5.1e)

onde c..r representa a idade mdxima admissfvel e a, b, c, d e k s6o pardmetros a estimar. A
Iei de Petrioli 6 criticada por Anson (1988), que considera desnecessd,ria e contraprodu-
cente a hip6tese de uma dada idade miixima admissivel est6tica. Em alternativa, prop6e

a seguinte parametrizaqdo

, btr2 b2r3 bt*a bars\
^e(r) : exn (-bor + ; + ? + T . ; )

(2.5.20)

Mais recentemente, Hannerz (1999, 2001) prop6e, entre outros modelos, uma refor-
mula,gSo da lei de Anson, com o objectivo de ajustar a evolugSo recente da mortalidade
da populagS,o feminina. o modelo baseia-se na seguinte formulag5o analftica

s(n):lr+ecr'r]-1

G(x):br-**?"'*?u*.

(2.5.2L)

onde

2.5.2 Modelos que parametrizam a forga de mortalidade

As leis de mortalidade inclufdas nesta categoria apresentam um not6vel interesse, tanto
hist6rico como actual. Na maioria dos casos, s6o leis que incorporam hip6teses biologi-
camente plausfveis, mas carecem de algumas correcg6es de modo a possibilitar a sua
utilizag6o em todo o arco da vida humana.

Lei de Gompertz

O modelo desenvolvido por Gompertz (i825), um dos mais influentes e utilizados em
rireas tdo distintas como a ciOncia actuarial ou a biologia, 6 considerado o primeiro modelo
explicativo da mortalidade. Recorde-se que os modelos explicativos est6o alicergados em
teorias epidemioldgicas ou biom6dicas para descrever os mecanismos que influencia.rn o

processo de envelhecimento do indivrduo. Estes modelos incorporam ainda abordagens

de sobreviv6ncia.
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2.5. Leis de mortalidade

que encararn o processo de envelhecimento do organismo como uma acumulagSo de

defeitos ou falhas, que reduzem a capacidade deste para evitar a morte.

Gompertz assume que existem apenas duas causas de morte:

"It is possible that death may be the consequence of two generally co-existing
causes; the one, chance, without previous disposition to death or deteriora-
tion; the other, a deterioration, or an increased inability to withstand de-

struction." (Gompertz, 1825, pp.7)

O autor admite ainda que a capacidade do organismo paxa "resistir d morte" diminui
exponencialmente com a idade. Em consequOncia, o autor admite eue lrz aumenta
(tamb6m de forma exponencial) com a idade.

"If the average exhaustion's of a man's power to avoid death were such that at
the end of equal infinitely small intervals of time, he lost equal portions of his

remaining power to oppose destruction which he had at the commencement

of those intervals, then at age c his power to avoid death, or the intensity of
his mortality might be denoted by a. g"..." (Gompertz,1825, pp.8)

Em termos formais, se admitirmos que fr simboliza aquilo que Gompertz ilesigna

por capacidade para "resistir A morte", a lei pode ser escrita como fr (*) : -g (*)
Resolvendo esta equaqSo, obt6m-se a seguinte parametrizaqdr: para pt,

%:ccexq(0r) r)0, (2.5.22)

com a > 0 e g > 0.30 Como se observa, p, tende, no limite, para o infinito, pelo que o

modelo n6o estipula uma idade mdxima para a vida humana. A fungSo de sobrevivOncia

decorrente do modelo 6 facilmente derivrivel recorrendo a (2.2.21,)

(2.5.23)

O modelo de Gompertz dominou a modela4So da mortalidade humana durante mais
30A lei de Gompertz 6 frequentemente adoptada na ciOncia actuarial com base na sua formulagSo

original
pr: Bc,

com B ) 0 e c > 1. Sublinhe-se, no entanto, que as duas representag6es s6o equivalentes considerando
B: a e B =ln(c\.

s(r) : 
""0 (- Io" 

,"0") - exp l; O - "*)l
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de um s6culo sendo, ainda hoje, extensamente aplicado noutras esp6cies animais.3l Como

veremos em seguida, uma boa parte das leis de mortalidade que se lhe sucederam in-
cluem o modelo de Gompertz como uma das suas componentes. NEo obstante a sua

simplicidade, o modelo apresenta um desempenho empfrico assinald,vel, sobretudo nas

idades adultas interm6dias.

Um dos principais atractivos do modelo de Gompertz reside na sua flexibilidade e

abrang6ncia. Willekens (2001) procede a uma aniilise detalhada das caracteristicas do

modelo e demonstra: (i) que este 6 facilmente generaliz6vel de modo a incluir outras
causas de mortel (ii) que este 6 um caso particular da distribuigio logfstica generalizada;

(iii) que este 6 uma versSo truncada (z e [0, +*)) de uma distribuigSo de valores ex-

tremos do Tipo I; e (iv) que uma transformagS,o (logarftmica) da varirlvel idade permite
relacionar o modelo de Gompertz com a distribuigS,o de Weibull.

Pollard e Valkovics (L992) notam que a forga de mortalidade no ponto corresponde

d moda da fungS,o de densidade l*F, (curva de mortes) coincide com o par6,metro p da
Iei de Gompertz, sugerindo a seguinte reformulag6o de (2.5.22)

p*: 0 exp [(c - m) 0)

onde rn denota a moda da curva de mortes.32

r)0,

Leis de Makeham

Reconhecendo as dificuldades da lei de Gompertz em captar o comportamento da mortal-
idade nas idades extremas do arco da vida humana, William Makeham (1860, L867), um
acturirio brit6,nico, apresenta em 1860 uma primeira generalizageo da lei de Gompertz.s3

O modelo, conhecido na literatura por lei de Makeham, considera que existem outras
influ6ncias sobre a mortalidade para al6m do envelhecimento, nomeadamente causas

acidentais, cuja incidGncia 6, em certa medida, independente da idade do indivrduo.
3tPara uma andlise detalhada do modelo de Gompertz recomenda-se a leitura de Pollard e Valkovics

(1992), Carriere (1992, 1994), Olshansky e Carnes (1997), Willemse e Koppelaar (2000), Willekens (2001)
e referdncias citadas.

32ve;a-t" Carriere (1992) e Willemse e Koppelaar (2000) para duas reformulag6es alternativas da lei
de Gompertz.

s3Gompertz (1960) desenvolve, ele pr6prio, uma segunda formulagSo destinada a representar a mor-
talidade em todo o arco da vida humana. O modelo estava assente na seguinte parametrizagSo da fungEo
de sobreviv6ncia

.9(o) : -Bc' * GH' - aDF' - 111m'(r-n).
Trata-se, como se observa, de uma fdrmula assente em dez parflmetros, bastante mais complexa e

dificil de estimar.
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2.5. Leis de mortalidade

"The formula for f) ("lrr"), according to Mr. Gompertz is Bq,. For this I
propose to substitute A * Bq' , where.4 is the sum of certain partial forces

which we assu.me to be, in the aggregate, of equal amount at all ages.,,

(Makeham, 1867, pp. 335)

A solugSo encontrada por Makeham para incorporar estes factores na explicagSo da
mortalidade passou pela inclusSo de um termo constante 0 em (2.5.22), i.e.,

Fr:0*aexp(Br) r)0, (2.5.24)

com a, 0 > 0e0 )-0.3a No casoparticular em que g:0 obtemos, naturalmente, alei de

Gompertz. No caso em que 0 : 0, a equaqSo (2.5.24) traduz uma forga de mortalidade
constante, uma hipdtese irrealista como referimos anteriormente a propdsito da primeira
Iei de Dormoy. A fung5o de sobrevivOncia correspondente d lei de Makeham 6 definida
por

s(r) - o"f (2.5.25)

A semelhanga da lei de Gompertz, a lei de Makeham revelou-se desajustada para
descrever a mortalidade em todo o espectro da vida humana, sendo aplicrivel apenas ds

idades adultas. Ainda assim, o modelo de Makeham 6 pioneiro na medida em que sugere,

pela primeira vezl a estruturagSo da forga de mortalidade por causas de morte.3s

Ap6s os trabalhos de Makeham, surgiram mriltiplas tentativas de adaptar a lei de

Gompertz. O prdprio Makeham (1889) generaliza o seu modelo adicionando um termo
linear d equagS,o (2.5.24), dando assim lugar d, menos conhecida e divulgada, segunda

Le'i de Malceham

p,:0*dr*aexp(Br) n)0, (2.5.26)

com a, 0 > 0 e 0 > 0. A fung6o de sobreviv6ncia correspondente 6 definida por

(2.5.27)

3aNa formulagS.o original, a lei de Makeham baseava-se na seguinte equagdo

F': A* Bc''

comA,B>0ec>1.
35A anrllise da mortalidade por causas de morte constitui hoje um campo de investigagS,o impor-

tante na demografia, representando igualmente uma Srea de interesse crescente no dominio actuarial,
nomeadamente em relagS.o a formas de seguro onde 6 desej6vel a discriminagSo do capital seguro n6o
apenas segundo a duragSo da vida humana, mas tamb6m de acordo com a causa de morte.

- ex, [; t' - "u')

s(r) : 
"*o { le" 

**r* - fr (, -r,)]}
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2.5. Leis de mortalidade

Lidstone (1935), King e Reid (1936) e Olifiers (1937) formulam uma lei duplamente
geom6trica com base na seguinte funE6,o de cinco par6.metros

Fr:AlBc'*Mn*, (2.5.28)

numa generalizag6o do modelo proposto uns anos antes por Henderson (1915) paxa o
caso em qte A 10.

Reformulag6es adicionais da f6rmula de Gompertz-Makeham podem ainda ser en-

contradas em Van der Maen (1943),36

Pr : o+gr+rt*2*# Q.5.2g)

Fa: o+Bc"+# (2.5.30)

e em EI Shaarawi et al. (L974), numa versSo quadrritica da equa46o de Gompertz

F*:o*oexp(0r+q*) r)O, (2.5.31)

com o,0 > 0 e0 ) 0. Em alternativa, Le Bras (1976) eKeyfitz (1982) prop6em a
utilizagSo de exponenciais de polin6mio para a forga de mortalidade

/n \
tt,:o+aexp 

,T.pr"r) ,ro, (2.b.J2)
\ffi/

coma>0e9>0.
Gawilov e Gavrilova (1991) desenvolvem um modelo, que apelidam de lei, de mor-

talidade binomial generalizada, formulado atrav6s da seguinte equagS,o

F,:0*(a+Br)" r,nlQ. (2.5.33)

Lei de Quiquet

Quiquet (1893) prop6e um modelo assente na seguinte representagSo param6trica

t ,:ip;(r) exp(0r,r) ,

i:l
(2.5.34)

36Citado por Tabeau (2001).
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2.5. Leis de mortalidade

onde P;(z) representa um polin6mio de grau k (k : 0,.., K) e & 6 constante para cada i.
Registe-se, em particular, que com polin6mios de grau 0 ou 1 e valores apropriados para

as constantes Bi 6 possivel deduzir a lei de Gompertz (com n : 1), a lei de Makeham

(com n :2) e a lei da Lazarus e segunda lei de Makeham (com n : 3).

Lei de Lazarus

Lazarus (1862) expande a lei de Makeham com a adigSo de um termo exponencial, do

tipo "Gompertz negativo" a respeito da modelagSo da mortalidade nas idades infantis e
juvenis

Fa: Qtexp (-pir) * os + a2exp (B2r) r ) 0, (2.5.35)

com ai, 0o > 0 (i: L,2) e a3 > 0. A firngSo de sobreviv6ncia correspondente 6 definida,

neste caso, por

(2.5.36)

Um s6culo mais tarde, Siler (1979, 1983) desenvolve um modelo de causas de morte

competitivas para a mortalidade animal que 6 virtualmente id6ntico ao modelo de Lazarus.

Lei de Oppermann

Oppermann (1870) adopta uma representag5o alternativa para a mortalidade infantii e

juvenil, nomeadamente

s(r) : 
"*o {-*,, -ff (, - e-o*) +ff( -.u*)} .

F*:0tr-r/2 +02*fur1/2 n e[0,20],

donde resulta a seguinte expressS.o para a fungdo de sobreviv6ncia

(2.5.37)

's(r) : "", [- ("r*''' to2t +2ret"'n))

Em alternativa, Wittstein (1883) prop6e a seguinte expressdo para a fungdo g,

qr : L 
o-{rn )* * o-@t-a)n ,

n'L
(2.5.38)

ondec..r denotaaidade miixima admissfvel eaem s6o pard,metros aestimar. Alei de

Wittstein 6 desenhada de modo a reflectir a mortalidade decrescente na infdncia, seguida

de um ligeiro aumento na adolesc6ncia e de um aumento crescente nas idades avangadas.
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Lei de Thiele

Thiele (L872) sugere uma parametdzagS,a da forga de mortalidade que cobre todas as

idades que comp5em o a.rco da vida humana. A sua abordagem assenta no pressuposto

de que as causas de morte podem ser classificadas em tr6s categorias distintas, que

exercem a sua influ6ncia de forma particular sobre a mortalidade infantil, juvenil e

adulta, respectivamente. Em termos formais, a lei 6 defnida por

* a3 exp (B3r) u ) 0, (2.5.39)

com ai, 0o > 0 (i: L,2) e a3,02,€ > 0.

O primbiro termo no lado esquerdo de (2.5.39) representa a mortalidade decrescente

nas idades mais jovens. O segundo termo, que traduz genericamente a firng6o de densi-

dade de probabilidade para uma distribuigSo normal, 6 usado para modelar a mortalidade
juvenil, muito afectada pela mortalidade acidental (o denominado accident hump). O

terceiro termo espelha a mortalidade nas idades adultas, e replica a tradicional lei de

Gompertz. Registe.se ainda que, no caso particular em gue 0r : d,2:0, obtemos a lei
de Makeham.

Mode e Busby (1982) adoptam a formulaga,o original de Thiele mas substituem o
segundo termo por uma fung5o do tipo parab6lico

rlr: dLexp (-B1r) * a2 exp (-iU4" - ()')

,,: 
{

ayBlexp(-0p) u € [0,10]
az-gz@-€)' ze(10,301
us *'Ye1eexp (-B3r) r > 30.

al exp (-0p)
a2exp {-02@ - €) - exp [-,\2 (" - O]]
aB exp (0zr) .

(2.5.40)

Em alternativa, Rogers e Planck (1984) prop6em a adigdo de um termo independente

da idade e a substituig6o do segundo termo por uma fung5o duplamente exponencial

Ft: do+nxL(r) +m,2(r) +nu(n) u ) 0, (2.5.41)

onde

*r(r)
rn2 (r)

r4@)

mais tarde, Rogers e Little (1994) agregam todas asAlguns anos
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2.5. Leis de mortalidade

riores e desenvolvem um modelo multiexponencial, suficientemente geral para capturar
as mriltiplas configura46es possfveis da mortalidade ao longo de todo o arco da vida
humana. O modelo assenta na seguinte especificagSo param6trica

ttr: Qo+mt(r) +nx2(n) *m3(r) *ma(r) , ) 0, (2.5.42)

onde

n'LL@)

m,c (r\

n'Ls (r)

n'14 (n)

al exp (-0p)
crzexp {*02@ - 0 - exp [-.\2 (" - €)]]
03 exp {-02@ - q) - exp [-.\3 (" - r)]]
cr,1exp (|a.z) .

As tribuas de mortalidade Inglesas (EIJT 11 e l2), relativas ao perlodo 1950-52

1960-62, foram graduadas usando a seguinte fung5,o de sete par6,metros

frln : 0r * |ss-A@-*')' *
0z

(2.5.43)
11e-a@-x)

aplicada num intervalo de idades limitado (no caso da ELT 12, para x > 27).

Lei Logfstica

Em meados dos anos 30 do s6culo XX, os dem6gra"fos interessararn-se pelo ajustamento
de tribuas de mortalidade com recurso a uma fungdo logfstica. Os diferentes modelos
propostos na literatura podem ser encaixados na seguinte formulagSo geral

Fr:0t I 02exp(fur)
(2.5.44)

| + o2fr (exp(o3z) - 1)'

com quatro parAmetros 0b 02, 03 e o2. Note-se, em particular, que fixando o2 :0, alei
logfstica se reduz d, lei de Makeham. O efeito do denominador em (2.5.44) 6 claramente o

de atenuar o crescimento exponencial decorrente do termo Gompertziano no numerador,
sobretudo nas idades mais avangadas, uma caracterfstica bem patente na mortalidade
actual.

Perks (1932), um acturirio britdnico, 6 o primeiro a recorrer a uma lei do tipo (2.5.44).

O autor reconhece que a F, nfu aumenta indefinidamente com a idade (como pressup6e

a lei de Gompertz) e detecta um padrdo de desaceleragSo da mortalidade a partir dos

84 anos de idade.
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Mais tarde, Beard (1959, 1971) desenvolve um modelo em que admite que o risco

de morte segue uma traject6ria exponencial crescente (segundo a lei de Gompertz),

reconhecendo contudo que a desaceleraqio da mortalidade nas idades adultas 6 explic6vel
pelas diferenqas nos nfveis iniciais de risco dos indivfduos (heterogeneidade). O modelo

produz uma fung5o logfstica para a mortalidade que se aproxima da fungdo exponencial

nas idades mais jovens, desacelerando progressivamente at6 atingir um patamar nas

idades extremas. Formalmente, fixando 0t -- 0 o autor reduz (2.5.44) a tr6s par6.metros

usandoST
fuexp($2r) (2.5.45)P,:

L * Qzexp(Q2r)'

onde /1, dz,Qs > 0.

Mais recentemente, Kannistd (1992) simplifica a expressSo (2.5.44) mantendo apenas

dois pardmetros
fiexp(S2r) (2.5.46)Fr= 1* h@xp(Q2r) - L)'

onde @1, Qz > 0.A lei (2.5.46) 6 um caso particular de (2.5.44) fixando 0t : 0 e 02 :
03. Conforme veremos no capftulo 6, o modelo proporciona, nalguns casos, estimativas

adequadas paxa o comportamento da mortalidade nas idades elevad.as.

Lei de Weibull

A forga de mortalidade pode ser representada pelo modelo de Weibull (i939)

Pr: (2.5.47)

onde a ) 0 6 um par6,metro de forma e p > 0 um pardmetro de escala.

A lei de Weibull tem a sua origem em modelos aplicados na anrilise da resist6ncia

dos materiais e da duragSo de vida dos equipamentos. A semelhanga dos engenhos que

deixam de funcionar quando um dos seus componentes principais avaria, assumese que

o organismo humano se extingue quando uma das suas fung6es vitais deixa de funcionar.

fr(fr)"-"

3TMartinelle (1987) sugere uma generalizagSo dos modelo de Perks e Beard mediante a adigSo de um
termo do tipo Gompertziano de modo a obter uma representagS,o mais adequada para as idades adultas.
o modelo 6 definido por 

0r + ,zeoz. ^ 0.ap*: aTa;;G + u1e "

48



2.5. Leis de mortalidade

A probabilidade e a fungdo de sobrevivOncia associadas a (2.5.47) s5,o dadas por

,Pr : "*'((fr)" -(?)")
,s(r) : "*, (- (;)")

Prova-se ainda facilmente que a vida mediana un'La 6 calculada mediante

(2.5.48)

(2.5.4e)

(2.5.50)'urrl,: U ((;)"
r*

+rnz)

Lei de Brillinger

Brillinger (1961) desenvolve um modelo explicativo para a evolugS,o da mortalidade onde

sustenta que o 6bito 6 o resultado da quebra num dos subsistemas do corpo humano in-
dispensdveis d vida. Em particular, o autor admite que o corpo humano 6 composto

por um conjunto de componentes cuja durabilidade 6 independente e identicamente dis-

tribufda, e que em consequCncia a probabilidade qr 6 dad,a pela soma das probabilidades

de quebra de cada um dos subsistemas que comp6em o corpo humano. O modelo estipula
a seguinte expressdo geral para a forga da mortalidade

r, :DHr @ _ Bn)o_r. 
? #r. ? 

E*dfr, (2.5.51)

onde os pardmetros sd.o fung5o de um conjunto de componentes e podem respeitar apenas

a alguns intervalos de idades. Prova-se que o modelo cont6m, como casos particulares,

a lei de Gompertz e a primeira e segunda leis de Makeham.

2.5.3 Modelos de ajustarnento para quocientes de fung5es de
mortalidade

Algumas das formulag6es analfticas exprimem o andamento da mortalidade em termos do
quociente e*lp* ("mortali,ty odds" ratio). Note.se que definindo S@) : er/p*, podemos

esclever

n': J9-'
L + S@),

donde resulta que, para uma dada fungdo Q@) > 0, se garante que 01q, < L. Esta
propriedade proporciona uma ampla liberdade na escolha de $(r) e explica, em boa

medida, o interesse por modelos com esta particularidade.
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Modelo do CMIB

O CMIB38 G974) prop6e a seguinte f6rmula com quatro parAmetros para graduar a

mortalidade das pessoas seguras no Reino Unido no perfodo 7967-70

com 0, d, d, 0 > 0. O modelo tem a particularidade de consentir uma diminuigSo na
mortalidade para o infcio do intervalo das idades adultas e pode ser confrontado com a

segunda lei de Makeham expressa em (2.5.26).

Wilkie (1976) e CMIB (1976) prop5em uma famflia de modelos para estudar a mor-
talidade dos beneficidrios de rendas vitalicias e pens6es, assente na seguinte representa4So

Q':o-dx*ao',
Pa

f (r)q": T+/Gi,

f (r):*,(i onn-').

(2.5.52)

(2.5.53)

onde

Os estudos empiricos realizados para o perfodo 1967-70 permitiram concluir que o
modelo revela um comportamento especialmente adequado nas idades mais avangadas.

Forfar et al. (1988) prop6em uma famflia de modelos do tipo Gompertz-Makeham incor-
porando tantos par6,metros quantos os necess6rios para ajustar a mortalidade, em que a

equagSo (2.5.53) 6 um caso particular. Pela sua relev6,ncia, este modelo serd, analisado

em detalhe no capftulo seguinte.

Lei de Heligman-Pollard

Numa das mais recentes tentativas de representar a mortalidade a,o longo de todo o

arco da vida humana usando uma fnica expressSo analftica, Heligman e Pollard (1980)

prop6em a seguinte f6rmula

Qr

P,
- 7@*B)c + GH", (2.5.54)

onde.4.,8,...,H s6o pardmetros positivos a estimar. A ideia subjacente ao modelo, que

como se observa apresenta uma estrutura semelhante d, lei de Thiele, 6 a de que as causas

de morte podem ser subdivididas em tr6s classes, nomeadamente aquelas que afectam

* Dexp f-n $"" - rnr)'z]

38 Continuous Mortality Investigation Bureau.
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a mortalidade infantil, a juvenil e a das idades mais avangadas. O modelo proporciona
bons resultados em termos de ajustamento e serii analisado em detalhe no Capftulo 3.

2.5.4 Modelos de ajustamento para a fungio de densidade

Uma solugd,o alternativa para caracterizar a evolugio da mortalidade consiste em desen-

volver express6es analfticas para a fung5o de densidade de probabilidade. De entre os

infmeros modelos propostos, destacamos o modelo de Lexis e o modelo exponencial.3g

Modelo de Lexis

O denominado modelo de Lexis admite que a idade de morte do indivfduo segue uma
distribuigSo do tipo normal (gaussiano), i.e.,

(2.5.55)

onde r** representa o ponto m:iximo da curva de mortes (ponto de Lexis) 
" 

rmin denota
a idade minima de aplicagS,o da equagSo.

Modelo Exponencial

A funqao de densidade da distribuigdo exponencial6 dada por

fo(*) : ovexp(-op), (2.5.56)

onde 01, r > 0. A fungEo e a probabilidade de sobreviv6ncia s6o dadas, respectivamente,
por

fo(*) : #"-,{-#(, -r**),},min < n 1 n^o,

S(") : exp(-0p)

tPa : exp (-91t) .

(2.5.57)

(2.5.58)

O modelo gera taxas instantdneas de mortalidade independentes das idade, i.e.

Pr: 0t. (2.5.5e)

Refira-se, por fim, que a lei exponencial 6 um caso particular da lei de Makeham
(2.5.24)coma:0.

39Pa.a uma descrigSo mais exaustiva dos modelos propostos neste contexto recomenda-se a leitura de
Elandt-Johnson e Johnson (1980).
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2.6. Heterogeneidade e modelos de frailty

2.5,5 Combinagio de leis de mortalidade

Carriere (L992,L994) e Rempala e Szatzschneider (2004) prop6em a graduagS,o da mor-

talidade ao longo de todo o arco da vida humana com recurso a combina4Ses de fung6es

param6tricas. Os autores argumentam que desta forma 6 possfvel conjugar as diferentes

formula46es analfticas que melhor ajustam cada componente da mortalidade.

O modelo proposto 6 formalizado mediante

,to:L.u,Pf), t wk: L

k:l lc:L

(2.5.60)

onde os ponderadores tu6 (& - 1,...,n) s6o interpretados como probabilidades de 6bito

devido a diferentes causas, as quais est6.o geralmente ligadas a um perfodo especffico

da vida (inf6,ncia, adolesc€ncia, idade adulta,...). A cada um destes ponderadores cor-

responde uma fung6o de sobreviv6ncia (para um rec6m-nascido) ,p[k) com uma forma

particular. Mais concretamente, Carriere (1992,1994) propSe associar d,s idades jovens

uma lei de Weibull do tipo (2.5.47), enquanto que para as idades adultas sugere uma

lei de Gompertz (2.5.22). O autor encontra alguma dificuldade em modelar a chamada

"bossa de acidentes".

2.6 Heterogeneidade e modelos de frailty
Regra geral, as tribuas de mortalidade n6o diferenciam os indivfduos a n5.o ser em fungSo

do sexo. Existem, no entanto, outros factores que afectam a sua sobrevivOncia. Estudos

empfricos realizados (e.g., Mesrine (2000), Morris et al. (L994)) demonstrarn que factores

como o desemprego, o nfvel de estudos, a categoria s6cio-profissional ou o estado civil
influenciam o nfvel de mortalidade. Esta forte heterogeneidade potencia o fen6meno da

selecAdo adversa e deve ser tida em conta pelas companhias de seguros.

Uma forma de levar em linha de conta os factores observd,veis que influenciam a

mortalidade passa, por exemplo, por considerar um modelo de regressS,o de Poisson,

inspirado no modelo de riscos proporcionais de Cox (1972), captando a heterogeneidade

residual atrav6s de um modelo de frailty.
Segundo este modelo, proposto por Vaupel ef al. (1979), a forga de mortalidade 6

dada por p, : |plr'r, onde pf;f denota uma forga de mortalidade de refer6ncia e 0 6
uma varidvel aleat6ria positiva que dita o nfvel de risco relativo (n5o observivel) do

indivfduo em particular. Como se observa, a inclusfi,o da heterogeneidade no modelo

faz-se mediante a simples aplicagdo de um factor multiplicativo 0.
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Capftulo 3

M6todos Param6tricos de

GraduaESo

"Science i,s the great anti,dote to the po'ison of enthusiasrn and superstit'ion."

(Adam Smith, 7723-L790)

3.1 Introdugdo

A literatura actuarial e demogrii,fica consagra uma atengSo especial d construgS.o de

tribuas de mortalidade, ou seja, d estimagdo dos quocientes de mortalidade q, no intervalo

de idades considerado. Partindo de uma estimativa bruta dos quocientes, calculada a

partir da relagS.o entre o nfmero de 6bitos registado e a respectiva exposig6o ao risco,

actueirios e dem6grafos procuram muitas vezes suavizar estas quantidades de modo a

melhor reflectir as caracterfsticas da mortalidade da populagSo analisada, que admitem

ser relativamente regular.

Este procedimento de alisamento das estimativas brutas 6 conhecido na literatura
actuarial por graduagS.o. Em termos gerais, a graduagS.o compreende o conjunto de

principios e m6todos mediante os quais um conjunto de probabilidades brutas 6 ajus-

tado de modo a fornecer uma base adequada, quer para a realizagSo de infer6ncia es-

tatfstica, quer para a realiza4So de cri.lculos aplicados (e.g., para a construgSo de tdbuas

de mortalidade).

Na literatura actuarial (veja-se, e.g., Benjamin e Pollard (1980)), os m6todos de

graduagSo sd,o habitualmente classificados em m6todos de ajustamento gr6fico, m6todos

de natureza param6trica e m6todos ditos n5,o-param6tricos. Neste capftulo, centramos

a nossa atengSo exclusivamente nos m6todos param6tricos.
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3.2. CaracterizaqS,o do problema

Os m6todos param6tricos de graduagS,o baseiam-se no pressuposto de que as estatfs-

ticas de mortalidade podem ser expressas sob a forma de uma fungS.o analftica da idade

do indivfduo e de um conjunto restrito de par6,metros. Estes pard,metros s6o apura-

dos com base nas estimativas brutas, calculadas a partir dos dados disponfveis, usando

procedimentos estatfsticos formais. Em suma, a abordagem param6trica resume toda a

informa,gSo disponivel sobre o fen6meno num conjunto limitado de pardmetros.

Este capftulo estd, organizado da seguinte forma. Na SecASo 3.2, efectuamos uma

primeira caracteriza,gS,o do problema de graduagS,o, delimitando claramente o modelo

probabilfstico adequado d, estima4S,o dos indicadores de mortalidade (quocientes ou

taxas instantdneas) e d realizagSo de infer6ncia estatfstica, e precisando os conceitos

de populagS,o alvo e de exposigeo ao risco. Na SecA6,o 3.3, caracterizamos formalmente a

abordagem param6trica e discutimos a aplica,qSo de diferentes crit6rios de optimiza4Sa

na obtengS,o de estimativas para os pardmetros do modelo. Em particular, descreve

mos a aplica46o dos m6todos de mrlxima verosimilhanga, do mfnimo chiquadrado e o

dos mfnimos quadrados em problemas de graduag6.o. Na SecASo 3.4, examinarnos a

metodologia desenvolvida pelo Continuous Mortality Inuestigation Bureau do Instituto
e da Faculdade de Actudrios de Londres para graduar indicadores de mortalidade. Esta

metodologia amplia os tradicionais modelos de Gompertz e Makeham, e a sua flexibil-
idade torna-a facilmente compatfvel com a utilizagSo de modelos lineares generalizados

na construgSo, quer de tri,buas contempor6,neas, quer de tribuas prospectivas. Na SecASo

3.5, fornecemos uma breve introdugdo aos modelos Iineares generalizados e discutimos a

sua aplicagdo em problemas de graduagS,o. Em particular, destacamos o facto de estes

modelos facultarem um tratamento uniflcado de um conjunto de distribuig6es de proba-

bilidade (inclufdas na chamada famflia exponencial natural) habitualmente usadas para

modelar a mortalidade, investigamos a sua aplicagSo nos casos em que o previsor 6linear
e nos ca.sos em que este 6 nd,o-linear, e estudamos a denominada abordagem dual. Na

SecgSo 3.6, analisamos em detalhe o modelo param6trico assente nas leis de mortalidade

de Heligman-Pollard. Por rlltimo, na SecAS,o 3.7 consideramos a utilizagSo de um con-

junto de indicadores estatfsticos para aferir a qualidade de ajustamento proporcionada

pelos m6todos param6tricos.

3.2 CaracterizagSo do problema

A graduaEio de dados de mortalidade por interm6dio de m6todos param6tricos inicia-se

com a definig5,o da populagSo alvo e com a delimitagdo do perfodo temporal do estudo.

Regra geral, assume-se que a populagio sob observaqS,o 6 homogenea, excepto no que se
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3.2. CxacterizaqSo do problema

refere d, idade dos indivfduos, ao seu sexo, d duragdo das apdlices ou, nalguns casos, d

presenqa de determinados factores de risco especfficos.

Posto isto, para estimar g, devemos observar os indivrduos desde a idade r at6 A

idade z * 1, procedendo ao registo do nfmero de 6bitos (e outras caracterfsticas rele.

vantes), subdividindo-os, regra geral, por idade mais pr6xima do aniversririo. Se todas

as observag6es forem completas, entendendo-se por tal que foram seguidas desde o inicio
do estudo (idade r) atb ao fim do perfodo de anrilise (idade r * 1), a aniilise simplifica-se

bastante. Contudo, nos estudos em que o objecto 6 uma populaqdo de pessoas seguras,

existe a possibilidade real de se registarem entradas ou saidas do grupo sob observa46.o,

ou at6 mesmo a perda de informagdo sobre um individuo, antes da sua morte.

Designemos por u *t,i a idade em que o i6"i*o indivfduo 6 inclufdo no estudo e por
r*s,i aidade emeste6retirado do mesmo, com 0 lti ( s6 ( 1. Nestesentido, otempo
de perman6ncia de cada elemento na amostra 6 dado por (s1 - tt), enquanto a soma

E,:(s1-tr)+ (sz-tz) +...+ (tn-tn) define aerposigd,o totaldosn indivfduos.

Denotemos por D, a vari6vel aleatdria que representa o nfmero de 6bitos e por d,
o seu nfmero efectivamente observado. Seja .I o conjunto de subfndices correspondente

aos indivfduos que acabam por falecer. Para estimar qr a partir dos dados observados,

dispomos de diferentes alternativas.

1. A primeira consiste em igualar os 6bitos esperados aos sens valores observados. O

valor esperado de D, 6 dado por

Dr-rnrr*,n - f t-sier*s;t
i:t i#r

(3.2.1)

onde 1-4qs*h (i.-srer+";) denota a probabilidade de um indivrduo com idade z*tl
(r * s1) ndo alcangar a idade x + L.L

Se recorrermos d hip6tese de Balducci (2.2.28) para idades fraccionadast r-uQa*u :
(1 - ")qr, 

e considerarmos que E* pode expressa,r-se da seguinte forma

E, : [(t -tr) - (1 -rr)] + l0-til - (1 - rz)l +...+[(1 -t") - (1 -r")]
nn: If, -t)-Irr-si),

i:l i:l
lNote-se que somando todas as probabilidades L-ttea+ti obterfamos a durag6o de vida total na even-

tualidade de observarmos todos os 6bitos. Como os dados s5o incompletos, a este valor 6 necessd,rio
subtrair o tempo de exposigSo contabilizado a mais relativo aos individuos para os quais n6o 6 possfvel
observar o dbito, ou seja, a soma das probabilidades de que estes n5o alcangardo a idade r * 1, depois
de terem atingido a * s; (r-";gr+"i) .
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Carantefizaq o do problema

a expressSo (3.2.1) d5 lugar a

I,,
i=1

-tt)q,-t(1-s1)q,:
. ier

"(L(1-r,) -L,u(r-",))

"(*G-tt).8(1 -,,) -f (1 -",) -8,,-",))

*(r.* 
E(, -,,))

pelo que
/\

D,:er(r-*Ifr-rn)).
\Ei/

Igualando os 6bitos esperados aos valores observados, obtemos o estimador cldssico

du q,
d,

Q,-
E, +D(1- 

"r)ieI

(3.2.2)

O denominador da expressS,o (3.2.2) define o nfmero de indivfduos inic,ialmente

eryostos ao risco. Se admitirmos, por hip6tese, que os 6bitos ocorrem aproxi-
madamente a meio do intervalo (*,*+ 1], i.e., A. idade *++, o ndmero de expostos

inicialmente 6 estimado por
p- + *a.

O sfmbolo E, designa o nfmero de indivfduos erpostos centralmente ao risco. Con-
forme verifi.caremos em seguida, a definigSes alternativas do conceito de exposigS,o

ao risco correspondem, naturalmente, estimativas distintas para os indicadores de

mortalidade e, e pr. Regra geral, assume-se que o estimador (3.2.2) 6 adequado

apenas nos casos em que o nfmero de observagSes 6 significativo. No pressuposto

de que as hip6teses usadas para o derivar s5o adequadas, demonstra-se igualmente
que o estimador 6 nd,o enviesado (London, 1997).

2. Um m6todo alternativo consiste, como vimos no capftulo anterior, em admitir
que a forga de mortalidade 6 constante em cada intervalo unitririo. Designemos

simplesmente por pt o valor constante de pr+u (u e [0,1]). Neste caso, o nfmero

(3.2.3)
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esperado de 6bitos 6 dado por IE lDr) : E*pr.Igualando de novo os valores de d,
eW[Drl, obt6m-se um estimador para a forga de mortalidade

(3.2.4)

com base no qual e na hip6tese (2.2.30), 6 possfvel derivar uma estimativa para o
quociente g,

(3.2.5)

Na realidade, tanto D, como E, sd,o varidveis aleatdrias. Apesar disso, e por raz6es
de conveniOncia, a quantidade ,8, 6 muitas vezes tratada como nd,o aleatdria, sendo o
seu valor estimado com base nas estatfsticas disponfveis.

3.2.1 Estimagio dos quocientes de mortalidade

Considere-se um conjunto E, de indivfduos expostos inicialmente ao risco. Admitamos
que a probabilidade de morte no intervalo de tempo unitrlrio (*o) Q definida por gc, e
que o 6bito ou sobreviv6ncia de cada um dos indivfduos desta populagio 6 independente
do 6bito ou sobreviv6ncia dos restantes.

Neste caso, 6 apropriado considerar que Dr, a varid,vel aleat6ria que representa o
nfmero de 6bitos que ocorrem durante o ano, segue uma distribuiqio Binomial com
pardmetros E, e Qr. Nesse caso, a probabilidade de se registarem d, 6bitos 6 dada por

P(D,-d*): t_ (3.2.6)

com valor esperado M(D") : EtQo e varidncia Var (D") : Ereo (1 - qr) .

Apesar de o valor de q, ser desconhecido, sabemos que, de um total de E, indivfduos
expostos ao risco, d, falecem, donde se infere que E, - d, sobrevivem. O primeiro factor
em (3.2.6) n6o depende de qr, pelo que podemos simplificar a expressdo e descrever a
fungS,o de verosimilhanga de d, em termos de qr, L(q*), onde

L(q,):ql'O-q,)E'-il

ou, mediante a correspondente transformag6o logarftmica L*(qr) :lnL(qr),

t*(q") : d,ln(q,) + (o, - d,)ln (L - q") .

^d,Pt: flt

Q,: L- exp (-ir,)- 1 - *, (-#)

q* (1 - Q,)E'-d'
E,

E, i)dr)d,l ((

57

(3.2.7)



3.2. Camcterizaq o do problema

Da maximizagdo de (3.2.7), obt6m-se o seguinte estimador de md,:rima verosimilhanga
d" q,

, -d,9t-Tt
Eir

(3.2.8)

cujas propriedades de nd,o-enviesamento e consist6ncia s6o bem conhecidas. De facto,
demonstra-se que o valor esperado e a varidncia de ri, sdo dados por IE [dr] : g, e por
Var [ri,] : e, (L - e,) f 8,, respectivamente.

Nos casos em que o ntmero de 6bitos observado 6 suficientemente grande relativa-
mente ao nfmero de indivfduos expostos ao risco podemos, recorrendo d, aproxima46o
da distribuigSo Binomial pela distribuigSo Normal, derivar uma solugSo apropriada para
os intervalos de confianga das estimativas dos pardmetros. Com efeito, nestas condigdes
o intervalo de confianga para q, a (L - 2o) .L00% 6 aproximado por

onde zo denota o quantil de ordem (1 - ") da distribuigd,o Normal padronizada.

Nos casos em que d, 6 muito pequeno relativamente a Er, a aproximagdo n6o 6

adequada, sendo por isso necessiirio recorrer as propriedades da distribuigS,o Binomial
para obter um intervalo de confianga exacto, qr;f < q* l q}"p , i.e.,2

Ea

s}"r tar que E ffiGr')- (, - nr') 
u'-o 

- o, d, ) 0
k:d,
d" 

'.rrqi"P tal \- t)tique 
}ffi)r(qi*)ft 

(1 - d'o)E -o - o, d, 1 8,.

Note que qllf :0 quando d* : O,e que q|"p : 1 no caso em que d, - Ea. As solug6es
para estas equag6es podem ser obtidas recorrendo a m6todos iterativos de aproxima4So
sucessiva.

3.2.2 EstimagS.o da taxa de mortalidade instantdnea

Considere-se um grupo de E, indivfduos observados entre as idades n e x*L. Admitamos
que os eventos (6bito ou sobreviv6ncia) dos individuos sdo independentes entre si, e que a

forga de mortalidade 6 constante no perfodo de observagS.o. A quantidade.E, representa,
neste caso, o nfmero de expostos centralmente ao risco. Nestas condig6es, a variri,vel

2Para mais detalhes veja, por exemplo, Forfar ef al. (1g88).
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CaracterizagSo do problema

aleat6ria D, segue uma distribuigS,o de Poisson com m6dia e variAncia p,rE, (BrilLinger,
1986). A probabilidade de ocorrerem d, 6bitos 6 dada por

(3.2.e)

Se ignorarmos os termos que n6,o incluem F, em (3.2.9), e aplicarmos novarnente a

transformagSo logarftmica obtemos a seguinte fungio de log-verosimilhanqa

L. (pr) : -ltrD, * d"ln(p,)

Da maximizagS"o desta fungdo, obt6m-se o seguinte estimador de mdxima verosimi-
Ihanga de p,

P(O, - d*)- exp (-t ,8,)W

V" 
- " (h)'''' tu* * zo (k)'''

^d,Fr: 1
cujas propriedades de n5o-enviesamento e consist6ncia est6o, de novo, asseguradas.

Com efeito, prova-se que o valor esperado e a variAncia de fu, s6o dados, respectiva-
mente, por iE [ir) : pr e pff Var [1-rr] : pr/E*. Se o mimero de 6bitos for razoavelmente
grande, podemos assumir que D, segue uma distribuigSo Normal com m6dia e vari6,ncia
p*E* e derivar o seguinte intervalo de confianga para p,* a (L - 2o) . I00%

(3.2.10)

De forma an:i,loga ao referido a prop6sito da estimagd,o de qr, quando a aproximaqdo
nd,o 6 adequada torna-se necessdrio recorrer ds propriedades da distribuigdo de Poisson
para derivar um intervalo de confianga exacto, pff < p, ( ;,r.]'P, onde

pl'r tal que i "*o (-ut:'e,) @# : o, d* ) o
k:d.

P tal que i"*, ?tToE*)W-: o, d, 18,
&:0

Note que p|t :0 quando d* :0, 
" 

q,ru p}"p : 1 no caso em que d, - Er.

3.2.3 DistribuigSo da exposigSo ao risco

Sem prejufzo dos casos anteriores, 6 possfvel tratar D, como uma quantidade n6o
aleat6ria fixando o seu valor a partir do mimero de 6bitos observados dr, assumindo,
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em contrapartida, que Eo segue uma distribuigdo Gamma com parfi,metros e : Da e

fr : pr Esta interpretagS,o alternativa 6 sugerida por Gerber (1gg5) e utilizada por
Renshaw e Haberman (1996) e Renshaw et al. (1997) no contexto dos modelos lineares
generalizados, que analisaremos mais adiante.

Admitindo que os n indivfduos sob observagdo sdo independentes, a fung6o de verosi-
milhanga das observa4Ses 6 dada por

ff &,*", s;-t;Px{ti' l7"n-rrp,+rn.
ieI

Se retomarmos a hipdtese de que a forga de mortalidade 6 constante em cada intervalo
de tempo unitririo, donde resulta sec : 1 - exp (- pr"), 6 possfvel simplicar esta equaqdo
para dar lugar a

i4r

0")o, exp(-p,,E*),

expressSo esta que 6 maximizada no ponto fur: Dr/Er.

(3.2.11)

3.3 Estimagdo dos parametros

A representagSo da mortalidade por interm6dio de leis de mortalidade atraiu, como
vimos no capftulo 2, a atengS,o de actuiirios, dem6grafos e acad6micos de outras dreas
ao longo dos riltimos tr0s s6culos.

Os m6todos param6tricos baseiam-se no pressuposto de que os quocientes d.e morta-
lidade g, (ou outras estatisticas de mortalidade apropriadas) podem ser expressos sob a
forma de uma fungio f @;e) da idade z e de um conjunto (limitado) 0 : (01,02,...,0rr),
de par6,metros desconhecidos. Estes pardmetros s6o derivados a partir das estimativas
brutas 8: {Qr, fr : fimint. . . , z**}, calculadas com base nas estatfsticas de mortalidade
e de populagS,o exposta ao risco disponfveis. Se representarmos por 0 o estimador de 0,
os m6todos param6tricos de graduagd.o consistem em substituir a s6rie Q po,

Qsra - {Q|r'" : f@;0), z : zminr. ..,0*o}.

Daqui resulta que toda a informagS,o disponfvel 6 resumida num conjunto restrito
de pardmetros. Conforme salientii,mos no capftulo anterior, s6,o inrimeros os m6todos
param6tricos propostos na literatura.3 Podemos, por exemplo, recorrer a uma das muitas

sDeve registar-se que as t6cnicas de graduag6o descritas neste ponto para alisamento dos dados de
mortalidade n5,o s5,o exclusivas do campo actuarial, sendo largamente utilizadas em ii,reas tdo distintas
como a economia, as finangas, a biologia ou a f(sica.
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3.3. M6todos param6tricos

leis de mortalidade ali descritas. Na medida em que o modelo param6trico seja bem es-

colhido, i.e., na medida em que este descreva adequadamente a mortalidade da populagS,o

considerada, a abordagem param6trica apresenta, como realgdmos no capitulo anterior,
um conjunto de atractivos face a metodologias alternativas. A selecgS,o de um modelo
desajustado tem, pelo contr6rio, consequ6ncias bastantes nefastas e pode conduzir a

resultados desastrosos.

O procedimento de gradua46o mediante m6todos param6tricos 6 balizado por dois

objectivos nucleares. Em primeiro lugar, a necessidade de conseguir uma boa qualidade

de ajustamento (goodness of fit) entre a s6rie Qn'o . as estimativas brutas 0. Em
segundo, a procura de uma certa regularidade ou alisamento (smooth,ness) para a s6rie

Q*" * longo de todo o espectro de idades que comp6em o arco da vida humana.4

Estes dois objectivos colidem, de certa forma, entre si. Com efeito, a obtengS.o de uma
boa qualidade de ajustamento pode requerer um mlmero significativo de pardmetros, um
requisito que pode comprometer a regularidade das estimativas. Neste sentido, e como

salienta Keyfitz (1982), na implementagdo desta abordagem 6 necessiirio encontrar um
equilfbrio entre o ntmero de par6,metros do modelo e a bondade do ajustamento.5

Pa.ra estimar o valor dos pardmetros da fungdo f (";0), sdo considerados distintos
crit6rios de optimizagS,o. Entre os principais, descrevemos nesta secg6o o m6todo de

mdxima verosimilhanga, o m6todo do mfnimo X2 e o m6todo dos mfnimos quadrados.

3.3.1 M6todo de mrixima verosimilhanga

Este procedimento baseia-se na determinagdo do vector de par6,metros 0 que maximiza
a fung5o de verosimilhanga de d, no intervalo de idades r € [z*irr, u*o] , e serd natural-
mente distinto no caso de estarmos perante a graduagSo de g, ou de p*.

aEsta regularidade 6 uma caracterfstica muito valorizada no campo actuarial, entre outras raz6es pelo
facto de se traduzir, regra geral, em pr6mios de seguros que apresentam uma progressS.o "razodvel" com
a idade do beneficiririo da ap6lice.

5Muitos estudos de graduagSo demogrdfica enfatizam demasiado a qualidade do ajustamento sem
considerar convenientemente a estabilidade estatistica dos pardmetros (i.e., sem ter em conta os desvios-
padrio e as correlag6es entre os pardmetros, a correcta especificaqdo dos erros, ou de uma fungio de
perda, etc.). Associado a este enfoque, surge muitas vezes o problema da sobreparametrizagSo do modelo,
posto em evid6ncia, por exemplo, nos casos em que se observam desvios-padr6o demasiado grandes para
forneeer significAncia estatfstica aos pardmetros, correlag6es elevadas entre os par6,metros e dificuldades
em fazer convergir as rotinas iterativas usadas para estimar os modelos ndo lineares. Acresce que a
sobreparametrizagSo tem implicaq6es prdticas sobre a t6cnica de graduagSo, em particular em termos de
comparagSo das s6ries temporais dos pardmetros no tempo, e na elaboragSo de projecg6es demogrdficas.
Neste fltimo caso, a verificagSo de flutuagSes err6ticas irregulares nos pardmetros dificulta a elaboragd,o
de previs5es. Existe, com efeito, uma forte relagSo entre a sobreparametrizagSo e a instabilidade nos
parAmetros ao longo do tempo, pelo que do ponto de vista estatistico s6,o muitas vezes preferidos os
modelos analfticos parsimonosos (com um reduzido mimero de pardmetros), ainda que isso implique o
sacriffcio de alguma qualidade de ajustamento.
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GraduagSo d" q,

No caso da graduagS.o de qr, a distribuigS.o da variiivel aleat6ria nfmero de dbitos D,
pode ser descrita por D, - Bin(Er,q*(9)), onde E, denota os indivfduos expostos

inicialmente ao risco e Bi.n(N,q) define a distribuigS,o Binomial com pard,metros N e g.

Seja

Qa: eo(0) : f(r;0),

onde /(r;0) representa uma determinada fungSo param6trica.

Admitamos que os valores de d, e E, sda conhecidos no intervalo c € [r-ir, r,oo] ,

e que d"/8" denota o quociente de mortalidade bruto. A fungdo de verosimilhanga

(desprezando os termos constantes) 6 definida por

Maximizar ,C (d) equivale a maximizar o seu logaritmo L. (0) : ln L (0) , pelo que asi

estimativas do modelo s5,o derivadas resolvendo o seguinte problema de optimiza4So

{d,,Lnlq, (0)l + (8, - d,,)tn| - q*(a)f }} . (3.3.2)

smu

L(0): 
-fl 

"*, (-E,p*rrrW,
c:0oin

enquanto que o seu logaritmo 6 dado por

L (o) a II lq" @)1il IL - q, (o)18,-a, .

&-*min

fimax

lnL(g) : t l-E,p* (0) + d,ln(E*pt* (0)) -ln(d,!)l .

&-&mln

(3.3.1)

(3.3.3)

( 
'^u0:arlp*{L.(o)x fa ( x:zmin

GraduagSo de p,

No caso da graduagda de p,r, a distribuig6o da variii,vel aleat6ria D, pode ser descrita
por D, -Po'isson(prEr), onde E, representa agora os expostos centralmente ao risco

e ?oisson (,\) define a distribuigio de Poisson com pard,metro ,\. Seja

Fr:ttrr(0):f(r;O),

onde /(r;0) denota, uma vez mais, um determinado modelo param6trico. A fungSo de

verosimilhanga correspondente 6 expressa por
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3.3. EstimagSo dos pard,metros

Como d* e E, ndo dependem de 0, as estimativas do modelo sio derivadas resolvendo

o seguinte problema de optimizagSo

(3.3.4)

3.3.2 M6todo do mfnimo Chi-Quadrado

A tradicional estatfstica X2 mede, neste contexto, a discrepd,ncia entre os 6bitos observa-

dos e o seu valor esperado, no pressuposto de que o modelo probabilfstico seleccionado

para estimar as medidas ea e Fo 6 adequado. Em termos prd.ticos, o m6todo assenta

na estimagdo do vector de pardmetros 0 que minimiza o desvio global entre os valores

observados e os valores produzidos pelo modelo f (r;0).

Graduagdo d" q*

Neste caso, o ntlmero de dbitos na idade u segue uma distribuigdo Binomial com m6dia

E,q, (0) e variA,ncia E,q, (0) (L - q" (0)). O desuio relati,uo a cada idade o, 2,, 6 definido
por

(3.3.5)

onde q, (0) : f (r;0) e z, segue aproximadamente uma distribuigdo Normal padronizada,

i.e., z, - Nor(g,L).
Representemos por X2 @) a estatfstica

0 : u's-* 
{,H," 

[-8,F,(0) + d*ln(E*1t'*(a))r]

lmqI ld., - E,q, (0)12
(3.3.6)

,?,^ E*q" (0) (t - q, (0))'

O seu valor segue (aproximadamente) uma distribuigdo de Chi-quadrado com

[(r'""*-rmin+1)-p-n]grausdeliberdade,onde(rrrur*-zmin*L)denotaonfmero
de idades objecto de graduagS,o, p simboliza o mimero de pardmetros da fung6,o f (x;0) e

n fia.d:uz o nrlmero de restrig6es impostas aos par6,metros, caso existam. As estimativas
dos pardmetros produzidas por este m6todo correspondem aos valores 0 que minimizam

x2 @), i.e., a 0 : argrmin {x2 (0)) .6

6Alguns estudos sobre o comportamento da mortalidade da populagS,o segura baseiam-se em dados
sobre o nfmero de apdlices e n6o em dados sobre o nrimero de indivfduos expostos ao risco. Nestes
casos, torna-se necess6rio introduzir uma correcgSo no cdlculo da estatfstica y2 @) ae modo a considerar
o chamado efeito de sobredispersd,o, ou seja, a possibilidade de um indivfduo deter duas ou mais apdlices.

x2@): t 4:
&-&mln
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3.3. EstimagS,o dos pardmetros

GraduagSo de p,

Neste caso, o nfmero de 6bitos na idade u segue uma distribuigSo de Poisson com m6dia

e varidncia iguais a Erp, (0). O desvio relativo a cada idade r, zr, 6 definido por

- _dr-E*p,(0)
"" - tu;;;a)\w 

,

rmax 
S ldr-Erp,r(o)1z

x2 (q: t ,3: / E_u_(o\
&-&mtn --&mln

(3.3.7)

onde p, (0): f(r;0) e 2,6 aproximado por Nor(0,1). A estattsticay2 (g) correspon-

dente 6 definida pela equagS,o

(3.3.8)

Na aus€ncia de duplicidades, as estimativas dos pard,metros geradas pelo m6todo s6o

novamente os valores g que resolvem o problema de optimizagS,o 0: arg-min {X'(q) le-
Seja r" o "r6cio de varidncia" na idade r, definido por

Di2f:
'' - +ot|

onde fl (i: L,2,...) denota a proporgS.o de indivfduos na idade c que det6m um total de i ap6lices de
seguro, com !n fl = L. Nos casos em que se registam duplicidades (i.e., para r, ) 1), o valor esperado
da distribuigS,o mant6m-se inalterado mas a variSncia 6 incrementada pelo faetor rr, i.e., Var (D.) :
r.E,e, (0) (1 - S.(0)). Em consequ€ncia, a definig6o apropriada da estatistica X2 @) a usar neste caso
6 dada por

x2(q:.'E^,r:,:H"ffi
?Quando existem duplicidades na amostra, a vari6vel d, representa o ndmero de ap6lices activadas

na idade s durante o periodo de observagS,o, enquanto E, denota os expostos centralmente ao risco
calculados a partir do nfmero de ap6lices. Neste caso, 6 possivel escrever, d,:D;.i\L, onde 4| denota
o nrimero de individuos que falecem na idade r e det6m um total de i apdlices. De forma similar,
podemos escrever E, = Dti{}, onde {} representa os expostos centralmente ao risco calculados com
base no ndmero de vidas, associados aos casos em que o segurado det6m um total de i ap6lices. A
semelhanga do referido anteriormente para a graduagSo de q,, demonstra-se (Forfar et aL, 1988) que a
presenga de duplicidades n6,o altera o valor esperado da distribuigSo mas modifica a respectiva varidncia,
i.e., Var (D,) : r.E,F, (d) , onde

\*eL,-:-
\oe"'

Na presenga de duplicidades, os par6,metros 0 s6,o determinados pela minimizagSo da estatistica

cmax omax

x2(o): L rZ: t
O:Omin C:Cmin

ld, - 8.p.,(0)12
,rE.p, (0)
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3.3. Estimagio dos pardmetros

3.3.3 M6todo dos mfnimos quadrados

A aplica{S,o do tradicional m6todo dos mlnimos quadrados em problemas de graduaq6o
envolve a minimizagS,o da soma dos desvios (quadr6ticos) entre os valores brutos obser-
vados 0 " 

o. valores ajustados pelo modelo param6trico f(x;g). Em termos formais, a
estimativa dos pardmetros 6 o resultado do problema de optimiza.gdo

(3.3.e)

A estimativa gerada pelo m6todo dos mfnimos quadrados (nao ponderados) sd pode
considerar-se adequada nos casos em que os {, apresentam identica vari6ncia ao longo
de todo o intervalo de idades em and,lise, uma caracteristica que ndo 6 confirmada pelos
estudos empfricos. De facto, na maioria dos casos a vari6,ncia oscila com a idade, pelo
que 6 desej6vel que a curva graduada atribua maior importdncia (relativa) ds idades com
menor variabilidade.

A solugdo encontrada passa pela utiliza,g6o do m6todo dos mfnimos quadrados pon-
derados, i.e., pela resolugdo do seguinte problema de optimiza46o

(3.3.10)

onde os ponderadores u.r, s5,o, regra geral, expressos por um valor inversamente propor-
cional d varidncia do estimador.s

3.3.4 Escolha do m6todo de estimagdo

A opg5,o por um destes tr€s m6todos de estimagSo depende, essencialmente, de crit6rios
de natureza pessoal ou computacional porquanto, como veremos em seguida, os m6tod.os
proporcionam resultados muito semelhantes. O m6todo de mdxima verosimilhanga apre
senta, no entanto, uma vantagem face aos seus concorrentes, pelo facto de proporcionar
uma estimativa da maftiz de variAncias-covari6,ncias dos pardmetros do modelo.

Quando o nfmero de indivfduos expostos ao risco 6 grande em todas as idades, a
aproximagdo Normal d, distribuigS,o Binomial de q, pode ser usada. Nesse caso, a funq6o

sPor exemplo, no caso da graduagdo de q, a sua varidncia 6 dada por q,(1 -s)/8". Na prd,tica,
colno Qc assume valores relativamente pequenos, a variS,ncia pode ser aproximada simpiesmente po, 4.

o: ar*rmin 
{,H" G* - l@;r)),}

( '^u* 'l
0 : arsmin{ t w,(Q, - I@,q)rl,o l,1^ " 

)
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3.3. M6todos param6tricos

de verosimilhanga para dr 6 dada por

zmuL(o):.H, *,{+(ffi)},(3811)
onde g, : ar(0). A correspondente transformagS,o logarftmica L* (0) :InL(0) 6 dada

Por 
, ,mu (

L.(o):-;-; 
{r^t^.8,e,(1 -q,)) .ml

&-&mln \ ,,

Se omitirmos os termos que ndo dependem de d, obtemos

L. (o) : -;,_E-" {r r, 
(1 - q,)l - m}

Forfar et al. (L988) sustentam que o primeiro termo entre par6ntesis 6 menos sensfvel

a mudangas nos pardmetros d do que o segundo, pelo menos na vizinhanga da solugSo

6ptima. Deste modo, uma boa aproximaqSo pode ser conseguida desprezando o termo
ln [q" (1 - qr)] e ma>rimizando

L**(o):-;,H" {ffi}:-;*"' (8312)

Demonstra-se, assim, que 6 possivel reduzir a maximizagSo da log-verosimilhanga a

uma (aproximadamente equivalente) minimiza4S,o do Chi-quadrado.

Por outro lado, se admitirmos que a varidncia do ndmero de 6bitos pode ser aproxi-

mada por Erqr, a fungio de verosimilhanga a maximizar resume-se a

L(o):,:{",;ffi-,*,{ ;(W)}, (as1s)

onde q, : Ar(0).
Aplicando a transformagS,o logarftmica e invocando novamente os argumentos atrds

enunciados, a fung6,o a maximizar serd,

, ,t{ | @, _ s,q,)r\L.(o):_;-_L," \tr|,
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3.4. Metodologia do CMIB

L**(0): 
,=,q" {-#}
,:E*{lryl'#*}
,H, {rx-,,)', *}
.F*" Hl*-,,(,)1 ,

com qr(o) : f@;e). Em suma, a an:ilise permite concluir que a ma><imizag6o da
verosimilhanga pode ser reduzida a uma (aproximadamente equivalente) minimizagio
dos desvios quadrdticos ponderados.

3.4 Metodologia do CMIB

Nesta secgSo, analisamos a metodologia usada pelo Continuous Mortality Investigation
Bureau (CMIB)9 para graduar indicadores de mortalidade. O interesse especial dedi-
cado a esta abordagem, descrita em detalhe em Forfal et at. (1g88), 6 justificado por tr6s
ordens de raz6es. Em primeiro lugar, ela constitui uma generalizaqdo dos tradicionais
modelos de Gompertz e de Makeham, ainda hoje bastante populares nalgumas apli-
cag6es' Em segundo lugar, ela pode ser facilmente incorporada na gradua46o mediante
modelos lineares generalizados, conforme teremos oportunidade de verificar na Secq6o
3'5' Por fim, a metodologia do CMIB afirmou-se como um ponto de partida chave para
o desenvolvimento de modelos dindmicos, um tema que analisaremos em detalhe no
capitulo 6.

Considere-se um conjunto de idades consecutivas, observ6veis em intervalos de tempo
inteiros, e as respectivas s6ries {Er} " {dr}, relativas d idade r. Admite-se igualmente
que na'o existem duplicidades, ou seja, a investigagdo recolhe dados sobre pessoas seguras
e ap6lices de forma a que a cada indivfduo corresponde uma rlnica ap6lice, de modo a

eO Continuous Mortality Investigation Bureau (CMIB), do Instituto e da Faculdade de Actud,rios de
Londres, 

-tem 
a sua origem em L924, quando se inicia o processo de recolha sistem6tica de estatisticas

demogrrificas (mortalidade e morbilidade) sobre as pessoas cobertas por contratos de seguro de longoprazo' O CMIB tem a seu cargo a elaboragSo de t6buas de mortalidaie standard pr,r. ,r.J na indristria
seguredora, cobrindo os principais tipos de seguros do ramo vida: beneficidrios de rendas vitalicias,
pensionistas e seguros de saride.

o que, em alternativa, equivale aproximadamente a minimizar

(3.3.14)
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3.4. Metodologia do CMIB

que os 6bitos sejam independentes. Como vimos nas secg6es precedentes, a presenga

de duplicidades n6o afecta o valor esperado das distribuig6es Binomial e de Poisson

normalmente utilizadas na graduaqdo, mas influ6ncia a sua varidncia, pelo que nestes
casos 6 necessd,rio introduzir um pardmetro de sobredispersdo.

Para efectuar a graduag5,o, o CMIB recorre a uma famflia de fung6es param6tricas,
denominadas de Gompertz-Makeham de tipo (r, s) , GM (r, 

") , 
definidas por

GM['" (r) : i airi * "-, 
(Duj,r) 

,

i:o \i:o /

onde r e s a^ssumem valores inteiros nd,o negativos (a possibilidade de ambos assumirem
o valor zero 6 exclufda) e0: (ao,...tdr-:i9o,...,0"-r) 6 um vector de pardmetros. Os
modelos do tipo GM (r,s) incluem, como casos particulares, algumas das principais leis

de mortalidade apresentadas no capftulo anterior. Por exemplo, 6 facil de verificar que

o GM (0, Z) -- Lei de Gompertz

o GM (t,2) --- Lei de Makeham

o GM (2,2) -- 2" Lei de Makeham

Note-se ainda que a equagio (3.4.1) deve ser interpretada com a convengS,o de que,

no caso particular em que r : 0, ela inclui apenas o termo exponencial, e no ca.so em

QUe s :0 a fungSo se resume ao termo polinomial. Nalgumas aplicag6es, resulta conve-

niente definir a seguinte fungSo Logit-Gompertz-Makeham d,e ti,po (r,s) (ou simplesmente
LGM (r,s))

LGM;," (n):

(3.4.1)

(3.4.2)

Dado um vector de pardmetros 0, estimados a partir das estatfsticas observadas, a

metodologia preconizada pelo CMIB sustenta que uma f6rmula do tipo

et o\ Fa - GM;'" (c) ou LGIU$," (r)

proporciona um ajustamento adequado.l0

De acordo com as circunstdncias, o intervalo de valores admissfveis paxa p,o o\ qa

condiciona a opgd,o por uma equagSo do tipo Gompertz-Makeham (GM) ou Logit-

'oModelos do tipo GM (r,s) t€m sido usados pelo CMIB no Reino Unido desde 1990 para graduar a
forEa de mortalidade e construir t6buas de mortalidade contempordneas. Veja-se, por exemplo, CMIB
(1eeo).

68



3.4. Metodologia do CMIB

Gompertz-Makeham (LGM). Com efeito, o intervalo admissfvel para F, d lO,oo], en-

quanto eue go assume valores no intervalo [0,1].
Estas restrig6es tornam a equagSo LGM potencialmente mais adequada para grad-

uar grr, na medida em que esta garante valores no intervalo [0,1], ao passo que, em

determinadas condig5esll, & equagdo GM admite valores no intervalo [0,oo), o que a
torna propfcia A graduagS,o de p,r.r2

A metodologia do CMIB recomenda ainda a utiliza4So de uma base ortogonal para

os polin6mios da equaqS,o GM (r,,s).13 Em particular, sd,o destacadas as potencialidades

oferecidas pelos polin6mios de Chebychetr {Ci (r)}, definidos pelas equag5es

co (r) :
ct (") :

e pela seguinte equagdo de recorr6ncia

C"+r (r) : 2rCn (r) - C.-r (r) (n 2 1) , (3.4.3)

que sdo ortogonais no intervalo [-1, *1] quando 6 adoptada a fungSo ponderadora

w (r) : (L - "')-'/'. Aind,uno mesmo intervalo, quando usamos a fungdo ponderadora
u (r) : 1 obtemos os conhecidos polin6mios de Legendre {Lt (*)} , definidos pelos valores

iniciais

Lo (r) :
Lr@) :

e pela equagio de recorr€ncia

(n * t)L.,,r (z) : (2n + L) rLn (r) - nL"-1(r) (n ) t) . (3.4.4)

llNomeadamente nos casos em que o termo exponencial (de ordem s) da equagSo GM compensa
eventuais elementos negativos na componente polinomial (de ordem r).

t2Salienta.se, contudo, que estas regras n6,o s6o absolutas e servem apenas de refer6ncia.
13A utilizageo de uma base ortogonal permite isolar o impacto sobre o ajustamento que decorre da

adig6o de coeficientes aos polindmios da equagSo GM (r,s) ou LGM (r,s). Com efeito, se adoptarmos
a base natural {L,n,u2,...,r'-'}, os parA.metros do polindmio de grau n, P(r): DLo |iai, qlue
melhor ajustam os dados segundo o crit6rio dos minimos quadrados, ser6o diferentes daqueles que se
obt6m considerando um polindmio de grau n, * 1. Se, em alternativa, us&rmos uma base ortogonal,
P@) : D? o0nCn(r), o polin6mio de grau rz* 1 que melhor ajusta os dados 6 obtido a partir do
polindmio de grau n pela simples adigio de um mfltiplo (0aa1, por exemplo) da (n*1)€"i" fungeo
base.

1

0

1

r
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

Assim, por exemplo

2L2(r)

3tu (r)

4La@)

3xL1(r) - Lo (") : 3r2 - L

5rL2 (r) - 2Lt (r) : SrLz (r) - 2r

7rtu(r) - 3L2@) .

,max + rtmrnCOm?r:- e A:
2

A utilizagSo de polindmios ortogonais requer o rescalonamento das idades no intervalo

[-1,1]. Para tal o CMIB sugere a seguinte transformaqdo

t--fr':
r-u trtJrax _ frmtn

donde decorre a seguinte relagSo r e lr^i",r*o] - r' e [-1, +1].
Se recapitularmos todos estes aspectos, a equaqdo a estimar serii

r_I
P)crw;*r") : E "",(T)i:o

+explnu,r,{=)] , (3.4.5)

onde {pi,i @) : i,i : 0, 1,2...} define a base de polin6mios adoptada e os demais pardmet-

ros t6m o significado habitual ou, em alternativa,

plt ctr4n 1"1 : (3.4.6)

Para estimar os pardmetros do modelo, sio considerados como crit6rios de optimiza-
g5o os m6todos de miixima verosimilhanga e o m6todo do mfnimo Chi-quadrado sendo

certo que, como referimos anteriormente, ambos os crit6rios produzem resultados muito
semelhantes.

3.5 Modelos Lineares Generalizados

Uma boa parte dos modelos usados pelos actu6rios para graduar dados de mortali-
dade pode ser especificada no contexto dos denominados modelos lineares generalizados

(GLMs), uma caracterfstica unificadora explorada por autores como Renshaw (1991),

Haberman e Renshaw (1996) e Verrall (1996), entre outros.

O interesse pelos GLMs 6 facilmente perceptfvel se recordarmos que formulag6es do

tipo GM (r, s) nd.o podem ser estimadas pelos modelos lineares cldssicos, dada a natureza
eminentemente ndo linear das fung5es param6tricas adoptadas. Naquilo que resta desta
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

secgSo, procedemos a uma breve introdugSo aos GLMs, paxa em seguida discutirmos a
sua aplicagd,o na construgSo de tribuas de mortalidade.

3.5.1 Introdugio aos Modelos Lineares Generalizados

Os GLMs constituem uma extensS,o dos modelos lineares para distribuig6es da variSvel de

resposta n6o normais e transformag6es n5o lineares.l4 Em termos gen6ricos, considere-se

um vector de observag6es (response uariables) U : (U : i: L,2,...,n), tratadas como re-

alizaq6es de uma variiivel aleat6ria Y : (Y), independentes e id6nticamente distribufdas

com m6dia mt:E(Y.
O modelo de regressdo linear cliissico fornece uma estimativa do valor esperado da

varirivel de resposta em termos de uma fungio linear de um conjunto limitado de varid,veis

explicativas (predictor uariables) fr L, fr 2, ..., fr p. Formalmente

onde ui 6 um ponderador associado d observa,gS,o i. De maneira equivalente, temos

Y*Nor

Admite-se assim que as observa,g6es Y6, condicionalmente aos valores das variiiveis ex-
plicativas, seguem uma distribuigSo Normal com m6dia E(Ylz) : rrli : ps*4:17irq
e varidncia o2/w,r, e que os termos aleatdrios sdo independentes.

Em alternativa, os GLMs providenciam um m6todo para estimar uma fungio da m&
dia da variiivel de resposta, expressa em termos de uma combinagSo linear das vari6veis

explicativas. Em termos formais,

p

Y: fro+ t g$u * e,i

j:t

e(E( Yl r)) : s (m;) : go *fLn r, : rt (r),

com €i * Nor (0,*) ,

(r.* fu,*.,,*)

(3.5.1)

(3.5.2)
J:L

onde g denota uma fungio de ligagdo (denominada li,nk functi,on) e avaridncia, Var (Y) :
6V (m) fu, compreende uma funE6o de varid,ncia V (rq), um parAmetro de escala

(d > 0) e ponderadores pr6vios r"r. A funqeo finear das vari6veis explicativas, ? (r), C

chamada de previsor linear (li,near predictor).

laPara uma andlise detalhada dos modelos lineares generalizados veja-se, por exemplo, McCullagh e

Nelder (1989) e Lindsey (1997).
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

Em suma, o modelo linear generalizado caracteriza-se por tr6s ingredientes brisicos:

o Uma variSvel de resposta, Y, observada independentemente para valores fixos das

vari iiveis explicativas

o Um conjunto de vari6veis explicativas incorporadas num previsor linear n @) :
0o +D?:r 1pq

o Uma fung5o de ligagdo invertfvel, que relaciona a varidvel de resposta com o pre-

visor linear, g (rni) : q (r) ) m. : g-t (n @))

3.5.2 Farnflia exponencial natural e link can6nico

Admitamos que as observag6es At sda independentes mas nio id6nticamente distriburdas.
A fungdo densidade de probabilidade f (.l?t,d) d" ai provem da famflia exponencial

natural com parAmetro 0i e 6 representada, de forma gen6rica, por

f (ar,otd) :"*p ei@,r*c(r,,*)) a;e s, (3.5.3)

onde S denota o suporte (subconjunto dos nfmeros inteiros N ou dos reais IR), ?ri sim-
boliza um ponderador para cada observaqda, @ representa um par6,metro (constante)
de escala, que expressa a magnitude e importAncia do fen6meno de sobredispersS.o na
amostra e d; denota o chamado parAmetro natural. As fung5es D(.) u c(.) determinam
a lei probabilfstica (Poisson, Normal, Binomial, Gamma,...) particular em an6lise.

Demonstra-se que o valor esperado e a variancia de )! s5o dados, respectivamente,
por (McCullagh e Nelder, 1989)

rni : ts(Y): 
hurto,

var(n) : *#rt@): *rr*nr.
Note-se, em particular, que a fungSo de variAncia depende de duas parcelas: uma

primeira, V(*), correspondente d fungS,o de varidncia, que depende apenas do par6,metro

d (e, portanto, da m6dia rn); uma segunda, que depende unicamente do parametro de
sobredispersSo @ e dos ponderadores r.r.r4.

Os GLMs proporcionam um tratamento estatfstico unificado de um conjunto de

distribuig6es de probabilidade habitualmente usadas para modelar a mortalidade.
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

Como se observa no Quadro 3.5.1, estas distribuig6es possuem uma fungdo de densi-

dade que pode ser encaixada na formulaES,o geral (3.5.3).

Lei de Suporte S
Probabilidade

Densidade de
Probabilidade

0:0(m) b (e)

Bernoulli
Bi,n(l,m)

Poisson

Poi,sson, (m)

Normal

Nor (m,oz)
Gamma

Qam(m1,m2)

*s (L - m)t-a

rlue-*--T-

-+"(-#@-d')o\,/z1t

#*TrAm1-|"(-mze)

tnffi- m(r+ea)

lnm eo

-tr - ln (-0) *,

{0,1}

{0,1,2,...}

]R

R+

0292T

Quadro 3.5.1: Distribuig6es de probabilidade englobadas na famflia exponencial natural

As fungSes de varidncia correspondentes as distribuig6es mencionadas no Quadro
3.5.1 sao sintetizadas no Quadro 3.5.2:

Lei de

Probabilidade

M6dia

m: b' (0)

ffi-=

r+exp

F\rngio de varidncia

V(m) :6rt 191

Varidncia

$V(m) lw6

7tt

m.
7t

6-6
m2

Binomial

Poisson

Normal

Gamma

m: exp9

m:0
m: -Ll1

m(L - m)

nL

1

m2

Quadro 3.5.2: M6dia e varidncia associada ds distribuig5es de probabilidade englobadas

na familia exponencial natural

Cada uma das leis de probabilidade acima enunciadas e pertencentes d famflia expo-

nencial natural possui :uma link funct'ion especffica. Esta fungdo, dita de link can6rico,

6definida por 0 - 4, onde 0 6opardmetrocan6nico. AligagSocan6nica6talque
g (rn") : 0r.. As fung5es candnicas s5,o apresentadas no Quadro 3.5.3. Como se observa,

a lei de Poisson privilegia o link logarftmico, enquanto a lei Binomial adopta o link logit.
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

Lei de Probabilidade F\rngdo de li,nk can6nico

Poisson

Binomial

Normal

Gamma

\:lnm
?:ln(*)

T:m
rl : Llm

Quadro 3.5.3: Fung6es de link can6ruco associadas as principais leis de probabilidade

pertencentes A, famflia exponencial natural

Nos GLM's, as estimativas dos par6metros do previsor linear obt6m-se com base num
procedimento iterativo, usando o m6todo dos mfnimos quadrados ponderados.ls Em
termos formais, os estimadores de miixima verosimilhanga dos pardmetros 00, 0r. . . ,0o
maximizam a seguinte fung5o de log-verosimilhanga

,i:i^u*

l'rr.V(?ls,S) : I,"f @,10*Q)
i:imin
;-;

: =f* s$L--b,(o) 
-n *'-f c(ai,O)

i:imin Q/wt i3^in
;_;

1o-omdxr 
I ,, @fi,i-t(0)){constante,

Q o?_o^^

ou seja, s6o solug6es das equaq5es

- 0, i :0,1,...,P.

Para avaliar a qualidade do ajustamento, i.e., a capacidade do modelo para repre.

sentar os dados observados, McCullagh e Nelder (1989) defendem a utilizaqio de uma
medida de bondade do ajustamento entre os dados observados e os valores ajustados
gerados pelo modelo denominadade (scaled) deu,iance,D(y;rn), cujo valor se obt6m a

partir da expressS,o

D (s; frt) : zL (y; a) - 2L (tu; y) ,, (3.5.4)

onde f (.) : lnV@lAd, rrl: (*t,...,mn), L(A;il representa a log-verosimilhanga

quando os valores observados coincidem com os valores estimados (modelo saturado,
em que existem tantos pardmetros quantas as obervag5es), e L(frr;gl) denota a log-

tuPara mais detalhes sobre o m6todo de estimagSo veja-se, e.g., McCullagh e Nelder (19Sg).
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

verosimilhanga do modelo ajustado fr.. Como L(g; y) nd,o depende do modelo utilizado
e a deuiance mede o desvio entre os valores observados e os estimados, ma:<imizar a
verosimilhanga L(fi,;g) equivale a minimizar D(g;r?r) com respeito a nz, sujeito ds
restrig6es impostas pelo modelo.

O valor deD (y; z?r,) 6 aproximado assint6ticamente por uma distribuigio Chi-quadrado
com (rz - p) graus de liberdade, X?-p, onde p denota o ndmero de para,metros do mode
lo ajustado. A deviance desempenha um papel importante, nd.o tanto como medida
absoluta da qualidade do ajustamento, mas sobretudo pela sua magnitude relativa, per-
mitindo efectuar comparag6es entre os vd,rios modelos analisados. Por exemplo, se qui-
sermos avaliar o impacte resultante da adigS,o de uma varidvel explicativa ao modelo, no
casoemquef/s6omodeloavalidareHlasuacorrespondenteextens6,oefi4erft.los
respectivos valores ajustados, a diferenga

D(y;n i -D(u;nd : lzL(a;d -zL(tu0;y)l-lzL(s;y) -2L(tua;y)l
: 2L (fta; il - 2L (tffro il (J.b.b)

corresponde d estatfstica rricio de verosimilhanga para contrastar I/s vs I{, distribufda
aproximadamente por Xf.

O diagn6stico do modelo pode ainda ser feito com base na and,lise de outras estatfs-
ticas (e.g., estatfstica de Pearson, Pseudo..Rz,...) 

" 
na avaliagio do comportamento dos

resfduos do modelo.16

3.5.3 Modelos Lineares Generalizados e graduageo

A aplica4S,o dos GLMs em problemas de gradu a45.o 6 analisada na literatura actuarial por
Renshaw (1991), Renshaw e Hatzopoulos (1996), Haberman e Renshaw (1996), Verrall
(1996), Delwarde et al. (2004), entre outros. Nesta sec96o, ilustramos a aplicag6o desta
metodologia analisando, em particular, o problema da graduagd,o de qb com base em

santeriormente,oproblemadamodelag6,orequerumequilibrio
entre a qualidade do ajustamento e a sua complexidade, associada ao aumento do nrimero de parametros
a estimar. Uma forma de considerar este potencial trad,e-ofi consiste em recorrer A, estatlstica C, de
Mallows (Venables e Ripley, 2002), definida da seguinte forma

c,: # *2p- n,

onde ,?S,S representa a soma dos quadrados residuais, 62 denota a varid,ncia do erro e p simboliza
novamente o nfmero de parSmetros do modelo. O modelo serii tanto melhor quanto menor for o valor
de Cr, ou seja, a medida de qualidade do ajustamento do modelo (RS^9) 6 penalizada pela compleddade
associada ao mimero de par6metros. Indicadores como o critGrio BIC (Bayesian Inlottnation OAteAon)
e AIC (Akaike Infortnation Criterion) podem igualmente ser usados para este efeito.
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

fung6es do tipo LGM (r, s) sem componente polinomial e considerando a transformagd,o

logit, e o problema da graduagdo de p, adoptando funE6es do tipo GM (r,s), r : 0 e
transformagS,o logarftmica. S5,o ainda abordados alguns casos mais gerais.

GraduagSo d" q,

Consideremos em primeiro lugar o problema da gradua4So de q*.Tal como na SecgSo

3.4, assumimos que a variiivel aleat6ria D, segue uma distribuigSo Binomial com 6bitos
independentes entre si, i.e., D* - B,in(Er,e*).

A expressS,o geral da fungdo de verosimilhanga 6 dada por

L(q) : 
,H" (t)"'- (L - q;E'-d'

smu

o( II uil (t - e,),,-d.
&-&min

( '3s ')

: 
"*p { L [d,log (q") + (E* - d*)log(t - q")] I

l.':-'* r )

: ""r{,F-. [o., (#)*Estog(r-n,)]]

No que respeita 6s li,nk functions, o Quadro 3.5.4 resume as possibilidades sugeridas
por Renshaw (1991):17

F\rng6o link, can6nico F\rng6o inversa

Logit

Log-Log

r,:tos(-") o, : ffi
\*: - los (- los (q,)) 9o : exp (- 

"*p Gril)
Log-Log Complementar T* : lo1 (- log G - q,)) er : L - exp (- 

""p 
(rlr))

Probit ,l* : Q-L (q*) q, : @ (rlr)

Quadro 3.5.4: F\rng6es de link can6nico usadas em problemas de graduagdo

onde O designa a fungd,o de distribuigS.o cumulativa de uma variSvel com distribuigSo
normal padronizada.

A tftulo demonstrativo, analisemos em profundidade a aplicagSo da transformagSo

logit corsiderando um previsor linear do tipo Gompertz-Makeham, i.e., uma fungd,o do
lTRegiste-se, a este propdsito, que na teoria dos GLMs € mais usual a definigSo do link em termos de

E [r,] : E.q-, wa reparametrizag6o trivial que n5o altera a ess6ncia do modelo.

76



3.5. Modelos Lineares Generalizados

tipo LGM(r, s), no caso particular em eu€ r : 0. Em termos formais,

%:LGM(0,s): GM(0,s)
L + GM(O, s)'

Neste caso, o modelo a ajustar 6 definido por

bs(--q"-) : r, : GM(o,r :'f o,*i,"\L-q*) " 
,:o

donde se retira que as probabilidades graduadas s5o calculadas mediante

(3.5.6)

do ajustamento, a medida

(3.5.7)

de bondade adequada (scaled,Para avaliar a qualidade

deur,ance) 6 definida por

0mu
D(y;ril:2 t

&-&min [o'* (X) +(8,-d,)log (m\, (3.5.8)

onde r?1, : g-L (fr) representa os valores ajustados pelo modelo.l8

Graduagdo de pr,

Neste caso, a graduagdo 6 realizada no pressuposto de que o nfmero de 6bitos observado,

dr, 6, modelado em termos de realizag6es independentes de variSveis aleat6rias Poisson

rsPartindo da cld,ssica lei de Gompertz para a forga de mortalidade (i.e., pr: Bc'), Renshaw (1991)
demonstra ainda que 6 possfvel transformar um modelo n6.o linear num modelo linearizrivel, por exemplo
em termos de 9,, recorrendo ao link log-log complementar. Em termos mais especfflcos

?, : log (- log (1 - q,)) : 0o * /fi,
onde c : exp (0r) e B : log (") 

"*p 
(0) I @ - 1). O autor prova, deste modo, que 6 possfvel estimar o

modelo de Gompertz recorrendo a um modelo linear generalizado, envolvendo a distribuigSo Binomial,
li,nk log-log complementar e uma fungE.o linear do tipo GIII (0, 2). Para melhorar a qualidade do ajus-
tamento, o autor sugere ainda a extensdo do modelo mediante a adigSo de termos ao previsor linear, ou
seja, adoptando um modelo do tipo 

s_l
n,:lili*i 

'j:o
com valores graduados determinados por

Q, : L - exp (* exp (r,)) .
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

Dr, condicionadas por E*, o ntmero de expostos centralmente ao risco, i.e.,

D, * Poisson(8,p.*). (3.5.9)

Os elementos necess6rios para implementar o modelo GLM apropriado sdo, neste

caso, dados por

variiivel de resposta {dr}, com mt : E*p, V(*) : rrlct Q: L, ux : L (3.5.10)

ou, de forma equivalente,

variiivel de resposta 
{*}, 

com rrla: 1",, V(m) : rTLa, Q: l, wx: Er. (3.5.11)

Nos casos, jri, mencionados, em que a anrilise da mortalidade da populag6o segura se

baseia em dados sobre o nfmero de ap6lices e existe a possibilidade de um individuo
deter duas ou mais ap6lices, o parAmetro de sobredispersSo Q toma um valor superior d

unidade.

A expressS,o da fungao de verosimilhanga correspondente 6 dada por

E(p): ff W&-rmla

lelo( 
"*p I L (d" log (8,) + d"log(p,*) - E"p)l .

[-r:-r-,, ]

Admitamos agora eue &r 6 graduada usando um previsor linear do tipo GM (0,s) e

li,nk logafitmico, com variiivel de resposta dr, i.e.,

log(rn") \,:Iog(E"p): los (E") + log (/r")
s-1

Los(E,) +Dljni.
j:0

(3.5.12)

Como se observa, neste modelo o previsor linear 6 aumentado de um regressor com

coeficiente conhecido (designado por offset, com valor igual a (+1), log (Er)). Este

procedimento permite a inclusSo do termo respeitante d exposigSo drlog(Er) na fi:nqeo

de verosimilhanqa.
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

Neste caso, os valores graduados s5o estimados mediante

(3.5.13)

A medida de bondade do ajustamento (unscaled, deuiance) adequada 6, neste caso,

definida por

fu, : exP (rl*) :*, (i Or*\
\i:o I

D(u;tu):2 E [o., (*) - (d,.- " ;]
o:omiu

s (y;tu\ :D(a;ff.') .')- d 
I

com par6,metro de escala / estimado por

) D (g; rir)
't)

a: 1 "fl l@- - n;'l\r-u L I n_ l,r:cmin L * 
-l

(3.5.14)

onde fi, : g-L (4r) representa, uma vez mais, os valores ajustados pelo modelo.

Nos casos em que o fendmeno de sobredispersdo estii presente, Renshaw et al. (L996)

prop6em a aferigS,o da qualidade do ajustamento pela denominada scaled deuiance,

definida por

(3.5.15)

ou, em alternativa, por

(3.5.16)

(3.5.17)

onde u representa os graus de liberdade da estimagdo.

3.5.4 Abordagem dual

Renshaw e Haberman (1996) e Renshaw el al. (1997) desenvolvem uma metodologia
alternativa (dual approach), em que assumem que o nfmero de indivrduos expostos cen-

tralmente a,o risco pode ser expresso em termos de realizag6es independentes de varidveis

aleat6rias Gamma, condicionadas pelo correspondente nfmero de 6bitos, ou seja,

E, - Qamma(d*, F) . (3.5.18)

Os elementos necessiirios para implementar o modelo GLM apropriado s6o,

caso, dados por

variilvel de resposta {Er) , com rrlr : Or*, V@) - *?r, Q: L, rtt: dx (g.b.lg)
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

ou, de forma equivalente,

variii,vel de resposta COITI'IfL* : V(*) - m!, Q: L, ux: dt. (3.5.20)

Admitamos novamente gte ltr 6 graduada usando um previsor linear do tipo GM (0, s)

e link logarftmico, com vari6vel de resposta Er, i.e.,

log(rn") : Ts

: log (3.5.21)

Como se observa, o objectivo da graduagdo 6 agora a denominada forga de uitalid,ad,e,

l/p, e n5o a forga de mortalidade. No demais, a estrutura do modelo 6 anriloga d,

apresentada em (3.5.12), cor;,;- a diferenga de que neste caso log(d") 6 declarado como

offiet. Em resultado, os coeficientes estimados para os paramOtros das equagSes (3.5.12)

e (3.5.21) sdo id€nticos em magnitude, mas opostos em termos de sinal.

Em suma, os autores demonstram que a graduagSo de p, mediante fung6es param6tri-

cas, admitindo que os dbitos observados sio modelados em termos de realizag5es inde-
pendentes de variiiveis aleat6rias do tipo Poisson equivale, na priitica, d abordagem dual,

na qual os indivrduos expostos centralmente a,o risco s5,o modelados como realizag5es in-
dependentes de variiiveis aleat6rias garlma, condicionadas pelo nfmero observado de

6bitos.

A equival6ncia entre as duas abordagens resulta evidente quando constatamos que a

fungS,o de verosimilhanga V(p,) associada a (3.5.18)

V(t)-exp (-E*p)ffi
difere da que se obt6m para a distribuigSo de Poisson (3.5.9)

V(t )- exp (-8,F,)*#
apenas por um factor multiplicativo.lg

leAs vantagens proporcionadas pela abordagem dual, face d graduagSo tradicional, na graduagS,o de
tdbuas seleccionadas sdo discutidas em detalhe por Renshaw et al. (1997).

1
)

Px{*}

: ,.r (*) : ros (d,) - tos(p,)

s-1
(d*) +Dl,"t.

j:0
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3.5.5 Modelos Ndo-Lineares Generalizados e graduagS.o

Analisemos de novo a gradua4So de qr, considerando agora o caso mais geral em que o
previsor 6 nd.o-linear e do tipo LGM(r,s)

er: LGM(r, s) : ='Y!l',t) ,'"'- l*GM(r,s)'

donde facilmente se deriva

-b-: GM(r,s) " -+ : 1* GM(r,s).L-q" L-q,

Logaritmizando a fungdo de verosimilhanga, obtemos

tosL(q) : 
,H" [r.- (f;) 

* d, tog (q,) + E,tos(t - q,) - d,,ros(l - q,)]

: 
,-E-" [,"- 

(?;) td''tos(e) * E'tog(l - q,)]

:,F" 
|,"' (f;) * d,tog (H - E.tos(+)]

: 
,F-" F 

- (3" ) * 
d' log (GM (r' s)) - D'log (1 + Grur (r' s\) '

Se desprezarmos os termos constantes, os coeficientes 0 : {or;0r} das fung6es

GM (r,s) sdo estimados por mdxima verosimilhanga ou, o que 6 equivalente, resolvendo

o seguinte problema de minimizaES,o

('-y )0:arsmin{ I lE*tos(L+GM (r,r)) - d,,tog(GM(r,r)l I . G.b.22)
'a [r=;,. )

Em suma, a utilizagd,o do previsor n5,o linear com o linlc identidade (odds)

i* : GM(r, r) : ;L (B.s.2B)l-q,

permite obter valores graduados mediante a fungSo inversa

Q,:.i'^. (2.b.24)L+fi,'
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Retomemos o caso da graduagSo da forga de mortalidade pr. Se considerarmos um
previsor n5,o linear do tipo GM (r,s), distribuigSo de Poisson e link identidade, i.e.,

\o: Fr: GM (r,s)

e substituirmos na fung6o de verosimilhanga, obtemos

(3.5.25)

L(P): 
"*P

rm*

,F-," 
(d,,log(8,) + d,,log(GM (r, s)) - E,GM(', r) - los (d,!))] .

Ignorando os termos constantes (que n6o dependem d" pr), os coeficientes 0 das

fung6es CM (r,s) obt6m-se por miixima verosimilhanga, i.e., resolvendo o seguinte pro-

blema de minimizagdo

(3.5.26)

Renshaw (1991) desenvolve uma abordagem alternativa d gradua4So de modelos n6o
Iineares, envolvendo a utilizagS.o de uma aproximaqSo linear aos termos n5.o lineares do
modelo param6trico em an6lise. Consideremos, a tftulo de exemplo, a cldssica lei de

Makeham T, : A + Be. Introduzindo uma reparametrizagl,o trivial desta equa,g6.o,

podemos escrever

Tr:d*Bexp(Qr), (3.5.27)

onde a : A, p: B e Q:In(c).
Representemos por

g (r;il: exp (dr)

o termo n5o linear num quaiquer previsor linear. Se efectuarmos uma aproxima4So de

Taylor (de 1," ordem) em torno dos valores iniciais @6,

s (r; d) = s (r; do) + @ - do) (ffi) r:r,
o termo n5o linear em (3.5.27), 0 exp (/r), pode ser substitufdo por

0u * t€,

& : arsrmin 
{,H" lE*GM(r, r) - d,*tos(GM (r,"))f 

}
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Modelo de Heligman-Pollard

onde

u:s(r;Qo), *:(H)r*, e ''t:0@-dd.

O procedimento de graduagSo sugerido envolve entd,o as seguintes etapas:

l-. Conhecido o valor inicial 00, sda calculados os valores das varidveis explicativas

u: exp (dor) e (: rexp (Qor);

Estimam-se os pardmetros p e 7 mediante um qualquer procedimento de ajusta-
mento;

O valor de do 6 actualizado usando

4. O procedimento 6 repetido at6 que seja alcangada a converg6ncia. Renshaw (1991)

adverte que a converg6ncia do processo iterativo n5o 6 garantida caso os valores

iniciais de /6 sejam muito distintos do seu "verdadeiro" valor.20

Na medida em que o objectivo 6 graduar pr,6 nahtral o recurso d distribuigS,o de

Poisson e ao link logaritmico.

3.6 Modelo de Heligman-Pollard

Inspirado nos trabalhos de Thiele (1872), o modelo de Heligman e Pollard (1980) repre.
senta uma formulagS,o param6trica alternativa as discutidas nas secq6es anteriores, sendo

amplamente utilizado em estudos de mortalidade. Aplicada originalmente a dados de

mortalidade da populagS.o australiana no perfodo p6s-guerra, esta lei serviu de base a
infmeras investigaEoes nos Estados Unidos (Mode e Busby, L982),Inglaterra (Forfar
e Smith, 1987; Renshaw, 1992; Benjamin e Soliman, 1993), Su6cia (Hartmann, LSSZ

Kostaki, 1992) e Espanha (Felipe e Guill6n, 1999), entre outros, em especial a partir do
momento em que as Nag6es Unidas promoveram o ajustamento da mortalidade atrav6s
da denominada primeira lei de Heligman-Pollard.

Na sua formulagSo mais gen6rica, o modelo adopta a seguinte representa,gio

2.

3.

h:do+4.
IJ

&: E 
A;expl-eo1t(,) - c)D,l o 

= 
c ( N, (3.6.1)

20Nos estudos empfricos realizados o autor conclui que um valor inicial de @o = 0,0005 assegura uma
converg6ncia rdpida do procedimento iterativo.
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onde 41, Bt, Ct e Di (i : L,2,..., n) s5o pardmetros a estimar e fi (r) 6 uma fungdo de r
(normalmente Inr ou simplesmente r). Os autores argumentam que zz : 3 6 suficiente
para obter bons niveis de ajustamento e evita o problema da sobreparametrizaqda.

Na realidade, as tr6s formulag6es efectivamente usadas pelos autores foram as seguintes:

o 1a Lei (versd,o A) de Heligman-Pollard

Qt - a(t+B\c Dexp l-e gn* - hr')21 + GH" (8.6.2)
1-q,-''' 

-ruv^YL '"' ' ) ' vrr

o 1a Lei (versSo B) de Heligman-Pollard

q*: /(a*B)c .1Dexp 
[_r 1rr, _ rnr)r] + ffi (8.6.3)

o 2a Lei de Heligman-Pollard

e,- A@+s)" + D"*n f-r(hr-rnr)2] +ffi (3.6.4)

o 3" Lei de Heligman-Pollard

qn : A@+B)" + D"*n f-a (hz - rnr)r] . # (8.6.b)

O modelo de Heligman-Pollard apresenta algumas vantagens face d maioria das leis

de mortalidade apresentadas no capftulo anterior. Com efeito, a and,Iise da equa.gSo base

do modelo, enunciada em (3.6.2), permite verifi.car que:

o AfunqSo6contfnua

o Apliciivel a todo o intervalo de idades 0 ( c < oo

o A probabilidade graduada q, estd compreendida no intervalo [0,1]

o Os pardmetros t6m uma interpretagSo demogrd,fica e biol6gica

o E suficientemente flexfvel de modo a ajustar uma grande variedade de experiOncias

de mortalidade

o O nfmero de pardmetros 6 relativamente diminuto, se considerarmos que a fungd,o

6 aplicrivel a todo o intervalo de idades que comp6em o arco da vida humana.
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3.6. Modelo de Heligman-Pollard

A equa45,o base (3.6.2) inclui tr6s termos distintos, cada um deles espelhando uma

componente distinta da mortalidade.

O primeiro termo, uma fungdo exponencial rapidamente decrescente, reflecte a

diminuiEao da mortalidade durante os primeiros anos de vida. Esta componente 6 mod-

elada por tr6s parS,metros, com a seguinte interpreta4S,o:

O pard,metro /., que assume valores no intervalo [0,1] e 6 aproximadamente igual

a {1, estd, directamente relacionado com o n(vel da mortalidade infantil e juvenil.

O pardmetro B 6 indicativo do nfvel de mortalidade infantil e0 eue, de acordo com

o modelo, assume valores no intervalo [qr,0.5] . Na prd,tica, B assume valores muito
reduzidos, pelo que o seu efeito 6 negligencidvel para r ) L No caso pa.rticular em

que B : 0, 80 : 0.5, independentemente dos valores dos pardmetros A e C.

O par6,metro C, que assume igualmente valores no intervalo [0,1], est6 associado

6, taxa de decr6scimo na mortalidade. Quanto maior for o seu valor, mais rripido 6

o decr6scimo na mortalidade.

O segundo termo, uma fung5,o semelhante d.lognormal, representa a mortalidade

nas idades adultas interm6dias (entre os 10 e os 40 anos). Estd referenciado na literatura
demogrrifica e actuarial como descrevendo a mortalidade acidental para ambos os sexos

(accident hump) e a mortalidade maternal para a populagS,o feminina. Trata-se, na

priitica, de uma componente de mortalidade adicional, sobreposta d curva natural de

mortalidade, expressa pelos restantes dois termos da equagSo (3.6.2). Os seus pardmetros

t6m a seguinte interpretagSo:

o O pard.metro D, D € [0,1], estabelece

d mortalidade acidental. Quanto maior

acidentes sobre a mortalidade total.

a severidade da par6bola correspondente

for o seu valor maior ser6 o impacto dos

O pardmetro E, E € [0,m), condiciona a dispersSo em torno do pico de mortali-
dade, pelo que a um valor mais eleirado de E corresponde um pico de mortalidade

concentrado num intervalo de idades mais estreito.

O pardmetro F indica a localizagdo do pico de acidentes.

O terceiro termo traduz a tradicional lei de Gompertz, que reflecte o crescimento

exponencial da mortalidade nas idades mais avangadas. Integra dois pardmetros com a

seguinte interpretagSo:
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3.6. Modelo de Heligman-Pollard

o O pardmetro G indica o nfvel de base para a mortalidade s6nior e toma valores no

intervalo [0, -).
o O parAmetro I/ espelha a taxa de crescimento na mortalidade s6nior.

Hartmann (1987) demonstra que todos os pardmetros da primeira lei de Heligman-

Pollard s6o positivos e que a fungio apenas estd definida para z ) 0, pelo que 6 necessdria

uma ligeira modificagao para a especificar d idade 0. O autor sugere, em particular, o

seguinte valor

n^(.a" ):.4r" +G:9.,-o\L-er/ po

A segunda e terceira leis de Heligman-Pollard, que diferem da primeira apenas no

termo concernente d, mortalidade s6nior, apresentam variag6es destinadas a captar de

forma mais adequada o comportamento nas idades mais avangadas. Na segunda lei, o
par6metro K 6 o rinico a poder assumir valores negativos. Ainda assim, Heligma.n e

Pollard (1980) sustentam que a interpretagSo dos parA,metros permanece vrilida.

Os autores sa.lientam ainda que os valores de G e H na terceira lei sio bastante
afectados pela direc96o e extensS.o da curvatura da mortalidade nas idades avangadas,

e que n5o 6 claro que preservem algum significado demogrdfico. Contudo, rK pode ser

entendido como uma trasnformaqSo da escala de idades. Refira-se ainda que, no caso

particular em que K : L, as segunda e terceira leis se reduzem a (3.6.3), com K a

determinar o grau de curvatura da fungio.
As leis de Heligman-Pollard podem ser usadas, quer para graduar tribuas de mortali-

dade contempordneas quer, como veremos no Capftulo 6, para construir tribuas dindmi-
cas. As estimativas dos parA.metros do modelo obt6m-se atrav6s do m6todo dos mfnimos
quadrados ponderados n5,o lineares, i.e., minimizando

onde tr.r, denota os ponderadores, / (x;0) a fungSo a ajustar e as demais vari6veis as-

sumem o significado habitual.

Numa an6lise sobre a evolugSo temporal dos pardmetros do modelo, Congdon (1993)

argumenta que este estii sobreparametrizado. Em consequ6ncia, fixa alguns dos partme-
tros da segunda lei (considera, por exemplo, que ,4 e B s6o iguais a go e q1, respectiva-

mente), que adopta em estudos empiricos de graduagSo. Hannerz (tg}g,2001-) prop6e

uma alternativa d lei de HP destinada a ajustar a evolugio recente da mortalidade da
populagSo feminina sueca.

(a^o\

0 : ar'rmin 
t,L" 

u,(Q, - f (r;rD'I
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3.7. Indicadores de qualidade do ajustamento

Outra solug6o, sugerida por autores como Camiere (1992, 1994) e Rempala e Szatzschnei-

der (2004) consiste, como vimos no Capftulo 2, em graduar usando combinagdes de

fung6es param6tricas. Mais recentemente, Dellaportas et al. (2007) adoptam a aniilise
Bayesiana e usam t6cnicas de simuiagSo de Marlcoa Chain Monte Carlo (MCMC) para

simular o comportamento dos pardmetros da lei de Heligman-Polla.rd.

3.7 Indicadores de qualidade do ajustamento

Uma vez ajustado o modelo, i.e., estimados os pardmetros da fungdo f @;e) atraves de

um dos m6todos acima enunciados, 6 fundamental avaliar a qualidade do ajustamento, ou

seja, a sua capacidade de descrever adequadamente a realidade observada. Essa aferigSo

pode ser feita com o ar:xflio de indicadores, que medem a qualidade do ajustamento e

possibilitam a comparagS,o dos resultados proporcionados pelas diferentes metodologias.

Nesta secgd.o, seguimos de perto Benjamin e Pollard (1980) e Fofi.ar et al. (1988) e

descrevemos, de forma sucinta, os principais indicadores sugeridos na literatura e usados

em estudos de graduagSo.

Desvios absolutos e desvios relativos

O procedimento de gradua,ES,o permite obter os valores ajustados para os diferentes

indicadores de mortalidade (q, ot F,), com base nos quais 6 possfvel calcular facilmente
o nfmero de 6bitos esperados, dlp, bastando para tal a multiplicagd,o pelos expostos

(inicialmente ou centralmente) ao risco. Designemos por Deu, o desuio absoluto pata
cada idade fr, i.e.,,

Deu*: d" - dt;P

e por zn os correspondentes desuios relatiuos (Pearson residuals), com

Dea,

(3.7.1)

(3.7.2)

onde Var (dr) denota a varidncia do nfmero de 6bitos, calculada segundo as hipdteses

assumidas para a distribuigS,o de probabilidade da vari6vel aleatdria. Posto isto, a quali-

dade do ajustamento 6 aferida averiguando se os desvios est6o distribuidos de forma

aleat6ria (quando considerados sequencialmente), e se a sua distribuigSo est6 de acordo

com as hip6teses subjacentes ao modelo (Binomial, Poisson, etc.) adoptado.2l

21A maior parte dos testes estatfsticos assume que o nfmero de dbitos segue uma distribuigSo aprox-
imadamente Normal, uma hipdtese razodvel apenas nos casos em que d]*p 6 suficientemente grande
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3.7. Indicadores de qualidade do ajustamento

Teste dos sinais

O teste dos sinais (signs test) considera apenas o sinal (positivo ou negativo) dos desvios.

Se admitirmos que em cada idade a distribuigSo do nfmero de 6bitos tem m6dia igual A

mediana (como 6 o caso da distribuigS,o Normal, mas jd, ndo acontece com a distribuigSo

de Poisson), a probabilidade do sinal de cada desvio ser positivo ou negativo 6 igual a

Lf2, e o ndmero de sinais positivos (ou negativos) segue uma distribdgS,o Bi,n - (",*).
Seja n1 (nz) o ntlmero de sinais positivos (negativos) e n : n1 * n2 o nfmero de idades

consideradas. Neste caso, temos

IP(n1 : n):#W.-

wsr - @4d, ", 
t;6 ewsr - Nor(o,L)vv - % 

, utJfll Op: \,1 n

E(E) : '# *'

(;)" (3.7.3)

com valor esperado e varid.ncia iguais an/2 e nf 4, respectivamente. Quando n 6 grande,

podemos assumir eue ?21 segue uma distribuigd.o aproximadamente Normal e calcular a

estatfstica

(3.7.4)

onde z16 : 0.5 e p denota a proporg5o de valores abaixo (ou acima) de rn.22

Teste das sequ6ncias ou das mudangas de sinal (Runs Test)

Admitamos que o nfmero de 6bitos em cada idade tem uma distribuigSo Normal, que os

desvios calculados em cada idade sdo independentes, que os sinais dos desvios s5o dis-

triburdos aleat6riamente e que as sequ6ncias de desvios sucessivos com o mesmo sinal n5o
s5,o, nem muito grandes, nem muito curtas. Denotemos por .E o nfmero de sequ6ncias

(runs) de um ou mais desvios consecutivos com o mesmo sinal. Se rU > 20 (i : !,2) , a
distribuigS,o do nfmero de sequ6ncias 6 aproximadamente Normal com m6dia

(".g., 4*o > 5). Quando tal ndo acontece (e.g., nas idades extremas), recomenda-se que previamente d
aplicagS,o dos testes seja feito o agrupamento de idades at6 que este valor seja atingido.

22Em alternativa, podemos recorrer d distribuigio Binomial e calcular a probabilidade, p(*), de que
o nfmero de sinais positivos n6o exceda o valor observado. Se o valor de p(+) for muito reduzido (e.g.,
p(+) < 0.025), o nfmero de desvios positivos 6 inesperadamente baixo, enquanto que se for muito elevado
(u.g., p(+) > 0.975), o nfmero 6 anormalmente alto. Em qualquer dos casos, a conclusS,o a retirar 6 a
de que as probabilidades graduadas esti,o muito afastadas (para um dos lados) dos valores observados,
n6o representando por isso de forma adequada a experiOncia sob investigagdo. Em alternativa ao teste
dos sinais, o teste de Wilcoxon (Wilcoaon signed-rank test) considera, quer o sinal, quer a magnitude
dos desvios.
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3.7. Indicadores de qualidade do ajustamento

e varidncia

Vor (E) _ 2ntnz(2ntnz - n)
nz(n-L)

Nestas condig6es, a estatfstica de teste utilizada 623

Wffi: Wffi - Nor (O,L) . (3.7.5)

Teste de Kolmogorov-smirnov

O teste de Kolmogorov-Smirnov (KS) considera a distribuig6o do desvio mdximo absoluto
entre duas distribuig6es acumuladas. Pode ser usado na gradua4do para comparar as
distribuig5es dos 6bitos esperadas e observados entre as idades zmin € r*... seja Dd :
I[:;," d6 o mimero observado de 6bitos e Dexp : D;:L," #o o correspondente valor
esperado. As respectivas distribuig6es acumuladas sdo definidas por

F(r): e por G(z) :

A diferenga miixima (absoluta) entre as duas distribuig6es 6 igual a

Deu** : Mar lf (") - G (")1.

A estatfstica do teste de Kolmogorov-Smirnov, WKS,6 definida por

#-(f,r')
\&:o*;, /

#(t d-)
\&:"'' /

(3.7.6)

e tem distribuigdo conhecida, de modo que a probabilidade, p(wK\,pode ser calculada
e tabulada. Assim, uma vez determinado o nfvel de significa.ncia do teste, 6 possfvel
comparar WKS com o respectivo valor crftico e concluir sobre a rejeigao ou n6o da
hipdtese nula de que as distribuig6es sd,o iguais.2a

23Em alternativa, podemos sempre calcular a probabilidade exacta, p(runs), de que o valor fi seja
menor ou igual ao valor observado de sequ6ncias. Um valor demasiado pequeno para p(runs) significa
que o nrimero de mudangas de sinal 6 muito reduzido, o que 6 tfpico de uma graduagao demasiado linear
face aos dados observados, ou seja, sinaliza um ajustamento desajustado do modelo.2aA aplicag6o do teste de KS neste contexto deve ser feita com cautela, na medida em que a hip6tese de
que as s6ries sd,o independentes nio se verifica na pr6tica. Com efeito, recorde-se q,," o. dbito, esperados
s6o calculadas com base em indicadores estimados a partir dos valores observados para as varid,veis.
Ainda assim, Forfar ef al. (1988) argumentam que o teste 6 ftil para despistar modelos desadequados
com' por exemplo, valores muitos elevados paraDeu^o* (ou, de forma equivalente, valores muito baixos

wKS -Deu^u ( o"do'*e \i
\D""t + D"*P )
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3.7. Indicadores de qualidade do ajustamento

Teste do Chi-Quadrado

O teste do Chi-quadrado 6 um dos testes n6o-param6tricos mais usados para avaliar a
qualidade do ajustamento. A estatfstica do teste

(3.7.7)

tem distribuigS.o de yf;-u com (" - k) graus de liberdade, onde n representa o nfmero de

idades (ou grupos de idades) graduadas e /c denota o ndmero de par6metros da funseo
param6trica usada. A probabilidade de obter um valor y2 superior a um valor obser-

vado, p (X2), poa" ser calculada de forma exacta recorrend.o a algoritmos matemdticos.

Em alternativa, se o nfmero de graus de liberdade for grande (e.g., n - k > 30), a
probabilidade pode ser estimada com recurso d estatfstica

t (x') : \N - \/@-, t (x') -,A/or (0, 1) (3.7.8)

Uma vez fixado o nfvel de significdncia a, a decisSo sobre a rejeigS,o da hip6tese nula
6 feita com base na comparagSo entre o valor da estatfstica de teste e o valor crftico

1-r@);'

Testes de autocorrelagSo

Este teste baseia-se na aniilise do comportamento das correlag6es entre os desvios rela-
tivos em cada idade. Cada desvio relativo, zr, tem uma distribuigSo aproximadamente

Normal com m6dia nula e vari6,ncia unit6ria. Os va,lores de z, formam uma sequOncia,

permitindo o ciilculo dos sucessivos coeficientes de correlagS,o pt (l :1, . . . , rn) entre os

valores de z* e z*-1, i.e.,

Pt:

T

D Qr - z) (ze-1- z)
&=r+1 , 0(l<T-L. (3.7.e)T

\(,x - z)2
k:1

para p(WKs) ) a sinalizarem graduag6es insatisfat6rias.
2ssrrblithe-se, neste ponto, que o teste y2 e tanto um teste de independ0ncia das observag6es como

um teste d qualidade do ajustamento, pelo que na prd.tica muitas graduag6es consideradas satisfatdrias
apresentam valores de 12 elevados. Uma inspecgso detalhada aos valores individuais de z, pode, neste
caso, ajudar a detectar padr6es de irregularidade que indiciem problemas com os dados e/ou com o
modelo.

Omu lm* t t ,exD\ 2xr:DQ)r:D,w
Imin 0mrt
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3.7. Indicadores de qualidade do ajustamento

Se {zr} 6 uma sequOncia de variiiveis aleatdrias e identicamente distribufdas com M (r? <
oo, entSo p; 6 (assint6ticamente) normalmente distribufdo com m6dia nula e varia,ncia

igual a 1/n. Neste caso, podemos calcular a estatfstica

t,: #, tt - Nor (0,L) (3.7.10)

(3.7.11)

(3.7.12)

e comparar o seu valor com o da distribuigSo Normal unit:iria. Valores demasiados ele-

vados para t1 indiciam que os desvios sucessivos z* estdn relacionados de forma pr6xima,

pelo que a graduagSo deve ser considerada insatisfatdria.

Para testar a hip6tese nula de que os coeficientes de autocorrela4S,o para diferentes

nfveis de desfasamento s6,o conjuntamente nulos (i.e., .Iy'6 , pt : ... : pt -- 0), contra
a hip6tese alternativa Ht : pt I 0 paru algum I e {l,...,rn}, podemos recorrer d

estatfstica de Portmanteau (Box e Pierce, 1970), definida por

Q. @):"\?,7, Q. (*) - x?^
I:1

ou, em alternativa, adoptar a estatfstica de Ljung e Box (1978), definida por

ffl ^,

Q?d:n(n+2)D,*
I:L

que) como se observa, modifica a estatfstica (3.7.11) de maneira a melhorar o poder do

teste em amostras finitas.
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Capftulo 4

M6todos N5o-Param6tricos de
GraduagSo

"Thi,ngs should be made as simple as possible, but not any simpler.,, (Albert
Einstein, 1879-1955)

4.1 IntrodugSo

Os m6todos param6tricos descritos no capftulo anterior constituem uma solug6o particu-
larmente eficiente quando se disp6e de informagio sobre o comportamento esperado das
varidveis subjacentes. Em contrapartida, estes m6todos introd.uzem uma fonte de erro
adicional no problema, na medida em que existe sempre o risco de se seleccionar uma
fungio param6trica inadequada.

Em alternativa aos m6todos param6tricos, indmeros m6todos de graduagdo ditos ndo-
param6tricos foram sendo propostos na literatura actuarial para suavizar as estimativas
brutas dos quocientes de mortalidade. O seu objectivo passa, novamente, pela substitui-
96o da s6rie bruta Q: {Qr, fr : frmint..., u-*} por uma s6rie gradu ada @r" : {ff",
r : frmint. . . , rr**), mais regular ao longo de todo o arco da vida humana.

A principal diferenga entre as abordagens reside no facto do comportamento da mor-
talidade nio se resumir, neste caso, a um conjunto reduzido de parflmetros, continuando
a ser descrito pela pr6pria s6rie de N : (**r* - !!min * 1-) quocientes anuais. Nd,o existe,
por isso, qualquer diminuigSo na dimensdo do problema ou perda de informagdo. No pas-
sado, a complexidade num6rica da maioria dos m6todos n6o param6tricos constitufa um
s6rio entrave d sua utilizagio pr6tica na ciOncia actuarial. O desenvolvimento da capaci-
dade computacional e de aplicag6es informiiticas cada vez mais sofisticadas eliminaram
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definitivamente esta barreira.

Neste capftulo, analisamos os principais m6todos n6o param6tricos usados em pro-

blemas de graduagdo. O capftulo estri organizado da seguinte forma. Na SecgSo 4.2,

exemplificamos a aplicagSo do cldssico m6todo de m6dias m6veis no alisamento de uma

s6rie de indicadores de mortalidade. Na SecES,o 4.3, examinarnos a popular t6cnica de

splines, discutindo as variantes que decorrem da adopgS,o de diferentes bases (polinomial,

B-Splines,...). Analisamos igualmente as diferentes solug6es propostas para mitigar o

tradicional conflito entre os objectivos qualidade de ajustamento e alisamento da s6rie.

Na SecgS,o 4.4 reavaliamos o m6todo de Whittaker-Henderson, um m6todo que deriva do

modelo de regressSo linear cliissico mas que se distingue deste pelo facto de introduzir na

fungS,o objectivo um termo que penaliza as diferengas entre valores graduados adjacentes.

Uma solugio semelhante 6 adoptada pelo m6todo P-Splines, com a diferenga de que neste

caso a penalizagdo incide sobre as diferengas finitas entre os coeficientes estimados das

B-Splines adjacentes.

Na SecgSo 4.5, investigamos a aplicagSo de smoothers do tipo kernel em problemas

de graduagS,o, analisando as potencialidades oferecidas por esta variante, mais flexfvel,

do m6todo das m6dias m6veis ponderadas. Na SecgSo 4.6, consideramos o m6todo de

regressdo polinomial local ponderada, um m6todo que envolve a aplica4So de t6cnicas

de regressS,o linear local numa vizinhanga definida em torno de cada ponto da s6rie.

Na SecgS,o 4,7, exploramos a flexibilidade oferecida pelos modelos aditivos generalizados

enquanto formulagSo geral que abrange a maioria dos m6todos ndo param6tricos de

graduagS.o analisados no capftulo. Por rlltimo, na Secgio 4.8 discutimos alguns dos

principais m6todos propostos na literatura para seleccionar os parAmetros de alisamento

dos modelos, um aspecto importante na medida em que estes regulam a importdncia dos

objectivos qualidade do ajustamento e regularidade da s6rie nos problemas de gradua46,o.

4.2 Bin smoothers e m6dias m6veis

4.2.L Bin smoothers

Os smoothers do tipo "bin" baseiam-se na partigS.o do intervalo de valores pa,ra a variSvel

previsora r num conjunto mais ou menos numeroso de regi6es adjacentes ndo sobrepostas

(bi'ns), ap6s o qual se procede ao alisamento da varidvel de resposta g mediante cdlculo

da sua m6dia em cada regiSo. Em termos formais, seja R6 a regiSo

R1r: {q, { 16 I cpal}
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4.2. Bin smoothers e m6dias m6veis

um nfmero de pontos aproximadamente igual em cada regido. O smoother s : S (yl")
6 ent5,o definido pela sequ6ncia de valores

A utiliza4So deste m6todo gera, na maior parte dos casos, um nfvel de alisamento

da s6rie desajustado uma vez que, por definigdo, a sequdncia de valores exibe descon-

tinuidades em cada ponto de corte. Acresce que a qualidade da graduagSo 6 afectada,

quer pela dimensSo das regi6es, quer pelo ponto de corte inicial.

Uma solug6o simples para melhorar o ajustamento da s6rie consiste em aumentar o

nfmero de regi6es. Tal implica, no entanto, uma diminuigS.o do alisamento da s6rie e
coloca-nos perante o tradicional conflito entre qualidade de ajustamento e alisamento

da s6rie, ou entre enviesamento e vari6,ncia. Uma solugSo alternativa para melhorar o
alisamento da s6rie passa pela utilizagS,o de regi6es sobrepostas, como 6 o caso do m6todo
das m6dias m6veis que a seguir introduzimos.

4.2.2 M6todo das m6dias mdveis

O m6todo das m6dias m6veis (MWA - Mouing Weighted, Aaerage) foi um dos primeiros

a ser adoptado na graduagEo de dados de mortalidade, constituindo uma forma prri,tica

e flexrvel de suavizar uma sequ6ncia de estimativas brutas. A sua aplicagao assenta na

definig5o, para cada valor de r;, de uma vizinhanga sim6trica de dimensSo k, Nf (r),

Nf ("0): {rj: j e Tfi(ra)}, Zi@): {max (t,t.-k),...,i,...,min(n, i+k)),

ap6s o que se procede d substituigSo da observagSo yi pela m6dia (simples ou ponderada)

das observag6es registadas na sua vizinhanga, i.e.,

s (16) : Ax : m64)a(yt) ro € Rx.
r;€H1,

s (r;) : lx : ry9lia. (y1) .
jeTf,(x'i)

(4.2.1)

(4.2.2)

O exemplo mais famoso da aplicagSo do m6todo das m6dias mdveis na graduagdo de

dados de mortalidade 6 devido a Spencer (1904), com a sua f6rmula de 21 pontos

1

Q, : fr[60d, +57(d"+r*,i"-r) +47(d"+2*d"-z) +33(d,+s +d"-il
+18 (d,+4 + q,-q) * 6 (d"+s + ti,-s) - 2 (d,+e+ ti,-o) - 5 (q,+z + d,-z)

-5 (,i,+a * ti,-a) - 3 (,i"+s + q,-il - (e,+ro * ti,-ro)] ,

94

(4.2.3)
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onde ri, denota o quociente bruto e Q, o respectivo valor graduado.

N6o obstante a sua simplicidade, o m6todo apresenta uma limitagS,o importante, que

decorre do facto de nos pontos iniciais e finais da s6rie, que distem menos de k unidades

dos extremos, a vizinhanga conter um ndmero de observag6es inferior aos restantes in-
troduzindo, desta forma, algum enviesamento na estimativa.l

4.3 T6cnica de Splines

A utilizagdo da t6cnica de splines fornece uma solugSo alternativa para a graduagSo

da s6rie bruta. Um spline 6 uma curva deflnida matematicamente por dois ou mais
pontos de controlo, designados por n6s (knots). A graduaEs.o mediante splines baseia-se

na concatenaESo de funqdes polinomiais de determinado grau, definidas por troEos, e

sujeitas a determinadas condig6es de modo a garantir a continuidade da fungdo ao longo

de todo o intervalo.2

Os splines podem ser divididos em duas grandes categorias: (i) splines de interpo-
lag5o, que passam por todos os pontos de controlo, e (ii) splines de aproximagSo, que

passam perto de todos os pontos de controlo. Os splines podem ainda ser distinguidos
segundo as fung5es de base escolhidas para representar a fung5o interpoladora. De entre
as alternativas disponfveis, sio analisadas nesta secgSo, pelo seu interesse em problemas

de graduagfu, ffi seguintes: Splines cdbicos, B-Splines e P-Splines.

4.3.L Splines cribicos

De entre as mriltiplas configurag6es possfveis, uma das escolhas mais populares com-
preende a utilizagS.o de polindmios cribicos definidos por trogos, com primeira e segunda

derivadas contfnuas nos n6s da fungao. Uma restrigio adicional, destinada a garantir a

linearidade da fung5o para al6m dos n6s de fronteira, 6 aquela que exige que a segunda
l Para lidar com o problema da aplicagio do m6todo das m6dias m6veis aos extremos da s6rie, au-

tores como Greville (1981a,b) e Hoem e Linnemann (1988), entre outros, sugerem duas solug6es tipo.
A primeira, envolve o ajustamento de um polin6mio aos pontos extremos da sequdncia de estimativas
iniciais, usando em seguida os valores ajustados como valores graduados. A segunda, implica o alarga-
mento da s6rie mediante a adigS,o de pontos aos extremos iniciais (e.g., por ajustamento de uma funEio e
extrapolagio), para em seguida utilizar as m6dias m6veis em todo o intervalo desejado. As limitag6es do
m6todo e a emergdncia de solug5es mais sofisticadas, tornada possfvel pelo assinald,vel desenvolvimento
dos meios inform6ticos, conduziu a uma progressiva diminuigS,o da utilizagd.o do m6todo das medias
m6veis em problemas de graduagS,o.

2Pata ,r-a descriqSo mais pormenorizada da t6cnica de splines e da sua aplicag6.o no eontexto da
graduagdo veja-se, por exemplo, Greville (1969), Lancaster e Salkaukas (1986), Benjamin e Pollard
(1980) e De Boor (2001).
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4.3. T6cnica de Splines

derivada da fungdo nos extremos do intervalo seja nula. Os splines assim definidos sdo

denominados de splines cfbicos naturais.

Em termos formais, considere.se um intervalo de idades arbitrrtrio I : la,b], par-

ticionado em n, sub-intervalos It : lrt,rt+l (i: 0,..., n - L) por n* 1 n6s a : ro 1
itr 1 ... 1 frn : b. Nos casos em que os n6s sio distribuidos de forma equidistante no

intervalo [a,b], o spline diz-se un'iforme, caso contrdrio 6 designado de nd,o unifonne.

Uma fungdo s 6 denominada spline de grau k com n6s nos pontos {"0}?:o se 6 definida
por um polin6mio de grau k em cada intervalo lq,r*t) e 6 (k - L) vezes diferenci6vel

em todo o intervalo [a, b] .

Dito isto, podemos definir a interpolagS,o de uma fungio g (r) , expiicitada em [a, b],

por interm6dio de splines cribicos naturais com n6s em r0, ...,frn, como uma fung6,o s (r)
que verifica as seguintes condig6es:

1.

s (r) e C2 [a,b1.

2. Em cada intervalo lr;,rt+tf , a fungio 6 definida por um polin6mio cribico do tipo:

3

s (z) : s;(r) :L"[') @ - *o)' , ,i:0,...,n - L.

I:0

3. Em cada um dos n6s ri (i: L,...,n)

s (16) : g (rt) .

4. Condiq6es de continuidade nos n6s interiores

q(rt+i: Ei+l (*t+)
tl(*+t): sl+i (r+i
t'i @+) : s'l+r@r+).

5. S5o respeitadas as seguintes condiq6es limite

s" (a) : s// (b) : 0.

"[o)
Dada a s6rie (za,gr), os coeficientes
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4.3. T6cnica de Splines

minimizando uma fungio objectivo do tipo

a[n) (4.3.1)

onde to1 representa um conjunto de ponderadores prddefinido.

Em face do habitual conflito entre qualidade do ajustamento e alisamento da s6rie,

um dos aspectos mais sensfveis na implementagio deste m6todo prende.se com a escolha

do nfmero de n6s e respectiva localiza,gda no intervalo. A opgSo mais simples consiste em

escolher apenas o nfmero de n6s interiores, posicionando-os de seguida de modo a obter
uma distribuigSo uniforme ao longo do intervalo dos dados. Um esquema alternativo
consiste em posicionar os nds nos quartis da varidvel independente ou em pontos de

inversS,o da concavidade da fungdo. Mais recentemente, Friedman e Silverman (1989)

desenvolvem um mecanismo adaptativo em que o nfmero e a localizagS,o dos nds 6
optimizado com recurso a um algoritmo.3

Uma forma de obter um compromisso entre os dois objectivos passa pela inclusio de

um termo adicional em (4.3.1) de modo a penalizar a sobreparametrizagda do modelo

ou, o que 6 o mesmo, as oscilag6es excessivas na curvatura da s6rie. Os splines crlbicos
possuem, a este prop6sito, uma propriedade conhecida e interessante: s6o, de entre todas
as fung6es s (r) com duas derivadas contfnuas, aqueles que minimizam a seguinte soma

dos quadrados penalizados

(4.3.2)

onde ,\ () > 0) 6 um pardmetro de smoothi,ng fixo. Como se observa, o primeiro termo
da fungSo objectivo (4.3.2) mede o grau de ajustamento face aos valores observados, en-

quanto que o segundo introduz uma penalizagda directamente proporcional as oscilaq6es

na curvatura da fungdo interpoladora. No limite, A. medida que .\ ---+ oo o termo corres-

pondente d, penaliza46o domina, forgando s" (r;) : 0 em todo o domfnio, tendendo a

solugdo pa,ra a convencional aproxima,gSo pelos mfnimos quadrados. No extremo oposto,

quando ) -- 0, o termo penalizador torna-se irrelevante e a solugS,o tende para uma
fungdo interpoladora duplamente diferenciiivel.

A solugao .61(.) do problema de minimizagdo (4.3.2) C um spline cribico em que os

nds s6o os pontos to,frt,...,fin1 oti seja, .41(.) traduz um polin6mio de terceiro grau em

sPara uma aplicag6o da t6cniea de splines em problemas de graduag6o veja-se, por exemplo, Forfar
et al. (1988), McCutcheon (1987) e refer6ncias neles inclufdas.

: *:ix" {!'' (ao - "("))'}'

alo) :*:ff* 
{L.,(at - 

,(*t))' * 
^ l,o 1t' 1,17'zau},
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cada intervalo lt.;,r+t), com primeira e segunda derivadas contfnuas em cada um dos

z;. O problema (4.3.2) equivale, em termos matriciais, a

a : arffd" { (s - s)' w (u - s) + .\s'Ps} ,

P: f,|'Q-l0

matriz tri-diagonal de dimens1o (n - 2) x n definida por

(4.3.3)

onde

e onde f,l 6 uma

f,)_

€1,: fra+l-ra+i-
definida por

t (t , r\il -\c-6)
0+ (,

00

00

1z-Sn-1

/ r , 1\- \c; -r *)
1

€n-z

0

0

r, e Q 6 uma matfiz tri-diagonal sim6trica de dimensdes (n - 2)x(n - 2)

W 6 uma matfiz diagonal contendo os ponderadores.

A solugio .$1(') deriva-se anulando o gradiente da fungSo objectivo (4.3.3), i.e.,

donde se obt6m finalmente

-2W (y - s) + 2)Ps : 0,

31 : (W + \P)-L Wy. (4.3.4)

O parA.metro ,\ regula, como vimos, a importdncia relativa dos objectivos na grad-

uaEd,o e assume, como veremos mais adiante, um significado semelhante ao conceito de

kernel bandwi,th. Pode ser determinado de forma subjectiva ou, como explicitaremos

em seguida, resultar de um procedimento automiitico como seja o de validagSo cruzada.

Registe-se, por fi.m, que o m6todo preconizado pela fungEo objectivo (4.3.2) se encontra
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4.3. T6cnica de Splines

amplamente difundido na literatura sobre gradua4So com a designaqao de f6rmula de
whittalcer-Henderson, que analisaremos em detalhe na secqdo 4.4.

4.3.2 B-Splines

O ajustamento mediante splines cribicos depara-se, muitas vezes, com um problema de
quase colinearidade da mattiz de regressores. Para contornar este problema, o recurso
as denominadas ,Basas Splines (B-Splines) fornece uma solugS,o estd,vel e computacional-
mente mais eficiente para aproximar uma determinada fung6o.

Considere-se um intervalo de idades [o*ir,, rrn.*j , particionado em n -1 subintervalos
por n n6s. Cada sub-intervalo 6 coberto por rn* t B-Splines de grau rn. Ii garantida a
uni6o dos segmentos polinomiais nos n6s interiores, onde as derivadas de ordem m - L

sio contfnuas.

Dada uma sequdncia de n6s {"t}T:o e p:0,...,r.t, - 4, uma fungdo B_Spline crlbica
(rra: 3) 6 definida por (Powell, 1981)4

(4.3.5)

As fung5es Bo@) dependem unicamente da sequ6ncia de n6s e apenas assumem
valores n6o nulos no intervalo [ro,rpaa],i.e.,

O nfmero total de n6s necess6rio para derivar as B-Splines 6 igual a n l Zm.5 O
ntlmero total de B-Splines na regressSo serii de s : n - L *rn. Dada a sequencia de n6s,
uma fungSo B-Spline crlbica 6 uma representagdo param6trica resultante da combinagdo
linear das fung6es base Bo (z), i.e.,

B.@):ElLr,:, rh)l 
',.* 

(a-q,o)!s

( O: re (-*,*o)
ar@) : I Bp(r) : r e lxp,re+a)

( 0: re(apaa,*a).

s (r) : larBo@) ,

P=l
aVela-se De Boor (200i) para uma defnigio alternativa das fung6es base B-Spline, assente na aplicagio

de uma f6rmula recursiva que depende apenas da sequ€ncia de n6s.sTal 6 assim porquanto s6.o precisas n * 3 funq5es para formar uma base. Como pela equag6o (4.3.8)
sd conseguimos derivar (, - 3) B-splines cribicas usandos os n6s {c;}[o , s6o necessd,rias2mfung6es adi-
cionais. uma solug6,o ad, hoc envolve a imposig6,o de 2rn nds adicionaisli -srs-2,.8-r,anrr1Da42,,,n4s| ,
adjacentes aos extremos do intervalo original.

(4.3.6)
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onde o, sio coeficientes a estimar.

Considere a sequoncia de .l/ pontos (r;,a) e o conjunto de fungdes base Bo@). Em
problemas de graduag1"o,, ri e pi correspondem, por exemplo, d, idade actuarial da pessoa
segura e a um indicador da mortalidd" (g, ou Fr), respectivamente. As estimativas dos
par6,metros a, obt6m-se pela resoluEso do seguinte problema de optimizaqdo

(4.3.7)

Em alternativa, podemos optar pela formula46o matricial do problema (4.J.7)

&: arg,min {(y - Bo)' (y - Bo,)} , (4.3.8)

onde

B_

o: ( o, a,2 oo )'

a: (a, uz oo)' .

A solugS,o do problema de optimizagS,o 6 entd,o dada por

a: (B,B)-r B,y. (4.3.e)

Por fim, a sequ6ncia de valores graduados 6 representada por 0 : BO,: Ify, onde
I[ designa a denominada "hat-matrir"

H:B1n'n1-Ln'. (4.3.10)

A utilizagS,o de B-Splines fornece uma ferramenta poderosa no contexto dos m6todos
ndo param6tricos de graduagSo mas enfrenta, d semelhanga dos splines cfbicos, o dilema
da escolha do nfmero dptimo de n6s e sua respectiva localiza,gio no intervalo da varidvel
independente.

Uma primeira solugS,o consiste em introduzfu na fungfr,o objectivo uma penalizagda

) (constante) que incida, tal como anteriormente, sobre a segunda derivada d.a curva

do : ars;, 
{* Q, 

_*,",,,,",) 
I

/ sr("r) Bz(x) Br(",) \

I 
urr;-, Bz(xz) 

. Bo@) 
I

\ ,, trrl Bz(xN) ... Br(r*) )
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ajustada

ao: aw;" 
{: (,,-,_f *,,a)) * 

^ 1,":: (D",ro,) -\ (4 811)

4.3.3 P-Splines

Em alternativa d fungS,o objectivo definida em (4.3.11), Eilers e Marx (1996) prop6em a

utilizagao de um nfmero relativamente grande de n6s e a imposigio de uma penalizagSo

(de ordem d) incidindo sobre a diferenga finita entre os coeficientes estimados das B-
Splines adjacentes.

O m6todo, "baptizado" pelos autores de P-Splines (Penali,zed Splines), baseia-se na
estimativa dos pardmetros pela resolugSo do seguinte problema de optimizagSo

o,o : ars m" 
{ 
p (r, - F-*u,t",)

+) t
P:d'+7

(4.3.12)(o*,)'),

onde Ad denota u 46sima diferenga de ao e.\ representa novamente um termo de penal-

iza4do, que regula o grau de alisamento da fung6o. Recorde-se que Ao, : ap - ap_Lt

A2ao - A (Aao) : ap-ap-t- (op-t - oo-z) : ap-2ep-1*ap-2, e assim sucessivamente

para valores de ordem superior para d,.

Os autores demonstram que a penalizagSo das diferengas finitas constitui urna boa

aproximagSo ao integral da segunda derivada em (4.3.11), com a vantagem de que 6 de

mais fricil incorporagSo no procedimento de optimizagSo.o No caso pa,rticular em que

,\ : 0, obtemos o tradicional modelo de regressSo linear (4.3.9) com urna base formada
por B-Splines.

Em termos matriciais, a fungdo objectivo a minimizar 6 agora dada por

d: argmin {ta - Eo)' (u - Br) -t ),a'D'6D6a} ,

onde Da representa o operador de diferengas Ad em notagS,o matricial.

(4.3.13)

6 Conforme veremos na secgSo seguinte, a penalizagS,o das diferengas estd igualmen te ta raiz do clSssico
modelo de Whittaker (1923) e Henderson (L924).
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4.3. T6cnica de Splines

Por exemplo, no caso em que d:2, Da 6 uma matrix de segundas diferengas do tipo

Dz:

A solugSo do problema de optimizagdo 6 dada por

a: (BtB + 
^DtdDd)-t 

B,a (4.3.14)

A sequOncia de valores graduados 6 representada por f : Bd,: HA, onde.E[ 6 neste

caso definida por

II:B(e'e+xo;oo)-'e'. (4.3.15)

Eilers e Marx (1996) sugerem a incorporagS,o das P-Splines no contexto dos mod-

elos lineares generalizados (GLMs), desenvolvendo um novo m6todo de graduagdo n5o

param6trica. A metodologia assenta nos seguintes princfpios: (i) utilizagS,o das B-Splines

como base para a regressS,o, e (ii) modificagio da fung5o de log-verosimilhanga mediante
a inclusS.o de uma penalizagSo baseada na diferenga entre os coeficientes.

Em termos formais, seja E* o nfmero de expostos ao risco com idade t, d,, o corre.
spondente ntmero de 6bitos registados e admitamos que D, segue uma distribuigSo de

Poisson com m6dia rrl, : E*pr. Considere-se o seguinte previsor linear h : Di:taoBao (r)
e o respectivo li,nk, logarftmico Tt : ln(p) . A introduqio da penalizagS,o no modelo

conduz-nos d, seguinte fungSo objectivo

0

0

i

/L -2 1 o o

f o L -z 1 o

I:::::
\o o o 1

Lp: L(y;a)- ;^ i (oo*)'
P:d+l

ou d sua equivalente em termos matriciais

Lp: L(y;o) -f,tda'oooo,

(4.3.16)

(4.3.17)

onde .C (y;a) representa a fungSo de log-verosimilhanga. A estimagSo do vector de

parAmetros a 6 conseguida recorrendo a um procedimento iterativo em que

o,t+r : (n'wre + 
^DhDd)-t 

B'wrrr,
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4.4. M6todo de Whittaker-Henderson

onde z : rl + W-L @- g) representa a variii,vel de controlo. W : d,iag (y) denota a
matrix diagonal contendo os ponderadores, cujo elemento gen6rico 6 dado por

onde u; denota a varidncia de d,;, dado 96.

Os principais vantagens do m6todo das P-Splines s5,o a sua flexibilidade, a facilidade
de computagSo e a sua ligaqe.o com os m6todos de regressSo polinomial e "smoothing
splines". Acresce que, conforme teremos oportunidade de verificar no capftulo 6, o
m6todo pode, entre outras aplicag6es, ser adoptado na graduagS,o de vectores pluridi-
mensionais de dados e na elaboragS,o de projecg6es de mortalidade. O prSprio m6todo
de Whittaker-Henderson, que analisaremos em profundidade na secgS,o seguinte, pode

ser considerado um caso particular das P-Splines.

4.4 M6todo de Whittaker-Henderson

Whittaker (1923) e Henderson (L92! desenvolveram um dos primeiros m6todos n5o
pard,metricos usados em problemas de graduagdn.T O m6todo assenta, tal como no caso

das P-Splines, na mininrizagdo de uma fungdo objectivo que conjuga os objectivos de

qualidade do ajustamento e aiisamento da s6rie.

Designemos por r a idade do indivfduo, com smin ( fr S frrorx, por d, o nfmero
observado de 6bitos e por B* a estimativa da exposigS,o (inicial ou central) ao risco,

com estimativas brutas de g, ou p, dadas por drfEr. Designemos por d, as ,,ver-

dadeiras" taxas de mortalidade e por u, as estimativas brutas iniciais (nd,o graduadas).

O m6todo de Whittaker-Henderson consiste em determinar os valores graduados, gr, que

minimizam a fung5,o objectivo

-on:*(H)',

rmu

Q(y): t w*(y*-u,)2+),
il:tmin r:a

D
a1o*d*

(oo")''
1

(4.4.1)

onde'u.r, representa os ponderadores, ) () > 0) denota uma vez mais um pardmetro de

smoothing 
" 

AoA, simboliza o operador de diferengas finitas aplicado d, vezes d, quan-

tidade gr. Nos casos em que se deseja maior controlo sobre o ajustamento, o m6todo
admite a possibilidade do par6metro de penaliza4So poder variar com a idade, de modo a

TPara uma aplicagS,o recente do m6todo de Whittaker-Henderson na graduagdo de dados de mortal!
dade veja-se, por exemplo, IAA (2001) e Panjer e Tan (1995).
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4.4. M6todo de Whittaker-Henderson

capturar comportamentos especfficos ao longo da curva de mortalidade. Os ponderadores

{ur} sd,o escolhidos de modo a dar mais importS.ncia aos valores mais significativos de

ur, sendo normalmente aproximados por w*:1/Var(u").
O primeiro termo em (4.4.1) valoriza o nfvel de ajustamento entre as estimativas

iniciais e os valores graduados, ponderando os desvios quadrd,ticos mediante a atribuigS,o

de pesos distintos a cada desvio. O segundo termo representa, uma vez mais, uma
medida da suavidade da sequ6ncia das estimativas graduadas.

As semelhangas entre este m6todo e as variantes da t6cnica de splines acima descritas

(em especial das P-Splines) s6o evidentes, com a diferenga de que neste caso as estima-
tivas de g, s6o obtidas directamente ao passo que no m6todo P-Splines elas derivam,
indirectamente, da estima4So dos coeficientes ay dos polin6mios da fungdo interpoladora.

A fungdo objectivo (4.4.1) pode ser escrita em termos matriciais da seguinte forma

a(a) : (y - u)' W(a - u) * \ (D 6y)' (Day)

@ - u)'W(y - ") + \y' (D'oOo) u

onde

(4.4.2)

0

0

Ar^* )'

u*^* )

w-
u*^n 0

0 u)- -, W:W
ug^o

e onde D4 representa o operador de diferengas Ad em notagdo matricial. Das condig6es

de primeira odem paxa a minimizagio de Q (gl), resulta

: o <+ zw(y - u) + z^(DtdDd) a:0

ou, de forma equivalente,

[w+ ^(D'dDd)]u:wu.
A estimativa dos valores graduados 6 dada por

s: lw + x(DhDd)l-'w".

aa(a)
da
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4.5. Kernel Smoothers

Demonstra-se que amatriz lW + 
^ 

(DtdD i) 6 definida positiva, pelo que a estimativa
de g pode ser obtida, por exemplo, recorrendo A, factoriza4Sa de Cholesky.

Chan et al. (1986) demonstram que o m6todo de Whittaker-Henderson pode ser

formulado em termos de um problema de programagSo linear ou de um problema de

programagS,o quadrritica. Taylor (1992) e Verrall (1993a) desenvolvem uma derivaqdo

bayesiana formai da f6rmula de Whittaker-Henderson, onde argumentam que a fungdo

objectivo do modelo pode ser interpretada como uma fungSo de perda semelhante a
uma verosimilhanga penalizada. Verrall (1993a) prova ainda que a graduagSo pode ser

formulada em termos de um modelo linear generalizado dinS,mico, em que a estima,gS.o

6 feita recursivamente mediante o filtro de Kalman.

Lowrie (1982) introduz na f6rmula de Whittaker-Henderson a possibilidade do ajus-
tamento ser feito em relagS,o a uma tribua standard. Seja 0, o valor retirado de uma
tribua base. A fungfio objectivo preconizada pelo modelo 6 definida por

omuI
-ir*d*

onde o (0 < o < 1) determina a importd,ncia dada ao ajustamento face as estimativas
iniciais e face aos valores da tribua standard, enquanto as demais variiiveis preservam o

seu significado anterior.

Schuette (1978) desenvolve uma variante do modelo (a.a.\ em que sugere a mini-
mizagdo dos desvios absolutos em detrimento da minimizagdo dos desvios quadr6,ticos.

Em termos formais, a fung6o objectivo correspondente 6 definida por

Segundo o autor, quando os erros de gradua4So nio seguem uma distribuigSo normal,
a utilizagSo de desvios quadrriticos produz mais estimativas andmalas do que no caso em
que se recorre a,os desvios e diferengas em termos absolutos.

4.5 Kernel Smoothers

4.5.L Definig6.o e conceitos base

Os smoothers do tipo kernel constituem uma variante do m6todo das m6dias mdveis em
que, para cada ponto focal zs no espaeo da varirivel explicativa, a estimativa ajustada

lmu omq

%@):(1 -a) t w,(y*-u,)2+a t w,(a*-b,12+\
I:I tri:Imin A:fr

(ooo')''
1

(4.4.4)

rmu
Qz(y): t ut,lA, - z,l+ )

,-&min

0max

D
r:t^to*d*

lo""l'
1

(4.4.5)
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4.5. Kernel Smoothers

ii; 6 obtida com recurso a uma m6dia ponderada dos pontos na sua vizinhanga,

on:iSoiai, (4.5.1)
j:1

com a diferenga de que os pesos s5o determinados por uma fung6o lcemel

soj:^"(ry), 
[so,:r

(4.5.2)

onde cg 6 uma constante escolhida de modo a garantir que a soma dos pesos iguala a
unidade, e o par6,metro b (habitualmente chamado de banduith) determina a Iargura da
vizinhanga em torno do ponto focal. A suavidade do ajustamento 6 directamente propor-
cional ao valor do pardmetro 6, que desempenha aqui um papel semelhante ao referido
anteriormente para o par6,metro ) na t6cnica de splines ou no m6todo de Whittaker-
Henderson.

A fungdo lcernel K (u) , decrescente em lul, 6 usada para calcular os pesos e cumpre,
regra geral, as seguintes condig5esS

K(")> 0, Vz

[?*K@)au: t
K(-") : K(u),Vu (simetria).

A cada escolha da fungS,o K (u) conesponde um tipo diferente de kernel. Entre
os mais populares incluem-se o Normal, o Ttidngulo, o Parzen, o Epanechnikov, entre
outros. Se 6 verdade que existem fung6es kernel com maior justificagS,o te6rica que

outras, a verdade 6 a que a literatura sobre esta mat6ria 6 undnime em concluir que a
escolha da fungio kernel6 menos importante que a selecgso do par6metro de bandwith.
Independentemente do kernel escolhido, a contribuigSo de cada observagda gi para a
estimativa yi 6 tanto maior quanto mais pr6ximo estiver ri do ponto focal, sendo que a

regido de interesse 6 determinada pelo parAmetro b.

4,5.2 GraduagSo mediante kemtel smoothers

A introdugio dos lcernel smoothers na literatura actuarial 6 devida a Copas e Haberman
(1983) e Ramlau-Hansen (1983). Numa s6rie de trabalhos, Gavin et al. (L993,1994,1995)

8As condig6es (a) e (b) sao habitualmente respeitadas pelas fung6es de densidade de probabilidade.
Refira-se ainda que a condigSo (a) 6 uma condigSo frequente mas nio obrigatdria, existindo casos (e.g.,
Epanechnikov Kernel) em que s5o admitidos valores negativos.

a)

b)

c)
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4.5. Kernel Smoothers

analisam as potencialidades proporcionadas pela aplicagS,o de kernel smoothers como

m6todo de graduagS,o n5o param6trica.

Em Gavin et al. (7993), os autores estabelecem a conexS,o entre os kernel smoothers

e a graduagSo mediante m6dias m6veis ponderadas. Em Gavin et al. (Lggf), os autores

descrevem a aplicagS,o do mecanismo de validag6o cruzada (cross-ualidation) na selecgso

do pardmetro de bandwith no contexto da graduagS,o n6o param6trica. Em Gavirr et al.

(1995), os autores desenvolvem um modelo que contempla de forma explfcita a variagio
do nrimero de expostos ao risco com a idade, introduzem a possibilidade de transformar
os dados como forma de reduzir o enviesamento introduzido pela estimagdo kernel nos

extremos da tdbua de mortalidade, e discutem as potencialidades de uma fungSo kemel

desenhada de modo a melhorar as estimativas obtidas nos extremos do intervalo de

idades.

Considere-se um conjunto especffico de quocientes de mortalidade (brutos) rfl :
(drlE"), estimados num intervalo de idades a partir das s6ries de 6bitos {4.}.?:re {E}?:r
expostos ao risco. Gavin et al. (1994) descrevem e comparam o desempenho de dois

estimadores cldssicos, atribuidos a Copas e Haberman (1983) e a Nadaraya (1964) e

Watson (1964).

O estimador de Copas-Haberman (CH) para er, eSH,6 definido por

Q9' :
rL

Ddxu@ - *)
.,-1

(4.5.3)

Lroou(* - *)
i:l

onde 1(6(r) : b-rK@lb) c uma fungSo kernel. Como se observa, o estimador usa a
mesma fungio kernel e o mesmo bandwith no numerador e no numerador. No caso em
que y'( (r) > 0, garante-se que o valor estimado de g, apenas assume valores no intervalo

[0,1].
Se admitirmos que o nfmero de 6bitos na idade u segue uma distribuigEo binomial

com m6dia Eter e vari6,ncia Erer(L-Q*), o estimador do Copas-Haberman 6 obtido
pela minimizagS"o da seguinte fungEo de log-verosimilhanga local

i*r@ - *){d,loe G) + @t - d) log (r - (i1)}.
i:l

(4.5.4)

Se ignorarmos a binomialidade inerente a qgH , os Ci 6bitos registados num total
de E,i expostos ao risco convertem-se numa rinica observa4So &,lE.i em cada idade
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4.5. Kernel Smoothers

ti. Por outras palavras, as sequencias {d;; Et}T:t sd,o condensadas em n observaq6es

{dt.lEt}Lt igualmente espagadas, e o estimador (4.5.3) d6 lugar ao denominado esti-

mador de Nadaraya-Watson (NW)

Q{* :
t (#) K6@ - ,,6) \axu(, - *t)
i:1- _ i:l

n

Luu@ -') ior(* - *)
i:t

(4.5.5)

(4.5.6)

Este estimador minimiza os desvios quadrilticos m6dios locais

1n

;D,or(r-*)G,-q,).
1.: I

Uma transformagSo simples de (4.5.5) permite entender o estimador kernel de Nadaraya-

Watson como uma forma de graduagSo contfnua pelo m6todo de m6dias m6veis ponder-

adasg

(4.5.7)

onde

c__Jtx -

K6@ - r;)
D!:rKo(, - *o)

A utilizagSo de lcer"nel smoothers em problemas de gradua,gS.o apresenta uma limi-
tagSo importante, relacionada com a introdugSo de um enviesamento crescente da fungdo

nos extremos do intervalo de idades, um problema analisado em detalhe por Greville
(1981a,b) e Hoem e Linnemann (1988) no dmbito do m6todo M\MA.

Bloomfield e Haberman (1987) e Gavin et al. (L993) observam que o estimador de

Nadaraya-Watson tende a subestimar a mortalidade nas idades mais avangadas, onde a

verdadeira curva 6 c6ncava, e a sobreestimar a mortalidade nas idades mais jovens, onde

a verdadeira curva apresenta um padrSo convexo. ConclusS,o semelhante 6 obtida por
eA conexSo entre uma fungio kernel e o m6todo de m6dias mdveis ponderadas (em particular com a

conhecida fdmula de Spencer) 6 explicada em detalhe por Gavin et al. (1993). A graduaqS,o mediante
kernel smoothers apresenta algumas vantagens face ao m6todo MWA. Em primeiro lugar, o m6todo 6
apliciivel mesmo nos casos em que os valores a graduar n5o estSo igualmente espagados. Em segundo, o
m6todo 6 mais flexrvel uma vez que permite a interpolagS.o das taxas de mortalidade entre idades para
as quais n5o se conhecem estimativas brutas. Por riltimo, neste m6todo o pardmetro de bandwith pode
ser ajustado de forma continua, ao passo que na graduagSo mediante MWA a vizinhanga de referencia
apenas pode ser ajustada de forma discreta.

n

Q,:\s,6u
;_1

"o* f snr.: !.
i:l
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4.5. Kernel Smoothers

Copas e Haberman (1983) utilizando o seu respectivo estimador.l0

Uma forma de atenuar este problema consiste simplesmente em restringir a vizin-
hanga de interesse, diminuindo o par6,metro de bandwith. Todavia, esta opgd,o depara-se

com a escassez de dados nos extremos do intervalo de idades, que tende a produzir flutua-
g5es errriticas em {r, um fen6meno que se reproduz naturalmente nos valores graduados

e torna a curva pouco fiiivel neste segmento.

Uma solugSo alternativa consiste em truncar a curva de modo a excluir as idades

com poucos 6bitos registados. Esta t6cnica elimina as oscilag6es errdticas nos extremos

da curva, mas permite que as observagSes registadas nestes segmentos contribuam para
a graduagS,o das taxas de mortalidade nas idades centrais. Uma outra opgSo passa

por delimitar o intervalo de idades a graduar antes de aplicar o procedimento. Uma
abordagem alternativa envolve o agregagdo dos dados nas idades em que o nfmero de

dbitos 6 diminuto. Os valores acumulados do nrimero de expostos ao risco e de 6bitos
s5,o atriburdos ao ponto m6dio do intervalo, excluindo as demais idades do processo de

graduagS,o.

Gavin et al. (7995) e VerraJI (1996) prop5em uma metodologia distinta, que passa

pela transfomagSo (logarftmica, logit, Gompertz,...) das estimativas brutas antes da
gradua.g5,o.1l Esta transformagS,o visa atenuar a concavida.de/convexida.de das estima-
tivas brutas nos extremos do intervalo, reduzindo o enviesamento originado pela gradu-
agao. Esta solugao levanta, no entanto, um problema nas idades em que n5,o se registam
6bitos (e.g., no caso da transformagSo logaritmica), um entrave que pode, todavia, ser

contornado atrav6s do agrupamento de dados.

Copas e Haberman (1983) testam uma solugSo diferente, recorrendo a um procedi-
mento de estimagSo repartido por duas fases. O m6todo assenta na seguinte equa46o

Q":qtr* (4.5.8)

'0Pat, uma comparagSo entre o enviesamento dos estimadores kernel de Nadaraya-Watson e de Copas-
Haberman veja-se Gavin ef al. Q99$.

1 1 Gavin et al. (1995) analisam um conjunto de transformag6es e advertem que a opgSo por uma delas 6
uma decis6o de certo modo subjectiva, que depende da performance conseguida pelo modelo na amostra.
Os autores utilizam finalmente a transformaqSo logit

dl:toe(+) i=1,...,,,

cuJa lnversa:

garanteque0( Q;<L.

en: fi;, 4; : exp {I*'o}

DTa@o - e,) K6(r - r)
DT:rKu(* - *r)
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4.5. Kernel Smoothers

onde qj denota uma estimativa pr6via dos quocientes de mortalidade em cada idade
r e 2;6 uma fungdo indicatriz que assume o valor l- em caso de 6bito n idade fr e o
valor 0 caso contrd.rio. O procedimento compreende as seguintes etapas: (i) crltculo das

estimativas preliminares gj usando, por exemplo, resultados de estudos anteriores ou

ajustando uma funEd,o param6trica, (ii) subtracgSo de qj d,s estimativas brutas iniciais,
(iii) ajustamento da diferenga (q, - qI) mediante kernel smoothers, e (iv) adiqSo do valor
obtido em (iii) a q| de modo a obter a estimativa finaI Qr.

Mais recentemente, Gavin et al. (Lgg5) prop6em um m6todo baseado numa combi-
nag6o linear de duas fung6es kernel distintas com valores diferentes para o pardmetro

de bandwith. Esta combina4So visa atenuar o enviesamento da estimagdo pela elimi-
nag6o do termo associado d inclinagdo da curva de mortalidade. O m6todo permite
ainda a derivagS.o de fung6es kernel transformadas para os extremos direito e esquerdo

do intervalo de idades, que atenuam o enviesamento da graduagSo nestas regiSes.

4.5.3 Estimador kemtel com bandwith varidvel

Gavin et al. (1995) desenvolvem um estimador kernel variiivel (ou adaptativo), ao admi-
tir que o pard,metro de bandwith n5,o 6 constante e oscila ao longo do intervalo de idades
graduadas de acordo com o nfmero de expostos ao risco E, (dimensSo da amostra).

Em consequ€ncia, nas regi6es onde o nfmero de expostos ao risco 6 elevado, i.e., onde
a fiabilidade das estimativas brutas 6 maior, um valor mais baixo para b produz valores
graduados que reflectem de forma mais aproximada os valores brutos. Pelo contrdrio,
nas regiSes onde o ntmero de expostos ao risco 6 reduzido, como 6 por exemplo o

caso das idades mais elevadas, um valor mais elevado para o parAmetro de bandwith
proporciona a obtengSo de uma curva graduada mais suave, eliminando uma boa parte
do comportamento err6tico das estimativas brutas nesta regiSo.

Na prritica, esta solugSo determina que nas idades mais avangadas, os valores gra-
duados s5o calculados mediante m6dias ponderadas locais numa vizinhanga que inclui
um maior nfmero de observag6es, o que reduz naturalmente a varidncia dos valores
graduados mas introduz potencialmente maior enviesamento.

Os autores sugerem que a incorporagio de E* no modelo adaptativo pode ser feita de

mriltiplas formas. Uma solugS,o passa por considerar um bandwith diferente b1 para cada

idade r1 em que a curva deve ser estimada, caso em que o modelo a estimar 6 definido
por
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4.5. Kernel Smoothers

Em alternativa, podemos considerar um bandwith diferente bi para cada idade ob-

servada ri (i :1,...,n). Para cada idade observada, recorre-se ao bandwith correspon-

dente para medir a distd,ncia entre essa idade e a idade a ser graduada. O resultado 6

uma novo modelo, definido por

onde S1, : 'i: L,...,n. (4.5.10)

O pardmetro de bandwith local b1 relativo a cada idade 6 dado pelo produto do
par6,metro de bandwith global b por um factor de proporcionalidade local lf , i.e., b6 : gl9

(i :1,. . .,n). Uma forma simples de determinar este factor de proporcionalidade, con-

siderando as diferenqas na exposigSo ao risco entre as idades jovens e as idades avangadas,

6 dada por

Ko, (n.i - xi)

fil Ko, (u - r j)'&:\st1Ei
j:L

(4.5.11)

onde s € [0,1] representa um pard,metro de sensibilidade. No caso extremo em que s : 0,

os dois modelos acima referidos s5o reduzidos ao tradicional ajustamento com bandwith
fixo. No extremo oposto, a selecgdo de s : 1 pode conduzir a oscilag6es significativas
em bi ao longo do intervalo de idades.l2

Uma solugS,o alternativa para determinar o factor de proporcionalidade local envolve

a utilizagSo do quociente entre os expostos ao risco, i.e.,

,sLij : , i,j:Lr..-,Tt- (4.5.12)

Neste caso) o peso a atribuir d j6sima probabilidade bruta no ciilculo do valor graduado

correspondented,idadez6ditadopelaexposigSorelativa,i.e.,bii:blii(i,j:L,...,n).
Neste caso, o modelo 6 definido por

t"o o(in)-', i,: t?, i:t,...,tu,

8n:isn1q1 onde (' ' - 
Kun' (q - ri)

j:r 
' Dii:Wd@ L:L'"',n'

(t)'

(4.5.13)

12A relagS,o entre o factor de proporcionalidade, o nrimero de expostos ao risco e o pardmetro de
bandwith 6 clara. Por exemplo, se o nfmero de expostos ao risco numa determinada idade cr for
reduzido face ao total, o valor do factor l;' ser6 elevado, o que aumenta o valor do pardmetro bt. Em
consequ6ncia, o procedimento de graduagdo diminui o peso atribufdo d probabilidade bruta nessa idade,
o que aumenta o alisamento da s6rie na regiSo em aniilise. Raciocinio aniilogo, com a devida inversdo de
argumentos, pode ser aduzido no caso em que o nrimero de expostos ao risco 6 elevado.
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Jones (1993) prop6e um modelo alternativo, definido por

&-
L.tr,Ou(u - xi)
j:7

(4.5.r4)

I''t' (u -'i)
?,

onde ui sdo ponderadores dependentes do valor da exposigd,o em cada idade.
A finalizar, refira-se que a implementag6o destes modelos exige a fixa,qeo pr6via do

valor dos pard.metros de sensibilidade, s, e de bandwith global, b. Embora seja possivel

recorrer a procedimentos automdticos de optimizagS,o, Gavin et al. (7995) recomendam,
por raz5es de estabilidade das estimativas, a fixag5o subjectiva do pardmetro s numa
primeira etapa, e o recurso a um procedimento de validagSo cruzada para determinar o
valor de b.

4.6 GraduagSo Polinomial Local

Entre os indmeros m6todos ndo param6tricos com interesse em problemas de gradua4d,o,

o m6todo de regressE,o local ponderada (tamb6m conhecido por Loess - Locally-wei,ghted,

regress'ion smoother) merece especial destaque. O m6todo, desenvolvido por Cleveland
(1979) e analisado em detalhe por Fan e Gijbels (1996), baseia-se na aplica4So da re-
gressS,o linear local a uma vizinhanga definida em torno de cada ponto da s6rie.

Considere-se uma varirivel de resposta u' : (y^i,., . . . ,u*u*) com distribuigdo Normal
que depende de um previsor fnico a/ : (u*ir,,...,r**). Para um dado ponto o4,

designemos por s (za) o estimador resultante da aplica4So deste m6todo, calculado da
seguinte forma:

1. Para cada observagdn h,6 identificado o conjunto de k pontos mais pr6ximos de 26,

i.e., a sua vizinhanqa, designada por yr. Por exemplo, o valor de k pode ser definido
escolhendo a percentagem de pontos a incluir em V* (o chamado span). Nesse

caso, se admitirmos que V, deve conter uma proporyda u das y\f" : f,ma>< - umin * 1

observag6es, i.e.,

(/
Vr: l ril j : max I r -t\ +,'-,"), ".,min (" . +,r**) )

para uN, fmpar. Neste caso, consideramos a observagio xi e (uN, - L) 12 dados
em torno de um lado e outro desse valor.
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4.6. GraduaqSo Polinomial Local

(4.6.1)

onde / (u,0) representa um polin6mio de ordem p que determina a natureza (li-
near, quadrritica, cribica,...) da regressS,o local

2. A cada ponto ri navizinhangaV* de ri 6 associado um ponderador u5 (a) , definido
da seguinte forma:

wi $) : - (l*o -',;l\' \ a(", /'
onde

A(*n) : 
ffS.lu-x1l

p(u\: I {r-"r)', o(z(1
\ / 

[ 0, outros casos.

O termo A(") denota a distdncia mdxima entre z1 e qualquer outro ponto na
sua vizinhanga e P (z) 6 uma fungSo ponderadora (neste caso 6 usada a fung6o
tri-cribica).

3. Os estimadores 0 dos pardmetros do modelo obt6m-se efectuando uma regressdo de
y sobre t navizinhangaVa, usando o m6todo dos minimos quadrados ponderad.os,

i.e.,

0: arsmin 

h -i(i)(yr- f (a,rf!

p

I @'i,o) : a *Df, (ri - rs)j + ei, rr, e vr (4.6.2)
j:o

O valor graduado em cada ponto focal ni 6 dado simplesmente po, / (q,0) I *n : o.
Em cada ponto focal, os pesos alteram-se assim como as estimativas dos par6,metros
da fungio. Em termos matriciais, seja

(t @r-*) (rr-r;)p\ (0,
Xr,:l i : l,av,:l i

\ L (x11- r) (*rr - *n)o ) l, *
e Wy* a matriz diagonal dos ponderadores.

)

a_PV. - (;)
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4.6. Graduagdo Polinomial Local

O problema de mlnimos quadrados ponderados (4.6.1) 6 definido por

argmin (uv, - Xv,gv.) Wv, (Uv, - Xv,gv.) ,

donde se deriva o seguinte vector de estimadores

(4.6.3)

0v. xy,wv,uv., (4.6.4)

admitindo 0"" (Xir, Wv.Xv,) 6 invertivel.

O grau de alisamento da s6rie 6 determinado pelo par6,metro de span u que representa,

como vimos, urna proporg6o do nfmero total de observag6es compreendida na vizinhanga
de cada ponto, i.e., u : #V"/Nr. No caso em que u:2, cada intervalo V, cont6m a

totalidade dos dados, independentemente de ri. Neste caso, a graduagS,o 6 conduzida por
interm6dio do tradicional m6todo dos mfnimos quadrados ponderados. No caso extremo
em que u: LIN*, cada vizinhanga 6 reduzida a um rlnico ponto ri e a graduagSo 6

feita por simples interpola4S,o, i."., I @t,0): y;. Daqui resulta que o valor de u deve ser

escolhido entre L/N* e 2 de modo a encontrar um compromisso entre o enviasamento e

a varidncia do estimador.

Por definigd,o, o m6todo determina que a importdncia relativa de cada ponto na
estima4So 6 dada pela distdncia face ao ponto rl1 corr€spondente. Se exceptuarmos o
caso em que os previsores estSo igualmente espagados, o m6todo Loess 6 preferfvel aos

m6todos baseados em vizinhangas sim6tricas (como 6 o caso das m6dias m6veis). Tal
6 assim porquanto numa vizinhanEa com um nfmero fixo de pontos, a distdncia destes

face ao valor objectivo 6, em termos relativos, menor. Refira-se ainda que o m6todo
Loess pode ser expandido de modo a incorporar mriltiplos regressores.

Este m6todo possui algumas similitudes com os modelos lineares generalizados din6,mi-
cos sugeridos por Verrall (1993b) e com a graduagSo pelo m6todo de Whittaker-Henderson.
Estes m6todos podem, segundo Verrall (1994), ser considerados modelos baseados numa
recta cujo gradiente varia suavemente com a idade.

A graduagS,o mediante modelos lineares generalizados dindmicos proposta por Verrall
(1993b) n6o 6 mais do que uma extensSo da teoria dos GLM's a modelos onde se admite
a possibilidade dos coeficientes n5o serem constantes ao longo de todo o intervalo de

idades. Esta solugS,o gera uma regressSo que 6localmente linear, mas nd.o o 6 em termos
globais. Por esta razl,o, o m6todo pode ser considerado uma combinagSo de m6todos
param6tricos, uma vez que considera uma fungio analftica dependente de pardmetros, e

: (';'w"xu') '
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de m6todos ndo param6tricos, na medida em que utiliza um procedimento de alisamento,

nomeadamente o fiItro de Kalman.

4.7 Modelos Aditivos Generalizados

A maioria dos m6todos n5,o param6tricos acima descritos pode ser reformulada no con-

texto dos denominados Modelos Aditivos Generalizados (Generalized Addi,ti,ae Models

(GAM)). Os modelos GAM expandem a teoria subjacente aos tradicionais modelos de

regressS.o linear mriltipla ao admitir que algumas (ou a totalidade) das fung6es lineares

que associam os regressores d variiivel independente podem ser substitufdas por fung5es

arbitrririas suaves (param6tricas ou n6o) da varirivel explicativa.l3

Dadaasequ6nciadeobservag6es,(r;,At),i:imin,...,i-o,ainfluOnciadez6sobre
a varidvel de resposta grl 6 modelada com o auxflio de um modelo aditivo

j:L

onde fi (') t- fungSes de alisamento arbitrririas (splines cribicos, B-Splines, regressSo

local, polin6mios, etc.), uma para cada variri,vel explicativa, e a 6 uma constante.l4
Assume-se ainda que os erros ei sa,o independentes dos regressotes iLj) e que no caso

gaussiano €r - Nor (0, o') . Implfcita em (4.7.1) estri, ainda a hip6tese E {f i @)} : a,

caso contr6rio o modelo admitiria constantes livres nas fung6es /i (.). Das condigSes de

identificagdo do modelo resulta que IE (Y) : a.

No caso particular em que as fung6es de alisamento s6o lineares, i.e., em que i @o)
pode ser expresso em termos de uma combinagSo linear dos valores Ai*ior... tUim*t temos

p

ur = s+ t fi @) + e.;, 4 - Nor (o,o') ,

i-r*

i @o): D rr,,o,,
;_;
J-.min

(4.7.1)

(4.7.2)

onde os ponderadores hii : (frt,23) dependem das observag6es com base nas quais a

l3Para uma descrigSo pormenorizada dos modelos GAM veja-se, por exemplo, Hastie e Tibshirani
(1ee0).

laAs fung6es /i (.) podem incluir formulag6es param6tricas, o que significa que incorporam, por exem-
plo, o tradicional modelo linear generalizado (GLM) analisado no capftulo 3. Os modelos GAI{ utilizam,
na pr6tica, a mesma estrutura que os GLM, com a diferenga de que os previsores lineares podem incluir
funq6es ndo param6tricas.
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4.8. selecado do parametro de alisamento e nrlmero de graus de liberdade

variSvel de resposta / (r1) deve ser estimada. Definindo os vectores

f : (l{r,-,"; ,...,i(r,-*))
u : (gi-,., ...rAi^o*)'

e amatriz de ponderadores hii, -Ef, podemos reescrever a relagio (4.7.2) como

f :Hu. (4.7.3)

O vector dos residuos 6 dado por

6:(I-II)u. (4.7.4)

As funE6es estimadas nos modelos GAM t6m uma interpretagSo andloga aos coefi-
cientes estimados no modelo linear clissico. Para al6m disso, os modelos GAM ret6m
uma importante propriedade interpretativa do modelo clissico de regressSo linear. Com
efeito, a sua estrutrura aditiva permite, na aus6ncia de interacA5es, analisar o efeito iso-
lado de cada varidvel explicativa sobre a varirivel dependente, ou seja, red.uz o problema
a uma s6rie de regress6es lineares parciais.

No contexto actuarial, os modelos GAM permitem, d semelhanEa do que enunciii-
mos para o caso dos GLMs, a utilizagSo da distribuigdo exacta da variii,vel de interesse
(q, o, Pr), e ndo o recurso a aproximag6es, como no caso do m6todo de Whittaker-
Henderson (Verrall, 1996). Dito de outro modo, para graduar q, continua a ser possfvel
usar a distribuigSo Binomial e o l'ink logit, enquanto que para graduar p, recorremos d,

distribuigdo de Poisson e an li,nk logarftmico, mudando apena.s a forma adoptada pelo
previsor linear.

4.8 Seleca6.o do pardmetro de alisamento e mimero de graus
de liberdade

4.8.L Escolha do pardmetro de alisamento

A t6cnica de splines e os m6todos de Whittaker-Henderson, de kernel e de regressdo
polinomial local dependem de um pard,metro que controla a regularidade das estimativas
obtivas. A selecgS,o do pard,metro de alisamento (tamb6m chamado de pardmetro de
bandwi,th, smoothing ou de span) 6 crucial, porquanto ele estipula a importancia relativa
dos objectivos qualidade do ajustamento e alisamento da s6rie em problemas de gra-
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4.8. Selecgao do pardmetro de alisamento e nfmero de graus de liberdade

duag6,o.l5 Pode ser feita de maneira subjectiva ou, como descrevemos nesta secgSo, por
interm6dio de um procedimento automiitico.

Gavin et al. (1994) e Verrall (1996) analisam a aplicagdo do crit6rio de valida4So

cruzada (cross aalidation) na escolha do pardmetro de alisamento em problemas de

graduagSo. Dada a sequ6ncia de (ri,yi) de idades r,; (i: L,.. .,Nr) e indicadores de

mortalidade Ai, o crit6rio de validagSo cruzada selecciona o pardmetro de bandwith b
minimizando a seguinte soma de quadrados

"(6: urs*ir, 
{crfarl 

: h
omur (n,

?:0min

cv(b):h,H" (';t-'i?)'

-i;'t l']l, j : L,...,k, (4.8.1)

onde, para um dado valor do pa.r6.metro de bandwith, f;'(r1) representa a estimativa de

/(21)calculadausandoosubconjunto{(ri,ai),j * i},dedimensSo N"-t. Ocrit6riode
validagSo cruzada privilegia o poder explicativo do modelo em an:ilise. De facto, i;n ("n)

corresponde d estimativa de gri gerada por todas as observaE6es excluin6o u;6sima, donde

o desvio yn - i;n (*) e um indicador da qualida.de de ajustamento do modelo.

A aplicagS,o do crit6rio de valida4So cruzada simplifica-se enormemente no caso de

m6todos de alisamento lineares (4.7 .2), onde uma aproximagSo simples a" iln (c;) c dada
por

i;n (,n) : 
)[,*o!;0,,

onde !r*, *h : 1. Com base nesta equagSo deduz-se, ap6s alguma manipulagd.o

alg6brica, que

i;n(,n): !uir@r)-fin,,
donde

(4.8.2)

Da equagSo (4.8.2) resulta que 6 possfvel estimar f;' ("r) sem necesidade de eliminar
a observa4S,o relativa a ri.

Em alternativa ao crit6rio (4.8.1), 6 possfvel recorrer ao crit6rio de validaqSo cruzada
l5Para uma andlise detalhada deste tema veja-se, por exemplo, Hastie e Tibsbirani (1990).
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4.8. SelecgS,o do pardmetro de alisamento e nfmero de graus de liberdade

generalizado, definido por (Hastie e Tibshirani, 1990)

GCv(b):+,H" @,-h@)) (483)
I/" (, _ # t,_*_," /

4.8.2 Nrimero de graus de liberdade

A informagSo sobre o nfmero de graus de liberdade dos diferentes m6todos de alisamento

6 fundamental para comparar a sua complexidade e capacidade de alisamento. Para uma

dada matriz de alisamento -E[6, os graus de liberdade df (b) sd,o definidos por

df (b) : tr (116) ,

onde tr (.) denota o traqo da matriz.

Hastie e Tibshirani (1990) apresentam definig6es alternativas para os graus de liber-

dade, desenvolvidas por analogia com os modelos de regressSo linear. Seja gra : i (r)+e6
q - Nor (0,o') . A partir da definig5,o de valor esperado da soma dos quadrados resid-

uais, os autores sugerem a seguinte definigio para os graus de liberdade do erro

df. (b) - N* - tr (zH6 - HaIIL) ,

onde a analogia com o modelo de regressSo linear cldssico 6 clara, para o qual, recor-

damos, df : (N* - p), com p a denotar o nfmero de pardmetros do modelo.
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Capftulo 5

Graduag6o Param6trica da
Mortalidade da PopulagSo Segura
em Portugal

"Nd,o basta conqu,istar a sabedoria, 6 prec,iso usd,-\a." (Cfcero)

5.1 IntroduEdo

As tribuas de mortalidade constituem um elemento essencial na fixa4do das tarifas dos

contratos de seguro do ramo vida e na avaliagSo das responsabilidades das companhias

de seguros e dos fundos de pens6es. Nos ultimos anos, a problemd,tica dos m6todos e

pressupostos usados na avaliagio actuarial dos activos e das responsabilidades ganhou

uma importdncia acrescida, n5,o apenas para as empresas, mas tamb6m para as entidades

reguladoras do sector a nfvel naciona.l e internacional. Com efeito, num contexto marcado
pelo incremento da volatilidade nos mercados financeiros e pelo aumento da longevidade

humana, a necessidade de garantir o matching enfte os activos e as responsabilidades

financeiras das empresas passa) em boa medida, pela utilizagSo de bases t6cnicas que es-

pelhem, de forma adequada, os factores de risco (demogrd,ficos, financeiros, operacionais)

a que se encontram expostas as carteiras.

NEo obstante as melhorias verificadas nos sistemas de informagdo das empresas, a

recolha sistemiitica pelo Instituto de Seguros de Portugal (ISP) de dados estatfsticos so-

bre a mortalidade das pessoas seguras e dos beneficidrios dos fundos de pens6es teve inicio
apenas em 1995. Como tal, nio existe um referencial hist6rico que sirva de base a uma
aniilise comparativa sobre o comportamento da mortalidade neste tipo de populag5es.
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5.1. IntrodugS,o

A dimensS,o curta da s6rie dificulta igualmente a identificag6o de uma tend6ncia clara
paxa a dindmica da mortalidade, uma limitagdo importante em estudos prospectivos.

Se exceptuarmos os ensaios explorat6rios publicados nos Relat6rios do Sector Se-

gurador e F\rndos de PensSes de 1999 e 2002 (ISP, 2000, 2003) e as refer6ncias neles

citadas, nunca foi realizado um estudo empirico sobre a mortalidade destas populag6es.

Em Portugal, n5.o existem t6buas de mortalidade (contempordneas ou prospectivas)

regulamentares, nem para a populaqSo portuguesa, nem para as subpopulag6es de pes-

soas seguras. Em resultado, as companhias de seguros que operarn o ramo vida sdo

forgadas a recorrerem) nos seus pressupostos actuariais, a tri,buas de mortalidade adop-

tadas noutros pafses (FYanga, SuiEa, Inglaterra, Espanha,...). A utilizaqS,o de uma lei de

sobrevivOncia relativa a outro pafs, tendencialmente desajustada das condig6es demogrri-

ficas do pafs e da carteira em que 6 aplicada, envolve, naturalmente, riscos significativos,
nomeadamente o risco de sobrestimagdo da taxa de mortalidade da populagSo.

As novas disposig6es contidas nas normas contabilfsticas IFRS e no projecto Solv€ncia

II reforgam a necessidade de se proceder a uma avaliagSo mais criteriosa das responsa-

bilidades das empresas. Em particular, elas abrem a porta d possibilidade de serem

adoptadas tribuas de mortalidade especfficas, ajustadas d populagSo representada nas

carteiras das companhias de seguros, designadamente nos casos em que o actu6rio res-

ponsd.vel considera que as caracterfsticas das populagSes envolvidas n5,o se encontram
devidamente espelhadas nas tribuas regulamentares. Estes desenvolvimentos tornam
inadirivel a construgSo de tribuas regulamentares em Portugal, quer para a populagSo

em geral, quer para as subpopulagSes de pessoas seguras e dos fundos de pens6es.

Para tentar colmatar esta lacuna, realizarnos neste capftulo o primeiro exercfcio sis-

temritico de graduagS,o param6trica da mortalidade das pessoas seguras e dos benefi-

ciri.rios dos fundos de pensdes efectuado em Portugal, tomando como refer€ncia os dados

relativos ao perfodo 2000-2004. O capftulo estii organizado da seguinte forma. Na SecAS.o

5.2, descrevemos as principais caracterfsticas das populag6es abrangidas pelo estudo. Na

Secgio 5.3, apresentamos os resultados obtidos pela aplica46o de modelos lineares e n6o

lineares generalizados na graduagSo param6trica de quocientes e taxas de mortalidade.
Na SecgS,o 5.4, exemplificamos o emprego da abordagem dual descrita no Capftulo 3

em problemas de graduagS,o, considerando a populagS,o coberta por seguros em caso de

vida. Na SecEdo 5.5, avaliamos o desempenho das diferentes leis de Heligman-Pollard
(HP) e aferimos a importdncia da escolha da fung5.o objectivo na eficdcia do modelo.

Na Secgao 5.6, comparamos o desempenho dos diferentes m6todos param6tricos testados

usando um conjunto de indicadores de qualidade do ajustamento. Por riltimo, a SecgSo

5.7 resume as principais conclus6es do estudo.
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5.2. Descrigdo da amostra

5.2 DescrigSo da amostra

Nesta secES.o descrevemos, de forma sumdria, as principais caracterfsticas das popu-

lag6es que servem de base ao estudo. Em particular, analisamos a estrutura etriria da

populagSo exposta ao risco s a.lgumas particularidades observadas no comportamento da

mortalidade no perfodo investigado.

5.2.L Beneficiiirios de fundos de pens5es

O presente estudo sobre a mortalidade dos Beneficiririos de F\rndos de Pens6es (BFP) tem

por base os dados coligidos pelo Instituto de Seguros de Portugal (ISP) para o universo

dos F\rndos de Pens6es a operar no mercado portugu6s. A categoria BFP compreende os

pensionistas com direito ao recebimento de uma pensS,o a tftulo de pr+.reforma, reforma

antecipada, reforma por velhice, reforma por invalidez ou em caso de sobreviv€ncia (e.g.,

viuvez e orfandade). A informagS,o estatfstica usada na andlise compreende os dados

sobre o nfmero de pessoas expostas (centralmente) ao risco (E) 
" 

sobre o mlmero de

6bitos registados (d), devidamente discriminados por sexo e idade actuarial, no perfodo

compreendido entre os anos de 2000 e 2004.

O Quadro 5.2.1 resume algumas caracterfsticas das populagSes. No perfodo em

estudo, a populagSo anualmente exposta ao risco de morte aumentou 8Vo de 95,4 mil
para cerca de 103 mil individuos, sobretudo devido ao crescimento dos pensionistas

do sexo feminino que aumentaram 16%, atingindo um total de 38770 vidas em 2004.

Em comparagSo, no mesmo periodo a popula,gS,o do sexo masculino apenas cresceu 4Vo,

somando 64172 vidas em 2004. Ap6s um periodo de crescimento acentuado do ndmero

de pensionistas, observado na segunda metade da d6cada de noventa (o total de vidas

expostas ao risco ascendia a63,4 mil em 1995) e no infcio do novo mil6nio, nos rlltimos

anos o nfmero de pensionistas manteve-se relativamente constante.

Ano
Homens Mulheres Total

E d E d E d
2000
2001
2002
2003
2004

61 918
60 027
66 278
65 420
64 L72

1 753
1 624
2 107
1 974
1 961

33 486
30 614
36 024
35 969
38 770

670
731

1 830
1 059
1 075

95 4U4

90 641
102 302
101 389
t02 947

2 b29
2 355
3 937
2 973
3 036

Total 377 8L2 I 356 174 848 5 562 492 659 14 918

Quadro 5.2.1: Beneficiririos de fundos de pens6es (8";d")

As Figuras 5.2.1 e 5.2.2 revelam algumas particularidades sobre a distribuigio etdria
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5.2. Descrigd,o da arnostra

da populagSo masculina e feminina exposta ao risco.

Figura 5.2.1: Estrutura etdria da popula4So masculina de pensionistas

g
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?

Figura 5.2.2: Estrutura etd,ria da populagdo feminina de pensionistas
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5.2. DescrigSo da amostra

Em primeiro lugar, e atendendo a natureza do beneffcio em causa, observa-se que a
populagSo estd concentrada em duas faixas etririas distintas. Uma primeira, de menor

importAncia em termos de vidas expostas ao risco, que abrange as idades entre os 15 e os

25 anos e que representa, essencialmente, os 6rf5os de beneficid,rios e participantes nos

fundos.l Uma segunda, de maior significado e interesse, correspondente aos indivrduos

com mais de 40 anos, com um pico natural em torno dos 65 anos, a idade "normal" de

reforma em Portugal. Em ambos os sexos, s5o observadas vidas expostas ao risco entre
os 0 e os 104 anos. No entanto, cerca de 95% da exposigSo estd concentrada numa faixa
et6ria que vai dos 50 aos 85 anos.

A Figura 5.2.3 d6-nos uma primeira impressSo sobre o comportamento da mortali-
dade no perfodo em and,lise. As estimativas brutas dos quocientes q, foram calculadas

com base na hip6tese de repartigSo uniforme dos 6bitos durante o ano, mediante a f6r-
mula

2004

Qn- (5.2.1)

A Figura 5.2.4 representa, a tftulo de comparagS.o, os quocientes de mortalidade da
populagSo portuguesa extraidos da tribua de mortalidade referente ao perfodo 2001102,

elaborada pelo Instituto Nacional de Estatfstica (I.N.E.).
A primeira caracterfstica a salientar refere-se d mortalidade anormalmente elevada

nas idades mais jovens, em especial no intervalo entre os l-5 e os 25 anos. Este comporta-
mento, devidamente assinalado pelo ISP (2000), 6 explicado em parte pela forma como

os dados sio compilados em Portugal, que equiparam d morte enquanto pensionista,

todos os eventos que conduzem um indivfduo a perder a sua qualidade de beneficidrio do

fundo de pens6es. Significa isto que a mortalidade registada tanto pode corresponder d

morte ffsica, propriamente dita, como a outros factos que impliquem a perda do direito
A, pens5,o, entre os quais se incluem, por exemplo, a extingS,o da pensSo de orfandade

por se atingir a idade mdxima elegfvel, ou a perda do direito d, pensS,o de viuvez em

resultado da contracgdo de novo casamento pelo c6njuge sobrevivo. Deste modo, os pi-
cos de mortalidade observados em ambos os sexos em torno dos 25 anos de idade ndo
podem ser dissociados do facto de que os planos de pens6es que prevEem beneffcios de

orfandade e/ou viuvez estipularem, regra geral, o vig6simo quinto aniversdrio como a
idade limite para cessagSo do direito d pensSo de orfandade.2Em suma, uma boa fa-

lAssinala-se, a este prop6sito, que uma boa parte $os planos de pens6es existentes em Portugal
estipula beneficios de orfandade em caso de falecimento dos beneficid,rios e/ou participantes nos fundos.

2Registe-se que esta idade pode, nalguns casos, ser prolongrivel, em particular se o 6rf6o for invdlido
ou se estiver em fase de conclusSo dos estudos com bom aproveitamento.
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5.2. DescrigS,o da arnostra

tia da "mortalidade" registada nestas idades nd,o corresponde, de facto, d mortalidade

ffsica, mas simplesmente d, perda do direito d pensS,o e, como tal, deve ser analisada com

cautela.

HOMENS MULHERES

go

I
go
9

a

.'n

o
m

{

o

Figura 5.2.3: Estimativas brutas dos quocientes gr, pensionistas

HOMENS MULHERES

&

Figura 5.2.4: Estimativas brutas dos quocientes qo, populagSo portuguesa 200112002
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5.2. DescrigSo da amostra

A observa46o da Figura 5.2.3 permite ainda constatar que nas idades em que o

nfmero de expostos ao risco 6 (estatisticamente) pouco significativo (at6 a,os 50 anos),

os quocientes f, apresentam um padrSo grrifico bastante err6tico e voLi,til. Em com-

pensagdo, nas faixas etririas em que se concentra a maior parte da exposig6o ao risco

6 possfvel registar, em ambos os sexos, uma tend6ncia crescente nos quocientes, muito
pr6xima daquela que 6 observada na popula,gdo portuguesa. Nos individuos com mais

de 50 anos, destacamos ainda o facto de os quocientes relativos aos pensionistas do

sexo feminino serem menores do que os observados nos pensionistas do sexo masculino,

um resultado esperado atendendo ao comportamento observado na Figura 5.2.4 paru a

popula4So portuguesa, e ao diferencial na esperanga de vida entre homens e mulheres

registado na generalidade dos pafses ocidentais.

5.2.2 Seguros em caso de vida

Em Portugal, a populagS,o exposta ao risco nos Seguros de vida em Caso de Vida
(SCV) 6 constitufda, essencialmente, por seguros de capitais (capitais diferidos, planos

de poupanga-reforma (PPR) e planos de poupanga-reforma-educag5o (PPR/E), seguros

do tipo "Uniaersal L'ife", vida inteira e mistos), operag6es de capitaliza,qeo e seguros de

rendas.

Como se observa no Quadro 5.2.2, a populagao coberta pelos seguros em caso de vida

cresceu significativamente (82.8%) no perfodo em aniilise, passando das 1198,7 mil vidas

em 2000 para os cerca de 2,2 milh6es de indivfduos em 2004. Esse crescimento foi, uma

vez mais, desigual entre sexos, com a populagS,o feminina a quase duplicar no quinqu6nio

em estudo (cresceu 98%), enquanto que na populagSo do sexo masculino o aumento foi

de apenas 75%. Neste perfodo, a repartigdo da populagi,o por sexos registou flutua46es

importantes. Ainda assim, 6 patente o maior peso das vidas do sexo masculino, que

representavam em 2004 62% do total. Este riltimo nfmero contrasta com detectado na
populagSo portuguesa, onde a populagSo feminina representa cerca de 57.5% do total.

Ano
Homens Mulheres Total

E d E d E d
2UUU

2007
2002
2003
2004

762 6JU
1 011 050
t 712 976

959 341

i 368 112

2 652
3 280
3 544
2 928
5 338

415 883
50L 776
575 253
545 358
822 904

1

1

1

1 40L
974
110

034
812

1 198 713
t 572 826
t 688 229
1 504 699
2 191 016

4 053
4 254
1 654
3 962
7 150

Tota-l 5 234 308 17 742 2 867 774 6 331 8 095 483 24 073

Quadro 5.2.2: Seguros em caso de vida (E";dr)
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5.2. Descrigio da amostra

Nas Figuras 5.2.5 e 5.2.6 6 possfvel verificar que, apesar do forte crescimento da

carteira registado neste perfodo, a distribuigeo etdria das populag6es (masculina e fem-

inina) apresenta um perfil relativamente est6ve1.

Figura 5.2.5: Seguros em caso de vida: estrutura etdria da populagS,o masculina

E.

s

e

,n

e

g

Figura 5.2.6: Seguros em caso de vida: estrutura et6ria da populagdo feminina



5.2. DescriqSo da amostra

Com efeito, a maioria das vidas concentra-se numa faixa etdria entre os 45 e os 65

anos de idade, ou seja, relativamente pr6ximo da idade normal de reforma.S Em ambos

os sexos, foram registadas vidas expostas ao risco entre os 0 e os 108 anos, sendo que

cerca de 95% da exposigSo se concentrava numa faixa etiiria entre os 25 e os 75 anos.

No que se refere ao comportamento da mortalidade, a Figura 5.2.7 mostra que a pop
ulagSo segura em caso de vida apresenta perfis semelhantes aos registados na popula,g6o

portuguesa em geral, embora se constate que os quocientes q, s6o claramente inferi-
ores. Destaque ainda paxa as jii mencionadas diferengas de mortalidade entre sexos,

assim como para os habituais picos de mortalidade no intervalo 15-30 anos (sobretudo

na populaqSo do sexo masculino), atribu{dos d denominada "mortalidade acidental".
Nas idades em que o nfmero de expostos ao risco 6 (estatisticamente) pouco signi-

ficativo, a irregularidade nos quocientes 6 naturalmente mais acentuada.

HOMENS MULHERES

?

o'tt
ttt

a',
a

'P'al€
.Jl

t .tba

.t
t tttaat'

-a

60

ldade

Figura 5.2.7: Estimativas brutas dos quocientes go, seguros em caso de vida
3Este perfil, revelador de um mercado prdximo da maturidade, 6 em boa medida explicado pelo

facto de no perfodo 2000-2004 se ter assistido a uma estabilizagSo das caracterfsticas da procura (por
principais tipos de produtos), com a quase totalidade da produg6o anual concentrada em produtos de
elevada componente financeira e idade de subscrigSo relativamente prdxima da idade de reforma (capitais
diferidos com contraseguro, PPR/E).
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5.2. Descrigdo da amostra

5.2.3 Seguros em caso de morte

A populagio exposta ao risco nos Seguros de vida em Caso de Morte (SCM) 6 consti-
tufda, maioritariamente, por seguros temporii,rios, urn tipo de seguro usualmente exigido

como garantia em operag6es de cr6dito, sobretudo em operag6es de cr6dito d habita,g6,o,

operag6es de cr6dito pessoal ou associadas a garantias de cart5es de cr6dito. Pa^ra a maio-
ria da populagSo segura, o fundamento que conduz d celebraEso do contrato de seguro

6, assim, completamente independente da preocupagio para com um falecimento pre.

maturo face d m6dia, um comportamento que pode introduzir alguma selecgdo adversa

na composiEao das carteiras das companhias de seguros.

A evolugio da carteira de vidas cobertas por seguros em caso de morte no perfodo

2000-2004 6 posta em evidOncia no Quadro 5.2.3. Como se observa, a dimensS,o da
carteira cresceu significativamente (cerca de 1.39 milh6es de vidas ott 43.3Vo), atingindo

em 2004 um universo de 4.6 milh6es de indivfduos de ambos os sexos. Este crescimento

6 consistente com a evolugS,o dos contratos e dos montantes de cr6dito i habita,gS,o

observada em Portugal neste perfodo. Sublinha-se, uma vez mais, o maior contributo
das vidas do sexo feminino para o crescimento da carteira global, com o mimero de

expostos ao risco deste sexo a quase duplicar no perfodo em aprego. Apesar desta

evolugdo, em 2004 a populagSo feminina continuava a representar apenas 35% do total
da carteira.

Ano
llomens Mulheres TotaI

E d E d E d
2UUU

2001
2002
2003
2004

2 376 533
2 469 984
2 597 102
2 266 837
2 991 054

4 082
3 217
3 263
3 699
5 207

839 862
1 003 407
1 130 075
1 186 668
1 616 957

1 338
lot
775
795

1 330

3 216 395
3 473 391
3 727 177
3 453 506
4 608 011

5 420
3 978
3 978
4 494
6 537

Total 12 707 517 t9 462 5 776 969 4 945 18 478 480 24 407

Quadro 5.2.3: Seguros em caso de morte (Er;d")

Como se observa pela anrilise das Figuras 5.2.8 e 5.2.9, os diferentes ritmos de cresci-

mento nas carteiras do sexo masculino e feminino tiveram correspond6ncia na evolugdo da
sua distribuigSo etd.ria. Com efeito, a carteira de vidas do sexo masculino apresenta per-

fis tfpicos de populaE6es mais maduras, evidenciando um comportamento relativamente

estiivel ao longo de todo o quinquEnio em estudo, com uma forma senoidal ligeiramente

enviesada d esquerda, com m6dia, moda e mediana situadas numa faixa etd,ria em torno
dos 40 anos. Esta evolugSo contrasta com o observado nas vidas do sexo feminino, onde
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5.2. Descrigdo da amostra

o crescimento da carteira introduziu mudangas estruturais substanciais.a

?

o1

eI

Figura 5.2.8: Seguros em caso de morte: estrutura etdria da populag6o masculina

Figura 5.2.9: Seguros em caso de morte: estrutura etriria da popula,gSo feminina

4Como se observa na Figura 5.2.9, no transcurso deste perfodo a estrutura etdria tendeu para uma
forma senoidal bastante enviesada i, esquerda, com moda situada em torno dos 30 anos, recuada em

aproximadamente 10 anos face i m6dia e d mediana da distribuigdo. Perante esta evolu96o, 6 inque+
tiondvel que se assistiu & uma forte entrada de mulheres mais jovens para a carteira global, um facto que

estd, invariavelmente associado d, evolugSo da polftica de cr6dito n habita4So das instituig6es financeiras
nos riltimos a.nos.
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5.2. Descrigdo da amostra

No perfodo em estudo, sd,o observadas vidas expostas ao risco entre os 0 e os l-10

anos no caso do sexo masculino, e entre os 0 e os 105 anos no caso do sexo feminino.

Contudo, mais de 99% da exposigdo em ambos os sexos est6 concentrada numa faixa

etriria que vai dos 20 aos 75 anos de idade.

Na Figura 5.2.L0 6 possfvel verificar que os perfis grrificos dos quocientes de mortali-
dade se aproximam dos da populagSo em geral. No entanto, observa-se que as tend6ncias

de mortalidade da populagSo segura em caso de morte s5,o anormalrnente mais brandas

do que as registadas na populagdo em geral (e at6 na pr6pria popula4So segura em caso

de vida), e para todo o intervalo de idades considerado. Ainda mais surpreendente 6 o

facto dos quocientes relativos d populagSo masculina serem, num nfmero significativo

de idades, inferiores aos da populagS,o feminina, um padrdo in6dito e invulgar face ao

exposto na SecgS.o 5.2.1.

MULHERES

60

ldad.

60

Figura 5.2.L0: Estimativas brutas dos quocient€s er, seguros em caso de morte

Este resultado inesperado, devidamente assinalado pelo ISP (2003), 6 explicado pela

exist6ncia de erros na recolha de informaESo estatfstica sobre a mortalidade efectiva

neste tipo de populaqSo.5 A presenga de erro na amostra introduz um enviesamento nio
oEstes erros estSo relacionados, desde logo, com atrasos na comunicagSo entre os bancos e as com-

panhias de seguros do ramo vida aquando do falecimento de clientes que contrairam empr6stimos para
a aquisigSo de habitaqSo, um facto que pode levar d perda de informagio sobre os 6bitos. Por outro
lado, algumas coberturas do risco de morte associadas a operag6es de cr6dito pessoal ou a cart5es de
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5.3. Modelos lineares e nS,o.linea.res generalizados

negligencirivel na aniilise e condiciona, inevitavelmente, os resultados e as conclus6es a

retirar quanto ao comportamento da mortalidade.G

5.3 Modelos lineares e nio-lineares generalizados

Nesta secg6o, reportamos os principais resultados obtidos pela aplicagSo dos modelos

lineares e n6o lineares generalizados descritos no Capftulo 3 na graduag6o da experiOncia

relativa as popula4Ses de beneficiiirios de fundos de pens6es e de pessoas seguras em caso

de vida e em caso de morte, no perfodo 2000-2004. O procedimento de graduagSo de

er e Fr, baseia-se na utilizaqSo de modelos com previsor linear do tipo LGM(r,s) ou

G M (r,s), com li,nk logit ou logarftmico, respectivamente.

As estimativas dos parAmetros dos modelos (obtidas com base no m6todo de mdxima-

verosimilhanga) e os resultados dos testes de qualidade do ajustamento foram obtidos

com recurso a uma rotina informritica especialmente escrita para o efeito, implementada

no package S-PLUS 2000 (Release 3). A exposigS,o dos resultados compreende, nas tr6s

subpopulag6es em estudo, a descrigSo dos ajustamentos efectuados aos dados de base,

os testes usados para seleccionar o modelo adequado e a anrilise da sua significAncia

estatistica.

5.3.1 Beneficiririos de fundos de pensSes

Os dados usados na gradua,gio da mortalidade dos beneficidrios de fundos de pens6es

correspondem apenas as idades compreendidas entre os 50 e os 100 anos, no periodo que

decorre de 2000 a2004, com centro no ano de 2002. Esta limitagS,o do intervalo de anrilise

6 justificada por duas ordens de raz6es. Em primeiro lugar, pelo facto do nfmero de vidas

expostas ao risco ser reduzido nas restantes idades e apresentar as idiossincrasias referidas

na SecgSo 5.2, razI,o pela qual a sua inclusS,o afectaria a significAncia estatlstica dos

resultados. Em segundo lugar, recordamos que esta faixa etiiria 6 aquela que apresenta

maior interesse relativo para as Sociedades Gestoras de F\rndos de PensSes (SGFP),

quer por concentrar a maioria da exposigao ao risco, quer por ditar as responsabilidades

financeiras de maior valor. Nas idades em que o nrlmero de 6bitos registados no perfodo

foi nulo ou escasso (e.g., nas idades mais avangadas), procedeu-se ao agrupamento das

cr6dito n6o s6o, por vezes, accionadas, seja por corresponderem a situag6es de exclusdo contratualmente
estipuladas, levando a que a companhia de seguros n5o seja informada da ocorr6ncia do falecimento, seja
por desconhecimento ou at6 esquecimento dos beneficidrios.

6A presenga de erro na amostra pode igualmente ajudar a explicar o comportamento <<estranho>> dos
quocientes na populag6o do sexo masculino a partir dos 70 anos de idade, com uma quebra na natural
tendEncia de crescimento dos quocientes com o aumento da idade.
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5.3. Modelos lineares e nio-lineares generalizados

idades contfguas at6 que a soma dos dbitos esperados (4*) fosse maior ou igual a 5
(i.e., fr*P > b).

GraduagSo d" q,

Escolha da ordem do modelo A primeira etapa no procedimento de gradua4So

envolveu a determinagSo da ordem (r, s) da fdrmula de Gompertz-Makeham (3.4.1) que

melhor ajusta os dados. Em ambos os sexos, foram testadas 30 combinag6es diferentes

considerando s e [2,7)er e [0,4]. Os valores da fungio de Log-Verosimilhanga (LV) e

da (unscaled) deviance s6,o apresentados nos Quadros 5.3.1 e 5.3.2.

Log-verosimilhanga
r S:2 S:J S:4 s:5 S:6 S:7
0 37097.M 36996.57 36994.80 36992.72 36992.10 36991.06
1 36994.54 36994.10 36993.64 36991.97 36989.69 36971.31
2 36993.02 36991.19 36989.86 36985.38 36977.66 36970.45
3 36991.73 36991.19 36989.34 36973.52 36970.59 36970.57
4 36988.81 36986.34 36981.16 36969.42 36969.42 36969.51

Deviaace
r "-, S:3 S:4 S:5 s:6 s:7
0 342.t4 r52.39 L48.84 143.49 143.45 141.38
i 748.34 t47.44 t46.52 143.18 138.62 101.87
2 145.21 141.63 138.97 130.02 114.56 100.16
3 1.42.77 1,47.63 137.93 106.30 100.44 100.40
4 136.87 13L.92 127.57 98.09 98.08 98.26

Quadro 5.3.1: LV e deviance para pensionistas do sexo masculino, LGM(r,s)

Log-verosimilhanga
r S:J S:4 S:5 S:6 s:7
0 19686.30 T9641.51 i9630.38 19625.97 19620.98 19616.32
1 19633.47 19632.63 79629.M 19621.08 19616.36 19615.97
2 19633.46 19628.21 19616.39 19615.67 i9615.67 19615.57
3 19633.21 19619.33 19615.78 i9615.66 19615.65 19615.56
4 t9627.72 19616.39 79675.77 19615.64 19615.37 19615.36

Deviance
r e-) S:3 S:4 S:5 S:6 s:7
0 782.70 93.13 70.87 62.03 52.07 42.75
1 77.07 75.36 68.99 52.26 42.87 42.04
2 77.07 66.52 42.87 47.44 41.M 41.23
3 76.52 46.76 41.66 41.43 41.47 +1.23
4 53.54 42.88 41.65 47.37 40.84 40.83

Quadro 5.3.2: LV e deviance para pensionistas do sexo feminino, LGM(r, s)
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5.3. Modelos lineares e nd,o-lineares generalizados

Como seria de antever, regista-se uma diminuigdo paulatina nos valores da Log-

verosimilhanga (LV) e da deviance d, medida que nos movemos ao longo de uma linha
ou ao longo de uma coluna da tabela, ou seja, d, medida que aumenta o nfmero de

pardmetros do modelo. Para determinar a ordem 6ptima da fdrmula 6 necessiirio avaliar

se os decr6scimos na LV e na deviance sdo estatisticamente significativos, ou seja, 6
imprescindfvel verificar se a melhoria na qualidade da graduag5o conseguida com a adig5o

de parA.metros ao modelo 6 compensada pelo inevitdvel aumento da sua complexidade.

A este propdsito, recordamos que a diferenga entre os valores de duas colunas (ou linhas)

adjacentes da deviance pode ser aproximada por uma distribuigio de y2 com um grau de

liberdade. A anrilise dos quadros permite identificar os modelos LGM(L,7), LGM(2,6)
e LGM(3,5) como potenciais candidatos no caso da populagS,o de pensionistas do sexo

masculino, e os modelos LGM(0,7), LGM(L,6), LGM(2,4), LGM(3,4) e LGM(4,3)
na populagao do sexo feminino.

Para seleccionar o modelo 6ptimo, foram considerados outros indicadores de quali-

dade do ajustamento, reportados nos Quadros 5.3.3 e 5.3.4.7 Nestes, as primeiras tr6s
colunas indicam, respectivamente, a ordem (r, s) da f6rmula, o valor (unscaled) da es-

tatfstica X2 e o correspondente pvalue. No caso dos pensionistas do sexo masculino, o

pvalue do teste y2 foi ajustado por um factor de escala de modo a contemplar a pre-

visivel presenga de sobredispersS.o na amostra. As tr6s colunas seguintes reportam, por
esta ordem, os pvalues do teste dos sinais (Si,gns Test), do teste das sequ6ncias ou das

mudanqas de sinal (Runs Test) e do teste de Kolmogorov-Smirnov para a igualdade entre
a distribuigSo observada e a distribuigS.o estimada. As duas colunas seguintes incluem
informagSo sobre os pvalues dos testes de autocorrela,gd,o efectuados, nomeadamente dos

testes de Portmanteau e de Ljung-Box.

A coluna intitulada "Par. Sign." sinaliza o resultado da aniilise d signiflcdncia estatfs-

tica dos pardmetros dos modelos. Deste modo, na eventualidade de todos os pardmetros

estimados se revelarem, num teste bilateral, significativamente diferentes de zero, a sigla

"S" 6 apresentada. Caso contrririo, 6 indicada a sigla uN'. A obtengS,o de estimativas

nio significativas 6 um primeiro sinal de possfvel sobre-parametrizagia do modelo.

A coluna intitulada "Conf." evidencia se o modelo testado apresenta (S) ou nao (N)

uma boa configuragSo, entendendo-se por tal a capacidade deste para gerar estimativas
plausiveis fora do intervalo de graduagS.o (nomeadamente para fr > 100), em partic-
ular quocientes de mortalidade crescentes com a idade.8 Por fim, a coluna intitulada

TPara mais detalhes sobre a definiqSo dos indicadores e a forma de crilculo, veja-se o Capitulo 3.
8No capitulo seguinte, s6o apresentadas solug6es alternativas para contornar o problema da irregu-

laridade da mortalidade nas idades avangadas, que passam, em particular, pela adopgSo de m6todos de
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5.3. Modelos lineares e n5,o-lineares generalizados

"Int. Conf." apresenta informagdo sobre a qualidade do ajustamento proporcionada

pelo modelo nas idades interm6dias, onde se concentra a maioria da exposig6o ao risco.

Para qualificar esta caracterfstica, consider:imos que um modelo apresenta um desem-

penho adequado (S) se os intervalos de confianga estimados nas idades interm6dias sdo

relativamente estreitos e incluem a maioria das estimativas brutas dos quocientes er.

(r,5) x" plx') Signs
p(+\

Kuns
p(mns)

K5
e(.\

Portm
e(.\

Lj-Box
e(.\

Par.
SiEm,

Uont. Int.
Conf.

\u,2)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,6)
(0,7)
(1,2)
(1,3)
(t,4)
(1,5)
(1,6)
(1,7)
(2,2)
(2,3)
(2,4)
(2,5)
(2,6)
(2,7)
(3,2)
(3,3)
(3,4)
(3,5)
(3,6)
(3,7)
(4,2)
(4,3)
(4,4)
(4,5)
(4,6)
(4,7)

JA'.(.7
155.0
151.8
746.2
746.2
143.5
151.3
150.2
749.3
145.8
140.7
103.0
747.9
7M.3
74t.9
131.7
116.3
107.2
745.6
7M.3
740.5
107.6
101.6
101.6
139.0
133.6
123.3
98.6
98.6
99.1

U.UUU

0.742
0.143
0.165
0.140
0.138
0.772
0.156
0.140
0.144
0.160
0.641
0.176
0.181
0.777
0.252
0.426
0.628
0.170
0.155
0.162
0.566
0.627
0.578
0.205
0,230
0.322
0.677
0.628
0.576

u.v64
0.556
0.336
0.556
0.556
0.336
0.336
0.336
0.336
0.556
0.444
0.444
0.336
0.556
0.556
0.556
0.240
0.556
0.4M
0.556
0.556
0.443
0.336
0.234
0.556
0.4M
0.240
0.444
0.4M
0.664

U.UUU

0.317
0.700
0.668
0.668
0.700
0.700
0.700
0.700
0.668
0.676
0.659
0.700
0.668
0.886
0.886
0.967
0.198
0.676
0.668
0.886
0.481
0.922
0.590
0.668
0.676
0.535
0.877
0.877
0.877

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

U.UUU

0.380
0.i71
0.169
0.175
0.151
0.134
0.167
0.145
0.159
0.247
0.334
0.212
0.188
0.286
0.319
0.300
0.146
0.203
0.189
0.264
0.166
0.122
0.129
0.231
0.288
0.411
0.i91
0.188
0.090

U.UUU

0.138
0.034
0.031
0.032
0.024
0.022
0.031
0.025
0.028
0.053
0.t24
0.046
0.036
0.071
0.093
0.116
0.040
0.041
0.036
0.062
0.050
0.032
0.034
0.052
0.077
0.174
0.058
0.057
0.020

5
S
S

S

N
N
S

N
N
N
S

N
s
S

S
N
S
N
N
N
N
N
S
N
S
S

N
N
N
N
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S
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S
S
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S

S

S
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N
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S

S

Quadro 5.3.3: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM(r, s), pensionistas do
sexo masculino

Como se observa, em ambos os sexos sd,o imlmeros os modelos que satisfazem todos

os crit6rios de bondade do ajustamento. No entanto, para os pensionistas do sexo mas-

culino verifica-se que, de entre os modelos anteriormente seleccionados como candidatos

a 6ptimo, o rinico que respeita todos os indicadores de qualidade 6 o modelo LGM(2,6).
Os modelos LGM(1,7) e LGM(3,5) sdo descartados pelo facto de gerarem parA,metros

fecho de t6,buas
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5.3. Modelos lineares e n5,o-lineares generalizados

n6o significativos e/ou uma configuragS,o pouco adequada em termos de gradua46o, n6o

obstante proporcionarem, por exemplo, valores inferiores para a estatistica deviance.

Conclui-se, assim, pela anrilise da bateria de indicadores acima indicada, que o modelo

que melhor ajusta o comportamento da mortalidade dos pensionistas do sexo masculino

6 o modelo LGM(2,6). No caso dos pensionistas do sexo feminino, um raciocfnio anrilogo

identifica o modelo LGM(0,7) como sendo o rinico que, de entre os candidatos a 6ptimo,

respeita todos os crit6rios de qualidade do ajustamento. Trata-se de um modelo que,

no contexto dos GLMs, assume uma estrutura linear, correspondente a um ajustamento

mediante um polin6mio de grau 6.

(r, s) x" p(x') Srgns
e,+),

t(uns
p(mns)

K5
p(.)

Portm
e(.\

LJ-uox
e(.\

Par.
Sienf.

Uont. lnt.
Conf.

\U,z)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,6)
(0,7)
(L,2)
(1,3)
(L,4)
(1,5)
(1,6)
(1, 7)
(2,2)
(2,3)
(2,4)
(2,5)
(2,6)
(2,7)
(3,2)
(3,3)
(3,4)
(3,5)
(3,6)
(3,7)
(4,2)
(4,3)
(4,4)
(4,5)
(4,6)
(4,7)

z16.6
95.5
70.8
63.8
52.4
42.6
77.2
75.3
69.0
53.5
42.7
41.8
77.1
69.2
42.8
41,.3

41.2
47.7
77.0
49.3
41.5
4r.2
41.2
47.1
52.8
42.8
41.5
47.2
40.8
40.8

U.UUU

0.000
0.014
0.042
0.210
0.533
0.005
0.006
0.016
0.181
0.530
0.522
0.004
0.015
0.564
0.590
0.547
0.511
0.003
0.306
0.580
0.548
0.505
0.467
0.198
0.523
0.537
0.507
0.480
0.425

u.91v
0.500
0.390
0.610
0.500
0.712
o.712
0.390
0.610
0.610
0.390
0.500
0.772
0.712
0.500
0.610
0.610
0.390
0.500
0.772
0.288
0.610
0.610
0.610
0.201
0.610
0.288
0.610
0.610
0.610

U.UJb
0.259
0.553
0.569
0.569
0.084
0.267
0.980
0.569
0.256
0.084
0.089
0.267
0.553
0.089
0.089
0.089
0.084
0.573
0.553
0.074
0.089
0.089
0.089
0.890
0.089
0.074
0.089
0.047
0.089

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

U.UUU

0.026
0.022
0.477
0.249
0.037
0.029
0.014
0.064
0.281
0.034
0.026
0.023
0.523
0.039
0.024
0.024
0.018
0.039
0.169
0.022
0.024
0.029
0.019
0.428
0.030
0.021
0.022
0.028
0.019

U.UUU

0.002
0.001
0.167
0.047
0.002
0.001
0.001
0.006
0.061
0.002
0.001
0.001
0.209
0.003
0.001
0.001
0.001
0.003
0.026
0.001
0.002
0.002
0.001
0.140
0.002
0.001
0.001
0.002
0.001
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Quadro 5.3.4: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM(r, s), pensionistas do
sexo feminino

As Figuras 5.3.1 e 5.3.3 d6o-nos uma percepgSo clara quanto d, qualidade do ajusta-

mento proporcionada pelos modelos 6ptimos.
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5.3. Modelos lineares e ndelineares generalizados
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Figura 5.3.1: Modelo LGM(2,6), pensionistas do sexo masculino
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5.3. Modelos lineares e n6,o-lineares generalizados
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5.3. Modelos linea,res e nd,o-lineares generalizados

Nestas s5,o representados, no mesmo referencial, os quocientes brutos e graduados e os

respectivos intervalos de confianEa ag5%o. Nas Figuras 5.3.2 e 5.3.4 juntamos mais alguns

elementos de diagn6stico, representando o perfil dos reslduos de Pearson do modelo por

idade. Comparamos ainda os quantis da distribuigSo dos resfduos com os da distribuigSo

Normal padronizada. No caso dos pensionistas do sexo masculino, assinalamos alguns

desvios relativos elevados, situados fora do intervalo de confianga a 957o, bem como a
presenEa de algumas observag6es nas caudas da distribuigio Normal. A explicag6o mais

plausfvel para este padrS,o grrifico encontra-se na presenga de duplicidades na amostra.

SignificAncia estatistica do modelo Para completar a an6lise, o Quadro 5.3.5 apre.

senta algum detalhe sobre os modelos 6ptimos escolhidos na secgdo anterior, nomeada-

mente o valor dos pardmetros estimados (Coef.), o desvio-padrdo das estimativas (se), o

t-ratio e correspondente pvalue.

Homens: LGM(2,4 Mulheres: LGM(0,7)
Uoet. SC t-ratio p-'value Uoef. se t-ratio Pvalue

a4
A1

0o
Dp7
o
P2

0s
Dp4

0s
D
PA

-r.65Ztiu4
-1.26309
0.525325
0.812968

-0.216991
0.135882

-0.097409
0.t73482

0.258
0.180
0.153
0.029
0.018
0.014
0.022
0.0M

-6.40
-7.07
3.M

28.10
-tl.72

9.86
-4.50
3.90

<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.000i
<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001

-3.594738
2.529659
2.24867

1.242792
-4.487736
-1.787275
3.049402

0.028
0.1 15
0.411
0.525
t.272
0.510
0.993

-127.76
22.09

5_47

2.37
-3.52

-3.50
3.07

<0.0001
<0.0001
<0.0001
0.00448
<0.0001
<0.0001

0.0001

Quadro 5.3.5: Signific6,ncia estatistica dos par6,metros, LGM(r,s), pensionistas

Quadro 5.3.6: Testes de qualidade do ajustamento, LGM(r,s), pensionistas

Obitos A,E) Deviance Teste xz
(A_ E) A/El%) Null Unscaled Pvalue Unsc.X g.I. tr'ra,lue

H
M

0
0

100.0
100.0

7268.17

6078.M
174.56
42.75

0.453
0.525

1L6.26
42.56

42

44
u.4:16

0.533

Kolmogorov-Smirnov Signs Test
Desv Max p\/alue .uesv.(+) Desv.(- pvalue zr)2 zr)J

H
M

U.UUOJJt'b

0.0040279
1

1

22
27

28
24

U.24U

0.712
I t)

0
2

0

Runs Test Testes AutocorrelagSo
1\." runs pvalue Portm. p-value Liung-Box pvalue

H
M

25

32
0.9676
0.0839

22.769
32.677

U.JUU

0.037
Z',t

,(J

42.17
0 .11 6
0.003
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5.3. Modelos lineares e n5o-lineares generalizados

Como se observa, os pard,metros estimados em ambos os sexos s5o significativamente

diferentes de zero. Por fim, o Quadro 5.3.6 inclui informaqS,o detalhada sobre os resul-

tados dos testes de qualidade do ajustamento efectuados aos modelos 6ptimos. Neste, a

coluna (A- E) denota a diferenga entre os 6bitos observados (,4,) e estimados (.8).

GraduagSo de p,,

Escolha da ordem do modelo Para determinar a ordem do previsor linear GM (r, s)

usado na graduagl.o de p.,, foram testadas 30 variantes considerando s € 12,71e r € [0,4].
Os valores da Log-verosimilhanga e da deviance sio reportados nos Quadros 5.3.7 e 5.3.8.

Log-verosimilhanga
r s:J S:4 S:5 S:6 D- 

'
t) 37080.05 37005.51 36999.86 36996.17 36996.15 36995.39
1 36999.55 36999.41 36998.17 36996.00 36994.18 36976.04
2 36999.39 36995.11 36994.34 36988.71 36982.84 36974.78
3 36996.59 36995.11 36993.91 36977.45 36974.71 36974.71
4 36994.06 36989.50 36985.36 36973.68 36973.67 36973.87

Deviance
r S:Z J-d S:4 S:5 S:6 S:7
0 310.76 161.70 r50.39 1413.00 142.97 747.45
1 1.49.78 t49.49 1.47.00 142.68 139.02 102.75
2 149.44 140.E9 139.35 726.87 115.70 t00.22
3 143.85 i40.89 138.48 105.57 100.09 100.08
4 t29.06 727.50 t27.37 98.02 98.00 97.52

Quadro 5.3.7: LV e deviance para pensionistas do sexo masculino, GM(r,s)

Log-verosimilhanqa
r e_, s:3 S:4 s:5 S:6 S: l
0 79681.72 19652.38 t9634.12 19629.05 19624.93 i9619.69
1 19641.61 19637.50 19632.88 t9624.83 19619.78 19619.29
2 19640.57 19631.57 19619.94 19618.96 19618.96 19618.84
3 19639.48 79622.73 19619.12 19618.95 19618.94 19618.84
4 19629.89 19619.58 19619.11 19618.91 19618.65 19618.83

Deviance
r S:2 S:3 S:4 S:5 s:6 S:7
0 166.73 108.06 71.54 61.40 53.17 42.69
1 Eti.7J 78.29 69.06 52.95 42.86 41.88
2 84.M 66.M 43.19 47.23 41.22 40.98
3 82.27 48.76 47.55 47.20 41.18 40.61
4 48.23 42.47 47.47 47.72 40.59 38.79

Quadro 5.3.8: LV e deviance para pensionistas do sexo feminino, GM(r,s)
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5.3. Modelos lineares e n5,o-lineares generalizados

Conforme se antevia, os indicadores de qualidade do ajustamento sdo, em todos os

modelos testados, muito semelhantes aos valores obtidos na graduagSo dos quocientes

q, mediante um previsor linear do tipo LGM(r,s). Assim sendo, n6o surpreende que os

modelos GM(1,7), GM(2,6) e GM(3,5), no caso dos pensionistas do sexo masculino, e

os modelos GM(0,7), GM(L,6), GM(2,4), GM(3,\ e GM@,3), no caso dos pension-

istas do sexo feminino, se constituam, uma vez mais, corno s6rios candidatos a 6ptimo.

Para ajudar a identificar o modelo 6ptimo, os Quadros 5.3.9 e 5.3.10 resumem os resuita-
dos dos testes de qualidade do ajustamento para as 30 variantes consideradas. A anrilise

dos indicadores permite concluir, sem estranheza, que o modelo GM(2,6) (GM(0,7))
proporciona o melhor desempenho para os pensionistas do sexo masculino (feminino).

(r, s) X plx') Srgns
e(+\

ftuns
p(runs)

Kti
p(')

Portm
p(.\

Lj-Box
e(.\

Par.
Sicn.

uont. llIt.
Conf.

(U, z)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,6)
(0,7)
(t,2)
(1,3)
(1,4)
(1, 5)
(1,6)
(1,7)
(2,2)
(2,3)
(2,4)
(2,5)
(2,6)
(2,7)
(3,2)
(3,3)
(3,4)
(3,5)
(3,6)
(3,7)
(4,2)
(4,3)
(4,4)
(4,5)
(4,6)
(4,7\

JJ4.6
162.5
753.2
145.8
145.8
743.6
752.0
152.0
r49.7
145.3
147.7
103.9
L57.4
143.6
142.0
129.8
1,17.5

101.3
146.6
L43.6
140.8
106.8
107.2
L01.2
140.8
131.4
123.0
98.5
98.5
99.2

U.UUU

0.094
0.133
0.169
0.\M
0.137
0.166
0.742
0.137
0.147
0.158
0.626
0.747
0.188
0.175
0.274
0.407
0.626
0.162
0.762
0.160
0.579
0.628
0.584
0.187
0.255
0.326
0.672
0.630
0.574

u.got,
0.444
0.4u
0.556
0.556
0.556
0.336
0.4M
0.336
0.556
0.4u
0.4M
0.336
0.556
0.556
a.4M
0.240
0.556
0.444
0.556
0.556
0.444
0.240
0.240
0.4M
0.556
0.240
0.4M
0.444
0.664

U.UUU

0.676
0.322
0.668
0.668
0.668
0.337
0.322
0.670
0.668
0.676
0.895
0.337
0.668
0.143
0.676
0.967
0.668
0.676
0.668
0.886
0.481
0.590
0.590
0.676
0.886
0.535
0.877
0.877
0.877
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0.165
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0.147
0.198
0.165
0.141
0.160
0.224
0.344
0.243
0.193
0.256
0.331
0.335
0.148
0.208
0.192
0.238
0.161
0.127
0.724
0.247
0.304
0.407
0.194
0.188
0.076

0.259
0.033

0.043
0.032
0.024
0.028
0.047
0.t29
0.062
0.038
0.059
0.100
0.133
0.041
0.043
0.037
0.052
0.047
0.032
0.033
0.058
0.086
0.170
0.060
0.057
0.016
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Quadro 5.3.9: Indicadores de qualidade do ajustamento, GM(r,s), pensionistas do sexo
masculino
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5.3. Modelos lineares e nEo-lineares generalizados

(r, s) x p\x') Srgns
e,+\

ttuns
p(runs)

K5
e(.\

Portm
n(-\

Lj-tto:<
e(.\

I,ar.
Sicn.

ConI. lnt.
Couf.

(0,2)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,6)
(0,7)
(1,2)
(1,3)
(1,4)
(1,5)
(1,6)
(1,7)
(2,2)
(2,3)
(2,4)
(2,5)
(2,6)
(2,7)
(3,2)
(3,3)
(3,4)
(3,5)
(3,6)
(3, 7)
(4,2)
(4,3)
(4,4)
(4,5)
(4,6)
(4,7)

196.8
108.8
71.0
63.1
53.7
42.4
84.9
77.2
68.6
54.4
42.8
41.6
82.5
69.0
43.3
41.0
4L.0
40.9
81.5
49.3
47.4
41.0
40.9
40.9
60.8
42.4
41.4
40.9
40.6
40.8

U.UUU

0.000
0.014
0.048
0.r75
0.540
0.001
0.004
0.017
0.160
0.524
0.530
0.001
0.016
0.544
0.600
0.558
0.52t
0.001
0.304
0.583
0.560
0.516
0.493
0.058

0.519
0.490
0.434

0.542
0.541

U.gZU

0.500
0.390
0.610
0.500
0.712
0.610
0.288
0.610
0.712
0.390
0.500
0.610
0.712
0.500
0.610
0.610
0.390
0.500
0.610
0.288
0.610
0.500
0.610
0.288
0.500
0.288
0.610
0.610
0.500

U.UJb
0.004
0.553
0.570
0.569
0.084
0.259
0.616
0.569
0.553
0.084
0.089
0.090
0.553
0.089
0.089
0.089
0.084
0.573
0.569
0.074
0.089
0.156
0.089
0.616
0.089
0.074
0.089
0.047
0.089
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1

1

1

1

1
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1

1

1

1
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1

1
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U.UUU

0.002
0.009
0.455
0.264
0.037
0.007
0.003
0.044
0.302
0.037
0.025
0.000
0.519
0.048
0.023
0.022
0.017
0.005
0.173
0.022
0.024
0.027
0.017
0.260
0.026
0.020
0.021
0.026
0.018

U.UUU

0.000
0.000
0.155
0.052
0.002
0.000
0.000
0.003
0.068
0.002
0,001
0.000
0.208
0.003
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Quadro 5.3.10: Indicadores de qualidade do ajustamento, GM(r,s), pensionistas do
sexo feminino

As Figuras 5.3.5, 5.3.6,5.3.7 e 5.3.8 evidenciam a qualidade do ajustamento propor-

cionada pelos modelos 6ptimos identificados para os pensionistas de ambos os sexos.

Em resumo, a an6lise conduzida nesta secg6o permite-nos concluir, em primeiro lu-
gar, que um modelo do tipo GM(2,6) (ou do tipo LGM(2,6)) proporciona os melhores

resultados em termos de graduagd,o para os pensionistas do sexo masculino. Em se.

gundo, um modelo linear do tipo GM(0,7) (ou do tipo LGM(0,7)) revela-se adequado

d graduagio da mortalidade registada nos pensionistas do sexo feminino.

Por riltimo, os resultados obtidos com previsor linear do tipo Logit-Gompertz-Makeham

de ti,po (r, s) sdo, na populagSo de beneficid,rios de fundos de pens6es, indistinguiveis dos

conseguidos com o recurso previsores lineares do tipo Gompertz-Makeham de tipo (r,s).
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5.3. Modelos lineares e nd,o*lineares generalizados

a
G

.5

E.?g
oo

70

ldsde Actuarial

Figura 5.3.5: Modelo GM(2,6), pensionistas do sexo masculino
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5.3. Modelos lineares e n6o-linea,res generalizados
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Figura 5.3.7: Modelo GM(0,7), pensionistas do sexo feminino
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Figura 5.3.8: Resfduos do modelo GM(0,7), pensionistas do sexo feminino
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5.3. Modelos lineares e nd,o-lineares generalizados

Esta ultima conclusSo 6 confirmada pelos resultados obtidos nos testes efectuados
considerando a populaqSo de pessoas seguras em caso de vida e em caso de morte.
Em consequOncia, e por uma questSo de redunddncia, daqui em diante optamos por
reportar apenas os resultados referentes aos modelos do tipo Logit-Gompertz-Malceham,

i.e.,modeloscomprevisorlineardotipo LGM(r,s)eli,nklogit. Estaescolha6justificada
essencialmente por motivos de conveniOncia prritica na elaboragSo das tribuas de morta-
Iidade. Por riltimo, verifica-se que os quocientes g, respeitantes aos indivfduos do sexo

feminino s6o inferiores aos observados nos elementos do sexo masculino, d semelhanga

do referido anteriormente para a populagSo em geral.

Significdncia estatfstica do modelo Para concluir a andlise, os Quadros 5.3.11 e

5.3.L2 resumem a informagSo sobre a significdncia estatfstica dos modelos 6ptimos e

sobre os resultados dos testes de qualidade do ajustamento.

Homens: GM(2.6 Mulheres: GM(0,7
Coef. SE t-ratio p-value uoet. se t-ratio pwalue

oto

A1

0o
0t
0z
0s
0q,

0s
B"

-4.496779
-2.955564
1.5115289
0.6754037

-0.L872704
0.0934068
-0.0597252
0.0557507

u.7zb
0.432
0.160
0.026
0.015
0.007
0.011
0.016

I-6. 1

-6.84
9.44

25.82
-12.69
13.L7
-5.53
3.47

<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001

-3.606946
2.496272
2.133815
7.087732

-4.458174
-1.689576
3.048325

0.027
0.r12
0.393
0.507
1.204
0.486
0.934

-737.2L
22.26

5.42
2.14

-3.70
-3.48
3.27

<0.0001
<0.0001
<0.0001

0.0135
<0.0001
<0.0001
<0.0001

Quadro 5.3.1-1: SignificS,ncia estatfstica dos pardmetros, GM(r, s), pensionistas

Quadro 5.3.L2: Testes de qualidade do ajustamento, GM(r,s), pensionistas

t44

Obitos (4, E) Deviance Teste x2(A_E\ A/E(Yo) NUII Unscaled pvalue unsc.Y' g.l. pvalue
II
M

U

0
100.0
100.0

7260.22
6072.04

i15.70
42.69

0. 434
0.528

t77.47
42.40

42
M

U.4U7

0.ilO
Kolrnogorov-Smirnov Signs Test
Desv Max p-value Desv.(f ) Lresv.(- pvalue zr)Z zx),5

H
M

u.00725
0.00428

1

1

22
27

28

24
U.ZJ4

0.712
i0
0

2

0

Runs Test Testes AutocorrelagSo
N.'runs pvalue Portm. p-value Ljung-tsox p.value

H
M

zo
32

0.968
0.084

zz t1
32.66

U.JJb
0.037

27.U96
42.187
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5.3. Modelos lineares e n6o-lineares generalizados

5.3.2 Seguros em caso de vida

Por razdes que se prendem com a reduzida exposigS,o ao risco e a significd,ncia estatfstica
dos resultados, os dados usados na graduagSo restringiram-se as idades r no intervalo
r € [0,100]. Nas idades em que o nfmero de 6bitos registados no perfodo foi nulo ou

insignificante (idades infantis e mais avangadas), procedeu-se ao agrupamento dos dados

em idades contfguas at6 que a condigSo tr;o > 5 fosse respeitada.

Escolha da ordem do modelo Foram testadas, em ambos os sexos, diferentes com-

binag6es considerando s e [2, 7] e r e [0,  ]. Os valores da fungd,o de Log-verosimilhanga
e da (unscaled) deviance s6o apresentados nos Quadros 5.3.13 e 5.3.14.

Log-verosimilhanqa
r S:2 s:J s:4 S:5 S:6 8: (
(.) 106611.8 106375.6 106333.0 106330.1 106304.9 106301.4
1 106349.3 106332.0 106324.3 106319.2 106304.5 706299.7
2 106348.0 106332.0 IUbJII-.J 106302.1 106299.9 106299.6
3 106324.8 1U63U4.5 10ti302.4 106300.7 106299.7 tu6297.b
4 106311.3 106304.5 106302.4 106301.2 L0b297.tJ 106295.0

Deviance
r S:2 S:J S:4 S:5 s:6 s: (
0 781.53 JU9.I 223.96 21.8.17 167.79 160.66
I zbo.b9 227.82 206.50 tgb.3z 166.93 L57.37
2 253.95 227.80 180.55 ToZ.UL t57.62 157.09
3 2U7.58 166.94 762.67 t59.25 r57.22 153.10
4 180.54 rbb.6b 162.61 160.36 151.81 r4t.5b

Quadro 5.3.13: LV e deviance, seguros em caso de vida, sexo masculino, LGM(r,s)

Log-verosimilhanga
r s:J s:4 s:5 s:ti S:7
0 40342.3 40259.6 40258.2 ruzbb.u 40243.7 40242.7
1 40277.6 40258.9 40258.7 40245.5 4UZ3 (.9 4U237.9
2 40259.9 40255.4 4U239.2 4)239.1 +UZ$b.U 40233.7
3 40252.6 4U241.4 4UZd9.Z 40233.9 40232.9 40233.1
4 4tJ242.5 4024t.4 40237.0 40233.2 40232.2 40232.0

Deviance
r 8:Z S:J S:4 S:5 S:6 S: (
0 331.03 L65.62 162.86 159.95 L32.56 130.70
1 207.54 164.31 762.67 137.4U 722.78 t22.75
2 too.z4 I5l.Lt 724.75 t24.62 116.35 LLZ, I L

r) 151.56 129.29 124.75 714.24 110.20 172.71
4 IJ1.3J LZg.26 120.50 112.86 110.79 I1U.4b

Quadro 5.3.1-4: LV e deviance, seguros em caso de vida, sexo feminino, LGM(r,,s)
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5.3. Modelos lineares e ndo-lineares generalizados

A anrilise dos quadros permite identificar os modelos LGM(0,7) e LGM(3,3) como

candidatos a 6ptimo no caso das vidas do sexo masculino, enquanto que nas vidas do

sexo feminino a selecgSo recai sobre os modelos LGM(L,6), LGM(2,4), LGM(3,3) e

LGM(3,5). Para identificar o modelo mais adequado recorremos, uma vez mais, i
extensa bateria de testes estatfsticos mencionada na secgdo anterior. Os Quadros 5.3.15

e 5.3.16 resumem os resultados obtidos.

(r, s) x p(x") Signs
p(+)

Il,uns
p(runs)

KS
e(.\

Portm
e(.\

Lj-tsox
e(.\

I',ax.
Sign.

ConJ. lnt.
Conf.

(0,2)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,6)
(0, 7)
(1,2)
(1,3)
(1,4)
(1,5)
(1,6)
(1, 7)
(2,2)
(2,3)
(2,4)
(2,5)
(2,6)
(2,7)
(3,2)
(3,3)
(3,4)
(3,5)
(3,6)
(3,7)
(4,2)
(4,3)
(4,4)
(4,5)
(4,6)
(4,7)

I
381.7
227.t
216.6
1"67.2

160.1
285.2
218.L
205.5
220.2
166.6
157.9
273.5
218.2
179.5
163.0
L58.2
757.5
206.9
768.2
t63.4
160.2
157.8
154.3
179.4
168.0
163.2
161.0
152.0
L47.5

zI U.UUU

0.000
0.010
0.019
0.340
0.474
0.000
0.021
0.044
0.017
0.320
0.476
0.000
0.017
0.192
0.371
0.412
0.390
0.040
0.326
0.366
0.382
0.387
0.410
0.193
0.301
0.338
0.340
0.446
0.486

u.9vv
0.586
0.474
0.332
0.474
0.474
0.500
0.474
0.332
0.668
0.139
0.414
4.474
0.500

0.4L4
0.414
0.474
0.332
0.4t4
0.332
0.332
0.500
0.139
0.414
0.474
0.332
0.500
0.586

0.064
0.258

U.UUU

0.276
0.016
0.133
0.376
0.667
0.016
0.388
0.200
0.836
0.296

0.654
0.505
0.280
0.974

0.512
0.465

0.826
0.572

0.505
0.050
0.383
0.879
0.949

0.654
0.974
0.638

0.654
0.654
0.638

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

U.UUU

0.000
0.001
0.004
0.165
0.155
0.000
0.019
0.045
0.459
0.149
0.717
0.000
0.018
0.t47
0.109
0.712
0.115
0.1 17
0.114
0.106
0.L25
0.113
0.104
0.764
0.108
0.109
0.117
0.064
0.037

U.UUU

0.000
0.000
0.000
0.052
0.049
0.000
0.004
0.010
0.275
0.046
0.037
0.000
0.004
0.046
0.031
0.032
0.038
0.039
0.032
0.029
0.038
0.033
0.031
0.055
0.030
0.030
0.034
0.016
0.008

S

S

S

S

S

S
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S

S

S

N
N
N
N
S

S

N
N
S
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N
N
N
N
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N
N
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S
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S

S
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S
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s
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S

S

Quadro 5.3.15: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM(r,s), seguros em caso
de vida, sexo masculino

No caso das vidas do sexo masculino, o modelo LGM(0,7) obt6m bons resultados em

todos os testes estatfsticos mas exibe um comportamento inadequado fora do intervalo

de estimagSo (gera valores decrescentes para gr), uma caracterfstica que o torna pouco

adequado para a elaboragdo de uma tdbua de mortalidade realista. Em contrapartida,
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5.3. Modelos lineares e n6o-lineares generalizados

o modelo LGM(3,3) nd,o s6 passa com sucesso todos testes, como extrapola um perfil
de evoluqdo dos quocientes go nas idades avangadas considerado mais realista. Identicos
argumentos podem ser invocados na populagS,o do sexo feminino, com a diferenga de

que entre os dois modelos que ultrapassam com sucesso todos testes estatisticos, apenas

a variante LGM(3,3) apresenta um perfil grrifico adequado. A grau de ajustamento
entre os quocientes brutos e os quocientes graduados pelos modelos 6ptimos 6 posto em

evidOncia nas Figuras 5.3.9 e 5.3.11.

(", ,) x' plx") Srgns
o(+\

HU1S
p(runs)

KS
p(.\

Portm
p(.\

Lj-I3ox
e(.\

fax.
Sien.

Conf. Int.
Conf.

(U, z)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,6)
(0,7)
(r,2)
(1,3)
(1,4)
(1,5)
(1,6)
(1, 7)
(2,2)
(2,3)
(2,4)
(2,5)
(2,6)
(2,7)
(3,2)
(3,3)
(3,4)
(3,5)
(3,6)
(3,7)
(4,2)
(4,3)
(4,4)
(4,5)
(4,6)
(4,7)

415.U
169.5
169.0
772.0
136.3
133.1
205.9
168.9
168.3
144.3
122.9
t22.9
178.0
159.4
L25.4
t25.2
116.8
1 13.1
L55.7
128.4
L25.4
L74.7
r72.4
1 13.1
732.0
128.3
L27.5
t13.4
111.6
111.3

U.UUU

0.096
0.085
0.059
0.404
0.423
0.005
0.086
0.076
0.282
0.603
0.567
0.045
0.138
0.592
0.561
0.674
0.704
0.172
0.539
0.559
0.719
0.7L5
0.671
0.477
0.507
0.593
0.699
0.697
0.669

0.362
0.lM
0.362
0.278
0.278
0.278
0.278
0.205

u.936
0.453
0.205
0.7M
0.205
0.097
0.278
0.362
0.205
o.lM
0.278
0.278
0.278
0.205
0.1,M
o.7M
0.278
0.278
0.097

0.362
0.362
0.547

0.000
0.288
0.343
0.595
0.343
0.272
0.000
0.569
0.343
0.310
0.169
0.169
0.952
0.640
0.310
0.310
0.169
0.591
0.112
0.181
0.310
0.701
0.676
0.591
0.676
0.169
0.343
0.926
0.701
0.192

u.999
1

1

1

1

1

1

1

1

i
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

i
1

U.UUU

0.358
0.477
0.548
0.538
0.534
0.000
0.385
0.465
0.545
0.546
0.549
0.513
0.541
0.546

0.561
0.558
0.544
0.272
0.274
0.266
0.561
0.556
0.377
0.252
0.276
0.265

0.548
0.333
o.265

U.UUU

0.174
0.260
0.324
0.313
0.313
0.000
0.194
0.255
0.312
0.335
0.338
0.298
0.324
0.334
0.335
0.156
0.120
0.338
0.347
0.332
0.122
0.121
0.120
0.345
0.346
0.183
0.112
0.117
0.111

S

S

S

S

N
N
S

N
N
S

S

N
S
N
S
N
N
N
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S

N
S

N
N
N
N
S
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Quadro 5.3.16: Indicadores de qualidade do ajustamerfio, LGM(r, s), seguros em caso
de vida, sexo feminino

Nas Figuras 5.3.10 e 5.3.12 completamos o diagn6stico dos modelos com a aniilise
do comportarnento dos resfduos. Como se observa, em ambos os sexos a maioria dos

resfduos 6 de valor reduzido e exibe um padrdo condizente com a distribuigS,o Normal.
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5.3. Modelos lineares e nd,olineares generalizados
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Figura 5.3.9: Modelo LGM(3,3), seguros em caso de vida, homens
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5.3. Modelos lineares e n6,o-lineares generalizados
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Figura 5.3.11: Modelo LGM(3,3), seguros em ca.so de vida, mulheres
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5.3. Modelos lineares e nd.o'lineares generalizados

SignificAncia estatfstica do modelo Os Quadros 5.3.17 e 5.3.18 concluem a and,lise

condensando informagSo sobre as estimativas dos pardmetros dos modelos 6ptimos e

sobre os resultados dos testes de qualidade do ajustamento.

Homens: LGM(3,3) Mulheres: LGM(3,3
Coef. se f-ratio plalue Coef. SC t-ratio p-value

a.o

ot1

a2
t)
PO
apt
B"

u.uu223:z64
0.00613485
0.005M452
-9.0250236
10.9826454

-4.276197

0.0001
0.0003
0.0004
0.3088
0.9012

0.6787

36.16
19.M
14.59

-29.23
12.79

-6.27

<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001

-0.01105485
-0.00863382
-0.01192961
-4.3163919
1.0901205

1.2072087

0.005
0.003
0.004
0.370
0.165
0.168

-2.23
-2.65
-3.13

-11.66
6.59
7.13

0.0084
0.0008

<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001

Quadro 5.3.17: SignificAncia estatlstica dos parAmetros, LGM(r,s), seguros em caso
de vida

Quadro 5.3.1-8: Testes de qualidade do ajustamento, LGM(r,s), seguros em caso de
vida

5.3.3 Seguros em caso de morte

Os dados usados na graduagio da mortalidade da populagdo segura em caso de morte

restringem-se ds idades compreendidas entre os 0 e os 100 anos. Esta opgeo 6 fundamen-

tada, uma vez mais, pelo reduzido nfmero de vidas expostas ao risco e pela necessidade

de garantir a signific6ncia estatfstica dos resultados. Foi igualmente adoptado o procedi-

mento de agrupamento dos dados relativos a idades contfguas (com a condigS,o d"o > 5)

nos casos em que o ntmero de dbitos registados no perfodo 200U2004 foi nulo ou insu-

ficiente.

Obitos A, E) Deviance Te-srte xz
(A_ E) A/E(Yo) Null Unscaled p.'\ra,Iue unsc.Y' g.l. pvalue

ft
M

U

0

100.0
100.0

24424.62
9006.29

1 66.94
t29.29

o.3M
0.524

168.23
128.43

79

66
0 .326
0.539

Kolmoeorov-Smirnov Signs Test
L)esv Max p\,Jalue Desv.(+) Desv.( - pvalue zr)2 z*)3

tI
M

U.UU476

0.01033
1

1

40
34

45
38

u.332
0.362

1J
10

+
3

Runs Test Testes AutocorrelagSo
N." rurrs pvalue Portm. p-.value L.iung-lJox p-value

H
M

43
42

u.974
0.182

ZI.6U
78.M

u.11.4

0.558
JJ I9
21.87

U.UlZ
0.347
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5.3. Modelos lineares e n6,o-lineares generalizados

Escolha da ordem do modelo Foram testadas, em ambos os sexos, um total de

30 combinag6es diferentes, fazendo variar os pardmetros .s e r nos intervalos s € 12,1
e r € [0,a]. Os valores da fungdo de Log-verosimilhanga e da (unscaled) deviance sdo

reportados nos Quadros 5.3.19 e 5.3.20.

Log-verosimilhanqa
r S:2 S:3 S:4 S:5 S:6 S:7
0 139699.9 139686.7 139528.3 139435.2 139434.0 139430.6
1 139697.5 139494.6 139460.5 139435.1 139432.9 1394it0.0
2 739460.2 L39452.9 139M9.4 i39434.0 139+30.4 L39430.4
9
d 139460.3 139433.3 139430.2 139428.6 739425.6 139413.1
4 139460.4 139430.7 739429.2 t39427.7 139413.5 139411.0

Deviance
r S:2 S:3 S:4 S:5 S:6 S:7
0 697.4t 670.96 354.19 168.07 165.50 158.73
1 692.66 286.70 218.65 t67.70 163.29 157.68
, 278.07 203.43 196.34 i65.64 158.31 158.29
3 278.L6 t64.74 157.95 154.70 748.73 123.81
4 218.30 158.94 1.56.07 141.05 124.50 119.60

Quadro 5.3.19: LV e deviance, seguros em caso de morte, sexo masculino, LGM(r,s)

Log-verosimilhanga
r S:2 S:3 s:4 S:5 S:6 S:7
0 38325.1 38324.5 38324.4 38320.7 38315.1 38311.5
1 38324.3 38324.2 38318.3 38312.7 38314.3 38305.6
2 38322.9 38314.7 38314.6 38313.9 38312.8 38305.4
3 38315.6 38313.8 38309.7 38309.5 38305.6 38305.3
4 38313.6 38372.7 38308.8 38308.6 38305.4 38305.2

Deviance
r "_, S:3 S:4 S:5 s:ti S:7
0 110.69 109.35 109.31 107.77 90.66 83.34
1 108.93 108.90 96.97 85.78 89.01 71.69
2 106.17 6v.6U 69.b6 88.14 85.95 71..28

3 97.52 88.08 79.85 79.34 7t.67 70.97
4 87.59 85.80 78.05 77.b4 77.77 70.76

Quadro 5.3.20: LV e Deviance, seguros em caso de morte, sexo feminino, LGM(rrs)

A anrilise dos quadros permitiu identificar os modelos LGM(3,4), LGM(B,T) e

LGM(4,5) como os mais s6rios candidatos a dptimo no caso das vidas do sexo mas-

culino. No caso das vidas do sexo feminino, a selecgeo recaiu sobre os modelos LGM(3r2)
e LGM(3,4). Para escolher o modelo 6ptimo, consideriimos uma vez mais os resulta-
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5.3. Modelos lineares e ndo-lineares generalizados

dos obtidos nos testes de qualidade do ajustamento, apresentados nos Quadros 5.3.21 e

5.3.22.

(r, s) X, p(x") Signs
e(+)

Runs
p(ruas)

K5
e(.)

Yortm
e(-\

LJ-lJox
e(.\

Yar.
Sien.

Conf. Int.
Conf.

\U,2)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,6)
(0,7)
(1,2)
(1,3)
(1,4)
(1,5)
(1,6)
(1,7)
(2,2)
(2,3)
(2,4)
(2,5)
(2,6)
(2,7)
(3,2)
(3,3)
(3,4)
(3,5)
(3,6)
(3,7)
(4,2)
(4,3)
(4,4)
(4,5)
(4,6)
(4.7\

723.3
743.3
416.6
168.0
165.9
159.0
700.2
377.9
220.6
167.8
163.7
158.0
2t3.2
206.1,

797.5
165.5
158.7
158.6
214.3
1.61..2

153.0
150.1
747.2
123.3
273.5
159.9
157.5
139.5
724.4
119.9

U.UUU

0.000
0.000
0.335
0.329
0.385
0.000
0.000
0.020
0.306
0.324
0.364
0.039
0.051
0.072
0.302

0.389
0.468
0.474
0.480
0.785
0.026
0.373
0.371
0.595
0.777
0.798

0.355
0.322
0.030

u.+cz
0.137
0.358
0.452
0.452
0.272
0.548
0.642
0.452
0.548
0.358
0.272
0.198
0.452
0.358
0.358
4.452
0.548
0.737
0.137
0.198
0.198
0.452
0.452
0.198
0.272
0.272
0.272
0.452
0.452

U.UUU

0.000
0.021
0.908
0.708
0.761
0.000
0.181
0.546
0.903
0.692
0.761
0.135
0.779
0.187
0.692
0.908
0.903
0.150
0.347
0.318
0.318
0.779
0.388
0.135
0.582
0.582
0.582
0.708
0.708

i
1

1

1

1

1

I
1

1

1

1

1

1

1

1

I
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

U.UUU

0.000
0.002
0.050
0.037
0.021
0.000
0.012
0.095
0.040
0.056
0.030
0.032
0.141
0.052
0.017
0.046
o.oM

0.660
0.678
0.255
0.320
0.032
0.620
0.578
0.526
0.288
0.143

0.023
0.776

U.UUU

0.000
0.000
0.008
0.005
0.002
0.000
0.002
0.025
0.006
0.009
0.003
0.007
0.040
0.010
0.002
0.006
0.006
0.004
0.488
0.406
0.427
0.082
0.135
0.007
0.384
0.340
0.281
0.114
0.040
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Quadro 5.3.2L: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM(r,s), seguros em caso
de morte, sexo masculino

No caso das vidas do sexo masculino, o modelo LGM(3,7) obt6m bons resultados

em todos os testes estatfsticos mas apresenta um desempenho inadequado fora do in-
tervalo de estimagSo. Por seu turno, o modelo LGM(4,5) apresenta pardmetros n5o

significativos e um perfil grrlfico desajustado. O modelo LGM(3,4) ultrapassa todos
testes estatfsticos com sucesso, mas gera uma configuragio err:itica nas idades adultas,

motivada 6 claro pelos jri aludidos problemas de base da amostra. Em consequ€ncia
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5.3. Modelos lineares e n6o-lineares generalizados

destes problemas, opt6mos pela selecg5.o de um modelo com pior desempenho em termos
de ajustamento (medido pela estatfstica deviance), mas que gerasse s6ries graduadas

plausfveis em todas as idades. A escolha recaiu sobre o modelo LGM(2,3).

(r, s) x p\x') Srgns
p(+)

Kuns
p(runs)

KS
p(.)

Portm
p(-\

Lj-Box
e(.\

Par.
Sim.

Uont. lnt.
Conf.

\u,2)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,6)
(0,7)
(7,2)
(1,3)
(1,4)
(1,5)
(1,6)
(1,7)
(2,2)
(2,3)
(2,4)
(2,5)
(2,6)
(2,7)
(3,2)
(3,3)
(3,4)
(3,5)
(3,6)
(3,7)
(4,2)
(4,3)
(4,4)
(4,5)
(4,6)
(4,7)

1 16.1
712.6
1r2.6
105.4

94.5
87.7

112.0
712.0
100.9
89.5
93.2
74.4

110.3
94.2
93.8
92.1
90.0

91.9
83.0
82.6
74.4,,,
, u.d
91.8
90.2
81.7
81.4
nqn
I O.Z

73.0

74.0
95.3

0.122
0.t42
0.t23
0.196
0.371
0.494
0.150
0.130
0.271
0.488
0.365
0.776
0.150
0.472
0.386
0.389
0.403
0.755
0.388
0.431
0.672
0.585
0.745
0.740
0.433
0.434
0.608
0.579
0.74L
0.713

0.549
0.269
0.356
0.731
0.731
0.6M
0.549
0.549
0.644
0.549
0.731
0.134
0.6M
0.731
0.731
0.731
0.737
0.134
0.731
0.644
0.549
0.356
0.134
0.195
0.805
0.805
0.6M
0.356
0.195
0.270

0.035
0.119
0.037
0.731
0.400
0.895
0.107
0.107
0.715
0.772
0.400
0.948
0.108
0.731
0.731
0.400
0.400
0.948
0.731
0.389
0.385
0.925
0.948
0.677
0.419
0.759
0.715
0.686
0.617
o.657

1

1

I
1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

0.u33
0.014
0.016
0.138
0.976
0.978
0.014
0.014
0.576
0.972
0.979
0.829
0.061
0.966
0.969
0.981
0.984
0.815
0.894
0.966
0.967
0.955
0.821
0.817
0.981
0.975
0.957
0.946
0.848
0.839

U.UU4

0.001
0.001
0.030
0.926
0.931
0.001
0.001
0.304
0.925
0.934
0.672
0.009
0.897
0.905
0.940
0.951
0.653
0.734
0.901
0.907
0.875
0.661
0.657
0.939
0.925
0.886
0.858
0.701
0.690
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N
N
N
S

S

N
N
S

S

N
N
N
N
N
N
N
N
s
s
S

N
N
N
N
N
N
N
N
N

S

S

S

S
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N
N
S
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N
N
N
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S
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N
N
N
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S

S

s
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S

S

S

S

S

S

Quadro 5.3.22: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM(r, s), seguros em caso
de morte, sexo feminino

Nas vidas do sexo feminino, o modelo LGM(3,2) apresenta o desempenho mais

adequado entre os candidatos a 6ptimo.

A qualidade de ajustamento conseguida pelos modelos 6ptimos pode ser visualizada

nas Figuras 5.3.13 e 5.3.15. Nas Figuras 5.3.14 e 5.3.16 completamos o diagn6stico dos

modelos com informa4So sobre o comportamento dos resfduos.
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5.3. Modelos lineares e nd,olineares generalizados
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Figura 5.3.13: Modelo LGM(2,3), seguros em caso de morte, homens
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Figura 5.3.14: Res{duos do modelo LGM(2,3), seguros em caso de morte, homens
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5.3. Modelos lineares e nS,olineares generalizados
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Figura 5.3.15: Modelo LGM(3,2), seguros em ca.so de morte, mulheres
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5.4. GLM's: Abordagem Dual

Significdncia estatfstica do modelo Os Quadros 5.3.23 e 5.3.24 concluem a andlise

apresentando informagSo detalhada sobre as estimativas dos pardmetros dos modelos

6ptimos e sobre os resuitados dos testes de qualidade do ajustamento.

Homens: LGM(2,3) Mulheres: LGM(3,2)
Coef. SC f-ratio p-value Uoet. SE t-ratio pvalue

00
A1

a2

0o
Dp1
Dp,

-0.0039084
0.0040061

-5.107605
7.6985577

-0.4532155

150.00
0.0011

0.2526
0.2029
0.1195

-2.63
-3.57

-20.22
8.37

-3.79

U.UUUg

<0.0001

<0.0001
<0.0001
<0.0001

U.UUZ4UUUS

0.00379351
0.00189214
-8.6570002
5.4868489

0.0003
0.0004
0.0003
0.6246
0.7770

9.86
8.81
6.97

-13.86
7.06

<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001
<0.0001

Quadro 5.3.23: Significdncia estatfstica dos pardmetros, LGM(r, s), seguros em caso
de morte

Quadro 5.3.24: Testes de qualidade do ajustamento, LGM(r,s), seguros em caso de
morte

5.4 GLM's: Abordagem Dual

Nesta sec96o, ilustramos a aplicagS,o da abordagem dual descrita no Capitulo 3 na grad-

uag6,o das estimativas brutas de p, relativas d popula46o coberta por seguros de vida
em caso de vida. O ajustamento proporcionado pelo modelo Gamma, onde se consid-

era como vari6vel de resposta os expostos centralmente ao risco e se estima a forga de

vitalidade, a inversa da forga de mortalidade, 6 entSo comparado com o gerado pelo

tradicional modelo Poisson assente em previsores lineares do tipo Gompertz-Makeham.
Em ambos os sexos, foram testados diferentes modelos fazendo variar s no intervalo

2 I s < 10. As estimativas dos pard,metros e os resultados dos testes de qualidade de

Obitos (A, E) Deviance Teste y'
(A- bt AIE(Yo) Null Unscaled pvalue Unsc.y" g.I. pvalue

H
M

U

0
IUU.U

100.0
11984.83
3092.429

203.4265
91.52

0.003
0.476

206.10
95.26

tt3
61

U.UUZ4

0.388
Kolmogorov-Smirnov Signs Test
Desv Max 1r.value Desv.(*) ljesv. [ - pvalue z")2 zr)3

H
M

U.UU716

0.0152
I
1

JJ
35

35
31

u.4bz
0.731

t7
5

4
2

Runs T'lest Testes Autocorrelac6o
I\-." runs l}value Portm. pvalue Liuns-Box rvalue

H
M

JJ
32

0. 719
0.731

26.81
72.59

0.141
0.894

62.;50

75.77
U.UJ9O

0.734
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5.4. GLM's: Abordagem Dual

ajustamento foram obtidos com recurso a uma rotina informdtica escrita e implementada
no package S-PLUS 2000 (Release 3).

Os valores da (unscaled) deviance, da estatfstica y2 e do ratio entre a exposigSo ao

risco (mortalidade) real e a exposigS,o (mortalidade) estimada - ratio AIE(%), para a

abordagem dual (Poisson), sd,o apresentados nos Quadros 5.4.L e 5.4.2.

GM
(0, s)

Gr.-.na Poisson
Deviance x" AlH(Yo) IJeviance xo AlE(Yo)

Null
(0,2)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,6)
(0,7)
(0,8)
(0,9)
(0,10)

2M23.94
766.98
3i9.89
223.99
219.44
767.49
760.62
159.69
156.64
156.61

480.65
322.61
241.78
239.49
778.20
169.01
166.63
163.15
163.08

77.93
99.42

100.69
100.49
i00.03
100.11
100.08
99.99
99.99

:l44:z3-94
766.98
319.89
223.99
2L9.M
L67.49
760.62
159.69
156.64
156.61

1747.27
397.77
226.71
217.86
166.91
160.07
159.72
156.96
156.96

100.00
100.00
100.00
100.00
100.00
100.00
100.00
100.00
100.00

Quadro 5.4.1: Abordagens Dual e de Poisson, GM(O,s), sexo masculino

GM
(0, s)

Gamma Poisson
L)eviance X" AIE(Yo) Deviance x' A/E(Yo)

Null
(0,2)
(0,3)
(0,4)
(0,5)
(0,6)
(0,7)
(0,8)
(0,9)

(0, 10'

9006.12
326.25
165.81
163.84
160.31

132.42
130.56
110.38
110.02
109.91

260.72
179.68
178.36
168.32
734.22
133.97
115.1 1

114.85
114.88

87.00
100.25
100.04
99.58

100.45
700.44
99.99
99.88
99.85

9006.12
326.25
165.81
163.84
160.31
732.42
130.56
110.38
110.02
109.91

470.17
169.69
169.45
772.60
136.40
133.19
111.15
110.85
110.71

100.00
100.00
100.00
100.00
100.00
100.00
100.00
100.00
100.00

Quadro 5.4.2: .[,bordagens Dual e de Poisson, GM(O,s), sexo feminino

Como se observa, os valores da estatistica deviance sdo idOnticos em termos de mag-

nitude e de sinal. Este resultado, antecipado em razl,o da discussS,o realizada no Capftulo
3, torna a abordagem dual virtualmente equivalente d 'convencional' graduagSo de p,
com recurso a GLM's, considerando que os 6bitos sd,o modelados em termos de rea-

lizagSes independentes de varid.veis aleat6rias do tipo Poisson. As ligeiras diferengas nos

valores da estatfsti ca y2 e do ratio A/ E(%) sd,o naturalmente explicadas pelas diferengas
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5.4. GLM's: Abordagem Dual

na definig6,o dos desvios absolutos

Recordamos, a este prop6sito,

abordagem dual s6o definidas por:

(e relativos) em ambas as metodologias.

que as estatfsticas de qualidade do ajusta.mento na

(5.4.2)

Deuf; - E, - Er,"*p, Varr: E?,.*r/dr, ,r: ffi, AIE : *
Deuf;

(5.4.1)

onde .8r,"*, denota a exposigSo ao risco estimada.

A rela,q6o entre os desvios absolutos de ambos os modelos 6 dada por:

Deu*: -Deu?
Pa

Ea

Er,"*p

A an6lise dos quadros permite ainda concluir que o modelo correspondente a expo-

nenciais de polin6mio de grau 6, no caso dos homens, e de grau 7, no caso das mulheres,

6 suficiente para ajustar correctamente os dados.

Nas figuras 5.4.L e 5.4.2 6 feita uma compa,ra,g6o grd^fica do desempenho do modelo

Gamma em diferentes dimens6es (s : 2,..., L0).

Figura 5.4.1: Compaxa,geo dos modelos GM(O,s) Ga,mma, sexo masculino

o
ao
ri
eoE9I
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5.5. Modelo de Heligman-Pollard

60

ldade ActrE ial

Figura 5.4.2: Compaxa,gS,o dos modelos GM(O,s) Garnma, sexo feminino

5.5 Modelo de Heligman-Pollard

Nesta secg5,o, testarnos a eficd,cia das Leis de Heligman-Pollard (IIP) descritas em de
talhe no Capftulo 3, na gradua,g6,o da experiOncia relativa d populagSo de indivfduos

abrangidos por seguros de vida em ca^so de vida. Perante a presenga de heterocedas

ticidade nos dados, os par6,metros do modelo foram estimados atrav6s do m6todo dos

mfnimos quadrados ponderados n5,o lineares, minimizanao Xfiil, ,u, (d, - f (*;0))2,
onde 'u.r, denota os ponderadores, / (u;0) representa a fungSo a ajustar, (i, simboliza as

probabilidades brutas e as demais varidveis a.ssumem o seu significado habitual.g

Para seleccionar os ponderadores, investigd,mos o desempenho de doze fung5es de

perda distintas L; (i :1, . . ., L2), definidas no Quadro 5.5.1.. A funqeo de perda L1 re
presenta o modelo nai,ue em que 6 admitida a hip6tese de igualdade entre as varid,ncias.

As fung6es de perda Lz, Lg, Ln, Ls e Ln tOm em comum o facto de usarem como

ponderadores express6es que derivam da fungS,o inversa da variAncia estimada d" q,
(Var(Q):'i'(tu:'i')). A fungSo de perda L6 foi usada por Tenenbein e Vanderhoof
\ 

\r@/ -Etq / '

(1980). Os crit6rios Lt e Lt baseiarn-se na medida de diverg6ncia de Kullback's, re
eAs estimativas dos pardmetros e os resultados dos testes de qualidade de ajustamento fora,rr obtidos

com o auxflio de uma rotina informdtica escrita e implementada no package S-PLUS 2000 (Release 3).
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5.5. Modelo de Heligman-Pollard

comendada por Brockett (1991) devido ii sua interpretagS,o no contexto da teoria da

informagSo. As restantes fung6es de perda sio usadas por Carriere (L992, 1994).

# F\rnq60 de perda # F\rnqdo de perda

t L1: t (d,-f(";o))' z L7: D,o.(fu)G,-l@;o))
t:Inin &:rmin

cmax cm"*

2 Lz:-f *(d,-f@;O)2 8 tra:-f (t-#)'
O=,min 3:Emin

Imax Omax

B Lz: 
-; 

* (d, - f (*;o))2 e Ls: 
-f 

[,"r (#)]'
tr:smin t:omin

Imax cmax

4 La: I #G,-f @;e)' to Lro: D *@"-tr;,n)'
,=rmin tr:Cmin

omax cmax

b L5: I *G"-f (";0))2 11 Ltr: D @,,-ay,c1.r(#)
,lr*r. r:nmin

6 La: "f {.r llff#P]}' L2 ,,,: *f E,(d, - f @;e)2

Quadro 5.5.1: F\rng6es de perda no modelo de Heligman-Pollard

Num primeiro momento, testiimos o desempenho das diferentes leis de HP com intuito
de seleccionar aquela que proporciona melhores resultados em termos de graduaEso.

Os Quadros 5.5.2 e 5.5.3 resumem a informagdo sobre os indicadores de qualidade do

ajustamento obtidos para cada uma das fung6es de perda e para cada uma das leis de

mortalidade analisadas, num total de 36 combina45es distintas.

Crit6rio
1" Lei (versSo B) 2" Lei 3" Lei

x" ttatro
ulE\

Signs
p(pos)

x' ltatlo
(AIE\

Signs
p(pos\

x" tlatro
(AIE)

lirgtrs
p(pos)

L1
Lz
Le
La
Ls
L6
Lz
Ls
Ls
Lrc
Lt
Lp

415.3
198.5
179.9
201.6
270.4
232.3
207.6
210.4
180.8
179.9

170.9
223.4

93.1
100.3
101.0
r01.7
102.4
100.3
99.4

L02.4
100.6
101.0
100.3
99.9

0.668
0.500
0.936
0.936
0.139
0.041
0.936
0.414
0.500
0.256
0.064

10.00 185.1
189.0
173.8
186.4

211.8
177.6
173.3
217.8
777.5
179.4
770.4
173.3

100.5
100.9
100.9
t02.7
101.7
100.2
99.5

101.7
100.2
100.9
100.3

99.2

0.414
0.807
0.666
0.861
0.959
0.332
0.139
0.959
0.4L4
0.586
0.332
0.258

228.8
797.0
180.3
226.7
277.1
778.2
209.9
270.5
183.7
180.4
170.9
171.6

97.7
100.2
101.0
102.3

101.7
99.6

102.3
102.0
100.2
101.0

100.3
99.1

0.064
0.807
0.586
0.807
0.959
0.096
0.904
0.936
0.414
0.586
0.258
0.193

Quadro 5.5.2: ComparagS,o entre as Leis de Heligman-Pollard, sexo masculino
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Modelo de Heligman-Pollard

Crit6rio
1" Lei (versSo B) 2" Lei 3" Lei

x tlatro
(AIE)

Signs
p(pos)

x' Ratio
(AIE)

lirgns
pbos\

x" ttatro
(AIE\

Slgns
p(pos)

L1
L2
L3
La
L5
L6
L7
Ls
Ls
Ln
Lt
Lrz

584.9
158.0
140.9
188.2
273.0
138.9
129.1
213.0
138.6
140.9
27r.9
r32.3

79.8
100.7
102.7
103.5
103.0
100.6

99.1
103.0
100.7
102.1

100.8
99.8

0.278
0.795
0.903
0.938
0.453
0.rM
0.938
0.453
0.795
0.722
0.453

0000. .147 1

184.8
139.1
169.5
167.8
138.5
127.1
168.1
136.1
139.2
128.6
L64.9

103.9
101.8
101.1
104.2
103.6
100.2

99.3
103.6
100.4
L02.0
100.5

99.5

u.276
0.795
0.547
0.938
0.962
0.453
0.144
0.962
0.453
0.638
0.tM
0.278

655.U
185.3
172.3
248.1.

182.5

152.6
129.7
185.1
138.0
153.1
729.6
153.0

85.2
99.2

102.5
i04.8
103.6
r00.2
99.0

103.6
100.6
L02.7

100.5
99.2

0.000
0.856
0.547
0.978
0.994
0.722
0.7M
0.994
0.362
0.903
0.362
4.278

Quadro 5.5.3: Comparaqeo entre as Leis de Heligman-Pollard, sexo feminino

A observagS,o atenta dos quadros permite extrair as seguintes conclus6es: (i) para

a maior parte das fung6es de perda, a 2a Lei de HP proporciona o melhor desempenho

entre as fung6es param6tricas analisadas; (ii) nos casos em que tal nio se verifica, a

diferenga face d 'melhor' lei 6 pouco significativa; (iii) a funqeo de perda "6ptima" em

cada sexo 6, aparentemente, independente da lei de mortalidade seleccionada. Em face

destes resultados, conclufmos que, na amostra em estudo, a 2" Lei de HP 6 aquela que

melhor performance apresenta.

A etapa seguinte do estudo consistiu em seleccionzlr, nas duas subpopulag6es anali-
sadas, a fung6.o de perda que reporta o melhor desempenho. Recorrendo d 2" Lei de

HP, testdmos as 12 fung6es de perda acima definidas e recolhemos informagdo sobre os

respectivos indicadores de qualidade do ajustamento. Os Quadros 5.5.4 e 5.5.5 sumariam
os resultados deste procedimento.

A anrilise dos quadros permite concluir, desde logo, que a performance do modelo de

HP ndo pode ser dissociada da escolha da fungSo de perda a minimizar no contexto da

aplica4So do m6todo dos mfnimos quadrados ponderados nd,o lineares. Pelo contrii.rio,

s6.o observadas diferengas significativas no desempenho do modelo emrazda da aplicagSo

de distintas fung6es objectivo. Por outro lado, verifica-se que o desempenho das fung5es

objectivo depende da populagSo em estudo. Com efeito, enquanto que nas vidas do sexo

masculino a fungA,o de perda ,L11 apresenta os melhores resultados, seguida de perto
pelos crit6rios Z3 e Lt2, nas vidas do sexo feminino a fungdo de perda Z7 supera as

demais, seguida no entanto de muito perto pela fung6o .L11.
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5.5. Modelo de Heligman-Pollard

Crit6rio x" p(x") Ratio
70011./E)

Signs
p(pos)

Runs
p(mns)

Kli
e@s)

Portm
p(.)

Lj-Box
p(.\

Lt
L2
L3
La
L5
Le
L7
Ls
Ls
Lrc
Ln
Lo

185.1
189.0
173.8
186.4
211.8
177.6
173.3
211.8
177.5
179.4
770.4
173.3

U.U9b

0.074
0.184
0.088
0.013
0.150
0.189
0.013
0.150
0.135
0.220
0.189

100.5
i00.9
100.9
102.7
10L.7
100.2
99.5
101.7
100.2
100.9
100.3

99.2

0.414
0.807
0.666
0.861
0.959
0.332
0.139
0.959
0.474
0.586
0.332
0.258

0.99i
0.615
0.991
0.737
0.061
0.974
0.874
0.061
0.654
0.382
0.638
0.707

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

0.117
0.260
0.r24
0.160
0.217
0.170
0.141
0.217
0.167
0.134
0.128
0.132

U.U3i'

0.103
0.035
0.050
0.080
0.055
0.04t
0.080
0.054
0.039
0.037
0.038

Quadro 5.5.4: Comparageo entre as fung6es de perda, sexo masculino

Crit6rio x p(x') Ratio
t00(AlE)

Signs
p(pos\

Ru:rs
p(runs)

KS
P(KS\

Yortm
po

LJ-lJox
e(\

L1
L2
Ls
La
L5
La
L7
La
Ls
Lrc
Ln
Lp

411.1
184.8
139.1
169.5
167.8
138.5
127.1
168.1
136.1
739.2
728.6
164.9

0.000
0.010
0.267
0.035
0.040
0.275
0.457
0.039
0.309
0.265
0.431
0.051

103.90
10i.76
101.10
104.20
703.62

100.22
99.25
103.62
100.40
102.00
100.50
99.54

u.276
0.795
0.547
0.938
0.962
0.453
0.144
0.962
0.453
0.638
0.144
0.278

0.000
0.591
0.406
0.903
0.779
0.453
0.962
0.779
0.717
0.777
0.310
0.135

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

0.000
0.119
0.634
0.788
0.738

0.570
0.562
0.737
0.580
0.637
0.558
0.043

0.000
0.035
0.422
0.610
0.54ti
0.340
0.349
0.542
0.358
0.425
0.344
0.009

Quadro 5.5.5: Compara4eo entre as fung6es de perda, sexo feminino

Elegido o modelo analftico adequado, seleccionada a fungdo de perda dptima e esti-

mados os coeficientes do modelo, o passo seguinte consistiu em verifi.car a signific6ncia
dos pardmetros. Neste carnpo, a singularidade da matriz de correlagSes resultante do
procedimento de estima4So do modelo inviabilizava, i partida, este objectivo. Para
contornar esta dificuldade, recorremos ao m6todo dos mfnimos quadrados n6o lineares

generalizados (Generalised Non-L'inear Least Squares, GNLS). Em ambos os sexos, a

opgSo foi a de fixar o valor dos parametros B e F estimando, de seguida, os restantes,

usando como estrutura de variencias a proporcionada pelos valores ajustados pelo pr6prio
modelo. Esta t6cnica, que consiste em fixar o valor de alguns pardmetros e ajustar os
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5.5. Modelo de Heligman-Pollard

restantes 6 sugerida, entre outros, por Congdon (1993). Os valores pr6definidos de B
e F foram fixados tendo por base as suas estimativas no modelo sem restrig6es. As
estimativas dos parS,metros foram obtidas com o concurso de uma rotina informdtica
escrita e implementada no package S-PLUS 2000 (Release 3).

Os Quadros 5.5.6 e 5.5.6 resumem os principais elementos necessd,rios d anrilise da

significdncia estatfstica dos pardmetros. Se exceptuarmos o parS,metro G, no caso das

mulheres, e o pardmetro K, sobretudo no caso dos homens, a generalidade dos pardme.

tros 6 significativamente diferente de zero.

Sexo Masculino
ParAmetro Coef. SE t-ratio pvalue

A
B
C
D
E
F
G
H
K

0.08767139
0.5

0.3616615
0.03698067

40.86645
98

0.00002235
1.087364
4.757039

0.031389

0.05077
0.01007
8.19676

0.000007
0.006427
6.130646

2.79

7.12
3.67
4.99

3.04
169.18
0.78

00660.

<0.0001
0.0004

<0.0001

0.0032
<0.0001
0.4407

Quadro 5.5.6: Modelo de Heligman-Pollard, estimativa dos pard,metros do modelo, sexo
masculino

Sexo Feminino
Pardmetro Coef. se t-ratio p-value

A
B
C
D
E
F
G
H
K

0.7964925
0.0561181
1.0683812
0.0009236
5.9904770

57.07553
0.0000005
't.1385477

5.8599126

0.1855756

0.3099428
0.0001509
1.15181 10

0.0000004
0.0137924
3.3189544

4.29

3.45
6.72
5.20

1.16
86.30
7.77

0.0001

0.0001
<0.0001
<0.0001

0.2496
<0.0001
0.0822

Quadro 5.5.7: Modelo de Heligman-Pollard, estimativa dos pardmetros do modelo, sexo
feminino

Por fim, as Figuras 5.5.1 e 5.5.2 ilustram a qualidade do ajustamento e os resfduos dos

modelos. Como se observa, a qualidade do ajustamento proporcionada pelo modelo de

HP 6, em ambos os sexos, considerada adequada, captando as principais caracterfsticas

do comportamento da mortalidade.
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5.6 Anrilise comparativa dos diferentes m6todos

Para completar o estud.o, compararnos nesta secgS,o os resuitados obtidos pelos diferentes

m6todos param6tricos testados no capftulo na gradua.gSo da amostra relativa d popula46o

de pessoas seguras em caso de vida. A avaliagS,o dos m6ritos relativos de cada m6todo

tem por base a informagdo transmitida pelos resultados alcangados nos diferentes testes

de qualidade do ajustamento, sumariados no Quadro 5.6.1.

LGM(r,s) GlWIU, S Garnma Heligman-Pollard
H M H M H M

Ordem (r, s) (3,3) (3.3) (0,7) (0,6)
Teste

x2
x'
g.l.

p.value

168.2
79

0.326

1 28.4
66

0.539

169.0
78

0.288

132.4

66
0.439

170.4
76

0.220

127.1

63
0.457

zr 2

>3
1 3

4
10

3

11

2

11

3

11

5

9
3

Signs
Test

pos.(neg.)
p-value

4a @5)
0.332

34 (38)
0.362

M (41)
0.668

40 (32)
0.856

40 (45)
0.332

31 (41)
0.144

Kuns
Test

N.o runs
pvalue

43
0.974

42
0.182

46
0.505

4A

0.343
45

0.638
36

0.962
KS max. dev

rr.value
0.0048

1.0
0.0103

1.0
0.0115

1.0

u.u237
1.0

U.UU55

1.0
0.0114

1.0

Quadro 5.6.1: Anrilise comparativa dos resultados dos testes de qualidade do ajustamento

A observagS,o atenta do quadro permite-nos concluir, em primeiro lugar, que na gene-

ralidade dos indicadores de aniilise o desempenho dos viirios m6todos 6 muito semelhante.

Com efeito, constata-se que na amostra em estudo as diferentes abordagens superaram

com sucesso os distintos testes de qualidade de ajustamento, pelo que podem ser con-

sideradas ferramentas vrilidas para efeitos de graduagdo.

Ainda assim, se atendermos unicamente as diferengas existentes em termos de graus

de liberdade, podemos concluir que o modelo de Heligman-Pollard apresenta os piores

resultados em termos relativos, sobretudo quando comparado com os modelos lineares e

n5o lineares generalizados com previsor linear do tipo LGM (r, s) (ou, equivalentemente,

do tipo GM (r,s)). Estes riltimos revelam-se, entre os m6todos param6tricos testados,

os mais flexfveis e adequados, captando adequadamente as principais incidOncias da

mortalidade ao longo do arco da vida humana.
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5.7 ConclusSo

A implementa4S,o de um modelo de supervisdo baseado na avaliagSo dos riscos em que

incorrem as companhias de seguros e os fundos de pens6es requer uma correcta identifi-
cagd,o e mensuragS,o dos diversos factores de risco a que estd.o expostos, quer os activos

financeiros que comp6em o patrim6nio das empresas, quer as responsabilidades decor-

rentes dos contratos de seguros ou dos planos de pens6es.

A actividade nos seguros de vida assenta num equilfbrio entre as prestag6es do segu-

rador e do segurado. Com efeito, os pr6mios pagos pelo conjunto dos segurados devem

permitir ao segurador pagar a totalidade dos sinistros i medida que estes ocorrem. Em
particular, as companhias devem calcular os pr6mios com base em estimativas realistas
quanto d probabilidade de sobrevivOncia das pessoas seguras inclurdas nas suas carteiras.

Para tal, 6 imprescindfvel a exist6ncia de t6buas de mortalidade (contempor6,neas ou

prospectivas) que estimem, de forma adequada, a longevidade da populaq6o.

A um outro nivel, 6 importante fomentar e generalizar as prriticas de gest6o conjunta

de activos financeiros e de responsabilidades. De facto, num contexto marcado pela

volatilidade dos mercados financeiros e pela incerteza em torno da evolugSo das va"riiiveis

demogriificas, 6 fundamental ajustar continuamente as carteiras das empresas de modo

a melhorar a eficiicia das estrat6gias de cobertura do risco salvaguardando, deste modo,

os direitos em formagS,o e/ou adquiridos pelos participantes e beneficid,rios dos planos

de pensSes.

Neste capitulo, realizdmos o primeiro estudo empfrico de gradua,gS,o param6trica da
mortalidade das pessoas seguras e dos beneficiririos dos fundos de pens6es efectuado

em Portugal. O estudo tem como ponto de partida as estatfsticas disponibilizadas pelo

Instituto de Seguros de Portugal relativas ao periodo 2000-2004.

Os resultados obtidos permitem concluir, em primeiro lugar, que nas tres subpo-

pulag6es em estudo os quocientes de mortalidade dos indivfduos do sexo feminino sdo

inferiores aos observados nos elementos do sexo masculino, d semelhanga daquilo que se

observa na populagS,o portuguesa em geral. No entanto, assinala-se que a diferenga no

comportamento da mortalidade entre os sexos tende a diminuir d medida que a idade

aumenta.

Em segundo lugar, os estudos confirmam a versatilidade e a eficricia dos modelos

Iineares e n5,o-lineares em problemas de graduagS,o. Com efeito, os resultados obtidos
demonstram que a qualidade do ajustamento depende essencialmente de uma escolha

adequada da ordem do previsor linear do Gompertz-Makeham, combinada com a aniilise

dos resultados obtidos num conjunto de testes de ajustamento. A flexibilidade dos
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5.7. ConclusSo

modelos torna-os compatfveis com diferentes experiOncias de mortalidade.

Em terceiro lugar, a anrilise realizada nas tr6s subpopulag6es provou que os resul-

tados obtidos mediante modelos com previsor linear do tipo LGM (r, s) e link logit sdo

indistingufveis dos alcangados com o recurso a um previsor linear do tipo GM(r,s) e

link logaritmico. Por esta razd,o, a opgSo por uma das duas alternativas deve obedecer

essencialmente a raz6es de ordem prdtica

Em quarto lugar, os resultados empfricos obtidos pela abordagem dual confirmam

a hip6tese tedrica de que a graduagSo de trr, mediante funE5es param6tricas considerando

que a exposigS,o 6 modelada em termos de realizag6es independentes de vari6veis aleat6rias

Gamma, condicionadas por dr, 6 equivalente d graduagS,o de p, considerando que d, 6

modelado em termos de realizag6es independentes de varid,veis aleat6rias do tipo Poisson.

O teste d capacidade das leis de Heligman-Pollard (HP) para graduar experiOncias de

mortalidade permitiu concluir, em primeiro lugar, que a segunda lei de HP proporciona

o melhor desempenho entre as fungdes param6tricas analisadas e, em segundo, que a

eficd,cia do modelo depende, em certa medida, da fungS,o de perda adoptada no contexto

da aplicagio do m6todo dos mfnimos quadrados ponderados nd,o lineares. Constatou-se

ainda que a performance das fung6es objectivo depende da populagS,o em estudo.

A comparagS.o dos resultados proporcionados pelos vririos modelos permitiu con-

cluir que, nas amostras considerad.as, o desempenho 6 muito semelhante, constatando-se

por6m uma ligeira superioridade dos modelos lineares e ndo-lineares generalizados.

A exist6ncia de fontes de erro na amostra, associadas a problemas na recolha de

informagdo estatfstica, n5o pode ser negligenciada na avalia4So dos resultados e deve

motivar a revisSo dos procedimentos por parte da entidade reguladora.
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Parte II

Tiibuas de Mortalidade
Prospectivas
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Capftulo 6

Modelos DinAmicos

"The li.mi,t to the possible duration of li,fe is a subject not li,kely euer to be

determined, et)en should'it erist." (Gompertz, 1825)

6.1 IntrodugSo

As profundas transformag5es s6cio-econ6micas ocorridas no riltimo s6culo nos paises

desenvolvidos reflectiram-se numa melhoria assinaldvel das condig6es de vida e de bem-

estar das populag6es e num aumento significativo da esperanga de vida d, nascenga e nas

idades adultas. Estes ganhos na longevidade humana sdo naturalmente entendidos como

uma altera4S,o positiva para os individuos e uma significativa conquista civilizacional das

sociedades modernas.

O declinio da mortalidade 6 marcado por duas tend6ncias principais: uma redug6o na

mortalidade provocada por doengas infecciosas, especialmente nas idades mais jovens, e
um decr6scimo da mortalidade nas idades avangadas, reflexo dos avanqos no combate ds

doengas cardiovasculares e ao cancro. Tratando-se de um objectivo individual e colectivo

inquestioniivel, o aumento da longevidade humana coloca, no entanto, novos desafios em

mriltiplos domfnios, em particular na definigSo e sustentabilidade dos sistemas priblicos

e privados de protecgSo e seguranEa social, tradicionalmente flnanciados com base no

princfpio da repartigSo contempord,nea (" pay - as-y ou- g o" ).
Num contexto em que a mortalidade se assume definitivamente como um fendmeno

dinAmico, a necessidade de identificar a sua traject6ria e de projectar com exactidEo

o seu valor futuro afiguram-se cruciais, constituindo condigS,o essencial a um correcto

aprovisionamento e gestS,o das responsabilidades financeiras futuras com os sistemas

de seguranga e protecgS,o social. Esta tarefa envolve, em boa medida, a utilizagSo de
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modelos de projecgS,o adequados que conduzam d construg5,o de tdbuas de mortalidade
prospectivas (ou geracionais) para uso, por exemplo, no campo actuarial na quantifica,gio

e controlo do risco de longevidade.

Na Parte I, examiniirnos a aplicagdo de m6todos param6tricos e ndo-param6tricos na
graduagio de dados de mortalidade, centrando-nos na influ6ncia que a idade do indivfduo
tem sobre esta. Neste capftulo, reconhecemos o cardcter din6,mico da mortalidade e

incorporamos o tempo cronol6gico na andlise, discutindo as caracterfsticas e a aplicagSo

de um conjunto extenso e diversificado de m6todos de projecgSo, desenvolvidos nos

campos actuarial e demogrrifico.

O capitulo estzi organizado da seguinte forma. Nas Secg6es 6.2 e 6.3 s6.o analisadas

as principais tendGncias registadas na mortalidade humana e identificados os aspectos

cruciais a ter em conta na modelagio dinAmica do fen6meno. Nas Secg6es 6.4 e 6.5 discu-

timos a aplica4So dos m6todos de projecgSo vertical, horizontal e diagonal, considerando

m6todos paramOtricos com ou sem recurso a tiibua base.

Na Secgdo 6.6 analisamos em detalhe as caracterfsticas e a estimagio do popular

m6todo Lee-Carter. Nas Secg6es 6.7 e 6.8 6 investigada a aplicagio dos modelos lineares

generalizados na modelag6o da mortalidade num contexto em que a idade e o tempo

cronol6gico sio simultaneamente considerados na estima4So, tendo em vista a projecgso

de factores de redug5,o.

Na SecgSo 6.9 6 examinada em detalhe uma extensSo do m6todo Lee-Carter designada

por modelo de Poisson, as suas variantes, m6todos de estimagS,o dos pard,metros e de

construgio de intervalos de confianEa. Em particular, 6 ensaiada uma nova t6cnica,

inspirada nas P-Splines, que incorpora as preocupag6es quanto ao alisamento das s6ries

no procedimento de estimagdo dos pardmetros. Nesta Secgd,o, 6 ainda desenvolvida uma

extensSo do modelo onde se admite que as projecg6es de mortalidade s6o balizadas por

uma determinada tri,bua limite.

Na Secgdo 6.10 estudamos uma variante do m6todo Lee-Carter que recorre d, dis-

tribuigS,o Binomial. Nas Secg6es 6.11 e 6.L2 descrevemos os m6todos de projecgs,o as-

sentes em tiibuas limite e tribuas modelo. Nas Secg5es 6.13 e 6.14 analisamos os m6todos

de projecgSo que envolvem a transformagSo das varidveis de interesse e os m6todos ni,o-

param6tricos, respectivamente. Por fim, na SecqS,o 6.15 discutimos a aplica,gS,o de um
conjunto de m6todos na projecg6o da mortalidade nas idades avangadas.
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6.2 Tend6ncias na mortalidade humana

A an6lise das tendEncias na mortalidade da populagSo atraiu desde sempre a atengSo de

investigadores e organismos oficiais a nfvel internacional, interessados em compreender

as mrlltiplas implicag6es do fen6meno no desenvolvimento econ6mico, social e humano

das sociedades.l O comportamento da mortalidade nos paises desenvolvidos durante o
s6culo XX 6 marcado, em termos gen6ricos, por uma assinalivel redugSo nas ta>ras de

mortalidade em todas as idades, em especial nas idades mais jovens, e por um aumento

not6vel da esperanga de vida, quer d nascenga, quer nas idades adultas.2 Extraordinri,ria
foi ainda a redugS,o na mortalidade infantil, que assume hoje em dia valores insignificantes

face aos apresentados no infcio do s6culo passado.

Se 6 verdade que este declfnio foi contfnuo ao longo de todo o s6culo XX, tamb6m
6 verdade que a distribuigi.o et6,ria desse decr6scimo nd,o foi sim6trica. Com efeito, se

na primeira metade do s6culo a redugS,o se concentrou principalmente nas idades jovens,

devido i diminuigd,o na mortalidade infantil e juvenil, na segunda metade os ganhos na

esperanga de vida sd,o explicados, sobretudo, pela diminuigdo da mortalidade nas idades

adultas e avangadas. Estas modificag6es t6m, desde logo, uma explicagSo pragmd,tica. A
redugS,o alcangada na mortalidade infantil e juvenil para nfveis t6o baixos conduziu-nos

a um patamar em que, mesmo que se registem ganhos extraordindrios neste segmento, o

seu impacto sobre a esperanga de vida serii reduzido, sobretudo quando comparado com

o que pode advir da redugdo da mortalidade nas idades adultas.

Por outro lado, estas alteraESes acompanharam, em boa medida, as principais tend6n-

cias registadas durante este perfodo no campo epidemiol6gico. Na primeira metade do

s6culo XX, as doengas infecciosas (tuberculose, pneumonia, gripe, tif6ide, difteria, etc.)

constituiam a principal causa de morte. O desenvolvimento de vacinas e a introdugfio de

antibi6ticos ap6s a II Guerra-Mundial possibilitaram, em conjunto com a melhoria dos

nfveis de nutrigS,o e com a expansio dos sistemas de higiene e sarlde priblicos, a quase

erradicagSo desta causa de morte. Assim, nd,o surpreende que na segunda metade do

s6culo os ganhos na mortalidade tenham estado associados a factores distintos, como

sejam as conquistas no combate ds doengas cardiovasculares e ao cancro. De facto, a
1Vela-se, por exemplo, MacDonald (1997), MacDonald et al. (1998), Cutler e Meara (2001), Willets

et al. (2004) e refer€ncias neles citadas.
2A tftulo de exemplo, a esperanga de vida d nascenga em Inglaterra e Gales era, em 1901, de 46 anos

para os homens e de 50 para as mulheres, sendo que um s6culo depois, em 2001, estes valores haviam
aumentado para 76 e 81 anos, respectivamente. Em Portugal, a td,bua de mortalidade relativa ao perfodo
1939-42 (I.N.E.) reportava uma esperanga de vida ii, nascenga de 48.58 anos para os homens e de 52.82
anos para as mulheres. Em 2002-03, ou seja, 60 anos mais tarde, a evolugS.o positiva da mortalidade
fez com que este indicador alcangasse os 73.93 anos para os homens e os 80.23 anos para as mulheres
(Camilho e Patrfcio, 2004).

171



6.3. ModelagSo da mortalidade num contexto dindmico

inovagSo tecnol6gica no combate as doengas agudas do cora46o (e.g., cirurgia de bypass,

angioplastia, medicagdo para reduzir a pressdo arterial e o colesterol, etc.), os avangos

no tratamento do cancro e algumas alterag6es do ponto de vista comportamental (e.g.,

tabagismo, maior preocupagS,o com a nutrigdo e com a prritica de desporto) ajudam a

compreender a redugSo da mortalidade neste perfodo. O facto de este tipo de patologias

incidir, principalmente, sobre as idades adultas e avangadas explica, em boa parte, as

modificag6es no perfil etririo dos ganhos de longevidade neste perfodo.

Uma forma alternativa de compreender as tendOncias na mortalidade humana con-

siste em analisar o perfil gr6fico de fung5es que representam a mortalidade em termos

da idade alcangada pelo indivfduo, como sejam a fungdo de sobreviv6ncia ou a "curva de

mortes" (MacDonald et a1.,1998; Horiuchi e Wilmoth, 1998). A anrilise destes perfis no

tempo coloca em evid6ncia a crescente concentragSo dos 6bitos em torno da moda (nas

idades adultas) da curva de mortes, ou seja, a fung5,o de sobreviv€ncia tende para uma

forma rectangular, num fen6meno que 6 por isso apelidado de <<rectangularizag6o>>. Por

outro lado, observa-se que a moda da curva de mortes (que, devido d rectangularizagS,o,

tende para a idade miixima admissfvel ar) se move em direcgSo as idades mais avangadas,

numa traject6ria que 6 apelidada de <<expansS,o>> da fungdo de sobreviv6ncia (Cheung

e Robine, 2007). Por fim, recentemente t6m-se registado nfveis mais elevados e uma
maior dispersSo das mortes acidentais nas idades jovens (a chamada bossa de acidentes

ot young mortal'ity hump). No Capftulo 7 teremos oportunidade de verificar que estas

tend6ncias s5o igualmente observadas na populag5o portuguesa.

6.3 ModelagSo da mortalidade num corrtexto dinAmico

6.3.1 Diagrama de Lexis e cri.lculo das estimativas brutas dos
indicadores de mortalidade

O tempo interv6m de tr6s formas distintas num estudo sobre a mortalidade: na idade

dos indivfduos que integram a populagio, na geragS.o da qual estes emanam e no instante

em que 6 realizada a observagdo. Existem, assim, tr6s coordenadas que permitem carac-

terizar um evento demogrrifico (e.9., um 6bito): (i) a data em que este se produz, (ii) a
idade do indivfduo abrangido pelo evento e (iii) a sua data de nascimento. Pese embora

estas tr6s informag5es sejam obviamente redundantes, uma vez que bastam apenas duas

para caracterizat o evento, elas s5,o importantes para caractetizar o fen6meno em estudo.

O diagrama de Lexis, introduzido em 1875 por Wilheim Lexis (1837-1914), pode ser

definido como um sistema de eixos rectangulares que permite precisar a forma como se
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combinam as trOs coordenadas temporais na representagSo grd,fica dos acontecimentos

demogrdficos.s A sua construgSo baseia-se num conjunto de paralelas a dois eixos per-

pendiculares. No eixo das abcissas, inscrevem-se o tempo ou as datas de observagd,o das

vard,veis, habitualmente um ano coincidente com o ano civil, e no eixo das ordenadas a

idade dos indivfduos ou a duragSo do acontecimento, em anos completos. Cada acon-

tecimento demogrd,fico corresponde a um ponto cujas coordenadas sdo o tempo em que

o mesmo ocorreu e a idade do indivfduo sujeito ao referido evento. Os pontos referentes

aos acontecimentos demogrdficos s6o contabilizados em triA,ngulos que representarn a

dupla classificagS,o, i.e., por idade e por data de nascimento. As diagonais limitam as

linhas de vida dos indivfduos nascidos no mesmo a,no, ou seja, que faaemparte da mesma

geragS,o.a Na Figura 6.S.L representamos a linha de vida de um indivfduo no diagrama

de Lexis.

t-x-1 t-x t-x+1 t + I Tempo

Figura 6.3.1: Diagrama de Lexis

Ele nasce no momento t6 e morre no momento t1 d, idade 11, entre as idades exactas

(datas de anirzersdrio) o e c*L. O segmento de recta vertical a aaul representa o nfmero

de indivfduos que no momento t tem r anos de idade, i.e., o nrlmero de sobreviventes

Prp de idade c no instante t. O segmento de recta horizontal a vermelho representa o

3Para oma introdugS,o ao diagrama de Lexis veja-se, por exemplo, Vandeschrisck (2001).
4Doravante, designa,remos uma geragdo pelo ano de nascimento dos indivfduos que a integram. Por

exemplo, a geragi,o g 6 formada pelos indivfduos nascidos no ano de calenddrio g.
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6.3. ModelaqSo da mortalidade num contexto dindmico

nfmero de indivfduos que no ano t cumprira* o ,€simo aniversiirio, i.e., o mimero de

sobreviventes d idade z provenientes da geragdo t - r.
O diagrama de Lexis permite identificar facilmente o efectivo de uma geraqSo: (i)

nas intersecg5es com os eixos verticais obtemos o efectivo no dia 1 de Janeiro de anos

consecutivos, data na qual todos os indivrduos t6m a mesma idade em anos decorridos,

i.e., em nfmero de anos inteiros vividos at6 ao ultimo aniversdrio; (ii) nas intersecg6es

com os eixos horizontais, onde se obt6m o efectivo em datas de aniversii.rios sucessivas. O

diagrama permite ainda resgatar o nfmero de 6bitos localizados nas c6lulas delimitadas

pelo sistema, seja no quadrado circunscrito pelas coordenadas ABCD, seja nos tridngulos

ABC e ACD demarcados pelas diagonais.

No decurso do ano t, s5,o registados dc,t 6bitos entre os indivfduos com r anos in-
teiros vividos, Iocalizados num quadrado delimitado pelas coordenadas ABCD. Esses

dr,t 6bitos correspondem a indivrduos provenientes de duas geraq6es distintas, t - r
e t - r - 1, e correspondem d,s linhas de vida que termina.ram, respectivamente, nos

tridngulos inferior e superior.

Na Figura 6.3.2 vemos que 6 igualmente possfvel isolar o mlmero de 6bitos ds,t,s d

idade r de indivfduos pertencentes a uma geraEd.o, neste caso d geragSo g nascida no ano

9:t-t.

t-x t-x+l t+l t+2 Tempo

Figura 6.3.2: Nrimero de dbitos d idade r entre os indivrduos da geraqda t - r

Esses 6bitos estSo localizados num paralelograma na horizontal, situado na inter-
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secgS,o entre o segmento sombreado na diagonal (correspondente d geragS,o g) e o seg-

mento sombreado na horizontal (relativo d idade r). Como se observa, os dbitos sd,o

registados no decurso de dois anos de calenddrio consecutivos, t e t * 1.

Nalguns estudos, estamos interessados em isolar o nfmero de 6bitos registados num

tnico ano de indivfduos oriundos de uma rinica geragSo. Como se observa na Figura 6.3.3,

esses 6bitos est5,o localizados num paralelograma na vertical, situado na intersecgso entre

o segmento sombreado na diagonal (correspondente d gerag6,o g nascida no ano t - r)
e o segmento sombreado na vertical (corresponde a.o ano de calend6rio t). Assinale"

se que esses dbitos ocorrem no decurso do um fnico ano t mas abrangem duas idades

consecutivasrex,-1.

Idade

x +l

x

x -l

t-x t-x+l f + I Tempo

Figura 6.3.3: Nrlmero de 6bitos registados no ano t de indivfduos nascidos em t - r

As Figuras 6.3.1, 6.3.2 e 6.3.3 traduzem, como vimos, formas distintas de decompor

a informagio sobre o evento demogrrifico. Nos casos em que os 6bitos t6m dupla classifi-

caqSo (por idade e ano de nascimento), elas d6o origem a definig6es alternativas para os

conceitos de exposigd,o ao risco, quocientes e taxas de mortalidade. Consideremos, em

primeiro lugar, a estimativa do quociente de mortalidade relativo ao quadrado ABCD
da Figura 6.3.1. Este quadrado pode ser decomposto em dois tridngulos: um triAngulo

inferior ACD, que agrega os 6bitos d!,r' registados no ano t entre os indivfduos ori-
undos da geraEio nascida em g - t - r; um trid.ngulo superior ABC, que agrupa os

dbitos dY,r,n-, registados no ano t entre os indivrduos oriundos da geraES.o nascida em
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g - L : t - r - 1. Denotemos por dx,t o ntlmero total de 6bitos registados em cada um
desses quadrados (z,t), com

dri: d*,r,n * dY,r,n*r. (6.3.1)

Se admitirmos que os dbitos se distribuem de forma uniforme nos tri6,ngulos em que

se decomp6e o quadrado de Lexis, demonstra-se que a estimativa da taxa de mortalidade

no intervalo lr,x * 1), definida em (2.2.22),6 dada por5

fna+:
da,t

Et,t
_ d!,,t,g + dY,r,r_,

i V,,, * P,,t+tl * t la*,r' - dY,r,n-r)
(6.3.2)

(6.3.4)

(6.3.5)

As estimativas dos quocientes de mortalidade q*,l correspondentes s6o calculadas,

regra geral, convertendo (6.3.2) em probabilidades de 6bito, sob a hip6tese de repartigSo

uniforme dos 6bitos durante o ano, i.e.,

!r,t,o -
TfLa,1

(6.3.3)
1 + (1 - a*,t) .rit,,t'

1

,,COm Ari:

onde ar,6 denota o nfmero m6dio de anos vividos no intervalo fr,r * 1) pelos indivrduos
que falecem d idade u no momento t. No caso do paralelograma representado na Figura
6.3.2, a probabilidade de 6bito no intervalo fr,r *L), e*,.,g,6 estimada de forma directa
mediante

d!,,t,g * d,Y,r*r,,

Pa,t*t + d*,t,g

Prova-se que a estimativa de mr 6 dada, neste caso, de forma exacta por6

Q*,.,s:

^ dr.t
t,Lr-t 

- :- -' nx,t
d*ls * dY,r*r,n

Pr i*r * i lat,r,n - dY,t+t,e

Uma alternativa envolve o recurso ao m6todo dos quocientes parciais de Vallin (1973).

Esta t6cnica consiste em estimar os quocientes de mortalidade parciais para os tridngulos

inferior e superior na Figura 6.3.1. Na aus6ncia de migragdo,T o quociente relativo ao

sPara mais detalhes sobre o crilculo da exposigSo ao risco E,,1 veja-se Wilmoth et al. (2005).
64,inica excepgSo refere-se d idade 0, para a qual 6 usual efectuarem-se alguns ajustamentos no

cd.lculo da exposig6o ao risco Eap,t)tr,e. vez que n6o se observa a hipdtese de distribuigSo uniforme dos
dbitos, nem no interior dos quadrados de Lexis, nem no interior dos tri6.ngulos.

7As migraq6es podem facilmente ser incorporadas ua estimativa admitindo a hipdtese de que elas se
repartem uniformemente em intervalos de um ano (Vallin, 1973).
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tri6,ngulo inferior AC D 6 estimado por

Qa,t,g: (6.3.6)

enquanto que no tridngulo superior ABC este 6 estimado por

-tL

Qa,t,g-t - 
ua't'g-L

t r,t
(6.3.7)

A estimativa do quociente relativo ao paralelograma representado na Figura 6.g.2 6
entSo dada por

Q,,.,s : 1 - (1 - Q,,t,s) (L - Q,,t+L,s) . (6.3.8)

O m6todo de Vallin pode igualmente ser usado para calcular os quocientes de mor-
talidade 4.,t,e relativos ao paralelograma representad.o na Figura 6.3.3 e ao quadrado na
Figura 6.3.1. Os seus valores sdo estimados por

e por

Q.,t,s :1 - (1 - Q*,t,s) (7 - Q*-\t,e)

Qt,t,. : 1 - (1 - Q,,t,s) (L * Q,,t,s-t),

(6.3.e)

(6.3.10)

respectivamente.

A escolha da combinagSo adequada para calcular os quocientes ou ta>ras de mor-
talidade depende dos dados disponfveis e do objectivo a perseguir com o estudo. As
configurag6es representadas nas Figuras 6.3.1 e 6.8.3 sdo, d partida, mais adequadas a
estudos peri6dicos que isolem as condig6es registadas num fnico ano civil. Esta van-
tagem ndo 6, no entanto, decisiva, se as condig5es de momento forem susceptfveis de
oscilag6es importantes entre anos consecutivos, que exergam efeitos significativos sobre
a mortalidade. Em contrapartida, a configura4do na Figura 6.3.2 considera dois anos
consecutivos, uma caracterfstica que n6,o constitui qualquer obstiiculo quando o objectivo
do estudo 6 o de proceder a uma aniilise sobre a evolugSo temporal da mortalidade.

No ciilculo dos quocientes Q*p,. correspondentes d, Figura 6.3.1, sflo considerados
dbitos de um ano civil relativos a duas gerag6es distintas, registados num intervalo de
idades entre duas datas de aniversiirio exactas. Esta opg6o garante a homogeneidade por
ano civil e por idade, mas nd,o por geragSo. Por outro lado, ela nio permite, como vimos,
o cdlculo directo das probabilidades fr,1,., sendo necessd,rio recorrer d, aproxima4do dada
por 6.3.3, nem a utilizagSo directa em estudos prospectivos.

177



6.3. ModelagS,o da mortalidade num contexto dindmico

No crilculo dos quocientes Qr,.,n correspondentes d Figura 6.3.2, s6o considerados

6bitos de dois anos civis relativos a uma rinica geragSo, registados num intervalo de

idades entre duas datas de aniversd,rio exactas. As principais vantagens desta solugSo

s5o a garantia de homogeneidade por idade e por geraq6o, assim como o facto de ela

permitir o ciilculo directo das probabilidades Qr,.,s. o seu uso em estudos prospectivos.

No caso de optarmos por considera,r um intervalo de tempo mais alargado (e.g., 3 anos

de observagS.o), ela permite igualmente suavizar eventuais oscilag6es erriiticas no ntmero
de 6bitos. Em contrapartida, o m6todo nio assegura a homogeneidade por ano civil.

No criJculo dos quocientes fr,r,e correspondentes A Figura 6.3.3, s5o considerados

6bitos de um ano civil relativos a uma rlnica geragi,o, registados num intervalo de idades

entre tr6s datas de anivers6rio exactas, ou seja, entre dois anos vividos completos. Esta

opgfr,o garante a homogeneidade por ano civil e por gerag6o, mas apresenta uma limita4So

importante na construgdo de trlbuas de mortalidade. Com efeito, ela n5o garante a
homogeneidade por idade, ou seja, n6o fornece uma estimativa da probabilidade de

dbito entre duas datas de aniversiirio consecutivas.

6.3.2 Caracterizagdo do problema

Num contexto din6,mico, a ideia base subjacente aos vdrios modelos de projec96.o 6 a de

que a mortalidade deve ser expressa mediante uma fungSo do tempo (futuro) cronol6gico

t. Se nos basearmos num fnico indicador, o modelo dindmico 6 definido por uma fungdo

V (r).8 Neste campo, existe um interesse particular pela aniilise da evolugS,o no tempo de

indicadores sint6ticos ("markers" ), dada a sua capacidade de sintetizar caracterfsticas

importantes no comportamento passado da mortalidade e sua respectiva distribuigdo de

probabilidade. Os diferentes indicadores podem, segundo Pitacco (2004), ser classificados

em "medidas de localizagdo", fornecendo informagSo sobre o fen6meno de expansSo, e

"medidas de variabilidade", condensa"ndo elementos sobre o fen6meno de rectangula-

rizagdo da fungdo de sobreviv6ncia.

Entre as principais medidas de localizagSo, merecem destaque a esperanga de vida (n
nascenga, dg, ou d idade r, E*) e o ponto de Lexis (a moda da "curue of deaths"). Entre
as medidas de variabilidade realce parate

1. a varidncia da vida residual, Var(?r), ou o respectivo desvio-padrdo, o, : 1@(T|;
8Por exemplo, a esperanga de vida d nascenga para um rec6m-nascido 6 representada, num contexto

dindmico, pela fung5o €e (t) do ano cronoldgico t (neste caso do ano de nascimento). De forma an6loga,
o quociente de mortalidade numa dada populagio pode ser expressa pela fungE,o {, (t) , onde t denota o
ano de calenddrio em que a populagS.o 6 analisada.

ePara ,r-a lista exaustiva de medidas de variabilidade da idade de morte e de avaliag6o do fendmeno
de rectangularizaESo recomenda-se a leitura de Wilmoth e Horiuchi (1999).
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o intervalo inter-quartis, IQR: fr" - r/, onde r' e fr" sdo as idades para as quais

lr, - 0.75 a lr,, :0.25 (com lo : 1). Assinale-se que o intervalo IQR 6 tanto maior

quanto mais dispersa 6 a distribuigSo da vida residual da popula,gS,o;

a denominada "entropia" da fungSo de sobreviv6ncia, I/, definida por (Keyfitz,

1985; Wilmoth e Horiuchi, 1999)

,

3.

H_ _{f, S(r)tnS(r)d,r

[f, s(r)dn
(6.3.11)

consistindo numa m6dia ponderada de ln S(r), usando como pesos a pr6pria fungEo

de sobreviv€ncia. Quanto mais concentrados forem os 6bitos menor serd, o valor

de f/. Em particular, H : 0 quando a funEi,o de sobreviv6ncia apresenta uma

configuraESo grrifica perfeitamente rectangular;

4. o coeficiente G, definido por

lS(r)12 dr

que mede, neste caso, a desigualdade na distribuigdo da idade de 6bito. O seu valor
est6 contido no intervalo [0, 1] , com um valor mais baixo de G a corresponder a

menor variabilidade na idade de 6bito.

Informagao complementar sobre a distribuiqS,o de probabilidade pode ainda ser obtida

a partir de indicadores como a mortalidade infantil, ou atrav6s da chamada "end,rl,rance",

definida como a idade ( para qual se observa que lq : 0.90.

Num contexto dinA.mico, todos os indicadores acima apresentados devem ser inde-

xados por ano de calendiirio (e.g., €*(t),IQR(I), H(t), etc.). A complexidade do

problema aumenta significativamente no contexto actuarial, onde na maior parte dos

casos s6o necessiirios indicadores de localizagS,o e de variabilidade especificos para cada

idade. Dito de outro modo, num contexto dind,mico a mortalidade 6 uma furrgio I (r,t) ,

ndo apenas da idade fi mas tamb6m do tempo cronol6gico f.10

O modelo de projecg6o pode ser definido pela condigS,o f (2, t) I t > ts, onde t6

simboliza o ano actual ou o ano para o qual est5,o disponfveis as ultimas tribuas con-

tempordneas. Admitamos que r e t sdo variiiveis discretas e que I (r,t) representa os

quocientes de mortalidil. q, (t). Neste caso, a fungio f (2, t) pode ser representada por

'oEm termos mais precisos, a fungSo I (c, t) pode representar indicadores como a taxa de mortalidade,
a forga de mortalidade, a fungdo de sobreviv6ncia, transformag6es da fungio de sobreviv0ncia, entre
outros.

G:! [*
eo Jo
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uma matriz cujas colunas correspondem aos anos cronoldgicos e cujas linhas definem as

idades actuariais, i.e.,

Idade Ano cronoldqico
t-L t t+t

0

I
fr

r -lL

u -\

qo(t - L) qo(t) qo (t + 1)

?:a 
-') ?:@ :1 

('*')
q,(t-r) q"(t) q"(t+L)
g,+r (t - 1) q*+t (t) q"*1(t + L)

q,-r(t - L) q,q(t) q,-L(t + l)

Quadro 6.3.1: Quocientes de mortalidade anuais por idade e ano cronol6gico

Esta representagSo dos quocientes g, num contexto dindmico permite tr6s leituras
distintas:

1. uma leitura "vertical" (i.e., por colunas),

qo(t) ,--.,et (t),. . . ,q,-r(t) ,

correspondendo a uma sequ6ncia de tribuas contemporAneas, uma por cada ano

cronol6gico t;

2. uma leitura "horizontal" (i."., por linhas),

...,er(t - 1),qr (t),q, (t * 1),...,

fornecendo informagdo sobre os perfis de mortalidade em cada uma das idades r;

3. uma leitura "diagonal",

qo (t),q (t -f 1),. . .,q* (t -t r),. . .,

correspondendo a uma sequ6ncia de tribuas de mortalidade geracionais, uma por

cada ano de nascimento (gera46o) t.

Para um dado ano base tg e um determinado horizonte temporal de previsSo f*"",,
designa-se por tribua projectada a sub-matriz

{q"(t)}; iD :0,1,.. .,u -Li t :to,tof 1,...,t*o.

Para a construgSo de uma tribua projectada s5.o necessd,rios tr6s elementos base: um
suporte estatistico, compreendendo uma amostra temporal com dados sobre a popula,qio
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e sobre a mortalidade real (ou um conjunto de tribuas de mortalidade), um modelo de

projecgSo (i.e., uma estrutura formal a adoptar no procedimento de extrapola4So) e,

eventualmente, uma tri,bua base, sobre a qual incidirri o modelo de projecgS,o.

6.3.3 Tdbuas projectadas unidimensionais

Como se depreende da definigio acima, uma tdbua de mortalidade projectada 6 uma

matriz bidimensional {q, (t)}reto,r*rl;r€[ro,r^u]. O uso apropriado de uma t6bua projec-

tada pressup6e a adopgdo de uma perspectiva geracional, ou seja, implica uma leitura

diagonal da matriz para cada ano de nascimento. Por exemplo, a probabilidade, calcu-

lada no momento t, de um individuo com u anos de idade (i.e., nascido no ano r : t- r)
sobreviver /c anos 6 dada pela f6rmula

lc-l

(6.3.12)

J:0

O uso de mriltiplas tribuas geracionais n6o suscita qualquer complica4So do ponto

de vista conceptual, mas comporta algumas desvantagens do ponto de vista prd,tico.

Em particular, em cada ano cronol6gico 6 necessdrio empregar tantas tdbuas geracionais

quantos os anos de nascimento das pessoas seguras inclurdas na carteira. Por outro
Iado, a ser aceite pelas entidades reguladoras, este procedimento implicaria que todos os

anos seriam usadas tri,buas de mortalidade distintas no ciilculo dos pr6mios dos contratos

relativos aos novos membros da carteira, ou seja, as bases t6cnicas demogrd,ficas usadas

pelas companhias mudariam todos os €Lnos.

Apesar de os actuais sistemas de informagS,o terem capacidade mais do que suficiente

para resolver os problemas acima levantados, na prritica actuarial continua a ser frequente

o recurso a uma rinica t6bua unidimensional, extra"rda, de certa forma, da tribua projec-

tada. Entre as vririas alternativas que se nos oferecem para a sua construgSo, destacamos

as duas seguintes:

1. Escolhe-se um determinado ano de nascimento 7 e considera-se exclusivamente a

tribua correspondente a essa gera,g5,o , {qE\, e portanto as probabilidades

Qr^rn(7 *rmin) , Qa^ina1(7*r*ir,+1) ,...,qr(T *r) ,...,

onde r-i,, representa a idade mfnima de interesse e 7 pode corresponder, por ex-

emplo, ao ano m6dio de nascimento dos indivfduos de uma dada carteira, calculado

num intervalo de tempo alargado.

*pf) : ll t, - qr+j (t + j)l
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2. Em alternativa, pode seleccionar-se um determinado ano de calendd,rio futuro s :

s ) f e considerar-se unicamente a tiibua de mortalidade contemporA,nea corres-

pondente, i.e.,

8r*," (s), 9c-i,11 (,),..' rQ* (s),...,

onde s pode representar, por exemplo, o horizonte temporal de m6dio-longo prazo

em que se admite que a populagS,o coberta pela carteira estabilizarS.

De acordo com a modalidade 1-, a probabilidade de um indivrduo sobreviver at6 d

idade r * k (qualquer que seja o ano de nascimento r : t -r) 6 dada por

k-t
xpf) : II lr - q,+j (r + n + i)), (6.3.13)

j:0

enquanto que na modalidade 2, esta mesma probabilidade viria dada por

k-l
xpp : fl tr _ q,+, (s)1. (6.3.14)

j:0

Como se depreende, ambos os m6todos configuram solug6es aproximadas que intro-
duzem distorg6es relativamente A, correcta aplicagSo de uma tribua projectada. Ainda
assim, 6 possivel introduzir ajustamentos nos modelos de modo a minimizar os desvios e

a n6o renunciar d simplicidade implfcita no uso de uma rinica tribua unidimensional. O

ajustamento mais conhecido, adoptado nalguns paises (e.g., Alemanha, Austria, Itd,lia,

FYanEa,...) consiste em reintroduzir, na modalidade 1, alguma depend6ncia das proba-

bilidades face ao ano de nascimento r. Para tal, recorre-se a um mecanismo de correcgso

da idade desenvolvido por Rueff (1955), conhecido na ciOncia actuarial por "age-sh,if
mechanism'll ou correcg6,o de Rueff.

Para uma dada t6bua geracional unidimensionU {qf)}, em cada ano de nascimento

, (, j 7) o procedimento preconiza a leitura dos quocientes de mortalidade relativos a

cada idade *, qY), na linha que resulta da aplicagS,o de um factor de correcgSo da idade,

i.e.

qg) : e!11n6,,1,

onde a fungio h(r,r) fornece o ajustamento na idade (age-shi,ft) considerado necess6rio

para adequar a probabilidade gf) estimada pela td,bua unidimensiond {qf)} d projec-

Lr Altersuerschi,ebung na definigSo original. Para mais detalhes sobre este procedimento veja-se, por
exemplo, Pitacco (2000).
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tada para a geragSo nascida no ano 7. Por exemplo, no caso em que 6 projectada uma

diminuigS.o da mortalidade a fung6,o h(r,r) 6 definida por

h(r,x):
>0 ser<7
0 ser:T

<0 ser)7.

Na pr:itica,6 usada normalmente uma fungS.o de correcgdo h(r) que ndo depende

da idade mas apenas do ano de nascimento.l2 Segundo este mecanismo de age-sh,ift, a

probabilidade de um indivfduo nascido no ano z sobreviver at6 d idade r * & 6 calculada
por

k-L

*o[t;h(r)l: fI LL - e,+n?)+i (r * " + i)).
j:o

6.3.4 Classificag6o dos m6todos de projecAio

A literatura sobre m6todos de projecgSo da mortalidade 6 extensa e diversificada.l3 N5o

existe, contudo, unanimidade quanto d melhor forma de os classificar no contexto da
demografia e da ciOncia actuarial. Nesta secgd,o, efectuamos uma primeira arrumagSo

dos m6todos distinguindo-os entre m6todos biom6dicos e epidemiol6gicos, m6todos ex-

plicativos e m6todos extrapolativos. Mais adiante, procedemos a uma andlise detalhada

dos principais m6todos usados na prritica.

Os m6todos epidemiol6gicos concentram-se nos factores que determinam o 6bito e
procuram modelar as taxas de mortalidade numa perspectiva biom6dica.la Tratam-se de

12Por exemplo, o ajustamento preconizado pela t:ibua italiana RG48 para indivfduos do sexo masculino
(r:1948)6oseguinte:

T hk\
1908 - 1932
1933 - 1941

1942 - t951,
1952 - 1965

1966-

2

1

0

-1
-2

Como se observa, a fungio procede a um envelhecimento das probabilidades para as gerag5es nascidas
antes de v :1948, e a um rejuvenescimento para as gerag6es nascidas ap6s essa data.

i3Pa.a uma revisS,o da literatura sobre esta mat6ria veja-se, por exemplo, Pollard (1987), Benjamin
e Soliman (1993), T\rljapurkar e Boe (1998), Tabeau (2001), GAD (2001), Wong-Fupuy e Haberman
(2004) e Booth (2006).

laPor exemplo, a hipdtese de que o dbito 6 o resultado da acumulagdo de "defeitos" conduz-nos a uma
descrigSo matemdtica da mortalidade.

(6.3.15)
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m6todos que nio s6o, na prritica, usados pela generalidade dos organismos oficiais para

realizar projecg6es, mas que se revelam riteis quando 6 necessdrio balizar os resultados

proporcionados pelos m6todos extrapolativos. A sua principal limita,gdo prende-se com

o facto da sua eficiicia estar condicionada ao conhecimento integral e cabal das mriltiplas

interacg6es que se estabelecem entre as diferentes causas de morte, algo que os constantes

avangos nas ciOncias m6dicas poderri tornar possfvel no futuro.l5

Os m6todos explicativos empregam um mecanismo de projecgSo com base em relag6es

de causa-efeito recorrendo, por exemplo, a t6cnicas econom6tricas baseadas em varid,veis

de natureza econdmica ou a factores ambientais. Estes m6todos sd.o igualmente pouco

usados na elaboragSo de projecg6es oficiais, porquanto o seu poder explicativo ndo estd,

suficientemente consolidado. Uma limitagS,o adicional destes m6todos diz respeito ao

facto de ser t5.o ou mais dificil prever as vari6veis explicativas do que a pr6pria va,ridvel

dependente (mortalidade). 16

Os m6todos extrapolativos assentam na projecASo para o futuro das tendOncias

hist6ricas registadas na mortalidade e s5,o, na priitica, os mais usados. S5o imimeros

os m6todos usados para extrapolar as tend6ncias, a maioria carecendo, ou de infor-
magSo sobre as principais forgas biom6dicas que determinam a mortalidade, ou de uma

avaliagS.o subjectiva, por exemplo, em relagSo ao perfodo temporal em que as tendOncias

devem ser captadas. Conforme teremos oportunidade de verificar ao longo do capftulo,

as principais diferengas entre os m6todos situam-se na forma de sumariar os perfis de

mortalidade.

Os m6todos param6tricos envolvem o ajustamento de uma determinada lei de mor-

talidade durante um nfmero consecutivo de anos, e a subsequente extrapola4So para o

futuro das tendOncias detectadas no valor estimado dos pardmetros. Os m6todos s6o

aplicados, sobretudo, no contexto do chamado "m6todo vertical" de projecgS,o, que em

seguida aprofundaremos, mas a sua flexibilidade torna-os igualmente compativeis com

abordagens diagonais visando a construgSo de tdbuas geracionais. A adopgio de uma

mesma fungio para descrever a mortalidade no passado e para prever o futuro constitui
tsCo- efeito, as causas de morte nd,o s5o, em muitos casos, independentes entre si, o que dificulta

a obtengSo de projecg6es 6iiveis. Esta metodologia apresenta ainda outros problemas como sejam a
dificuldade em identificar a causa riltima do 6bito, sobretudo nas pessoas idosas, as mudangas nos
agrupamentos das causas de morte ou a prdpria mii classificagSo dos 6bitos.

loAssinale-se ainda que o facto da metodologia efectuar projec96es a partir da andlise do impacto
produzido pelos v6rios factores de risco (e.g., rendimento, condigSo socioecondmica) na mortalidade
pode exigir uma desagregagSo dos dados por subgrupos. Esta decomposigS.o pode revelar-se, na pr6tica,
impossfvel, para al6m de que € proviivel que a composigS,o dos subgrupos sofra modificag6es ao longo
do tempo, modificag5es essas diffceis de raticinar. Ainda assim, o estudo sobre os efeitos induzidos no
passado pelas principais variriveis explicativas pode ajudar a compreender as tend€ncias subjacentes no
comportamento da mortalidade.
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6.3. ModelagSo da mortalidade num contexto dindmico

uma das principais limitag6es desta abordagem.lT

Os m6todos de projecgS,o de perfis de mortalidade enquadram-se no denominado

"m6todo horizontal" e envolvem a extrapolagIo, desagregada, das tendOncias observadas

nas taxas de mortalidade (ou outros indicadores) relativas a cada idade. Os vdrios m6to-

dos inclufdos nesta categoria diferenciam-se, essencialmente, pelo modelo matemdtico

usado para ajustar os dados (exponencial, logaritmico, polinomial, etc.), pela sua na-

tureza eminentemente determirustica (i.e., os valores projectados baseiam-se num con-
junto pre-determinado de parAmetros) ou estocristica (i.e., os valores projectados cont6m

alguma componente aleat6ria), pelas hip6teses assumidas relativamente d distribuigSo

estatfstica do nfmero de 6bitos (Normal, Poisson, Binomial, etc.), pela introdugSo de

transformag6es nas fung5es base da tribua (logit, fungdo de resist6ncia) ou, por fim, pela

necessidade ou n6o de uma tiibua base.

Noutro domfnio, os m6todos de projecgS,o com refer6ncia a um determinado objec-

tivo (target) envolvem a interpolagS,o entre as taxas de mortalidade actuais e um con-
junto de metas pr6-definidas, que se assume serSo observadas no futuro. Estes m6todos

subdividem-se, regra geral, em duas categorias: m6todos que envolvem a interpolagSo

em relagdo a uma tribua limite ou "6ptima", pil& a qual convergem os aumentos na

longevidade verificados ao longo do tempo, e m6todos que encerram a interpolaqio em

relagS.o a uma tribua "modelo"
Uma outra categoria refere-se aos m6todos de projecgdo por causa de morte, que

pode envolver a utilizagSo de t6cnicas inclufdas em qualquer umas das tr€s abordagens

anteriores. A extrapolagSo das tend6ncias nas taxas de mortalidade por causa de morte
tem vindo a ser defendida com cada vez maior insist6ncia, porquanto ela possibilita um
melhor conhecimento sobre a dinA,mica da mortalidade (Gutterman e Vanderhoof, 1998).

A utilizagd.o desta abordagem nd,o se encontra, no entanto, isenta de problemas.

6.3.5 Risco de longevidade

As tend6ncias observadas na longevidade humana devem ser acomodadas ao nivel do

pricing e do crilculo das responsabilidades fi.nanceiras, em particular nos produtos que

incluem beneffcios de longo prazo em caso de vida (e.g., rendas vitalfcias). Com efeito,

o crilculo do valor actual esperado dos cash flows futuros dos produtos requer uma
projecgio adequada das variSveis demogrri,ficas, tendo em vista a minimizagSo dos riscos

de subestimaqdo das responsabilidades com a carteira. Como vimos na secgS,o anterior,

17uma alternativa passa pelo uso de m6todos n5o-param6tricos, que preservam a natureza extrap-
olativa mas s5o mais flexiveis na medida em que n6o dependem de hip6teses sobre a lei analitica que
governa a mortalidade.
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s5o diversos os modelos propostos para esta finalidade e usados na priitica actuarial
corrente.

A utilizagS,o de modelos dindmicos n6o elimina, todavia, a possibilidade de ocorrerem

desvios face aos valores projectados. Esses desvios podem ficar a dever-se a quatro fontes

de risco distintas:

. uma primeira, associada d. prdpria natureza estociistica do fen6meno (mlmero de

6bitos), que faz com que em cada ano de calendririo f se registem flutuag6es

aleatdrias nas taxas de mortalidade observadas face aos respectivos valores espe-

rados (i.e., projectados). O risco de flutuag5es aleat6rias 6 um risco bem conhecido

na indrlstria seguradora, em ambos os ramos (vida e ndo-vida), sendo usualmente

designado por "risco de processo". IJm dos resultados fundamentais na teoria do

risco estipula que a severidade deste tipo de risco diminui d medida que a dimensdo

da carteira (homog6nea) aumenta, ou seja, corresponde a um denominado "pool,ing

risk" .

uma segunda, relacionada com o facto de a tend6ncia futura da morta"lidade ser,

ela pr6pria, aleat6ria, o que significa que independentemente do modelo adop
tado poderS,o sempre ocorrer desvios sistemrlticos face d mortalidade projectada.

Os desvios sdo explicados, neste caso, pela inicerteza em torno dos valores dos

pardmetros do modelo de projecEao (o chamado "risco de pardmetro" ) e pela in-
cetteza relativamente ao pr6prio modelo seleccionado para captar as tend6ncias na
mortalidade (o denominado "risco de modelo"). O risco de desvios sistemdticos

nio pode ser eliminado aumentando a dimensS,o da carteira. Pelo contriirio, o seu

impacto financeiro aumenta d medida que a carteira cresce na medida em que os

desvios afectam todas pessoas seguras (ou beneficir{,rios de rendas vitalfcias e de

pens5es) numa carteira da mesma forma.

uma terceira, correspondente d, denominada mortalidade catastr6fica, ou seja, aos

desvios associados a "estados da natureza" extremos (e.g., conflitos militares, sis-

mos, inundag6es, seca).

uma quarta, relativa ao chamado risco de base, i.e., ao risco de que o comporta-

mento da mortalidade na populagS,o que serviu de base d, estimagSo dos modelos

seja substancialmente diferente da observada na ca,rteira da seguradora.

A avaliaESo da incerteza em relagS,o As tend6ncias futuras constitui um output de

alguns dos modelos estatisticos usados para analisar o comportamento passado e para
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projecta.r a mortalidade. Num contexto mais geral, quando ignoramos a andlise de

risco prorreniente do modelo estatistico e nos concentramos nos desvios sistemdticos face

A, estimativa (pontual) da mortalidade futura, em especial nas idades adultas e mais

avanEadas, 6 usual referirmo-nos a este tipo de risco como traduzindo um "risco de

longevidade" (Marocco e Pitacco, 1998; Olivieri, 2001).

A rectangulaizaqS,o da fung5o de sobrevivOncia, com o consequente aumento da

concentragS,o dos 6bitos em torno da moda da curva de 6bitos, tende a diminuir o risco

de flutua46es aleat6rias nas ta>ras de mortalidade, independentemente da localiza4So da

moda da distribuigSo. Esta traject6ria no comportamento da mortalidade poderia levar-

nos a concluir que, a ptazol a nattteza aleat6ria do fen6meno se esvaneceria e os riscos

envolvidos se tornariam negligenciriveis. No entanto, devido d incerteza relativamente i
localizagdo da pr6pria moda da distribuigdo, uma nova fonte de risco, que apeliddmos

de risco de longevidade, atribuivel aos desvios sistem:iticos da mortalidade face aos

valores projectados, emerge e ganha importdncia. A incorporagSo do risco de longevidade

no ciilculo actuarial revela-se, deste modo, de vital import6ncia, visando uma correcta
avalia4So das responsabilidades financeiras futuras das empresas.

6.4 ProjecgSo mediante rn6todos p€rram6tricos

Os m6todos param6tricos de projecgs,o envolvem o ajustamento de uma determinada lei
de mortalidade durante um nfmero consecutivo de anos, e a subsequente extrapolagS,o do
valor estimado dos pard,metros para o futuro. Desta forma, conseguem-se obter, de forma
indirecta, estimativas para a medida de mortalidade seleccionada. Em termos formais,

seja 1: {o*ir,,...,u-*} o intervalo de idades considerado e ( = {tt,tz,...,t,.} o

perfodo temporal das observag6es. A base de dados necess6ria d, elabora4So de projec96es

6 definida pela matriz

{p,(t)},ex;tee : {pt(ti, pit2),.. ., p,(tn)},ex.

Considere-se uma dada lei representando, por exemplo, a forga de mortalidade

P, : Q(r; a, P,---)-
par6metros

Num contexto din6,mico, a introdugSo do tempo cronoldgico t na projecAso de p"* b
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feita de forma indirecta, via pardmetros da lei de mortalidade, ou seja,

t ,(t) : Q@;a(t), p(t),...) .

A obtengSo de projecg6es 6 entSo baseada no denominado "m4todo aer"tical", repre.

sentado na Figura 6.4.1. Como se observa, este m6todo requer, numa primeira etapa, a

estimagSo dos parAmetros do modelo em cada um dos anos t; (i,: L,...,n) da amostra,

i.e.,

tr"(tt) : Q@; dt, 0,i, . . .),

obtendo-se em resultado s6ries temporais de pardmetros {o6; 0,i,;. . .}*t,...,,r, indexados

por ano cronol6gico.

Numa segunda fase, 6 aplicada a metodologia de Box-Jenkins as s6ries temporais

no sentido de identificar o modelo ARIMA(p,d,e) adequado. Estimados os coeficientes

do modelo dindmico, 6 possfvel projectar o valor futuro (no ano n * t) dos pardmetros

(an+t,/n+t,...), ap6s o que, substituindo na lei de mortalidade, estamos em condig6es

de projectar os indicadores de mortalidade.

ano de calenddrio

t2 tn

oE(oX
!

Figura 6.4.1: M6todo vertical
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Entre os modelos pioneiros neste domfnio, d.estaca-se o proposto por Blaschke (1923),
fundado na popular lei de Makeham e definido por

tr* (t) : -y (t) + a (t) B (t), , (6.4.1)

onde os tros para.metros s6o dependentes do ano de calenddrio.
Uma proposta alternativa 6 sugerida pelo CMIB (1976), com base na seguinte lei

para o "odds ratio"

ffi:exp [P' (t)]' (6.4.2)

onde P, (t) denota um polindmio de grau /c. Consideremos agora um factor de extrapo-
lagSo exponencial, i.e.,

q, (to) t:r-
p, (td' '

ondetg designao ano base, t ) t6 e r < 1. Se admitirmos um modelo linear parao ano
base, i.e.,

p,(to):r(ffi) :" +gr,

e substituirmos em (0.4.3), obtemos

^(ffi) : a*Br*ttnr

q, (t)
p, (t) (6.4.3)

: d+p(r-wt):P*-u(to), (6.4.4)

onde tu : #. o andamento das probabilidades g, e p, permite inferir que B ) 0. por
hipdtese r 1 1, donde resulta que ?r, > 0. Daqui se conclui que a aplicag5o de um coefi_
ciente de redugdo constante ao rii,cio grf p, equivale, na prri.tica, a um rejuvenescimento
u.r na idade ("age-shifi" ) para cada um dos anos projectados ,.18 se convertermos este
resultado em termos de probabilidades, obtemos

q" (t) = e,__t (ts) .

O popuiar modelo de Heligman-Pollard (HP), descrito em detalhe no Capftulo 3,
constitui outro exemplo proffcuo da aplicagdo de m6todos param6tricos na projecgao da
mortalidade (Heligman e Pollard, 1980; Forfar e smith, 19gz; McNown e Rogers, 1gg9;
Benjamin e Soliman, 19g3; Felipe et a1.,2002).Ls

rEUm modelo deste tipo foi aplicado no Reino Unido (CMIB, 1gz8) considerando u = L/20.rePara uma aplicagdo do moielo logfstico no contexto dos GLM,s reja-se Butt e Haberman (2004).
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A adaptagSo do modelo envolve o ajustamento, em cada um dos anos que comp6em

a amostra, de uma das leis de HP, por exemplo a segunda

(6.4.5)

onde 91 : (At,...,Hr) representa o vector de parA,metros a estimar com recurso ao

m6todo dos mfnimos quadrados ponderados n6o lineares.2o

Um outro exemplo interessante 6 proposto por Menthonnex e Wanner.(1993), baseado

no integral da forga de mortalidade

q*(t,lt) - 4@+n)c' + Dr"*p l-8, (lnz - lr4)'] * ffi,

R*(t): -ln {t,(t)}: lo' 
p,€(t)dl,

R" (t) : bo (r) + h (i) r * b2 (t) {as (r)}" ,

r,,(t):ffi(fu)"n'-'

com

(6.4.6)

(6.4.7)

onde l, (t) denota a fungdo de sobreviv6ncia. Esta formulagSo, pr6xima da de Make-

ham, inclui quatro pardmetros dependentes do tempo de calenddrio, com a seguinte

interpretagS,o: b6 (.) representa a taxa de mortalidade infantil, br (.) traduz o coeficiente

de proporcionalidade que acnmula o risco ao qual estSo igualmente expostos jovens e

idosos2l, b2(t) terl, um efeito de intensidade do risco de mortalidade ligado ao envelhec-

imento e fu (t) exerce um efeito de aceleraqS,o do risco com o avango da idade, uma vez

que estii directamente ligado d, curvatura da fungdo R" (t) .

Um dos principais atractivos dos m6todos param6tricos prende-se com a flexibilidade
que estes oferecem na andlise da evolugSo do fen6meno e na produqS.o de intervalos de

confianga que reflictam as principais tend6ncias na mortalidade das populag6es. Por
exemplo, se admitirmos que a fung5o de densidade de probabilidade da vida residual de

um individuo d, nascenga 6 representada pela lei de Weibull (2.5.47), a correspondente

forga de mortalidade 6 definida, num contexto dindmico, por

(6.4.8)

O facto de os valores caracterfsticos (m6dia, moda, variA.ncia) da distribuigSo de pro-
2oConforme demonstr:imos no Capftulo 5, a qualidade do ajustamento 6 sensfvel d escolha da fungSo de

perda. Entre os outros aspectos a ter em conta na estimaqSo dos par6metros, merecem atengSo especial
a escolha dos valores iniciais e a selecgio do intervalo de idades. A previsSo no modelo pressup6e, tal
como anteriormente, a extrapolagSo das tend6ncias detectadas nas s6ries temporais relativas a cada um
dos parAmetros da lei de mortalidade.

21Este paremetro 6 particularmente influenciado pelo nrimero de 6bitos registado nas idades jovens,
principalmente os atribufveis aos acidentes ou suicfdios.
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babilidade poderem, neste caso, ser expressos em termos analfticos permite, mediante

a formulaqdo de ceniirios para os pardmetros a (C) e p (t), projectar fung6es de mor-

talidade que espelhem, por exemplo, os fen6menos de expansio e de rectangularizaqdo

mencionados na SecgS,o 6.2.

A flexibilidade dos m6todos param6tricos de projecgS.o torna-os facilmente com-

patfveis com uma abordagem "diagonal", especialmente adequada quando se pretende

obter tdbuas de mortalidade geracionais. O procedimento de projecgdo, ilustrado na

Figura 6.4.2,6 muito semelhante ao acima descrito para o m6todo vertical, com a rinica

diferenga de que os pardmetros da lei analftica s5,o agora indexados pelo ano de nasci-

mento da gera45o.

geraE6o

Figura 6.4.2: Mltodo diagonal

Um dos primeiros exemplos desta abordagem 6 devido a Davidson e Reid (1927), que

prop6em um modelo baseado na lei de Makeham

p,(r):tG) +a(r) 0?)",

HH

+\
+\
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6.5. ProjecgS.o por extrapola45o dos perfis de mortalidade

onde r : t - tr denota o ano de nascimerrto.22

Ainda neste contexto, Pollard (1949) sugere uma abordagem interessante onde admite
que a forga de mortalidade depende da idade alcangada z e do ano de nascimento r,
num comportamento ditado pela equagdo

p*(r * r) : Q @) R(r) , (6.4.10)

onde Q @) e R(r) s6o fung6es que dependem exclusivamente da idade e do ano de

nascimento, respectivamente.

A principal vantagem dos m6todos param6tricos refere-se, porventura, d redugS,o na

dimensdo do problema de projecAdo.zS Com efeito, o problema cinge-se, neste contexto,

d extrapolagS.o das tendOncias temporais de um conjunto restrito de par6,metros e nd,o de

um intervalo alargado de idades. Em contrapartida, o facto do m6todo assentar num pro-

cedimento de extrapolagSo univariada, quando se sabe que os parAmetros estimados s5o

normalmente fortemente dependentes, constitui uma limitagS.o s6ria desta abordagem,

que pode conduzir a projecg5es de mortalidade inverosfmeis. As pr6prias estimativas

anuais dos par6,metros do modelo sd.o normalmente bastante instii,veis, o que aumenta a

volatilidade das projecg6es.24

Por outro lado, a adopgdo de uma lei particular introduz uma fonte de risco adicional
na andlise, na medida em que esta pode n6,o ser a que melhor representa o fen6meno em

todos os anos considerados. A escolha da fungS.o param6trica condiciona ainda a and,lise

d,s idades em que esta 6 aplicrivel. Por fim, o facto do m6todo n6,o considerar informa4S,o

colateral (e.g., causas de morte, epidemias) na previsSo constitui uma restrigSo relevante.

6.5 ProjecAio por extrapolagSo dos perfis de mortalidade

O m6todo de projecgSo por extrapolagS,o dos perfis de mortalidade assenta no pres-

suposto simples de que as tend6ncias verificadas no passado podem, com recurso a um

determinado modelo, prolongar-se no futuro. A extrapolagio dos perfis q, representa, na

22Na implementaqSo prdtica do modelo os autores admitem We BO) : BYr, enquanto que os par6,me-
tros 7 (z) e o (r) sio estimados atrav6s do m6todo diagonal. Cramer e Wold (1935) discutem a aplicagSo
desta lei na graduag6o e projecgSo de taxas de mortalidade da populag6o Sueca comparando, em partic-
ular, o desempenho dos m6todos vertical e diagonal.

23As vantagens dos mEtodos param6tricos s5o analisadas em detalhe no Capftulo 3.

"U** das respostas possiveis a este problema passa pelo recurso a uma abordagem de natureza
multivariada, uma solugS.o que sendo teoricamente possfvel, 6 de dificil e complexa implementagio.
Outra alternativa envolve, como veremos mais adiante no capitulo, a consideragSo simultdnea da idade
actuarial e do tempo cronoldgico na estimaESo dos parrimetros do modelo.
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6.5. ProjecgSo por extrapola,gSo dos perfis de mortalidade

realidade, um caso particular do chamado "m4todo horizontal" de projecgSo, ilustrado
na Figura 6.51.25

ano de calenddrio

t2 t,

Xmin

X.",

Figura 6.5.1: M6todo horizontal

Os diferentes modelos inclufdos nesta categoria distinguem-se, desde logo, pelo facto

de recorrerem ou ndo a uma determinada tribua base. Em termos gerais, o modelo de

projecg5,o fundado numa t6bua base (ou de momento) pode ser definido por

Qr,t: Qx,ts X RF (r,t) , (6.5.1)

onde Rf, (r, t) representa a rela46,o entre os quocientes de mortalidade para a idade z
no ano base t9 e num determinado ano futuro t (t > t6). Para evitar a confusSo entre a

notagSo usada no contexto dos modelos dindmicos e a adoptada no Capftulo 9 a prop6sito

dos modelos de mortalidade estocdstica adoptaremos, daqui em diante, e salvo mengdo

em contriirio, o fndice inferior t para expressar a depend6ncia temporal das variiiveis.

O termo RF (r,t) 6 designado por factor de redugSo (se .EF (r,t) < L, caso contrdrio

6 chamado de "factor de variagS,o") da mortalidade. Uma das estruturas mais simples 6

aquela em que o factor de redugSo para cada idade depende apenas da distdncia temporal

25O *6todo horizontal de projec96o pode ser aplicado a outros indicadores de mortalidade como sejam
o ratio g*/pr, a taxa de mortalidade rnr, a esperanga de vida ir, etc.
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6.5. ProjecgS.o por extrapola.gS,o dos perfis de mortalidade

entre o ano base e o ano projectado, i.e.,

RF (t,ts,t) : RF (r,, - to) .

No caso particular em que o factor de redugS,o 6 independente da idade, temos

RF (r,ts,t) : RF (t - til .

6.5.1- Modelo exponencial (ou geom6trico)

O modelo exponencial ou geom6trico foi desenvolvido por Nolfi (1959) e adoptado, por

exemplo, na construgio das tribuas de mortalidade sufgas (GRM/F 1995), espanholas

(PERM/F 2000) e austrfacas (AVO 2005R). O m6todo admite, em cada idade r, que a

mortalidade decresce de forma exponencial segundo a relaqSo

hr,t : qo,toe-^'(t-to), (6.5.2)

onde qr,lo denota a mortalidade base, e-^t(t-to) o factor de redugio e ), ) 0 representa

a intensidade de decr6scimo anual da mortalidade, um parA,metro estim.ado a partir das

tend6ncias registadas no passado (e.g., atrav6s do m6todo dos mfnimos quadrados). As

hipdteses do modelo pressup5em, na priitica, que a diferenga temporal entre os logaritmos

dos quocientes 6 linear (i.e., lngr,1 -lnqr,to - -), (t - to)).26

O modelo exponencial descrito pela equa,gSo (6.5.2) estabelece que, no caso de ), ) 0,

os quocientes er1 tendem, em todas as idades, para zero (i."., gr,oo : 0), um compor-

tamento assint6tico inverosfmii. Neste sentido, embora se admita que as projecg6es

realizadas com base no modelo apenas podem ser consideradas aceitiiveis num horizonte

temporal de projecgS.o limitado, parece-nos mais realista a presunqio de que a mortali-
dade assint6tica deve assumir um valor positivo. Uma generalizaqdn simples da equa4So

(6.5.2) permite-nos atingir este objectivo

Qr,t: Q*,tolar+ (1 - ar) e-^'(t-h)), (6.5.3)

onde, Vr, 0 I a, ( 1 e ), ) 0. No caso particular em que ota : 0, obt6m-se o

modelo base (6.5.2). Para d, ) 0, o modelo projecta uma mortalidade limite positiva,

26A f6rmula proposta em 1929 pelo actudrio alemSo Sachs (citado por Pitacco (2004)) representa um
caso particular de (6.5.2)

Qt,t:,*,to ( el#B\ ,," \ /
onde .4 e B s6o parAmetros constantes 

" 
aG-to)/@*') d"r"*purrha o papel de factor de redug6,o.
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de mortalidade

correspondente a uma percentagem oo do valor de partida, i.e.,

Qr,*: rll*q",, 
: dt'Qa,to.

O pard,metro ,\, determina, neste caso, a velocidade a que o quociente gr,1 decresce

para o seu valor limite.

O modelo (6.5.3) 6 susceptfvel de uma interessante versS,o alternativa, que combina

informagdo objectiva com opini6es qualitativas avalizadas sobre o andamento futuro da

mortalidade. Seja RF (r,t) o factor de redugdo d idade n paraum horizonte de projecgSo

de t anos

(6.5.4)

A redugSo total (assint6tica) na mortalidade, contada a partir do ano base, 6 dada

por (Qr,to-Qr,*), enquanto que a mesma diminuiqao nos primeiros rn anos 6 expressa

por ({r,to - er,ts4*). Seja p, (*) u fracE6o da diminuigSo total da mortalidade registada

nos primeiros rn anos, i.e.,

(6.5.5)

Se dividirmos o numerador e o denominador da equagao (6.5.5) por er,to, obtemos

L - RF (*,*) (1 : ",Xl_- "-^9. _ 1 _ e_\,^. (6.b.6)P"lrn):1_fr@,,oo) L_a,

Se admitirmos que A, : l, Vz, temos eue pr (*) : p(m), donde resulta

e-^ - I * p@)l* (6.b.7)

Em suma, a escolha de (rn, p(m)) determina univocamente o valor do factor de

redug6o. Por fim, se substituirmos esta ultima equagdo em (6.5.4) podemos escrever

RF (r,t) : o,+ (1 - o,) [1 - o @)]* . (6.5.8)

Por exemplo, se supusermos que 50% do declfnio na mortalidade ocorre nos primeiros

20 anos de projecgAo,i.e., (m,p(m)): (20,0.5), obtemos um factor de redugSo anual

igual a e-^ - 0.5# : 0.96594, donde se conclui que ,\ : 0.034657. Esta versS,o do

modelo com mortalidade assint6tica 6 adoptada, como veremos em seguida, no Reino

Unido (CMIB, 1990, 1999).

RF (r,t1 : b-'to+!- : Qa * (1 - or)e-r'('-to).
Qr'to

p, (m) - 
Qt'to - Qt'to+'n 

.

Qc,ts - Qa,@
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6.5. Projecq6,o por extrapola4So dos perfis de mortalidade

6.5.2 Metodologia do CMIB

No Reino Unido, o Continuous Mortality Investigation Bureau (CMIB) efectua perio-

dicamente projec96es para os factores de redugS,o da mortalidade das popula,g6es de

pensionistas e de beneficir{rios de rendas vitalicias. O procedimento desenrola-se em duas

fases. Numa primeira etapa, as estimativas brutas relativas a um determinado perfodo de

investigagao s5o graduadas com base no procedimento descrito na SecgSo 3.4 do Capftulo

3, usando fung6es Gompertz-Malceham de tipo (r, 
") 

. Em resultado, s6,o construfdas

tribuas contempor6neas. Numa segunda etapa, s5o constnudas tri.buas de mortalidade

projectadas pela aplicagSo de factores de redugS,o RF(r,t), estimados essencialmente

com base no comportamento passado das s6ries, mas com a possibilidade da introdugSo

de jufzos subjectivos sobre as traject6rias futuras esperadas para a mortalidade.

Seja t o tempo cronol6gico, com origem em t : 0, situado no centro do periodo base,

ees,,t a probabilidadede6bitoentre asidades r er* L nomomento t )0. O factor de

redugS,o 6 definido pela equagao

Qa,t: Qa,gx RF(r,t), t) 0, (6.5.e)

onde gr,9 denota o r,alor no ano base.

A primeira f6rmula usada no Reino Unido (CMIB, 1978) para a projecgSo da mor-

talidade dos pensionistas e dos beneficid.rios de rendas vitalfcias (c > 60) adoptava uma

estrutura exponencial com mortalidade limite nula. O modelo era definido por

ea,t: er,o (rt), com RF(r,t) : rt: (0.9)* , (6.5.10)

e t6buas base relativas d experiOncia observada no perfodo 1967-7970 (tribuas designadas

por P.4(90) e a(90)).

Como se constata, o modelo considera redug6es uniformes na mortalidade futura,

independentes da idade atingida pelo indivfduo.2T Estudos subsequentes realizados no

Reino Unido puserarn em evid6ncia uma correlagSo elevada entre os factores de redugdo

e a idade. Em consequ6ncia, o CMIB propds um novo modelo de projecgSo (CMIB,

1990), com tii,buas base relativas d experiOncia observada no quinqu6nio 1978-1982, com

centro em 1980. O modelo assentava numa definigao para o factor de redugio derivada

da equagSo (6.5.8)

RF(r,t) : o(r) + [r - o (r)] (t - fd* , (6.5.11)

27As aplicag6es efectuadas com base no modelo permitiram concluir que o efeito acumulado das re-
dug6es na mortalidade ao fim de 20 anos seria equivalente ao rejuvenescimento de um ano na idade na
tdbua base, i.e., qr,t : qa-t/2o,o.
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6.5. Projecq6o por extrapola,gdo dos perfis de mortalidade

com n1, : 20, f*: 0.60 e

a(x):
0.50 se r<60
t# se 60 <r < 110

1 se r>110.

Como se observa, o modelo estipula que 60% do decr6scimo na mortalidade ocorre

nos primeiros 20 anos. Por outro lado, estabelece que a mortalidade limite, determinada

pelo par6,metro a (r), cresce linearmente com a idade entre os 60 e os 110 anos, com

valores fixos de 0.5 nas idades inferiores a 60 anos, e de l- nas idades superiores a 1l-0

anos. Em consequ6ncia, nas idades compreendidas entre os 60 e os l-10 anos o factor de

redugSo depende simultaneamente da idade e do ano cronoldgico.

O CMIB reestruturou, recentemente, o seu modelo de projecASo (CMIB, 1999), pas-

sando a usar tri,buas base relativas d experiOncia observada no quadri6nio 1991-l-994, com

centro em 1992. O novo modelo reformula igualmente o factor de redugd,o, que 6 agora

definido por

RF(r,t) : o(r) + [1 - a (z)] lt - f^("))* , (6.5.12)

onde
( c se r<60

a(r):{ ,*(1 -")W se 60<r<110
( 1 se z)110

/-(r) : 
{

r<60

comn'L:20,c:0.13, h:0.55 ek:0.29. Os pard,metros c,he & s6o estimados de

modo a reflectir as tend€ncias passadas no comportamento da mortalidade e incorporam

opini6es subjectivas quanto d sua evolugSo futura, tendo sido ajustados de modo a tomar

o ano de 1992 como ano base.

Como se observa, apesar de continuar a assumir que rn - 20, o modelo apresenta

diferengas significativas nos par6,metros. Com efeito, em contraste com os factores de re.

dug5,o definidos em (6.5.11), o modelo determina agora que a velocidade de converg6ncia

dos quocientes de mortalidade para o seu valor limite (ditada pela fungio /- (r)) de-

pende da idade do indivfduo. De facto, o parA,metro f*(r) varia linearmente entre 0.55 a

0.29 para r e [60,110]. Abaixo dos 60 anos e acima dos Ll-0 as fung6es assumem valores
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6.5. Projecgd,o por extrapolagSo dos perfis de mortalidade

fixos.28 O modelo de projecgSo adoptado pelo CMIB foi criticado por Willets (2004)

pelo facto de nd.o incorporar os efeitos geracionais na f6rmula. O autor recomenda ainda

a estimagSo dos factores de redugdo a partir do comportamento observado na totalidade
da populagao do pafs.

Nos Estados Unidos da Am6rica (E.U.A.), a Society of Actuaries Group Annuity
Valuation Task Force (1995) propds, pela primeiravezj um m6todo de projecgSo aquando

da publicagS,o das t6buas de mortalidade GARS4 relativas aos beneficiri,rios de rendas

vitalfcias. O modelo, que assenta num meca,nismo de progressS,o geom6trica para os

factores de redugSo relativos a cada idade, 6 definido pela equagS.o

er,t: en1994.(L - AA")t-Lee  
1

(6.5.13)

onde AA, representa, de acordo com a notagdo original, o factor anual de redugSo na

mortalidade para a idade tr, e as demais vari6veis assumem o seu significado habitual. As
tribuas base, graduadas segundo o m6todo de Whittaker-Henderson descrito no Capftulo
4, s6o relativas a.o ano base de 1994.

Os valores de AA, sio tabulados e respeitam os seguintes limites

I o.AA*<0.02, 1<r<1oot *-
I o z>100.

Uma reformulagSo simples da equa4eo (6.5.13) segundo

Qt,t : Qu,t994. e(t-7994) log(1-AA') (6.5.14)

permite-nos facilmente concluir que (6.5.13) assume, d semelhanga do modelo exponen-

cial, uma relaESo log-linear entre os quocientes de mortalidade e o tempo cronol6gico.

Os modelos de projecgS,o com recurso a factores de redugSo constituem, como vimos,

uma solugSo prritica bem aceite pelos actud,rios, raz5,o pela qual mereceram nos fltimos
anos uma atengio especial por parte dos investigadores. Na SecAdo 6.8 s6,o discutidos os

desenvolvimentos mais recentes na modela,gSo dos factores de redugSo.

2sDemonstra-se facilmente que, quer no que se refere aos valores limite, quer no que respeita ds percent-
agens de redugSo verificadas nos primeiros 20 anos, a nova f6rmula incorpora aumentos na longevidade
a uma velocidade superior d implfcita na anterior f6rmula. Nas idades compreendidas entre os 60 e
os 110 anos, o factor de redugEo continua a depender simultaneamente da idade e do ano cronol6gico.
Saliente-se, por fim, que o CMIB recomendou a aplicagS,o dos mesmos factores de redugSo a todas as
experiEncias analisadas e aos indivfduos de ambos os sexos.
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6.5.3 Modelos de projecgio sem tdbua base

Os modelos descritos at6 ao momento fundam-se, grosso modo, na aplicagao do modelo

exponencial a uma tri.bua base mediante o recurso a diferentes definig6es para os factores

de redug6,o. Os modelos analisados nesta secgSo baseiam-se, pelo contrdrio, em proce-

dimentos de projecg6o dos perfis de mortalidade que fazem uso de formulag6es que n5o

t6m em conta, de forma explfcita, o valor dos indicadores de mortalidade no ano base.

Dentro desta categoria, podemos ainda incluir o rudimentar m6todo de extrapolagSo

griifica, que envolve a mera extrapolagSo do comportamento dos perfis a partir do ajuste

grrifico das suas tend6ncias passadas.2g

Modelo logarftmico

O modelo logarftmico, analisado em detalhe por Benjamin e Soliman (1993) e Felipe

e Guill6n (1999), 6 definido por uma equaES,o que relaciona directamente os perfis de

mortalidade e o tempo cronol6gico t atrav6s de um conjunto restrito de pardmetros

especfficos para cada idade

Qxl: ar(0)' , (6.5.15)

onde a, denota o nfvel base (inicial) d" q, e B, representa a sua taxa anual de varia46o.

Aplicando a transformagSo loga"rftmica, obtemos

Lnq,,r: ln (a,) + tln(8") (6.5.16)

Como se observa, o modelo estipula que a reduqio anual em lnqr,r 6 constante, uma

hip6tese admissivel em intervalos de tempo curtos, mas inverosfmil no longo prazo. Os

pardmetros a, e 0x dependem da idade e sd,o estimados usando crit6rios de optimiza4So

convencionais. A obtengSo de valores projectados para ea,1 pressup6e a substituigdo

dos pard.metros estimados e a consideragSo de um valor para t posterior ao perfodo de

estimagSo.30

Os principais inconvenientes do modelo est6.o relacionados, em primeiro lugar, com

facto de este menosprezar a possibilidade de ocorrerem alterag6es estruturais (e.g., epi-

demias, avangos m6dicos) no perfodo em aniilise. Em segundo lugar, e dadas as car-

acteristicas do fen6meno em estudo, a (prouivel) presenga de autocorrelaq6o no erro

'ePara mais detalhes sobre este m6todo veja-se, por exemplo, Benjamin e Pollard (1980).
soNalguns casos, a aplicagS.o do modelo 6 precedida de um procedimento de graduagSo das s6ries

relativas a cada idade, aplicando um dos m6todos ndo param6tricos descritos no Capitulo 4. A titulo
de exemplo, o m6todo logarftmico com s6ries alisadas mediante a t6cnica de splines foi adoptado na
construgSo das tiibuas alem6s DAV1994R.
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6.5. Projecgio por extrapolagS,o dos perfis de mortalidade

aumenta a varid,ncia dos estimadores perturbando, deste modo, a fidelidade das pro-

jec96es realizadas. Em terceiro lugar, 6 perfeitamente plausfvel que o termo aleat6rio

do modelo para diferentes idades seja afectado por um mesmo factor, pelo menos em

intervalos de idades contfguos.3l Por fim, o procedimento de alisamento da s6rie retira
informag6o ao modelo, e a sua aplicabilidade 6 restringida aos casos em que as s6ries

t6m uma dimensSo temporal alargada.

Outros modelos

Entre as mriltiplas formulag6es sugeridas neste contexto, destaque para o modelo de

fndole exponencial proposto em Cram6r e Wold (1935), definido pela equagSo

Qa,t:arlbrclr, (6.5.17)

onde or, b, e c* sdo parAmetros a estimar com base nos perfis observados. Outros

exemplos propostos no contexto actuarial incluem o modelo hiperb6lico

(6.5.18)

e o modelo polinomial 
p

Qx,t:Do*,*th
&:0

onde, para p: L, se obt6m um modelo de extrapola4So linear

(6.5.1e)

eo,t: Aa$ + Ar,Lt1

corrr os,1 ( 0, de modo a expressar declfnios na mortalidade.32

Outro modelo, bastante utilizado, recorre a uma fungao baseada em exponenciais de

polin6mio

b,
Qr,t: o, * T

com G,(t) :D",,rtr.
fr=0

Se admitirmos que G*(t) C linear em t (i.e., s : 1) e aplicarmos a transformagSo

3lEste facto coloca-nos perante um conjunto de regress6es aparentemente n6,o relacionadas, para as

quais a estimagSo mais eficiente 6 aquela que 6 conseguida com recurso a um modelo de equag6es

simultdneas e nio com recurso ao m6todo dos minimos quadrados ordiniirios.
32Note-se, no entanto, que a aplicabilidade deste modelo 6limitada a intervalos de previsA.o reduzidos

na medida em que, para horizontes longinquos, se obt6m e,,t 10.

eG,(t)
'tr,t- L+ec.(t)

(6.5.20)
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6.6. M6todo Lee-Carter

log'it, podemos expressar o modelo (6.5.20) da seguinte forma

m?:G,(t):cr,o*c,,1t,
Pt't

donde se deriva o seguinte caso particular de (6.5.20)

eca,o+crJt
q,(t) :

I l ga,o*cr'1t' (6.5.21)

Este modelo de projecgSo 6 adoptado, por exemplo, em Franga.

6.6 M6todo Lee-Carter

Lee e Carter (1992) desenvolvem um novo m6todo de extrapolagdo das tend6ncias e perfis

etririos da mortalidade no longo prazo, assente na combinagSo de um modelo demogrdfico

para a mortalidade com m6todos normalmente aplicados as s6ries temporais. O m6todo,

conhecido na literatura actuarial e demogrrifica por m6todo Lee-Carter (LC), foi apli-
cado originalmente d, populagS,o dos EUA e converteu-se, desde enti,o, no m6todo de

referOncia usado por organismos oficiais e investigadores de todo o mundo na elabora,gSo

de projecg6es de mortalidade para a popuiag6o.33 Em Portugal, as riltimas projec96es

de populagS,o residente publicadas pelo INE (2003) paxa o horizonte de 2050 utilizam o
m6todo LC na previsdo da componente mortalidade.3a

6.6.L Definigio do modelo

O m6todo LC assenta na decomposigSo da mortalidade em duas parcelas: um modelo

demogrrifico, especffico para cada idade, e urn indicador de tend6ncia temporal, sobre o

qual sd,o aplicados m6todos de s6ries temporais no sentido de projectar valores futuros
para os indicadores de mortalidade.

Formalmente, o m6todo define-se pela seguinte representagio log-bilineax para a taxa
de mortalidade m*,1

lnmrp: ab * B*n1 * er,1, (6.6.1)

onde:

33ve1a-se, por exemplo, Wilmoth (1993, 1995a), Bell (1997), Figoli (1998), Lee (2000) e T\rljapurkar
et al. (2000).

3avela-se igualmente Coelho (2001) para uma aplicagS.o do m6todo LC na modelagSo e previs6o da
mortalidade da populagSo portuguesa uo perfodo L942-L999, com sexos agregados e grupos etd,rios quin-
quenais.
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a, : define, para cada idade, o nfvel m6dio das taxas de mortalidade no tempo

Kr : descreve as tend6ncias temporais do ruvel de mortalidade

B, : simboLiza o padrio de oscilagio etiiria nas taxas de mortalidade, ou seja, dii-nos

uma ideia da sensibilidade de mt,t dB varia45es €rfi K1, i."., U#* : gr*.

6o,r : termo aleat6rio do tipo rufdo branco €a,t - Nor (O,ol) , inclurdo de modo a reflec-

tir influOncias histdricas particulares em cada idade n5,o capturadas pelo modelo

Como se observa, o modelo 6 sobreparametrizado no sentido de que a sua estrutura
base 6 invariante ds seguintes transformagSes

{ar,0r,Kt} H {a,,Brf c,cn1} Vc e IR., c f 0

{dr,0r, *t} H {o* - c/r,0r, nt * c} Vc e IR.

para uma dada constante c.

O sistema definido por (6.6.1) 6 indeterminado se n5,o forem impostas condig6es

adicionais. Neste sentido, os autores adicionam duas restrig6es ao modelo de modo a
garantir a sua identificagS,o e a obtengSo de uma solugSo rinica para as estimativas dos

par6.metros

t o,:1
&-rmtn

t-*

D*: o'
t=tmin

(6.6.2)

(6.6.3)

Em resultado destas restrig6es, o pardmetro a, 6, calculado simplesmente pela m6dia

de lnmr,1 no perfodo de observa46o.35

35Para compreender esta conclus6o, note que:

t-"* omax tm.* smax

t f tn(rn,,,) : t t(a,+g.nr):t Io,+D Dp,*,
,:tmiD r:tmin ,:rmin ,:tmin ,:tmin o:omin

Se admitirmos que fil;- nKt:g e DII1;," P,*O obtemos, apds alguma simplificagSo,

rmax . f t*u* rmax 'I

f o,:"1 lD ! r'1*,,i1,
r:Imin lt:t*1, c:a*i. J
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6.6.2 EstimagSo dos pardmetros por minimos quadrados: andlise de
componentes principais

O modelo definido em (6.6.1) nd,o pode ser estimado pelos tradicionais m6todos de

regressS.o linear uma vez que nenhum dos regressores 6 observdvel. A estimagS,o dos

pard,metros 6 efectuada com recurso ao m6todo dos mfnimos quadrados ordiniirios, ou

seja, resolvendo o seguinte problema de optimizagSo

(6.6.4)

Na versSo original, Lee e Carter (1992) prop6em a utilizagSo de uma decomposigS,o

em valores singulares (Si,ngular Value Decomposition, SVD) pa.ra obter uma solugSo para
(6.6.4). Segundo este procedimento, a estima,gS,o dos pardmetros do modelo subdivide.se

em tr6s etapas distintas. Em resultado das restriqoes (6.6.2) e (6.6.3), a solugSo obtida
6, no entanto, fnica.

Etapa L: EstimagSo de a,

Os pardmetros a, s5o estimados a partir das condig6es de primeira ordem para a mini-
mizaglo da fungSo objectivo (6.6.4), i.e.,

t-*

I ," Trlx,t : (f*.* - t-i., * L) o*,
t:tmin

donde se deriva, considerando T : (trou* - t*;r, * 1) ,

( x^* t-*
(d,,B,,At) : ars nfn { I | 1k -, ,t - ea,

a.,p.,Kt Ir5i," t:?.

. t^"*
a,:+ D r"(*,,r).

L:f,min

- Pr*r)'I

onde 7: f,-* - t-i. f 1. Prova-se facilmente que esta restrigS.o 6 cumprida quando:

- r r-"* 'l

' ' t tn(rn,,r)1.a*: T L,:,-- r

Lee e Carter (1992) investigam ainda a normalizagSo alternativa pressuposta pela restrigSo
D;=::"," 0.:0, mas rejeitam-na por raz6es empfricas. Segundo os autores, neste caso os coeficientes

{B,} poderiam assumir valores negativos, indiciando que a mortalidade poderia subir para umas idades
e descer noutras, um comportamento que embora possfvel n6o 6 confirmado pelos estudos empfricos
realizados em s6ries longas. Wilmoth (1993) argumenta ainda que a restrig6o D:3il,, nt:0 facilita a
comparagSo entre populag6es.
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Etapa 2: EstimagSo de 0, e Kt

SejaA/:(u-"*-xemin*1). Designemos por Z amatriz de dimensS,o (Nx1.), com

elemento representativo z*,1 definido pelo valor centrado de lnrh,r,1 com relagS.o d sua

m6dia temporal d,r, \.e.,

Zr,t:lnfi's1 -da.

O objectivo 6 entSo o de aproximar Z pelo produto de duas matrizes

onde p : (br^r.,...,8r^*)' e k: (Ar-,,,..., &r-*)'sdo determinados segundo o princf-
pio dos mfnimos quadrados, ou seja, pela minimizaqda de

lms t-*

t \ Q.,, - o*o,)' ,

s:r-1, t=t-io

usando uma decomposigSo em valores singula,res(SVD).

Designemos por ?Li o;6simo vector pr6prio normalizado da matriz ZtZ de dimens6es

(T xT) correspondente ao valor pr6prio .\. Seja ui 6,i6simo vector pr6prio da matriz
ZZt de dimens5es (.A/ 

" ,A/) correspondente ao valor prdprio )a. Prova-se que a SVD da
matrizZbdadapor

Z:DJ-tqarulr. (6.6.6)

Nos casos em que o primeiro 
"rrr. nr6;o ,\1 domina os restantes, obt6m-se a seguinte

aproximagSo

Z = /\1u1u\. (6.6.7)

A qualidade da aproximagSo (6.6.7) pode ser a"ferida pela chamada "taxa de in6rcia"

11 (ou percentagem de varid,ncia explicada), calculada mediante

Z - 8R,,,

,,- )1
' L 

Dor, )o'

hu1
F

Liurj
R, : ,,8 (z,uri) ur,

(6.6.5)

(6.6.8)

(6.6.e)

(6.6.10)

Combinando as equag6es (6.6.5) e (6.6.7), obtemos as seguintes estimativas de B e R
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admitindo que Di uU * 0. As estimativas B* e A1 respeitam as restrig6es (6.6.2) e
(6.6.3) do modelo. A decomposigdo em valores singulares s6 6 aplicrivel a matrizes de

dados rectangulares completas. Significa isto que n6o pode ser usada nos casos em que

a idade mdxima disponfvel ndo 6 constante no perfodo de observagSo.

Etapa 3: Reajustamento dos &1

Para finalizar, 6 necessririo proceder a um reajustamento dos fu de modo a garantir que

o total de 6bitos observados em cada ano D, dr,1 iguala o seu ndmero estimado.So Em
termos formais,

omu omu

t dri: t Es,lexp(da + i),e) vr.
&-&mln &-&mln

nl"+r) - *1") -
p@1"))

apl 7

Ml*,:ol")

(6.6.11)

(6.6.12)

Os novos estimadores rc1 obt6m-se resolvendo a equagdo (6.6.11), que pode ser refor-

mulada segundo
omu

t [r,,, "*n 
(d,) exp(),kt) - a,,r) : o.

0:0min

O m6todo iterativo de Newton-Raphson constitui uma escolha adequada para resolver

este problema. Recorde.se, a este prop6sito, que o m6todo se baseia no seguinte esquema

iterativo

onde .F (q) representa a fungS,o a anular. Na iniciag6o do procedimento iterativo, con-

sideramos os valores brutos de rc1 estimados na etapa anterior, i."., ojo) : kt. Arestrig5o
(6.6.3) 6 violada pelas novas estimativas K, resultantes do algoritmo iterativo. Em con-

sequGncia, torna-se necessdrio impor a seguinte transformaqdo

kt <- kt-kt
a^

ar ts ar*lJrKt,

onde ft denota a m6dia dos rci estimados. A qualidade do ajustamento 6 aferida por indi-

cadores como a percentagem de varidncia explicada pelo primeiro componente principal

da SVD e pela an6lise dos resfduos do modelo.

36Prr. al6m de melhorar a qualidade do ajustamento, esta correcg6o apresenta uma segunda van-
tagem. Com efeito, nos casos em que n6o dispomos de dados demogriificos discriminados por idade em
determinados anos, mas apenas do nrimero total de dbitos !, da,1, o m6todo permite a dedugSo de um
valor para o fndice temporal n, recorrendo aos valores de o- e p, estimados com base nos restantes anos
de calenddrio.
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6.6.3 Estimagio dos pardmetros por mfnimos quadrados: m6todo
iterativo

Uma solugS,o alternativa para estimar os parAmetros or, 0, e Rt, que ndo estri condi-

cionada pela disponibilidade de matrizes de dados rectangulares completas, passa pela

utilizaEdo de um algoritmo iterativo do tipo Newton-Raphson (6.6.12). Este algoritmo
6 definido, no presente problema, pelas seguintes equag6es

af+t1 : a9) +

t**\-
/r

C:rm in Irnn*,,-aP -Bf'u["r)
T

"f ft|'l*n*,, - af+t1
L

- Bf'u["']

'Y rr?r
e-&mln

,lf, u1"*') lrnn,,, - af+rt

(6.6.13)

By*" : fi?) * 'f 1a1"*'r;,
!-umln

A implementagS,o prritica do algoritmo requer uma iniciagS,o e a escolha de um crit6rio
que defina a solugS,o 6ptima. Em relagSo d. iniciagS,o, a atribuigSo de um valor nulo a

Bfo) irnpti"u a divisSo por zero na estimagS,o de ej1). Se exceptuarmos esta limitagSo, a

escolha dos parA,metros iniciais 6 livre desde que garanta a converg6ncia do algoritmo.

No que diz respeito ao crit6rio de 6ptimo, s6o mrlltiplas as escolhas possfveis. Uma
solugSo simples envolve, por exemplo, a fixagdo de um valor mfnimo para a diminuigSo

relativa na soma dos quadrados do erro. Formalmente, o algoritmo termina na itera4So

z quando se observa que

"(u-t) 
_ 

"(u)

"{,*q 
< e,

com

-(") -

onde e denota o patamar inferior para a diminuigSo relativa do erro e(')

el"+r1 : e[") +

- B?) et"*'t1

:H",:H, (rn'a''' - aY) - r'?'u["')'
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As equag6es do algoritmo (6.6.13) podem ser escritas em termos matriciais segundo

(c!)16t"+tt : Gy))a@) + Ly)
(c!)yp("+rt : @!)1pa) + LY) (6.6.14)

Gt))B@*') : te;)lB@) * Ly)

onde Gf), G?) 
" 

Gf) saomatrizes diagonais de dimensSo (y\I x N), (T x T) e (Al x Jg,
respectivamente, e elemento representativo definido por

(GY))"" : t*o-t66*1
(cl?)u : "Y fp?)1, (6.6.1s)

t:frait

r;.\,, : ,p"{el"*'))'

" l9), L?) u Lf) sen vectores coluna de dimensSo if ., T e "A/, respectivamente, e

elemento representativo definido por

@Y\, : -'E lmn,,, - aY) - f,?'u"')
t:t-i. L

@l?), : ,:H" af' [," 'ri,x,t - af+t1 - B?'ul"'] (6.6.16)

@Y\, : .'E ui"*') ltnn,,, - 6@+t1 - b? e["*,t1.
t:tmin

As estimativas produzidas pelo algoritmo (6.6.14) n6o cumprern naturalmente as

restriqdes (6.6.2) e (6.6.3), pelo que 6 necessdrio introduzir a seguinte transformagSo

A, <- d* * l)rnt com xr: )'f U,
I t:tmit

k1 +- (kt - nt) Be com Be : ^"_Y f)-u:ilmin

h
b^ <- Ye

0e

O esquema iterativo agora descrito substitui as etapas l- e 2 do procedimento SVD

apresentado na secqS,o anterior, mas ndo dispensa a terceira etapa que envolve, como

vimos, a reestimagS,o do fndice temporal rc6 de maneira a assegurar que o m6todo LC
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reproduz de forma adequada o nfmero de dbitos registados em cada ano.

6.6.4 Estimagio dos pardmetros por mfnirnos quadrados ponderados

O m6todo dos mfnimos quadrados ordiniirios descrito nas secg6es precedentes minimiza
os desvios quadrriticos sem destringar a contribuigSo de cada observagS,o (x,t) para
o nfmero total de dbitos. Tendo em mente este aspecto, Wilmoth (1993) prop6e a
estimagS.o dos pardmetros do m6todo LC recorrendo ao m6todo dos mfnimos quadrados

ponderados. Em termos formais, o m6todo envolve a resolugSo do seguinte problema

(^,,r,*, k,) .rs,"%:1^, 
{,F-," ,l{" 

,,,, (Lnm*,1 - ar - p,*,)r} (6.6.12)

COfll'Iila,1 : dt,t.

A estimagSo dos parAmetros pode ser feita, d semelhanga do que sucede na secgSo

anterior, com o auxflio do esquema iterativo (6.6.14), bastando para tal a redefinigSo

das matrizes em (6.6.15) e (6.6.16). Em termos mais precisos, as matrizes CY), el{) 
"Gf) sao agora definidas por

(c9)),, :
(G9\,, :

GY)),, :

t-*

t:tmin

'Y a,,rGl?))'

'Y o,,r@[u+L)12.

(6.6.18)

(6.6.1e)

t:tmin

De igual modo, os vectores nY), l?) 
" 

LY) s5o agora definidos por

t-*
@y)), : ."Y 0,,, [m4,,, - ag - f,9, ul"r]

t:t-i,

(t P), : _'Y it? o,,rltnn,,, - df+tl - B?, ul"r)
c=0min

@y\- : ,H" 
ui"*')a,,rlt n,,, - dg*') - B? e5"*'t1.

Nos demais aspectos (iniciagS,o do algoritmo e crit6rio de 6ptimo), o ajustamento do

modelo segue os passos descritos na SecgS.o 6.6.3. Wilmoth (1993) sugere igualmente

um procedimento alternativo envolvendo a especificagSo de um modelo probabilfstico,

baseado na distribuigao de Poisson, e a estimagS.o dos par6,metros atrav6s do m6todo
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de mdxima verosimilhanga. Este procedimento est6 na origem do modelo de Poisson

desenvolvido por Brouhns et al. (2002a), que analisaremos mais adiante na SecASo 6.9.

6.6.5 Projecg6es de mortalidade

A obtengdo de projecg6es de mortalidade no m6todo LC decorre da aplica4S,o da metodolo-
gia de Box-Jenkins d s6rie temporal dos valores do pardmetro q. Por exemplo, Lee e

Carter (1992) preconizam a utilizagSo de um modelo do tipo ARIMA(0,1,0), ou seja,

de um modelo de passeio aleat6rio com tendOncia constante3T

Kt:\*n1-1 *u1, ut - Nor (0,"'r) ,

onde ) representa a tend6ncia (dnft), cujo estimador de miixima verosimilhanga 6 dado

simplesmente por i : (&r-"*-Ar-,") l(T-D.38 Com base no modelo ARIMA se
Ieccionado, 6 gerada uma previsS.o {rc1-*"." : s > 0} para o fndice temporal dada por
Ar-*+" : IEhs * kt^* +Di:r ut): kt^* * As. Se recuperarmos a equa4So (6.6.1) e

substituirmos Ar, B, e kt^*+", logramos finalmente taxas de mortalidade projectadas

{fu*,t^*+": s > 0}39

itt,t^*+s : exP(dc * A*kt^*+"), s ) 0. (6.6.20)

37Nas projecA6es de populagS,o residente para Portugal e para o horizonte 2000-2050 o INE (2003)
optou por uma solugSo alternativa ao considerar a modelagdo do indice temporal ,it atraves de uma
fungS,o logistica:

R,:ao*",(ffi#,b) *.,,
onde t 6 a tnica varirivel explicativa e onde aot art a2 e aB s5,o parA,metros da fungio. O termo e1

representa o erro associado ao ajustamento do modelo. A opgSo pela fungio logistica 6 justificada,
segundo o INE, pela sua maior flexibilidade em relag6o aos modelos ARIMA.

38A estimativa de m6.xima verosimilhanga da variAncia ol 6 dada po.'

z L H, n\2
":': r -1I (u'*' - k' - ^) '

com Var[i] : oZ/(T - r).
3eU*a definigSo equivalente de (6.6.20) 6 dada por:

t'rlt,^u*as : -l[: iur',i',:",--i,';ft:;,*"--, - a,**)]

["- (+,:H","-,,,) "=n10'a,-"-,] "* li,tu,^,**"- e,-*)] '
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Em alternativa a (6.6.20), Bell (1997) recomenda a substituigSo do para,metro o,
(estimado, como vimos, pela m6dia de ln rnr,x) pelas taxas de mortalidade mais recentes,

eventualmente graduadas em relagSo aos anos adjacentes de maneira a garantir uma
transigS,o suave. Esta opgSo visa assegurar que os valores estimados para o primeiro ano

de previsSo est6,o alinhados com as observag6es mais recentes. Em consequ6ncia desta

alteragSo, as tiibuas projectadas s6o calculadas mediante

Ttlr,t^*as: rTlx,t^*"*pVr(or-*+" - er-*)] . (6.6.21)

Note-se que o termo

RF(r,t*"* f s) : exp 
10, tur^^**" - er-*)]

na equagSo (6.6.21) configura, na preitica, um factor de redugS,o da mortalidade.ao

6.6.6 ApreciagSo do mEtodo e desenvolvimentos recentes

Uma das principais virtudes do m6todo LC 6, segundo os seus proponentes, o facto de

este combina,r um m6todo demogrii.fico que 6 simultaneamente rico mas parcimonioso,

com um modelo de s6ries temporais, o que permite a obtengS,o de intervalos de confianga
para as previs6es (sob a hip6tese de que os pardmetros s6o independentes). Por outro
lado, a forma como o modelo demogrdfico subjacente estii definido 6 suficiente para
garantir que as taxas de mortalidade exibem um padrEo de decr6scimo exponencial, sem

necessidade de impor qualquer limite assint6tico arbitrd,rio ou restrigSo que demarque

os ganhos na esperanga de vida. Outra vantagem do m6todo refere-se d possibilidade de

obter, de forma indirecta, estimativas nos perfodos para os quais n6o existe informa4S,o

disponfvel.al

aoPor exemplo, se adoptarmos um modelo do tipo ARIMA(O, 1,0) com tend€ncia ditada pelo pardmetro
l, obtemos o seguinte factor de redugSo

RF(a,t^* 1") : u*P(p,ir),

semelhante ao adoptado originalmente pelo CMIB.
"Co* efeito, dadas duas tribuas de mortalidade para dois periodos distintos 6 possfvel gerar gma

famflia de tdbuas recorrendo ao seguinte procedimento rudimentar:

1. Atribui-se o valor rco :0 a uma das td,buas e o valor Kt:l d outra;

2. S5o usadas as seguintes estimativas para a* e p,

d. :ltrn'rp Br:lgmr,o -lnmr,
3. As previs6es sdo obtidas atribuindo valores arbitr6rios a ,rr. Nos casos em eu€ n1 e [0,1], o

modelo interpola geometricamente entre as duas tdbuas. Nos casos em que tu I O ou rcr ) 1, o
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O m6todo LC apresenta ainda algumas vantagens face as t6cnicas de extrapola4io
dos perfis anteriormente analisadas. Em primeiro lugar, a modelagdo de um rinico fndice

temporal permite resumir a estrutura de covaridncias entre as rrb (o, qr) no tempo,

uma tarefa bastante mais complexa nos casos em que as projecg6es por idade s6o feitas

de forma independente. Em segundo, a modela4So de cada s6rie individual rnr por
modelos de s6ries temporais aumentaria significativamente o nfmero de pard,metros e a

complexidade do problema. Por riltimo, a modelagSo independente das rn, pode, num

futuro longfnquo, gerar perfis de mortalidade muito pouco plausfveis. Pelo contrdrio,

no m6todo LC a depend6ncia dos perfis face ao pardmetro /e a^ssegura um compromisso

entre as tend6ncias das taxas correspondentes a cada idade.

A um outro nivel, o m6todo LC permite contornar algumas das principais limita46es

dos m6todos param6tricos de projecgS,o. Em particular, o m6todo LC reduz a com-

plexidade do problema,42 oferece uma solugdo simples para a obtengS,o de intervalos de

confianga e contorna o problema da irregularidade dos par6,metros.43

O enorme entusiasmo que o m6todo LC suscitou ap6s a sua publicagS,o e a sua apli-

cag6o em realidades distintas daquelas para a qual foi originalmente concebido, nomeada-

mente em pafses com perfis de diminuigSo da mortalidade distintos do registado nos

EUA permitiram, por um lado, realgar as quaiidades da abordagem e, por outro, pOr em

destaque as suas limita45es. Lee (2000), Lee e Miller (2001), Ttrljapurkar e Boe (1998),

Brouhns et al. (2002a), Wong-F\rpuy e Haberman (2004), entre outros, procedem a uma
avaliagSo detalhada das potencialidades e limitag6es do m6todo LC, da sua performance

em termos de previsSo e dos melhoramentos introduzidos no modelo.

O m6todo LC pertence, desde logo, d categoria dos m6todos extrapolativos pade-

cendo, por isso, da sua debilidade fundamental: assume que as tend6ncias hist6ricas

se mant6m no futuro, ndo incorpora elementos de avaliagSo subjectiva e ignora as im-
plicag6es de eventuais alteraq6es estruturais (avangos na medicina ou no combate ds

epidemias, alteraq6es nos hribitos de vida, etc.).

Por outro lado, o m6todo admite um determinado padrS,o de distribuig5o etriria da

mortalidade, em que as taxas de decr6scimo nas v6,rias idades (ditadas por B,(dqldt))
modelo produz extrapolag6es a partir de uma das trlbuas.

a2Se 6 verdade que nos m6todos param6tricos o ntmero de pardmetros necessdrio para ajustar uma
dada experiOncia 6 relativamente reduzido, n5o 6 menos verdade que o seu nfmero 6 bem maior quando
o objectivo 6 o de realizar extrapolag6es de tendOncias e derivar intervalos de confianga.

n3Co- efeito, a evid6ncia empfrica (McNown e Rogers, 1989; Benjamin e Soliman, L993; Felipe et
al., 2001) mostra que as estimativas dos pardmetros apresentam um padrd,o bastante irregular, o que
dificulta a projecgdo. N5o 6 assim de estranhar que, por exemplo, McNown e Rogers (1989) tenham
optado por realizar projec96es a 15 anos, em contraste com 75 anos estipulados por Lee e Carter (1992).
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6.6. M6todo Lee-Carter

mant6m sempre a mesma relagS,o de proporcionalidade no tempo, uma hip6tese ndo

confirmada nalguns estudos empfricos.aa Por outras palavras, as tend6ncias temporais

de ln (rzzr,1) estSo deterministicamente relacionadas, apesar de poderem diferir entre

idades.

A incerteza presente no m6todo LC decorre, fundamentalmente, da incerteza na

previsS,o do indice temporal q- Lee e Carter (1992) demonstram que d, medida que o

horizonte de projecgSo aumenta, as restantes fontes de variabilidade, designadamente os

erros na estimagS,o de B, e os erros de ajustamento do modelo demogriffico €x,t, perdem

importdncia e s5o dominados pela incerteza relativa a nt.45 Por outro lado, t6m surgido

algumas drlvidas relativamente aos intervalos de previsSo reportados por Lee e Carter
(1992), considerados demasiadamente estreitos, que levantam drividas sobre a capacidade

do modelo para incorporar toda a incerteza em relaES,o ao futuro.
Noutro domfnio, a forma como o modelo foi ajustado originalmente conduzia a que,

nalguns grupos etdrios, se registasse uma discrepAncia entre o valor observado para a taxa
de mortalidade no riltimo ano considerado na amostra e o primeiro ano de previsSo, um
aspecto que podia de algum modo distorcer a qualidade da projec95,o.46 Este problema

foi analisado por Bell (1997), que concluiu que a substituigS,o do pardmetro a, pelas

taxas de mortalidade mais recentes melhorava a qualidade do m6todo LC.

Outra das crfticas apontadas ao m6todo LC refere-se a,o comportamento assint6tico

de longo prazo dos factores de redugSo. Com efeito, a combinagSo tfpica de va.lores

positivos para o parS,metro B, com uma traject6ria decrescente para & conduz-nos a
valores nulos para o factor de redugSo, um resultado dificilmente aceit:ivel na realidade e

que, como vimos acima, foi hri muito assumido na metodologia do CMIB. Para contornar

esta limitagS,o, Renshaw e Haberman (2005) apresentam uma versSo do m6todo LC em

que consideram que a mortalidade assint6tica 6 positiva.

Nos ultimos anos, foram propostas e implementadas inrimeras extens5es do m6todo

LC, algumas das quais merecerdo atengio especial nas secg6es seguintes deste capftulo.

aaEstudos empiricos realizados em vdrios pafses (e.g., Horiuchi e Wilmoth (1998)) demonstraram que
a taxa de variagSo das taxas de mortalidade pode oscilar no tempo evidenciando, em particular, que nas
riltimas d6cadas o decr6scimo 6 mais riipido nas idades elevadas do que nas idades mais jovens.

asOrrtro dos problemas do m6todo diz respeito ao facto do comportamento da mortalidade nos EUA
nem sempre ter diminufdo, no periodo 1900-1989, segundo a traject6ria definida pelo parA.metro ,cr. Ou
seja, a s6rie de rc1 n5o representa uma propriedade fundamental do comportamento da mortalidade, o
que coloca algumas interrogag6es sobre a capacidade do modelo para realizar projec96es.

46lee e Carter (1992) reconheceram este erro, que poderia assumir algum significado nos primeiros anos
de previs6o, mas preferiram desprezii-lo argumentando, por um lado, que ele se manifestava sobretudo
nas taxas correspondentes ds idades mais jovens e exercia, por isso, pouca influ6ncia sobre a esperanga de
vida e, por outro, que forgar o modelo a passar pelo valor observado no riltimo ano do perfodo amostral
deteriorava a qualidade do ajustamento.
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Carter (1996) prop6e a utilizagS,o de modelos estruturais de s6ries temporais de modo
a permitir que os par6,metros da equagdo de estimagSo possam variar no tempo. Lee

e Miller (2001) testam uma altera4S.o na forma como o par6,metro q 6 reestimado na

etapa 3 do procedimento SVD. A alteragSo consiste em reestimar rc1 de modo a que

o valor projectado para a esperanga de vida d nascenga seja igual ao respectivo valor

observado num determinado ano.47 Os autores reconhecem ainda que a maior limita4S,o

do m6todo corresponde d hipdtese de invariAncia no tempo da sua componente etiiria,
uma assungSo desmentida pela realidade empirica.48

Carter e Prskawetz (2001) incorporam no m6todo LC a possibilidade de este contem-

plar alterag6es temporais nos par6,metros a* e 0r, ou seja, introduzem a possibilidade

dos perfis etiirios da mortalidade se alterarem no tempo. Wilmoth e Valkonen (2002)

desenvolvem uma extensS,o do m6todo LC destinada a analisar os diferenciais de mortal-
idade entre idades e no tempo, onde incorporam um conjunto de vari6veis explicativas.

Renshaw e Haberman (2003a) reformulam o m6todo LC de modo torna-lo compar6vel

com a abordagem pelos factores de redugS,o descrita na SecgS.o 6.8. Renshaw e Haberman
(2003b) reinterpretam a estrutura subjacente ao m6todo LC no contexto dos GLMs.ae

Brouhns et al. (2002a) e Renshaw e Haberman (2003c) criticam a hip6tese de homo-

cedasticidade assumida pelo m6todo LC e desenvolvem uma versS,o baseada no modelo
probabilfstico definido pela distribuigS.o de Poisson.so Bell (1997), Booth et al. (2002) e

Renshaw e Haberman (2003c, 2003d) sugerem a construgSo de projecg6es com base nos

dois primeiros termos da decomposiqSo em valores singulares, bem como a aplicagdo de

uma estrutura multiva.riada na aniilise do comportamento das s6ries temporais relativas

ao fndice temporal q.51

Renshaw e Haberman (2003d) desenvolvem uma extensS,o do m6todo LC com vista d
derivagSo de projecg6es em populag6es desagregadas (e.g., por sexo, por tipo de produto,
durag6o, por montantes investidos, etc.). Outras extens6es do m6todo LC, sumariadas

por Lee (2000), incluem a possibilidade de obter previs6es de mortalidade desagregadas

por causa de morte. Renshaw e Haberman (2005) analisam o problema da projecgio dos

factores de redugSo num contexto em que se conjugam o efeito idade, o efeito temporal

e o efeito geracional. Girosi e King (2005) demonstram que o m6todo LC 6 um caso

particular dos convencionais modelos de passeio aleat6rio (com tend6ncia) generalizados

a?A principal vantagem desta solugSo 6 a de que ela dispensa o conhecimento sobre a distribuigSo
etriria da populaqdo em cada um dos anos do periodo em estudo.

48Pata contornar este problema, Lee e Miller (2001) e Tuljapurkar et al. (2000) sugerem a utilizag6o
de dados apenas a partir de 1950, atenuando desta forma os efeitos das quebras estruturais.

aeEsta versdo do modelo 6 analisada em detalhe na Secgio 6.7.
ioEsta vers6o do modelo e os seus desenvolvimentos s5o analisados em detalhe na Secado 6.9.
5'Para mais detalhes veja-se a SecgSo 6.8.4.
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(RWD), em que a matriz de covariA,ncias depende do vector de pardmetros B, a.o passo

que em RWD esta nio est6 restringida.s2

De Jong e Tickle (2006) formulam o m6todo em termos de um modelo estado-espago

(state space frameworh). Hyndman e Ullah (2007) desenvolvem uma extensS,o do modelo

em que assumem: (i) que a mortalidade 6 uma fungd,o suave da idade; (ii) que as taxas de

mortalidade sdo estimadas atrav6s de m6todos de gradua4S.o n5o-param6tricos; (iii) que a

modela4So do indice temporal6 feita com recurso a m6todos generalizados de tratamento
de s6ries temporais; (iv) que a estima4So 6 robusta mesmo na presenga de observaqdes

anormais (e.g., associadas a epidemias ou guerras). Biffis e Denuit (2005) eBiffis et al.

(2006) generalizam o modelo a um contexto estociistico, admitindo em particular que a

din6mica do fndice K1 eue determina as tend6ncias temporais da mortalidade pode ser

descrita por equag6es diferenciais estociisticas.s3

6.7 Modelos Lineares Generalizados com respeito A idade
e ao tempo

Nas secg6es precedentes tivemos oportunidade de constatar que a abordagem tradicional
d modela4So da mortalidade num contexto dindmico envolve duas etapas distintas. Uma
primeira, onde s6o graduadas tribuas contemporAneas paxa um ou mais perfodos pas-

sados. Uma segunda, onde os perfis de mortalidade (ou os pardmetros de uma fung6o

analftica) constituem um input de um qualquer m6todo de extrapola46o. Dito de outro
modo, nestes m6todos a construgS,o de td,buas projectadas 6 rciliza.d,a de forma separada

com respeito d idade e ao tempo cronol6gico.

Em alternativa a esta abordagem, Renshaw et al. (7996) desenvolvem uma estrutura
metodol6gica, fundada nos modelos lineares generalizados analisados no Capftulo 3, que

incorpora simultaneamente a idade actuarial e o tempo cronol6gico na estimagS,o das

tendOncias futuras para a mortalidade. Em termos formais, o modelo estipula que a

forga de mortalidade correspondente d idade r e ano t, Fr,t,6 expressa em termos de

uma funqdo param6trica do tipo

px,t :"*p 
16o 

. i 0fl1 @')* i a;t'i *i i tofi1 (*') t'o] ,
L i:l i:7 i:7 i:r I

(6.7.1)

52Os autores demonstram ainda que aincerteza no m6todo LC prov6m de duas fontes: choques de
mortalidade perfeitamente correlacionados entre as idades e choques ndo correlacionados e que, por isso,
ao contrdrio do que acontece no modelo RWD, o m6todo tem muita dificuldade em lidar com os choques
correlacionados de forma imperfeita.

53Para mais detalhes sobre a modelagSo estocdstiva veja-se o Capftulo 9.
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com a convengS,o de que alguns pardmetros ?27 podem ser nulos. Li @') denota os

polin6mios de Legendre e fi' e t/ representam, respectivamente, as idades e anos cronol6gi-

cos transformados, onde

fr-ufr':

tt:

a

t-u

( u: 'mqt'min
COm ( -*.*l-*i.!_______-_

2

( .,-;mualmin

"o*{:-ffit (: --T'
Se reagruparmos os termos em (6.7.1), podemos escrever

Px,t: QXP (6.7.2)

Na equ4gSo (6.7.2), a forga de mortalidade p*,t 6 expressa em termos do produto de

duas parcelas distintas. A primeira, corresponde a uma fung5o Gompertz-Makeham do

tipo GM (0,s * 1). A segunda, traduz o ajustamento decorrente da inclusS,o do efeito

calenddrio na and,Iise, acerto esse que serii especffico para cada idade z se pelo menos

um dos termos T.i for diferente de zero.

Para estimar os par6,metros oi, gi e "yti do modelo s6o assumidas algumas hip6teses

quanto d, distribuigSo da variiivel aleatdria. Neste caso, admite-se que o nfmero ob-

servado de 6bitos dr,1 6 modelado em termos de realizag5es independentes de vari6veis

aleat6rias Poisson D6, de um modelo GLM com m6dia e variAncia dadas por

M[Dr1]: rnr,t: Ea]pa,t, Var(mr,) : Qrrlr,t,

onde Erl representa o ndmero de vidas expostas centralmente ao risco, Q ltmpardmetro
de sobredispersSo (de modo a contemplar a existOncia de duplicidades na amostra) e as

demais mant6m o significado atribrudo na SecgS,o 3.5. Sup6e-se ainda que o previsor

linear estri ligado d m6dia da distribuigS,o atrav6s de um li,nk logarftmico, i.e.,

logmr,l : \xi : logE*,1 *lo9 pr,t,

donde resulta

rogm*,1:!osE,,1+ 0o*LU,",(r') + fon o*i frn,r, (*')nt'n (6.2.8)

l7u,',(,')] 
*, 

[= (", 
. 

E 
n,rt 1,'1) r')

j:1
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6.7. Modelos Lineares Genera.lizados com respeito d idade e ao tempo

A estimativa dos parA,metros do modelo 6 conseguida atrav6s de um procedimento

de log-verosimilhanga que envolve, neste caso em particular, a resolugSo do seguinte

problema de optimizagSo

(6.7.4)

A qualidade do ajustamento 6 aferida de modo usual, i.e., mediante o ciilculo da

estatfstica unscaled deu'iance relativa aos valores graduados fur,t, cuja expressdo corre
spondente 6, neste caso, definida por

(. t-o zmu \

@t,f)i,7t) : ":,?tfft; ,f",f,. (-*,,, * d,,trog rn,,1) | .

)

D(u;*):2.T 
:f_" {r,,,,o* (H - (d,,,- ^ .,,)},

l:tmin ,
(6.7.5)

onde rh,*,1 : Er,tila,t. A correspondente scaled deuiance 6 definida por S (y;*) :
D (y;*) f Q, com @ estimado pelo quociente entre o valor deD (y; zt) referente ao mod-

elo 6ptimo e os respectivos graus de liberdade.

O procedimento adoptado pelos autores para seleccionar o modelo 6ptimo desenrola-

se num conjunto de etapas. Em primeiro lugar, 6 determinada a ordem (r, s) 6ptima do

modelo.5a Com base neste'resultado, 6 analisado o impacto da introduqS.o dos coeficientes

?ri (eue determinam a dependOncia do ajustamento temporal em relagS,o d idade) na

estatistica deviance.55 A validagSo final do modelo 6 feita analisando os residuos e os

resultados dos testes de ajustamento descritos no Capftulo 3.

Tratando-se de um m6todo eminentemente extrapolativo, 6 necessdrio averiguar se a

boa capacidade de ajustamento no perfodo amostral tem correspondOncia em termos de

projecgSo de mortalidade. Sithole et al. (2000) investigam este aspecto e concluem que

o modelo que proporciona o melhor ajustamento aos dados nio gera, necessariamente,

projecE5es de mortalidade plausfveis. Por esta raz5o, recomendam a determinagSo do

modelo por etapas, encontrando um equilfbrio entre qualidade do ajustamento e alisa-

mento das projecA6es.56

5aA escolha 6ptima 6 feita testando se a melhoria na estatfstica S (g;rn) em resultado de acr6scimos
sucessivos no nfmero de parAmetros do modelo 6 estatisticamente significativa (quando comparada com
o valor d. X?,:r). Os valores 6ptimos de r e s ser5,o aqueles a partir dos quais os incrementos na deviance
s6o insignificantes do ponto de vista estatistico.

55Nas duas etapas iniciais 6 imprescindfvel verificar se os par6,metros estimados sd,o significativamente
diferentes de zero, usando para tal o habitual teste t-student.

56Em particular, os autores reconhecem que alguma qualidade de ajustamento pode ser sacrificada
com o intuito de obter projec96es adequadas, concluindo ainda que a dependdncia da mortalidade em
relag6,o ao tempo cronoldgico 6 expressa por polindmios de baixa ordem. Seleccionado o modelo dptimo,
os autores efectuam projecg6es com um horizonte temporal de 20 anos. Por fim, rev6em o modelo com
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Alcangado o compromisso entre a qualidade do ajustamento e a capacidade preditiva

do modelo, 6 possfvel definir factores de redugSo na mortalidade para cada idade e ano

recorrendo a

(6.7.6)

onde pr,g representa a forga de mortalidade para um individuo com idade z no ano base

(t:0), extrafda, por exemplo, de uma tribua contemporAnea, e frr,, representa o forga

de mortalidade para uma vida que atinge a idade r no ano (futuro) t. Estes factores de

redugSo sdo compard,veis com os produzidos pela metodologia do CMIB.

6.8 Modelagio dos factores de redugio da mortalidade

Nesta secg5,o, analisamos d aplicagSo dos GLM's na modelagSo e projecgS,o dos factores

de redugSo da mortalidade proposta por Renshaw e Haberman (2000, 2003b,c,d).

6.8.1 Caracterizagdo do problema

Seja t o tempo cronol6gico, com origem em f : 0, situado no centro do perfodo base, e

qr,r aprobabilidadede6bitoentre asidades rer* l- no momentot ) 0. O factor de

redugSo para ea,16 definido pela equagS,o

RF(r,t): W, V, > 0
Qt'o

(6.8.1)

ou, de forma equivalente, por

u-,
RF(r,t) : 2,

Fa,o

sujeito as restrig6es

Qt,t: qs,gHF(r,t), V, > 0

lar1",o) :t vz)o
I o. RF(r,r) <1 Yr,t)0,

onde qr,g denota o valor no ano base.

Alternativamente, o factor de redugSo pode ser definido em termos d" l"r,r, a forga

de mortalidade d, idade, no momento t (t > 0)

Fr,: ltr,sRF(r,t), V, > 0 (6.8.3)

base na informagd,o extraida do ajustamento e das forgas de mortalidade projectadas averiguando, em
particular, se este proporciona projecA6es que apresentam um padrdo de evolugSo suave com respeito d
idade e ao tempo cronol6gico.

(6.8.2)
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sujeito, de novo, d,s restrig6es (6.8.2), e com pr,6 determinado de forma an6loga ao

referido para qa,o. Considere-se agora a transforma4So logarftmica de (6.8.3)57 e respec-

tivas restrig6es, i.e.,

log p*,t : lo9 p*p * log RF(r,t) tal que log r?F(r, 0) : 0, Yr,t ) O. (6.8.4)

Se adoptarmos o esquema bilsico do m6todo Lee-Carter, podemos reescrever a equa4So

(6.8.4) como

log pr,t: dt,o * p*Kt tal que rco : 0, t ) 0, (6.8.5)

onde

I o*p: logpr,o # Fa,o- exp(or,o)

\ 0**, : log RF(r, ,) <+ RF(r,t) : exp (9,*r) .

Ao contriirio do m6todo LC original, neste caso a origem t : 0 6 bem definida em
termos temporais, razdn pela qual o pardmetro ar,g adopta um sufixo adicional. A uni-
cidade da solug6,o requer, uma vez mais, a normalizagSo das estimati'vas dos pardmetros

de acordo com as condiq6es

Ko : 0, t 0r: L, et,o:logp,-p.
z:umin

6.8.2 Factores de redugio e modelos GLM

Definigdo do modelo

Consideremos em primeiro lugar a modela,ESo d. q*,r. Denotemos por do,t e Ea,1 o nrimero
de 6bitos e de expostos inicialmente ao risco na idade z e momento t, respectivamente.

Admitamos que dr,; - Bin(Er,tiQ*,t). Estas hip$teses definem um modelo GLM com
vari6vel de resposta

1/ ' - P "o E(%,t) :er,tt Var(Y*,1):6a"'t(t--"'''
"'t - t)',t Vr'tt v,,'\rni) : E Or,,

com previsor linear r7r,, e fungSo li,nk g, mondtona e diferenciSvel, tal que58

rlr,t: g @*,t) € qr,t : g-t (qr,r) ,

stld6ttico procedimento pode ser aplicado no caso de factores de redugSo definidos em termos do
quociente de mortalidade q,.

58A metodclogia 6 compativel com todas as fung6es liz& consideradas no Capitulo 3.
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onde @ denota um pardmetro de sobredispersS,o. Se considerarmos a equa,gSo (6.8.1), o
factor de redugS,o 6 definido por

RF(r,t): g-t (q,,r)
com RF(r,0) : t. (6.8.6)

Qr,o

Para acomodar esta restriE5o, os autores sugerem uma decomposigS,o aditiva do pre.

visor linear

\a,t : \r,o* q'*,, com \tr,o : 0,

donde resulta

RF(r,t): s-r (q*,0+qL,t)
(6.8.7)

Qx,o

A primeira condigdo em (6.8.2) implica que g-1 (nr,o) : gc,O ou ainda \r,o : g @rd .

O termo Tr,0 representa, assim, um "offset" conhecido que 6 adicionad.o ao previsor linear.
O passo seguinte consiste em encontrar uma fungio param6trica para \L,t gte respeite

a condig5,o \L,O:0, com base na qual 6 possfvel escrevers9

RF(*,A:n)frffi tal que RF(r,o) : r. (6.8.8)

Estimagdo, previsSo e intervalos de confianga

Considere-se, a tftulo de exemplo, a fung6o param6trica \L,t : 7rt. O ajustamento do
modelo baseia-se no previsor linear

rlx,,t:S(qr,o)*7rt

com offset g(q,,o), calculado aplicando a fung6o link ds probabilidades graduadas da
tribua base.

seEntre as fung6es param6tricas de interesse consideradas pelos autores destacam-se as seguintes:

rl'.,t: grt, Yrrt

rk
n'.,, :LDg4 (" - ")i x t, Yc,t.

i=L i:7
No primeiro caso, trata-se de uma recta que passa pela origem e tem inclinagdo dependente da idade.

No segundo, trata-se de uma fungSo de splines envolvendo k+1 n6s ai (ao < fir I . .. a ro). A utilizagio
de splines cribicos (r : 3 e 0,ii :0,Yi : t,2) acrescenta a possibilidade de se conseguir algum alisamento
nos factores de redug6o com respeito d idade, tendo-se revelado, na maioria dos casos, uma solug6o
adequada.
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A correspondente estimativa dos factores de redugSo 6 dada por

flF1r,t1 :

ou, em escala logarftmica, por

Qs,t _ g-' 
{s @,,0) + P,t}

Qa,0 Q*,o

(6.8.10)

(6.8.e)

(6.8.12)

tosf,F@,r) : los b-' {n @,,0) + ft"r})- log (q,,0)

A derivaEdo de intervalos de confianga (bilaterais) com nivel de confianga (1 - a) x
100% para as estimativas socorre-se da hip6tese de aproximagSo por uma distribuigSo
Normal estandardizada (McCullagh e Nelder, 1989), i.e.,

g @,,t) : io,t + ,,1r1fro, 1t1; : 9 (q,,0) * (8" t ",p1@) r, (6.8.11)

onde zo12 representa o quartil a/2 da distribuigSo Normal standardizada. Os correspon-

dentes intervalos de confianga para os factores de redugS,o sdo dados por

s-'A(q,,0) + (0,*",,,

ou, em escala logarftmica, por

uv;a.)']r,,n

,o* {r-' p t ,,a * (r,, L,./,\N;,,@,),] } tosq,,o. (6.8.13)

A previsi,o no modelo consegue-se pela extrapola4S,o do comportamento do previsor
Iinear para al6m do intervalo amostral, ou seja, para um momento f*.,, * s, s ) 0.

Os valores projectados e os respectivos intervalos de confianga sdo obtidos substituindo
t-"* * s nas express6es (6.8.9) e (6.8.12), respectivamente.

Factores de redug6.o baseados na forga de mortalidade

A metodologia apresentada nas secg6es anteriores pode ser adaptada A modelagdo de

factores de redugSo baseados na forga de mortalidade pr,t (Renshaw e Haberman, 2000,

2003b). Admitamos qlue Drl - Po'isson (Er,tt r,r), onde.Ea,l representa agora o nfmero
de expostos centralmente ao risco. O modelo GLM 6 definido por

M (Dr,t) : Ex,tpx,t : Er,tFa,0RF(r,t), Var (Y*,) : Qts (D*,t) .
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Considere-se ainda a seguinte relagS,o entre previsor Iinear e fingda li,nk

rlrp: g 1tr,) e Ft,t: g-L (q",r) .

Se usarmos de novo uma decomposigS,o aditiva do previsor linear, i.e.,

Tlxi : Trp *q'r,, com n'r,o : 0

o factor de redugdo 6 definido por

RF(r,t) : P*'' 
- 

g-r (q"'o + qL't)

Pr,o lh,o

condicionado pela restrigSo (6.8.2), que implica

(6.8.14)

Pt,o: s-T (q*,0) # Tr,o: g A.L*,g) .

Nos demais aspectos, a metodologia apresentada na secgS,o anterior aplica-se, com

a diferenga de que gz,r 6 substitufdo par ko,t e os expostos inicialmente a,o risco pelos

expostos centralmente.60 No caso em que optamos por um li,nk logadtmico, o previsor
linear 6 dado por

Txp : log E,p * Log p*p * log RF(r,t) tal que log RF(r,0) : 0,

onde (log,Er,r * log p,,o) corresponde a um termo offset.

O ajustamento do modelo 6 feito, como habitualmente, atrav6s da optimizagS,o da

fungdo de verosimilhanga. As projecA6es de mortalidade s5o calculadas com recurso a61

itr,,t^**s: fua,t^^*exP(B*s), s ) 0. (6.8.15)

60Renshaw e Haberman (2003b) sugerem, por exemplo, as seguintes estruturas param6tricas para
logr?F(c,t) :

1. logiBF(c,t) : 1rt* B.t
2. log RF(a,t) : .yrt + p', (t - tj) _ + B,t

onde

c)- : { 3, :<>3, telt-i-,t**], t-i- lti i-to(t-"*

onde to expressa o momento base. No segundo modelo introduz-se alguma flexibilidade ao incluir uma
possfvel quebra estrutural, situada em ti ( ts, de modo a dar mais dnfase ds tend6ncias mais recentes na
mortalidade. Os termos 7, s6o adicionados de modo a garantir a igualdade entre os nfmeros observado
e esperado de 6bitos, tal como no m6todo LC.

61 Considerando, a titulo de exemplo, a fung6o param6trica log RF(c,t) : 1rt * B,t.
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6.8. Modela46o dos factores de redug6o da mortalidade

Renshaw e Haberman (2005) desenvolvem uma reformula4S,o do m6todo LC que con-

templa mortalidade assint6tica positiva. A reformula4So, inspirada nos modelos adop
tados pelo CMIB, envolve a seguinte definigSo alternativa para os factores de reduqdo

RFo(x,t):o(r)+{1-*(")} exp(p*n), 0 ( a(r) < 1 (6.8.16)

baseada na reparametrizagS,o de (6.5.12) com

1

0": hlog {1 - f*(")} , Kt: t

e valores assint6ticos nio nulos a(r). Os valores projectados sdo agora dados por

a

RlF.,lr,t*.* * s) : o (r) + {1 - a (r)}"*p 
[0, 

("r-*+" - "r**)], s ) 0. (6.g.12)

Apesar das muitas semelhangas entre o m6todo LC e abordagem GLM, existe uma
diferenga fundamental no tratamento do tempo cronol6gico. Com efeito, enquanto no

m6todo LC o tempo 6 modelado como um factor multiplicativo rc1, conjuntamente com
p, mediante uma SVD, na abordagem GLM o tempo 6 explicitamente considerado como
variri,vel explicativa, com uma origem bem definida, sendo que apenas B, necessita de

ser estimado.62

6.8.3 M6todo Lee-Carter modificado

Renshaw e Haberman (2003a) desenvolvem uma versS,o modificada do m6todo Lee-

Carter. As principais novidades referem-se d proposigSo de solug6es alternativas para

estimar a, e d, gradua4So das s6ries brutas {or} " {flr}.n* termos formais, considere-

se o seguinte intervalo rectangular de dados com, € [r*irr,z*-,] e t € [t*1,,,t*o].
Seja [t-,t-"*] o subintervalo de dimensS,o k: (t*u* -trnll) compreendendo os da-
dos que servem de base d, construgio de uma t6bua contemporS,nea, em cujo centro

se fixa a origem to, to : t*-, - lkl2l, ofie [kl2] simboliza a parte inteira de kl2 e

l*ir, ( tm I ts ( t*.*. Os autores preconizam a estimaqSo do modelo segundo as

seguintes etapas:

62Orrt.a diferenga diz respeito ao facto do ajustamento destinado a igualar o nrimero de dbitos obser-
vado ao respectivo valor estimado ser feito, no m6todo LC, sem a devida compensagdo no parametro
€r, enquanto que na abordagem GLM ele 6 tido em conta na estimagSo dos pardmetros pr. Em contra-
partida, como o tempo 6 modelado como varidvel explicativa e o termo a, como um ofiset, na abordagem
GLM a rinica fonte de incerteza estd associada aos erros na estimagSo do parAmetro 8,, um aspecto que
limita, de certa forma, a sua capacidade para capturar a incerteza quanto ao futuro.
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1. EstimagS,o de or,o por qualquer um dos seguintes m6todos:

(a) d",o - logprr,e, onde {U*p} 6 extraida da tribua graduada com base na ex-
periOncia observada no intervalo de tempo ft*,tr,,r*).

(b) d,,o: tog (Ij:n a-,r/Dl:-hE*,t), com base nos dados brutos {d,,tiEt,t}.
(c) &,,0 : fog (il|=i:*!,/,:), i.e., com base na m6dia geom6trica das rn,,r.63

Alisamento da s6rie {d,,0} obtida em 1.(b) e 1.(c), caso se considere apropriado.

EstimagSo d. (0,,4) mediante a aplicagSo da SVD d matriz lr,,r) : [Inriz.*,x - d*,0],

respeitando as restrig6es (6.6.2) e (6.6.3).

Eventual graduagS.o da s6rie {p,} usando m6todos param6tricos ou n5o-param6tricos.64

Ajustamento das estimativas &1 de modo a igualar os totais de dbitos observados

e estimados.

Conversio dos valores k1 em (,tt - Ao) e aniilise dos resfduos.

A previsdo no modelo baseia-se, tal como no m6todo LC original, na modelagSo da
s6rie {R1} usando um modelo ARIMA. Denotando por {rc6*.." : s } 0} a correspondente
previsSo, o valor projectado do factor de redugSo 6 dado por65

LogRF(r,t*.* * ") 
: B*kt^*+", s > 0. (6.8.18)

Renshaw e Haberman (2003a) estabelecem ainda o paralelismo entre a reformula4So

do m6todo LC e a metodologia desenvolvida por Renshaw e Haberman (2000) no con-
texto dos modelos GLM. Em termos mais concretos,

2.

3.

4.

5.

6.

RF(r,t1 : s-' {g (" -\-P^lY'o) 
+ 0'*'}, /io : o,

exp or,0
(6.8.1e)

63No caso em que ft : 1, as alternativas (b) e (c) sd,o naturalmente equivalentes.
64Para uma aplicagSo da t6cnica de P-splines na grad.uagSo dos termos log-bilineares do m6todo

Lee-CarteredomodelodeBrouhns etal. (2002a) veja-seDurban etal. (2002) eCurrie etal. (2003).
65No caso particular em que adoptamos um modelo ARIMA(0, 1,0) , obtemos

krn+": rca * is'

Neste caso, a equagS,o (6.8.18) reduz-se a

Iog R.F(r, t^u* * r) : p.(ir*.* + i"), s ) 0.
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6.8. Modela,gS,o dos factores de reduqS,o da mortalidade

onde g 6 uma fungio link prl-definida no contexto de modelos do tipo Binomial ou

Poisson descritos anteriormente.G6

6.8.4 M6todo Lee-Carter com duplo previsor log-bilinear

Booth et al. (2002) e Renshaw e Haberman (2003c,d) desenvolvem uma extens6o do

m6todo LC onde consideram um segundo previsor log-bilinear e uma abordagem multi-
variada. Neste caso, a estrutura base do m6todo LC d6lugar a

t-*

f "j') :
c:emin
0mq

Tr.P:
+-&mtn

*2) : o

gL2) : t'

(6.8.20)

(6.8.21)

(6.8.22)

(6.8.23)

2

rtrp:o,+I 99"[o)
i:t

no contexto de um modelo Gaussiano ou, de forma equivalente, a

2

\r,t: logEsp * a, +\Ofl 
"[o)i:r

no quadro do modelo de Poisson.oT

As restrig6es que asseguram a identificag6o do modelo sdo agora definidas por

t-oI
sm*

T
Em consequ6ncia, os valores de a, continuam a ser estimados pela m6dia das ln (*r,r).

Para estimar os pardmetros PP . *[o), t : L,2, s5o sugeridas d.uas soluEdes. Uma
primeira, que envolve a incorporaESo das segundas componentes da SVD (Booth et al.,

2002). Uma segunda, que implica a reformulagSo do procedimento iterativo (6.9.10)

proposto por Brouhns et al. (2OO2a) nas parcelas relativas aos pardmetros Bf) e Kli).

66Em particular, a utilizagilo do tink logaritmico na modelag6o de RF(r,t) para p,,, conduz-nos a

RF(r,t): exP(p,n1) ,

ou seja, a uma estrutura iddntica d descrita em (6.8.5).
6?Esta mesma estrutura e metodologia podem ser usadas para obter projecg5es de taxas de mortalidade

em populag6es desagregadas (Renshaw e Haberman, 2003d). A rinica diferenga refere-se d utilizagSo de
um previsor do tipo 

2

rla,j,t : log E.,i,t I a,1 *D pf ,lr"l') ,

i:l
onde j ( i : L,2,. . .) identifica o subconjunto da populaqSo considerado.
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No que respeita d previsSo no modelo, podemos optar por gerar projecg6es mode-
lando o comportamento das s6ries {"lo) , i:1,2} usando processos ARIMA separad.os

(Renshaw e Haberman, 2003c) ou, em alternativa, recorrer a um vector autoregressivo

(VAR) do tipo (Renshaw e Haberman, 2003d)68

Vt: ao * afi I @g;1* e1 (6.8.24)

com

*:(;: ), a,:( ;i ), o: (l::rr::),
onde se assume que o vector de erros €t - Nor(0,O) e fl 6 uma matriz sim6trica
definida positiva. O modelo VAR pode ser aplicado sobre variriveis em niveis (i.e.,

ar: @'),"j')11 o" em diferengas (i.e., yr: (L,nll),ari'))), testando a existoncia de

relag5es de cointegragSo. Denotemos por {ej'**, : s } 0,,i : !,2} os valores projectados
do par6,metro ft. As taxas de mortalidade previstas pelo modelo s6o calculadas mediante

l.rl^u*.s: ffi,,t^*"- 
[* 

p.i) (*!n*+. - rt'*)] , I ] 0,

RF(r,r-u* * s) : exp 
l*rO(oll"-*" - ",r*)], 

s ) 0.

(6.8.25)

(6.8.26)

pode, uma vez mais, ser interpretado como um factor de redugS,o da mortalidade.

6.8.5 Factores de redugSo com inclusSo de efeitos geracionais

Num estudo recente sobre as tend6ncias da mortalidade no Reino Unido e num conjunto
de pafses desenvolvidos, Willets (2004) e Willets et a/. (2004) encontraram evidencia
empfrica suficiente para suportar a importdncia do efeito gerag6,o (cohort) no compor-
tamento da mortalidade. Os estudos concluem que os efeitos temporais no compor-
tamento da mortalidade acompanham a ocorr6ncia de factores contempord,neos, como

sejam o nfvel geral de saride da populagSo, a qualidade dos cuidados de sadde, a existen-

cia de condig6es climat6ricas especialmente adversas, entre outros. Em relag6o ao efeito

geracional, os estudos indicam que existe uma relagSo pr6xima entre estes e altera46es

estruturais (e.g., II Guerra Mundial, mudangas nos h6bitos alimentares e de tabagismo).

Os estudos recomendam ainda a construgdo de ceniirios e a anii,lise das causas de morte
68Pa.a uma aniilise detalhada dos modelos VAR veja-se, por exemplo, Hamilton (1gg4).
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para uma efectiva apreciagS,o dos efeitos temporal e geracional.

A pensar neste fen6meno, foram propostos recentemente modelos que conjugam,

simultaneamente, os efeitos idade, tempo cronol6gico e gera,g6o (e.g., Tabeau (2001),

CMIB (2005)). O modelo base 6 definido por

log p,,r: s, (c) + s6 (t) * s" (r) , (6.8.27)

onde so, s6 € ,e6 s5o fung6es da idade r, do ano t e da geragSo r : t-r, respectivamente.

Ainda neste domfnio, Renshaw e Haberman (2005, 2006) desenvolvem uma adaptagSo

do m6todo LC com vista d, projecgdo de factores de redugS,o com inclusSo de efeitos gera-

cionais. Seja (d",1; 8,1) umamatriz rectangular onde drl denota o nfmero de 6bitos e

Er,1 simboliza o correspondente exposig6o ao risco. Sup6e-se que os dados estSo classi-

ficados por ano cronol6gico t € [t*irr,t*u*] e por idade r € [z*irr,ur,o], agrupados por

categorias, ou por ano bronoldgico individual, caso em que o ano de nascimento (ou ano

da gera,g6,o) r : t - fr, T € [t-i., - tmax: t*"* - r-irr] se encontra bem definido.

O objectivo da andlise 6 agora o de captar as tend6ncias temporais na mortalidade

em cada idade, incorporando os efeitos geracionais quando a base de dados o permitir.

Para o efeito, considera-se a seguinte definigSo geral do factor de redugS,o

Itrr,t : exp (a, * log RF(r, t)) ,

(6.8.28)

(6.8.2e)

onde (1-, identifica um fndice que capta os efeitos geracionais, c denota a ordem da
estrutura log-bilinear do modelo e as demais variiiveis mant6m o significado habitual. O
modelo definido em (6.8.28) incorpora, como casos particulares, algumas das estruturas
jri analisadas neste capftulo. De facto, no caso em que PLo) :0 e c : 1 obtemos a

estrutura log-bilinear original do m6todo LC. No caso especial em que c -- o 6lo) = 0r),
o modelo refere-se a uma estrutura em que se consideram apenas o efeito idade e gerag6o.

Quando formulado no contexto dos GLMs, o modelo 6 definido por

RF(r,r) : exp 
{oLo*-,. i 

py,.y,}

Ya,t: Da,t, ts(Y-,r) : ltr,tlt,t, Var (Yr,1) : Ory (6.8.30)

com parAmetro de escala /, fung6o de varidncia V (Y",t) : E (%,t) e ponderadores fixos

?Dr,t: L.
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Usando tm link logarftmico, o previsor ndo-linear 4r,1 6 definido por

rl 11 : lo1 E (Yr,t) : log E, I * a, + log RF (r,t).

A estimagd,o deste modelo 6 complexa uma vez que as variSveis estSo restringidas
pela rela4So geragS,o:(perfodo-idade). Para assegurar uma estimativa fnica para os

para,metros, os autores prop6em um procedimento implementado em duas fases:

1. EstimagS,o de o, segundo o m6todo LC originat (com m6dia geom6trica)

/ t^* . ,-\a":logl fl *:'; l, T:t.,u*-t,ni1*1-.
\t=t*i" /

2. Os restantes pard,metros sd,o estimados adaptando o procedimento iterativo descrito
em (6.9.10), considerando as vari6veis de respostagr.r: da,t no modelo de poisson,

li,nklogafitmico, offiet (log Ea,tl ar) e restrig6es

fmu 2mu

(t*,,-r** : o, t lLo) : L, Kr-,. : 0, t gf) : t.
,:rmiD O:Cmin

As taxas de mortalidade projectadas, alinhadas com os riltimos valores conhecidos
Tilr1^^*, s6,o calculadas mediante

itrr,t^uas : fr,r,r^*i,F(2, t-rr. * s), (6.8.31)

onde

ip:*, 
{pl" 

(8,-*-,*" - t,**-,) +DllY (nll**" - AI3*)}, ", o, (6.8.s2)

e onde Glf) ,tr-,,aji); ,ao vectores de parametros estimados. As s6ries ((r-r, *ji); ae
valores projectados s6o derivadas a partir de rnodelos ARIMA separados

{u[, 
- r e [r,o6,r,,,*], i:L,...,"] * {ujl]**": s } 0, i:L,...,"}

{ef' 'r € [rmin - zmax,f,-"* - r*-]] '* {€r-*-,-i,*s r , , o},
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onde / ^

7 -J 
(t-o*-'*1'a"' 0(s(('-"i")

St'*-z-1o*" - 
I tt*.*-r*i'a' s > (r-z*in)

6.9 Modelo de Poisson

6.9.1 Definigio

Uma das principais crfticas apontadas ao m6todo LC refere-se a hip6tese de que os erros
s6o normalmente distribufdos com variA.ncia constante. A hipdtese de homocedasticidade
6 claramente irrealista na medida em que se sabe que, devido d exist6ncia de um nfmero
reduzido de 6bitos nas idades avangadas, o logaritmo de p,r b muito mais vari6vel nestas
idades do que nas idades jovens. Para contornar este problema, Brouhns et at. (2002a)
desenvolvem um modelo, fundado no m6todo LC, em que consideram que o nfmero de

dbitos verificados a, idade ,, no ano t segue uma distribuiqdo de poisson

Dri - Poi,sson (p*,rEr,r)

Itrr,t: exp (a, + p,nt) 
,

(6.e.1)

(6.e.2)

(6.e.3)

onde os parS,metros respeitam as restrig6es69

t-o*

I *':o e
t:t-i.

0max

O modelo definido por (6.9.1)-(6.9.2)-(6.9.3), que designaremos doravante por modelo
de Poisson, requer ainda, no contexto da elaboragSo de tri,buas de mortalidade prospecti-
vas, uma generaliza4ao da hipdtese (2.2.30) de constdncia da forga de mortalidade entre
idades, de modo a acomodar a dimens6o temporal. Neste sentido, o modelo assume que

1tr,r b constante no interior de cada quadrado do diagrama de Lexis, ou seja, admite que

a mortalidade sofrida em cada instante por um indivrduo'de idade r no momento t 6

constante em cada perfodo sucessivo de um ano. Formalmente,

lls*c,t*r : Fr,tt 0 < (,r < I- com z e t inteiros. (6.e.4)

6eAs semelhangas entre os m6todos de Lee-Carter e d.e Poisson e a abordagem proposta por Renshaw
et al. (1996), Renshaw e Haberman (2003a,b) e Sithole et al. (2000) s6o evidentes, diferenciando-se
no entanto pelo j6 mencionado tratamento distinto do elemento temporal. De facto, enquanto que no
primeiro caso o tempo 6 modelado como um factor, no segundo o elemento temporal 6 modelado como
uma covariiivel conhecida.
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Com base na hipdtese (6.9.4), deduz-se igualmente que

€Pt,t:exP(-€p,,t): {pri}e, 0 < ( < 1

e que a exposigS,o ao risco d idade u e ano t, E*i, tem a seguinte relag6o com Qs,1

Er.t: . 1.1-'''Q''' ,.
ln (1 - g,,1)'

onde lr,1 denota o ntmero de sobreviventes d idade r e ano t.
Como se observa, o modelo preserva a estrutura log-bilinear pata p,r,t1mas substitui

as hip6teses relativa ao termo €tro €s,1 pela lei de Poisson para d*,1. Os pardmetros
dr, 0* e ft mant6m, na sua ess6ncia, o significado originalmente atribtudo pelo m6todo
Lee-Carter.

Os proponentes do modelo de Poisson identificam, no entanto, algumas vantagens
face ao m6todo LC que o tornam especialmente atractivo em aplicag5es actuariais. Em
primeiro lugar, o modelo reconhece explicitamente a natureza inteira de D*p contrari-
amente ao que acontece no m6todo LC. Em segundo, o modelo deixa cair a hip6tese de

homocedasticidade do termo erro e reconhece a maior variabilidadede prl nas idades
mais elevadas. Em terceiro, a especificageo (6.9.1) permite o recurso ao m6todo de md-
xima verosimilhanga para estimar os par6metros. O facto do ajustamento do modelo
nd,o depender de uma SVD significa que este n6,o exige uma matriz rectangular de da-
dos completa. Por fim, e n6o menos importante, o modelo dispensa o procedimento de

reestimagSo dos A1's.

Uma das principais vantagens do modelo de Poisson 6 a sua flexibilidade. Com
efeito, o modelo pode ser facilmente expandido de modo a considerar o impacto sobre a

mortalidade de outras variiiveis explicativas (covaridveis) que nio apenas a idade z ou
o tempo cronol6gico t (".g., profiss5,o, grau de incapacidade, nfvel de rendimento, etc.).
Efectivamente, se adoptarmos, por exemplo, o esquema multiplicativo proposto por Cox
(7972), a formula4So (6.9.1) 6 substiturda por

(6.e.5)

onde p'*,r representa a mortalidade base e zn,t,j s5,o covaridveis codificando a presenga

(ou a aus6ncia) e a magnitude de caracterfsticas adicionais na populag6o.

Dt,t - poi,sson (r,rr,r"-, (e. . E 
u,r,r,,)) ,
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6.9.2 FundamentagSo da utilizagSo da distribuigio de Poisson

Considere-se uma observagio (r, t) qualquer. S5o registados Dr,1 6bitos de um total de

ls,1 indivfduos com idade r recenseados no perfodo de observa,gSo anual. Admitamos
que as suas durag5es de vida podem ser consideradas variriveis aleatdrias independentes

e identicamente distribufdas. Associemos a cada um dos indivfduos uma varidvel 6rj,
que indica a ocorrOncia do 6bito, i.e.,

, _ J 1 se o indivfduo i faleceu d idade z
"""-I 0 casocontrdrio,

i : t,2,... ,1r,1. Representemos por rr,i o tempo vivido pelo indivrduo ,i. Em termos
mais precisos, Ts,i : 1 no caso do indivfduo i alcangar a idade fr + t. No caso deste
falecer d idade n, Tr,i simboliza a fracgdo de ano vivida pelo indivfduo. Admitamos que

dispomos, para cada um dos lr,1 indivfduos, das observag6es (dr,t, rr,1) . Se considerarmos

a hip6tese (6.9.4), a contribuigdo do i6'i'o indivfduo para a verosimilhanga pode ser

definida da seguinte forma:

. no caso do indivfduo sobreviver, a verosimilhanga correspondente 6 dada por

pr,t: exp (-p,,t)

. no caso do indivfduo falecer, a verosimilhanga associada 6 a seguinte

r,,;p r,t lL t {r r,i,t*r o,i - exp (- r, I F r,t) p r,t.

Em alternativa, a contribuigS,o 6o 66simo indivfduo pode ser rescrita segundo

exp (-r,,61t*,r) {p*,r}o''' .

Em resultado da hip6tese de independ6ncia, 6 possfvel escrever a verosimilhanga
associada aas lr,l indivfduos da seguinte forma

la,t

V Ar,,r) : ff "", (-r,,tt ,,r) {rr*,r}o'''
i=l

: exp (-p.,,rr.) {u,,r}o' , (6.e.6)
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onde
lal lr,t

":D",i e 5':fdr,r'
i:L i:l

O termo d. representa, assim, o ntmero de 6bitos obser.uad.os d idade x9 no ano ,,
Ds,1, enQuanto 7. denota o tempo total vivido pelos lr,1 indivfduos no decurso do anol. A verosimilhanga (6.9.6) difere da que d.ecorre da hip6tese (6.9.1) apenas por uma
constante, pelo que no caso de recorrermos ao princfpio de mdxima verosimilhanEa para
estimar os pardmetros do modelo, resulta indiferente trabalhar com uma ou outra.zg

6.9.3 Estimagio dos pardmetros por mdxima verosimilhanqa
Uma vantagem importante deste modelo face ao m6todo LC reside, como vimos, no facto
de ele permitir a estima46o dos par6,metros pelo m6todo de mrixima verosimiihanga, sem
necessidade de recorrer e SVD ou ao m6todo dos mfnimos quadrados ponderados. Em
termos formais, designemos por .\r,1 o nfmero esperado de 6bitos na idade r e ano t, i.e.

Ari : M[D*,t] : E,,iexp (a, + p*nt)

e por drp o respectivo valor observado de Dr,t.
A fungdo de log-verosimilhanga L (o, F,E) : ln V (a, g,rc) 6 definida por

(6.e.7)

( t^^*
L(a.,B,n) : h{ lI

l.t:t-1, z

omax

II
-4mt "(

)\!;'exv(-\*,,

))(d,,r)l

t-o* omex

: I I {d,4tn)*,x - \r,t- ln [(d,,1)!]]
t:t-i. o:O-i,
t-o* omax

: f I {d',plnE,,t* d,,t(a, + o,nt) (0.g.8)
,:tbin c:,'min

-Et,texp (o, + 1rnt) - ln [(dr,,)!]]
t-* omax

: I f {d*,t(a, * o,rct) - Ex,texp(o, + pa*t)} + c,
t=t-i. f:o-1o

onde a : (or-r,,'..,or-o*) , 0: (9r^r^r...rg*^^,), R: (or-,,, ...r;t^*) e c 6 uma
constante.

iuBrillinger (1986) demonstra, com base na formulagdo de hipdteses razodveis quanto Eros processosque governam os nascimentos e os 6bitos, que a distribuigS,o de Poisson surge naturalmente como umasolugio particularmente adequada para modelar o ndmero de dbitos observados nas diferentes idades.
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6.9. Modelo de Poisson

Os estimadores de mdxima verosimilhanga dos pardmetros ar, 0, e K1 correspondem

aos valores que maximizam L(o,9,K).A presenga do termo bilinear Brqna especi-

ficagio (6.9.2) de pr,t impede a estimagSo dos pardmetros pelos packages informriticos
tradicionais que incluem o modelo de Poisson. Por esta raz6o, os autores prop6em a

adopgdo do algoritmo iterativo desenvolvido por Goodman (1979), assente no m6todo
de Newton-Raphson. O procedimento assenta num princfpio simples: em cada iteragSo

u, um rinico conjunto de pard.metros 0y 6 actualizado, mantendo os restantes fixos d sua

estimativa anterior, com a ajuda do seguinte esquema de actualiza4So

g(u+t) : e:"' -

onde .C(") : L(e@)).

No nosso caso, existem tr6s conjuntos distintos de par6metros, correspondentes aos

termos.ar, 0* e Kt.Neste sentido, dado um vector de valores iniciais para os par6,metros

a9, Pf) " 
AIo), as estimativas sdo revistas segundo o algoritmo

(6.e.e)

(6.e.10)

6@+11 : Ay)

n!"+r1 : kl")

,:H" f'",, - Ex,texP(af) + B? el")ll

,-8.^flf) 1a,,, - o.,r"rdrl9*\ + ilf) el"\f

- ,:?" fE',' "*n(a 
ft a Plot e["t1]

- ,'Y .@9'r'lr,,re*p(a["+1) 
+ P? elql)

;(u+L) ;(")Pr : lJ,
,lf" u1"*D lo,, - Er,te*p(af+1) + B? el"*',\l

ou, em alternativa, recorrendo d formulagdo matricial de (6.9.10)

(cf);av("+tl

(c!)1sQ+rt

: ,c;y))a@) 
+ Ly)

Gy))ka) + Ly)

G?lB@) * LY),
.G,\a@*') :
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6.9. Modelo de Poisson

a
rci*-(fu-k)K e B:*----le ^rt s\cmu h '

Z-t:x^in P*

. t-o
lsu:T L e,

C:rmih

TiEm alternativa, Renshaw e Haberman (2003b) prop6em que o crit6rio de 6ptimo envolva a optimiza-
g5o da fungSo de verosimilhanqa monitorando o valor da estatfstica deviance.

(6.e.14)

onde E corresponde d. m6dia aritm6tica de &1, i.e.,

onde G9), GY) . Gf) saomatrizes diagonais de dimensSo (N, J{), $ x T) e (,A/ x,AI),
respectivamente, e elemento representativo definido por

(Gy))"*
t:t-i.

Gf?)u : -"_f G?)'E*,,exp(a["+r) + Bg) elq) (6.e.12)
*-!mln

(i \., : 'f (al"*t))'E,,rexp(af;+r) + flf) e!"*'))
t:t_i,

u Ly), LY) " Lf) sdro vectores coluna de dimensdo N, T e,A/, respectivamente, e

elemento representativo definido por

@y\, : 'f lo*,, - E,,1exp(af,l ,, f$) Bl"lfl
t---1^rnL-'- " 'J

(Ll?), : 
,:F:, B? 1a,,, - E*,texp(af;+r) + B? e["\l f6.e.1s)

@Y))- : ,lE ui"*t' 
10,,, - E*,texp(af+r) * it?) e["*'\),

t:tmin L

com A/: (r,,,r* - omin * 1) e T : (trn"* - t-ir, -F 1).
A inicia,gS.o do algoritmo e a fixag6o do crit6rio de 6ptimo obedecem a procedimentos

idOnticos aos definidos para o m6todo LC.71 Ao contrii,rio do que acontece no m6todo

LC, a maximizagSo de L(o,p,rc) garante a igualdade entre os nfmeros observado e

estimado de 6bitos em cada idade ao longo do perfodo de observagSo dispensando, por
isso, o procedimento de reestimagS,o dos A;'s descrito na etapa 3 do m6todo LC.

As estimativas &r, B, " k, geradas pelo m6todo de miixima verosimilhanga n5o

garantem, automaticamente, o cumprimento das restrig6es (6.9.3). Para o conseguir, 6

introduzida uma reparametrizagl.o que converte (d, p,k1 
" (o*,9*,rc*) com
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e K 6 uma constante arbitrri,ria. Os autores optam por seleccionar K segundo

r{- Yr,,
o:0min

Por fim, da necessidade de respeitar a igualdade

d.* + B,kt: ad + p:K;

deduz-se que

dr*0*kt-7:r"t
^hd* + B,k1- .-,tr- @t - -K) K

Z_r:*^i^ Pa

d, * b,k

, (o*,,,i,,,) : r,:{^,_E-. ,,,,{d-,,r (#) - (0,,,

onde

I y Eal)o
"'' 

: 
I o, E,,t: o

e pela andlise do comportamento dos residuos

r?,t:rt'sisn(o-r-^"i@

ar:

:

As novas estimativas ai, P; e rcf asseguram o cumprimento das restrigSes (6.9.3) e

fornecem a mesma estimativa do mimero de 6bitos ir,1 dado que &, +f)roi : al+ glnt.
A qualidade do ajustamento 6 aferida pelo crilculo da deviance

(6.e.15)

(6.e.16)- ,,,r)) ,

(6.e.17)

A previsS,o no modelo baseia-se, d semelhanga do que acontece no m6todo LC, na

aplicagS.o da metodologia de Box-Jenkins d s6rie temporal das estimativas &1.

Um ponto delicado nos m6todos de LC e de Poisson reside na nd,o simultaneidade

dos procedimentos de estimag6o dos par6,metros, uma vez que a modela4S,o decorre em

duas fases. Numa primeira, os pardmetros ar, 0, e Kt sd.o estimados. Numa segunda, o

pardmetro q 6 extrapolado usando a metodologia de Box-Jenkins.

Para contornar esta limitagSo, CzaAo et al. (2005) desenvolvem uma formula,gdo
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Bayesiana do modelo de Poisson onde, ap6s escolher a ordem do modelo ARIMA, pro-

cedem d estimagio simultdnea da totalidade dos parAmetros com o auxflio de t6cnicas

de simulagSo de MCMC (Markou Chain Monte Carlo). A abordagem Bayesiana trata
todos os par6,metros desconhecidos ar, 0, € K1 cofflo varidveis aleat6rias e deriva a sua

distribuigSo condicionada d, informagdo conhecida (E*gdr,;) . Esta abordagem apresenta

ainda a vantagem de permitir estimar directamente intervalos de confianga para os in-
dicadores de interesse.

6.9.4 Extens6.o do modelo com incorporagS.o de P-Splines e estimagS.o
dos par6metros por m:ixima verosimilhanga penalizada

Os estudos empfricos realizados com base no modelo de Poisson (e no de Lee-Carter)

revelam que as estimativas dos pardmetros apresentam, nalguns casos, alguma irregula-

ridade entre idades consecutivas.T2 Se no caso da tend6ncia temporal A1 este perfil 6 de

certo modo esperado, na medida em que se admite que contemporaneamente ocorrem

eventos com repercuss6es na mortalidade (e.g., avanqos na medicina, conflitos militares,

epidemias), nos casos das s6ries d, e b, as descontinuidades devem merecer uma atengSo

especial.

O par6metto otn representa, como vimos, o comportamento m6dio da mortalidade
em cada idade e num intervalo de tempo relativamente longo. Por este motivo, n5,o 6

expectrivel que as estimativas geradas pelo modelo apresentem anomalias significativas,

uma hip6tese que 6 confirmada pelos estudos empfricos.T3 Em relagSo As estimativas do

pardmetro p*, o cerdrio 6 distinto na medida em que a generalidade dos estudos confi.rma

a presenga de alguma irregularidade. O parAmetro B, condiciona, como vimos, todo o
processo de extrapolagio das taxas de mortalidade para o futuro. Neste sentido, qualquer

irregularidade verificada nas suas estimativas traduzir-se-i, inevitavelmente, em tdbuas

de mortalidade projectadas com oscilag5es erriiticas nos quocientes de mortalidade entre

idades consecutivas, uma caracteristica indesejada do ponto de vista actuarial.

De facto, os actuiirios baseiam o crilculo dos pr6mios e das responsabilidades finan-

ceiras das companhias de seguros em tiibuas de mortalidade. Qualquer irregularidade

verificada nestas propaga-se ro pricing das ap6lices e nos balangos das empresas. Se

exceptuarmos os casos em que as anomalias correspondem a caracterfsticas particulares

i2No Capitulo 7 teremos oportunidade de veriflcar que o estudo realizado para a populagdo portuguesa
reforga esta afirmag6o.

73O facto de apresentar um perfil suave n6o significa, contudo, que a curva dos d, deixa, em momento
algum, de representar os fendmenos habituais, como sejam a mortalidade infantil e juvenil mais elevada,
a tradicional "bossa" de acidentes, mais significativa nos homens, e a mortalidade crescente nas idades
avangadas.
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6.9. Modelo de Poisson

do risco coberto pelas seguradoras, a causa proviivel para este padrSo reside em erros

amostrais, ruzdn j5. antes avangada para justificar o recurso a t6cnicas de graduagSo.

Uma solugSo simplista para este problema passaria, por exemplo, pelo alisamento das

estimativas brutas dos pardmetros do modelo de Poisson recorrendo, por exemplo, a um
dos m6todos de graduagSo descritos no Capftulo 4. Uma outra envolveria o alisamento

de alguns dos pardmetros (e.g., pr), preservando as estimativas iniciais d.os restantes.T4

Embora simples, este procedimento tende, em pot6ncia, a produzir discrep6,ncias intol-
er6veis entre os valores observados para a mortalidade e os valores estimados pelo modelo.

Uma alternativa possfvel envolve a graduagdo das tribuas de mortalidade produzidas pelo
procedimento de estima,gSo usando, por exemplo, m6todos n6o*param6tricos. Contudo,
esta solugSo implica, na priitica, a perda de informagSo importante, em particular aquela

que se refere d, decomposigSo da projecgio nas trOs s6ries de pardmetros ao, 0, e Kt.

Para resolver este problema, ensaiamos nesta secASo uma nova t6cnica que incorpora
as preocupag6es quanto ao alisamento das s6ries no procedimento de estimagSo dos

parAmetros do modelo de Poisson.Ts A solug6o 6 inspirada na t6cnica de P-Splines

desenvolvida por Eilers e Marx (1996) e analisada em detalhe no Capftulo 4. Em termos
mais precisos, sugere-se a imposigSo de uma penalizagSo (de ordem d) incidindo sobre a
diferenga finita entre os coeficientes estimados do modelo de Poisson.

Denotemos po, D$), ,f) 
" D[') o. operadores de diferengas Ad em notagd,o matri-

cial, onde Ad denota , 46sima diferenga flnita, com dimensS,o (,A/ - d) xN, (N - d) xN e

g - d) x 7, respectivamente. Como vimos no Capftulo 4, a estrutura dos operadores de

diferengas pode assumir infmeras configuraE6es possfveis. Uma matriz de diferencia4So

de primeira ordem (d : 1) , D[') , i e (a, g, *) , do tipo

Dt') :
0 ...

0-1[1
introduzir:i uma penaliza,gdn sobre as diferengas entre
pardmetros (".g., A0r: 0*- 0r_).De forma an6loga,

dois valores consecutivos dos

uma matriz de diferenciagS,o de

taEsta solugSo n5,o 6 virgem uma vez que, como vimos na SecgSo 6.8.3, foi sugerida por Renshaw e
Haberman (2003a) no dmbito da versSo modificada do m6todo LC.

T5Solugeo anriloga pode ser desenvolvida para o m6todo Lee-Carter.
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6.9. Modelo de Poisson

segunda ordem (d :2) , DID , i e (a,0, *) , do tipo

-2 1 0

D:') :

L-20

penalizarri as diferengas de segunda ordem (".g., A2g*: 0r-20r_r* 0r_), e propor-

cionard naturalmente s6ries estimadas mais a.lisadas.

Consideremos de novo o modelo definido por (6.9.1)-(6.9.2)-(6.9.3). A introdugS,o

de uma penalizagio no procedimento de estimagSo dos coeficientes do modelo de Pois-

son conduz-nos, no espfrito de (4.3.L7), a uma fungio de log-verosimilhanga penalizada

Lp (a,B, rc) definida por

L p (a, 9, n) : L (o, F, *) - *x.o' D'oD oa - f,^u u' o'uD B 
g - f;)**' D'*D"rc (6.9. 1g)

onde.\o, \g e ),* s6,o pardmetros de penalizag5,o ou alisamento e L(a,p,rc) representa

a fungio de log-verosimilhanga.

Como se observa, o primeiro termo da fungdo objectivo (6.9.18) mede o grau de ajus-
tamento face aos valores observados, enquanto os seguintes correspondem a penalizag6es

directamente proporcionais as diferengas finitas (de ordem d) nos par6,metros ar, g* e

q do modelo. A fungdo objectivo estabelece, deste modo, um compromisso entre a qual-

idade do ajustamento (primeiro termo) e o alisamento das s6ries d*, B, e fu (restantes

termos).

A importdncia relativa dos dois objectivos 6 controlada pelos parAmetros de pena-

lizagda \o, \p e .\o. No limite, quando )r * oo i e (a,0, n) o procedimento produz um
ajustamento linear. No extremo oposto, i.e., no caso em que todos os pardmetros s5,o

nulos .\o - \0 : ),. : 0, o procedimento devolve as estimativas iniciais geradas pelo

m6todo de mrixima verosimilhanqa.

Para estimar os parAmetros, recorremos a uma adaptagdo do esquema iterativo geral

(4.3.18) desenvolvido em Eilers e Marx (1996), Marx e Eilers (1998) e Durban et al.

(2002). A adaptagS,o envolve a reformulag6o do procedimento iterativo (6.9.11) segundo

G9) + Bola@+r) : (C9) + Bo - p)a@) + Ly)

G?) + B*16@+t) : G9) + B*- P*)k@) +LQ)

G? +BdP@+t) : G? *Bp-Po)g@) +ryt,
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onde P; : \tDlDt, i € (a,0,n), e Bi : di'ag(P;) denota uma matriz composta

exclusivamente pelos elementos da diagonal principal de P;.
Para implementar o m6todo resta-nos, para al6m de iniciar o algoritmo e definir o

crit6rio de 6ptimo, escolher o valor dos parA,metros de penalizagdo \o, \p e ,\r. Conforme

referimos no Capftulo 4, o valor dos pardmetros de penalizagio pode ser escolhido de

forma subjectiva ou, em alternativa, resultar de um procedimento automiitico. Eilers e

Marx (1996) e Durban et al. (2002) consideram diferentes crit6rios (AIC, BIC, validag6o

cruzada, validagSo cruzada generalizado).

Tomando como exemplo o crit6rio de validagS.o cruzada definido em (4.8.L), con-

sideremos como erro de previsSo err(r,t,\t), i, e (a,0,n), a definigio de resfduos de

deviance (6.9.17) usada no contexto dos GLMs, suprimindo a observagSo correspoRdente

d idade r e ano de calendiirio t. O crit6rio de validagS,o cruzada selecciona os pardmetros

de penalizag6o .\o, )6 e ,\,, minimizando a seguinte soma de quadrados

i e (a,0,*). (6.9.20)

Em alternativa, podemos recorrer aos crit6rios BIC (Bayesi,an Information Criterion)
ou AIC (Akai,ke Information Critenon), definidos por

D (y; o, 9, *, \) * 6dim (o, 0,K, l), (6.e.21)

onde D (U; o, 0, n, \) denota a deviance, dim (a, 0, *, \) : trace(H) a dimensSo efec-

tiva do vector de pardmetros, -Ef a matriz de projecgS.o (hat matrix) e d : ln(N x T)
ou d: 2 no caso dos crit6rios BIC e AIC, respectivamente.

Por riltimo, como as estimativas d*, B* e &1 geradas pelo procedimento de estimagSo

n6o asseguram automaticamente o respeito pelas restrig6es (6.9.3), recorre-se de novo a

uma reparametrizagda do modelo nos termos do definido na SecgSo 6.9.3.

6.9.5 Extensdo de Renshaw-I{aberman com duplo previsor log-bilinear

Na sequ6ncia da sugestS,o apresentada por Renshaw e Haberman (2003c,d), desen-

volvemos nesta secqS,o a versio do modelo de Poisson com duplo previsor log-bilinear.

Partindo de (6.9.2), a introdugio de um segundo termo log-bilinear dri origem a um

modelo definido por (6.9.1) e pela equagSo base

Fs,t: exp (4, * 0*tntJ * 1r.znt,z) .

( t^^* t-o l
(i,, iB, i,.) : ars Ash^ tt" 

: 
,L" *D^^',o 

@,t, )'r)2 

| 
,
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As restrig6es de identifica4So do modelo sio agora descritas por

t-o t-*

D *r,, : D or,r: o
t:tmin t:tmiu
cmu rmu

t g*t : t ox,2: L.

(6.e.23)

(6.9.24)

(6.e.26)

r:omin I:rmin

As hip6teses do modelo conduzem-nos, neste caso, d, seguinte fung6o de log-verosimilhanga

t-* rmsx

L(a'B,n) : t t {d,,r(o,*g,J't,t*g*,znt,z)
o-omln &-4mln

*E*,texp (o, * frrJrctJ * 0r,znt,z)) + 
",

(6.e.25)

onde c 6 uma constante e as demais variiiveis t6m o significado habitual.

Para estimar os parametros, 6 reformulado o procedimento iterativo desenvolvido por

Goodman (1979) de modo a contemplar os pardmetros adicionais pr2 e 4,2

af+t) : a9) - ,'E^la-,r- 
n.,,.*or^9 * B?)ul:l * Bf)u!:)l)

- ,:fl" fr ,, "*n(a 
I + Bg)e[7] + Bf)et")tl

,:H" 0?)1a,, - Ea,texp(a9+1) + B?)el") * B?)et"))l
kl:r*') : k[:]

- ,\^tof))'1r.,,"*p(a[."+1) 
+ B?)el") * fi?)u["h)
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A inicia,g6o do algoritmo requer um vector de valores iniciais para os pardmetros

ato), 06.0,) fftf) * o) e ej] (i:L,2). As estimativas d,, B*,t e k1,; (i.:r,2) geradas

pelo algoritmo de estimagSo (6.9.26) n5,o garantem necessaxiamente a satisfa4do das

restriq5es (6.9.23) e (6.9.2$. Para tal, 6 necessiirio aplicar uma vez mais a seguinte

reparametrizaqdo

,
d., <- A" + t 7r,tnt

i:t
ktJ +- (kr,o - n) /et, U : L,2)

^ b^,
0,,r +* '#, (i: t,Z)

P€,t

(6.9.27)

onde

_1ft:T
t-r*

D url e Be,r:
t:tmi,

rm*

I B,,n (i':1,2) '
t:tmin

O aumento do ndmero de pardmetros do modelo proporciona, como veremos no

Capitulo 7, uma melhoria da sua capacidade de ajustamento. Em contrapartida, o

aumento da complexidade do modelo condiciona, em certa medida, a sua aplica4So

prri,tica em problemas de previsSo. Com efeito, os dois fndices temporais k1,1 e k1,2 si,o,

na pr6tica, duas s6ries temporais altamente correlacionadas. Este facto torna a sua

extrapolagSo para o futuro uma tarefa bastante mais complexa do que no caso em que

existe uma fnica s6rie, uma vez que sio exigidos modelos multivariados.

Por outro lado, no capitulo seguinte teremos oportunidade de verifica,r que as esti-

mativas dos pardmetros tendem a apresentar uma irregularidade acrescida, que dificulta
inclusive a sua interpretaEso. Acresce ainda que neste caso as s6ries p, e fu do modelo

cldssico e 0* e &t,r do modelo extendido podem divergir significativamente.

6.9.6 Extensio do modelo com inclusSo de 56T6bua Limitet'

Conforme referimos anteriormente, o comportamento assint6tico das taxas de mortali-
dade projectadas pelos modelos de Poisson e de Lee-Carter pode, nalguns casos, revelar-

se pouco satisfat6rio. Os estudos empfricos realizados com base nestes modelos (onde se

inclui o relativo d populaESo portuguesa, apresentado no capftulo seguinte) revelam uma

traject6ria claramente decrescente para o fndice temporal &1, acompanhada de estima-

tivas de B, positivas, um resultado antecipado num contexto marcado pelo decr6scimo

da mortalidade.

Neste sentido, a aplicagS.o de m6todos de s6ries temporais na extrapolaqdo de &1 para
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um horizonte infinito conduz-nos, invariavelmente, a taxas de mortalidade assint6ticas

nulas, um cen6rio improvri,vel, pelo menos com base no conhecimento actual. De facto,

nos casos em que B, > O e d, 6 finito verifica-se que

u,$-exP(o' +ft*A.-1 :g

As preocupag6es quanto ao comportamento assint6tico dos modelos de projecgSo

motivaram, como vimos nas secE6es anteriores, o desenvolvimento de solug6es que im-

p6em, d pa.rtida, um valor arbitrririo positivo para as taxas de longo prazo. No caso

do modelo exponencial implfcito na metodologia do CMIB (1990) e no caso da reformu-

Iagd,o do m6todo LC proposta por Renshaw e Haberman (2005), este valor corresponde

ao pard,metro positivo a (r) .

A abordagem usada nestes estudos situa-se no carnpo dos denominados modelos

de projecgSo com t6bua limite (ou t6bua objectivo). Desenvolvidos inicialmente por

Bourgeois-Pichat (1952), estes modelos admitem a exist6ncia de uma tribua "6ptima"
pa,ra a qual convergem os ganhos de longevidade verificados ao longo do tempo.76 Dito
de outro modo, estes modelos admitem, explicitamente, que existem limites naturais

para a longevidade humana, dos quais decorrem nfveis de mortalidade mfnimos abaixo

dos quais se assume ser impossfvel descer no futuro-

Inspirados neste princfpio, formulamos nesta secgS,o uma extensA,o do modelo de

Poisson em que admitimos que as projec96es de mortalidade s5,o balizadas por uma de-

terminada tdbua limite, para a qual tendem os ganhos de longevidade de uma populagS,o.

Designemos por p$* e por q|* as taxas instantAneas e os quocientes de mortalidade cor-

respondentes a essa tribua limite. A determinagSo deste limite requer, naturalmente, a

formulagS,o de um conjunto de jufzos mais ou menos subjectivos sobre as tend6ncias pre-

visiveis nas diferentes causas de morte, sobre os avangos na medicina ou sobre o sucesso

no combate ds epidemias.

Na pr6tica, na eventualidade de este exercfcio prospectivo se revelar dificil, uma forma

diferente de interpretar o modelo passa por considerar como td.bua limite uma tribua que

reflicta o comportamento da mortalidade numa populagio mais avanqada em termos

condig6es de desenvolvimento econ6mico e social (populagSo alvo), para a qual tenderd a

convergir a experiOncia em estudo. Outra solugSo passa por adoptar uma qualquer fung5,o

param6trica sobre a qual seja possfvel equacionar diferentes cendrios quanto ds grandes

tend6ncias demogrrificas na longevidade humana (e.g., rectangularizagdo e expansS,o da

curva de sobrevivOncia), incorporando informa,gio estatfstica e avaliag6es de natureza

?6Na secgdo seguinte voltaremos a este tema com mais detalhe.
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subjectiva.TT

Em termos formais, a incorporagio de uma td,bua limite no modelo de Poisson exige

a substituig6o da hip6tese (6.9.1) por

D o j - ? oi s son(8,,r0"!i;,^ + /r;1r) ) (6.e.28)

e as habituais restrig5es de identificagSo

t-o*

Io,:o " I 0,:r
t:tmin r:xlmit

Como se observa, o modelo estipula que o ndmero de 6bitos

e ano t 6 determinado pela exposigSo ao risco .Er,r e por uma

\*,t:M[D,,t): E*r (r]* + exp (a, + p,"r))

A fungdo de log-verosimilhanga correspondente 6 definida por

Pl:r: exP (a, + p,nt)

smsx

(6.e.2e)

(6.e.30)

esperados d idade r
forga de mortalidade

( t^o*

L(a.,B,n) : h{ III
\t:t-;. c

que resulta da soma do valor limite p|' com o valor adicional (contempordneo) p,ilr.

Esta solugSo simples para incorporar o valor limite 6 inspirada nas formulag6es (6.5.3)

e (6.8.16) adoptadas no dmbito do modelo exponencial e na modelag6o dos factores de

redugSo (Renshaw e Haberman, 2005). Seja .\r,1 o ndmero de 6bitos esperados d idade

u e ano t, com

omu

I1
-@mln

t {d,,prn}c,t - \r,t - rn [(d",1)!]]

2max

t {a*,rtn1r,t * d',,tln(r}* + exp (4, + 0,*r))

-Er,t(lrl'* exp (o, + g,"r)) - h [(a,,t)!]]
Cmax

t {a,,, 
tr, (rl* + exp (4, + 0,"r)) - Ex,texp (4, + p,nt)) + c

n q-&mln

77Por exemplo, Duchene e Wunsch (i988, 1991) construfram uma tdbua de mortalidade unisexo com
base na lei de Weibull (2.5.47), expressando um conjunto de quocientes g, mfnimos que, segundo os

autores, constituem os limites naturais para a vida humana.

(6.e.31)

(6.e.32)

t-o*t
t:tmin
t-"*t

t:tmin

t**t
t:tmi
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onde c 6 uma constante e as demais variiiveis mant6m o seu significado habitual.
Em face das limitag6es dos packages tradicionais, ensaiamos de novo uma solugdo

baseada no algoritmo de Goodman (6.9.9) para estimar os pardmetros. Seja L(?j) :
L(oi,Ai,ni), j e (n,t), a fung5,o objectivo. Considere um par (r,t) qualquer. A
primeira derivada parcial da fung5,o objectivo com respeito a 0i 6 dada por

dL(ej):
doi ",(w)

Qtl^ + p",lr)

d,,tl4dt

(6.e.33)

(6.e.35)

(6.e.36)

-8,,,(w),
onde

@: r'.,or' #: *'t'i;l" #: g't,;o"'

A segunda derivada parcial da fung6o objectivo com respeito a 0i 6 dada por

&t1e; _,T:d*{ }-", W), (6e84)

onde

W: tttrdl' W: @r)'r'1,or' W: @,)2 r'.3dr'

Assim, por exemplo, as express6es (6.9.33) e (6.9.3a) para o, s6o dadas por

dL(?j) _
da, (uE* + u?d,,)

- Er,tt?d,,

e por

respectivamente.

Express6es an6logas podem ser derivadas para os parAmetros p, e q.
seja irf;rQ-'vB'u*) : exp(ay') + BYil ej"');. Dudo um vector de valores iniciais

@Lo),Py), ejo); e as expressdes (6.9.35) e (6.9.36), a adaptagdo do algoritmo (6.9.9)
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conduz-nos a estimativas de a, revistas segundo

of+r'r1 : 'y- ( a''' " i'f'{'''':l - E- 't-t-i,\ f';*W6-ttn't

a(u+1,2) 
t-" I PL^Plor@oil - -:,;,.['",,6wq

6@+17 : aP) -4:**r 
af+t'21'

Usando um raciocfnio aniilogo, as estimativas de ft e 0, s5.o revistas segundo

p@+t,l) : 'E uy, (r",ffi-8,,,r,1o,,(,*,,,,,,)0:frmin

s(u+7,2) : "Y @?,f (0..,
r:cmin 

\

- n*,rt1lr('.'''''))

tuy,{'""r)

,r,r'l:y")

P1a'{u+r'u'u+l)

\
- o,,, irXo,{' 

*''''' *t 
I)

/;mp}a,@+r'v'u)

(rI* + olaY+r'"'"t12

r-(o*1) ".(u\ 
k@+LJ)tu, tut -FO

p,('+r'r1 : .lf u1"., t (a-,,-Wl9- - Et,t
t:tmin \ irt - -T prj

P(t'+r'z) :,lf",nl'* rr' (orffi
2(o+1) v?i ilif+r'r1rtr Hr 

P'(u+t'zl'

Uma solugSo simples para determinar a condigao de paragem (crit6rio de 6ptimo)
deste algoritmo envolve a fixag5o de um valor mfnimo para a variagSo absoluta na fungIo
objectivo L (o,9, rc) . Formalmente, o algoritmo termina na iteragSo z quando

abs (rta @) - p@-t) @i)) . u,

onde e denota um patamar inferior pr6-definido.

Por fim, as estimativas iniciais dos parAmetros geradas pelo algoritmo s6o reajustadas

de modo a respeitar as restrig6es de identificagSo (6.9.30). Usando argumentos id6nticos
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aos apresentados na SecgSo 6.9.3, o ajustamento envolve

d, e dr+Brn,

_,4R1 <- \nt - K) Fe,

^?1B^ <- ie.
DUc's

1 t-*
K:= L K1

I +-+v-!mln

^ rmu
0e: D 0*

,-&min

A avaliagSo da qualidade do ajustamento 6 aferida da forma habitual, com base na

estatistica deviance e na anrilise dos residuos do modelo.

6.9.7 ConstrugS.o de intervalos de confianga

O modelo de Poisson nio permite a obtengS,o de solug5es analfticas para os intervalos de

conflanga das estimativas das vari6veis de interesse. A principal justificagSo prende-se

com o facto do modelo combinar duas fontes de incerteza, relativas aos erros amostrais

nos parAmetros do modelo de Poisson e referentes aos erros de previsio nos pard,metros

do modelo ARIMA. Acresce ainda que as medidas de interesse (".g, lrr,r, er,1) s1,o fung6es

nd,o-lineares complexas dos pard,metros or, 0, e Kt e dos parA,metros do modelo AzuMA.
Para contornar estas limitaqSes e permitir a construgSo de intervalos de confi.anga,

Brouhns ef aL (2002b,2005) desenvolvem tr6s abordagens alternativas, todas elas as-

sentes em m6todos de simulagSo. Uma primeira, de natureza param6trica ou por sim-

ulagSo de Monte Carlo, que assume que a especifica4So log-bilinear de Poisson (6.9-2)

6 correcta. Uma segunda, de natureza semi-param6trica (parametric bootstrap), onde

se admite que a hip6tese relativa d distribuigdo de Poisson (6.9.1) 6 adequada para
gerar matrizes aleat6rias para o ntmero de 6bitos ou de resfduos. Uma terceira, de

natureza n6o-param6trica, onde apenas se imp6em alguns pressupostos relativamente A,

distribuigS,o Multinomial.

M6todo de Simulagdo de Monte Carlo

A abordagem param6trica ou por Simulaqdo de Monte Carlo (SMC), descrita em de-

talhe por Brouhns et al. (2002b), parte do pressuposto de que o modelo de Poisson 6

adequado. Por outro lado, como os parAmetros do modelo sdo estimados pelo m6todo de

miixima verosimilhanEa, sabemos que eles obedecem aproximadamente a uma lei Normal

multivariada, de m6dia (a,A,n) e matriz de varidncias-covariAncias igual i inversa da

matiz de informagS,o de Fisher I. Os elementos desta matriz correspondem ao (nega-
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tivo) do valor esperado das segundas derivadas parciais da fungio de log-verosimilhanga

L(a,p,rc) com respeito aos parA,metros or, 0* e q.78

A segunda fonte de variabilidade tem origem, como referimos, no modelo de previsS.o.

No caso de um modelo ARJMA, toda a informagdo necessdria estd contida nas estimativas

dos pardmetros e da vari6,ncia o2 do rufdo branco.

Designemos por af , 0T e "? os valores dos pardmetros referent"r 5 -6sima simula4So,

n'L:1,...,M, para t: t*"* e por k!, t ) t-"* * 1, os valores projectados do fndice

temporal. A primeira fase do m6todo de simulagSo de Monte Carlo desenrola-se nas

seguintes quatro etapas:

1. Seo geradas simulag6es de a!, 0T . n? a partir da distribuigSo Normal multivari-
ada com m6dias iguais as estimativas de miixima verosimilhanga dos pardmetros e

respectiva matriz de varidncias-covari6,ncias.

2. 6 estimado o modelo ARIMA usando os valores KY, t: t-i.,,...,t--,, como

observag6es.

Projecta-se o valor de ki usando o modelo ARJMA estimado em 2. Os erros de

previsSo bi sao simulados a partir da distribuigS,o Normal univariada com m6dia

0 e desvio-padrSo o!, i.e., Nor (0,o!).

Calculam-se as medidas de interesse para cada simulagdo realizada.

A primeira etapa reflecte a incerteza associada as estimativas dos par6,metros do

modelo de Poisson. A segunda etapa toma em considerag5o o facto da incerteza nos

par6,metros do modelo ARIMA depender da incerteza em relagSo aos pardmetros do

modelo de Poisson. Na terceira etapa considera-se que a incerteza nos valores projecta-

dos de rc1 depende, n5,o apenas do desvio-padrd,o do modelo ARIMA, mas tamb6m da
incerteza em rela.g6o aos pr6prios pardmetros do modelo ARIMA. Tal6 assim porquanto

a cada simulaESo rn correspondem pard,metros distintos no modelo ARJMA. Por fi.m, na
quarta etapa todas as fontes de incerteza sdo incorporadas no ciilculo das medidas de

interesse.

A segunda fase do m6todo SMC envolve a aplicagS,o da abordagem pelo percentil para

construir intervalos de confianga para os indicadores de interesse. Consideremos as M
estimativas {0i (^) ,rn: l, . . . , M} da variilvel 0i gerada pelo m6todo SMC. O intervalo

de confianga a (1 - za)%para a vari:ivel 97 6 definido po. Jaj"), Il'-"'1,ora" 0r(") denota

o (100, o)u'i*o percentil empirico de0i, correspondente ao (M x a)6'i*o valor nalista
t8Pa.a mais detalhes sobre a matriz de informagd,o de Fisher, veja-se a SecaSo 7.8.1 do Capftulo 7.

3.

4.
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ordenadadevalores simulados {0i (f) ,0iQ),...,0j(M)}. O 100x(1 - o)esimo percentil

empfrico P\t-a) 6 obtido de forma anriloga.

M6todo de bootstro,p param6trico

O m6todo de Simula,gSo de Monte Carlo admite que o modelo de Poisson 6 adequado.

Pressup6e ainda que a dimensSo da amostra 6 suficientemente grande para justificar o

recurso d,lei assintdtica (Normal) dos estimadores de mrixima verosimilhanga dos par6,me'

tros. Desenvolvido por Brouhns et al. (2005), o m6todo de bootstrap param6trico 6 uma

abordagem de natureza semi-param6trica que ret6m apenas a hipdtese (6.9.1), mas ndo

imp6e a estrutura log-bilinear (6.9.2) pata p,n,t.

O m6todo 6 implementado, uma vez mais, em duas fases. A primeira desagrega-se

em cinco etapas, nos seguintes termos:

L. Partindo do conjunto de observag6es (E,,ri dr,1) ,sl,o construfdas B amostras aleat6rias

(Er,r; d9r,r), b : l, . . . , B, onde os valores db*,1 s6"o gerados por simulagd.o a partir

da distribuigdo de Poisson com m6dia Er,tfur,t: dai, i.Q.,

4,t - Poisson(dr,r) '

2. Para cada simulagio bootstrap (E*,1;d|,1) , os pardmetros do modelo de Poisson

s5o estimados atrav6s do m6todo de mdxima verosimilhanga.

3. Em cada simulagS.o, s6o estimados os pardmetros do modelo ARIMA(p, d, q) selec-

cionado com base nas observag6es iniciais e recorrendo d s6rie Xb : {*!rt: tmin,

. .. , t-*, b: L,.. .,8\. Note-se que a estrutura do modelo ARJMA 6 preservada,

sendo apenas reestimados os seus parAmetros.

4. 56o geradas estimativas k! com base nos pardmetros do modelo ARIMA estimado

na etapa 3. Os termos residuais ef sd,o simulados a partir da lei norm al Nor (0,"') .

5. Calculam-se os indicadores de interesse para cada simulaES,o.

A segunda fase do m6todo de bootstrap param6trico decorre nos termos do anteri-

ormente descrito para o m6todo de SMC.

M6todo de bootstrap param6trico com base nos resfduos

Uma variante do m6todo de boostrap param6trico 6 aquela que contempla a construgdo

de intervalos de confianga a partir de um procedimento de bootstrap aplicado directa-
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mente sobre os resfduos do modelo e n6.o sobre os 6bitos. O pressuposto base do modelo

6 o de que os resfduos s5o independentes e identicamente distribufdos. Em termos prriti-
cos, o m6todo 6 implementado em duas fases, sendo que a primeira pode desagregar-se

nas seguintes etapas:

Partindo do conjunto de observag6es (B16d*p), sda estimados os parametros a,,
0, e nt do modelo de Poisson por interm6dio do m6todo de mdxima verosimilhanga.

Ii calculada amatriz dos resfduos de deviance rD segundo (6.9.17). Em alternativa,

o m6todo pode ser aplicado com base nos resfduos de Pearson rf,i'"* : (d*,t -
^l-

d",t) I i d,,t.

56o geradas B r6plicas {r$) ,b - 1, . . . , B},mediante um procedimento de arnostragem

com reposigdo dos elementos da matriz rD. A equagS.o (6.9.17) para os resfduos de

deviance 6 invertida de modo a obter as correspondentes matrizes paxa o nfmero
estimado de obitos {a|,l,U - 1,.. .,8}.

Aplica-se o m6todo de miixima verosimilhanga ds matrizes (E,1;d[f]1, oUte"ao-r"

um total de B estimativas dos pardmetros {a}, ilu, e!, b : L, . . . ,8}.

Em cada simulagSo, s6o estimados os par6,metros do modelo ARIMA(p, d, g) selec-

cionadocom basenasobservag5esiniciaiserecorrendo ds6rie Kb : {*l,t: tmin,...,
t^*rb -1,...r8).

S5o geradas estimativas k! com base nos par6,metros do modelo ARIMA estimado

na etapa 5. Os termos residuais ef s6,o simulados a partir da lei norm il Nor (0, o,) .

Calculam-se os indicadores de interesse.

A segunda fase do m6todo desenrola-se nos mesmos moldes que os m6todos anteriores.

M6todo de bootstrap nd.o param6trico

A aplicaESo do m6todo de bootstrap nd,o param6trico na construgao de intervalos de

confianga para os indicadores de mortalidade 6 devida a Brouhns et al. (2005). Esta ter-
ceira abordagem, mais geral, implica o desenho de um esquema multinomial envolvendo

a redistribuigao do ndmero de 6bitos observado nas diferentes idades de cada pseudo-

gerag5,o, segundo as probabilidades estimadas com base nas estatfsticas de mortalidade

disponiveis.

1.

2.

o.

4.

5.

6.

7.
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Em termos mais precisos, para cada par (r,t) 6 seguida a pseudo-gerugdo (Er,xidr,t) ,

(Ea+t,t+tidr+t,t+r) , (Er+2,t+zidr+z,t+2),.. .. Registe-se, no entanto, que estamos na re.

alidade perante uma geragSo fictfcia, uma vez que ela combina, como vimos no quadrado

deLexisdaFigura6.3.l,indivfduosnascidosnosanost-ret-r-l-.Postoisto,a
primeira fase do m6todo de bootstrap n5,o param6trico pode decompor-se nas seguintes

etapas:

l-. Para cada uma das gerag6es fictfcias, sio geradas simulag6es do pseudo-nfmero

de 6bitos dur,r, dur+r,r+1:. . . corrr o auxflio de uma distribuigSo Multinomial com

expoente

d' : t dr+k't+k
&>0

e pardmetros

Qr't :

Qr*L,t+L :

da,t

d.
do+L,t+7

d.

2. A aplicagao do m6todo prossegue ent6o segundo os procedimentos descritos nas

etapas 2 a 5 do m6todo de bootstrap param6trico, considerando naturalmente os

novos valores {dur,r,U - L, . . . , B} simulados em l-.

Sa.liente-se que a relaqS,o

't -\dx+k't*k*t - 
o'o

6 respeitada em cada simulagSo bootstrap. Por outras palawas, o procedimento de

bootstrap preserva o nfmero total de dbitos de cada geragSo fictfcia. A segunda fase do

m6todo de bootstrap n6.o param6trico decorre nos mesmos moldes do referido anterior-

mente para os m6todos de SMC e bootstrap param6trico.

6.1-0 Modelo Binomial bilinear

Cossette et al. (2005) desenvolvem uma variante do m6todo Lee-Carter com recurso d

distribuigdo Binomial, onde sustentam que a modelagSo de D*,1atrav6s da distribuigSo

de Poisson pode ser considerada uma aproximagSo ao "verdadeiro" processo binomial
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que gera o nfmero de 6bitos. Nesta secgSo, descrevemos os principais resultados obtidos

pelos autores.

Admitamos qtrc Drl segue uma distribuigflo Binomial com pardmetros .8r,1 e ex,t. A
especificagS,o completa do modelo 6 dada por

Dx,t - Bi'n(Eryqr,) (6.10.1)

com

erl : 1 - exp (- 
"*p 

(o, + 0"nt)), (6.10.2)

onde, na equaE6,o (6.10.2), fizemos uso da definig6o de pr,t apresentada em (6.9.2). A
identificagS,o do modelo requer de novo o cumprimento das restrig6es (6.9.3).

Com base na hip6tese de independ6ncia entre os 6bitos, 6 deduzida a seguinte fungdo

de log-verosimilhanqa

( t^* 'g /E^r\ ) . )
L (a, B, rc) : ," 

t,j_I," ,II*," lilq,.td*'' 
(L - q*,r)E''t-d''t 

I
t-o* Omu

f 
-f 

o','lnq',' * (E*,' - d'*,t) ln (1 - q',t) +^ ('r::)
t:tmin o:rmin
t*"* trmu

: t I d,3In[(1 - exp (- 
"*p 

(o, + p,K))) (6.10.8)
t:tmin 0:0min

- (8,,, - d,,t) exp (a, + B,n)l + c,

onde c 6 uma constante e as demais variiiveis assumem o seu significado habitual.

A semelhanga do que acontece no modelo de Poisson, a presenga do termo bilinear

Brq forga a estimagdo do modelo atrav6s do esquema iterativo sugerido por Goodman

(1979). Seja

py) :exp(af) + ft?) e["))

e

,y) :1 - e*p(-p!:)l : L - py).

O procedimento iterativo usado para derivar as estimativas de mdxima-verosimilhanga
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6 definido por

- Er,r)

,'E^ty)(",ffi-8.,,)

,'E ul"'rYl (ffi - ',',)

,"f 
" 

(Bf*') )r r?) (",ffi - r,,r)

'Y r?)(%
t:t-r" \ S;,;

;(u+l)
lJ,

(6.10.4)

a!"+r1 : al")

A iniciagSo do algoritmo e a definigSo do crit6rio de 6ptimo sio feitas nos mesmos

termos dos m6todos anteriores. Os resfduos de deviance apropriados para monitorar a

qualidade de ajustamento do modelo s6,o agora calculados segundo

dr,, -r,,,) 
{0,,,," 

(#) * r,,, 
^ (#) }' 

(6.10.5)

Cossette et al. (2005) comparam o desempenho dos modelos baseados nas dis-

tribuig6es de Poisson e Binomial numa populagS,o de pensionistas e concluem que o

modelo de Poisson apresenta, em termos relativos, um desempenho ligeiramente supe-

rior.

6.1L Modelos de projecgS.o com 66Tiibua Limite"

Os modelos de projecgSo analisados nas secgSes anteriores baseiam-se na extrapolaqSo

das tend0ncias observadas na mortalidade. Apesar de esta ser a opg6o mais natural,

existem abordagens distintas (algumas delas jri analisadas) que merecem ser analisadas.

Uma das quest5es que desde hri muito preocupa actuii.rios e demdgrafos refere-se

d duragSo da vida humana. Com efeito, e como vimos no Capftulo 2, no s6culo XVIII
Abraham de Moivre representou a fungdo de sobreviv6ncia por uma equagSo matemd,tica

em que a idade m6xima u era fixada em 86 anos. No s6culo XIX, as investiga46es de
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Gompertz e Makeham incidiram igualmente sobre o tema, embora Gompertz (1825) fosse

da opiniSo de que "The limit to the poss'ible durati,on of li,fe is a subject not li,kely eaer to

be determi,ned, euen should'it erist." Um nfmero consider6vel de leis de mortalidade foi
entretanto desenvolvido, considerando distintos valores para u (e.g., De Graaf (L729) e

Lambert (L772) assumiam que u :92 e u : 96, respectivamente).

Uma abordagem alternativa consiste, como vimos na SecgSo 6.9.6, em construir
tribuas de mortalidade limite, tomando por base os dados relativos a pafses com elevada

esperanga de vida. Neste contexto, o modelo de projecgSo com relagSo a uma tri,bua lim-

ite (ou t6bua objectivo), trabalho pioneiro atribufdo a Bourgeois-Pichat (L952), admite

a exist6ncia de uma tribua "6ptima" para a qual convergem os melhoramentos na mor-

talidade verificados ao longo do tempo. A escolha deste limite compreende a formula46o

de um conjunto de hip6teses, a considera4So de uma experidncia alvo ef ou a elaboragSo

de cenS.rios para a evolugS,o de indicadores caracteristicos.

Em termos formais, seja q|* a probabilidade limite para a idade r e ea,to o seu

respectivo valor actual. Admitamos que a mortalidade projectada 6 expressa da seguinte

forma

q*(t) : rt (oli^;e,,to) , (6.11.1)

onde f6 (.) denota uma qualquer funEao interpoladora. Em particular, se considerarmos

uma fungd.o do tipo exponencial, i.e.,

Qx,t:qI* + lr,,^ -ntm] e-r,(t-to) (6.11.2)

com ), ) 0, deduz-se que limt-- ea,t : qf*. Para al6m da aplicaqS,o jri demonstrada na

SecgSo 6.9.6 e dos exemplos af mencionados, a projecgdo com t6bua limite pode ainda

ser adoptada (embora com menor fiabilidade) no contexto dos m6todos param6tricos

analisados na Secgdo 6.4. A adopgio do m6todo vertical de projecgS,o significa que o
problema envolve agora a interpolagS,o entre o valor dos pardmetros d que caracterizam

a situag6o actual e o respectivo valor limite 0li*:

6.L2 Modelos de projecgS.o com 66Tiibua Modelo"

Em alternativa d utilizagSo de modelos param6tricos, 6 possfvel representar a evolugAo

da mortalidade atrav6s de um conjunto de indicadores resumo or "rnarkers" (Heligman,

1984; Pollard, L987; Tabeau, 2001). O primeiro conjunto de t6buas modelo foi elaborado

pelas Naq6es Unidas em 1955, com o objectivo de servir de base d elaboragdo de pro-
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6.L2. Modelos de projecgdo com "Tiibua Modelo"

jecg6es nos pafses em desenvolvimento (United Nations, 1955).79 Em termos gen6ricos, o

procedimento de projecgSo, ilustrado na Figura 6.L2.1, decomp6e'se nas seguinte etapas:

1. 6 escolhido um conjunto de td,buas modelo, que representem a mortalidade de uma

determinada populagdo em diferentes 6pocas e que, se antev6, possam igualmente

espelhar o seu comportamento futuro.

2. A traject6ria expressa em cada tribua 6 resumida por um conjunto de "markers".

3. Seo analisadas as tend6ncias registadas nesses indicadores e extrapolado o seu valor

futuro, por exemplo com recurso a um modelo matemiitico.S0

4. Projectados os "markers", sio incorporadas hip6teses subjectivas destinadas a dis-

tribuir a mortalidade pelas idades que comp5em a vida humana.Sl

As principais limitag6es deste m6todo dizem respeito d dificuldade em seleccionar as

tribuas modelo e d necessidade de introduzir hip6teses sobre a distribuigSo da mortalidade

por idade. Com efeito, indicadores como €s s6o medidas altamente n6o lineares da

mortalidade registada em cada idade. De facto, as tend6ncias histdricas demonstram

que quando a mortalidade decresce de um nfvel elevado, a maior contribuigS,o para o

aumento de €6 prov6m da diminuigSo na mortalidade infantil e juvenil. Pelo contrdrio,

quando a mortalidade decresce de um nfvel baixo, como aquele que se regista actualmente

nos pafses industrializados, os ganhos na esperanqa de vida sdo atribuidos, sobretudo, d,

redugdo da mortalidade nas idades mais avanEadas.82

7eA sua construgS,o assentou em 1.58 tribuas de mortalidade distintas para cada sexo, e recorreu a
t6cnicas estatisticas que relacionam a mortalidade de uma idade (ou grupos de idades) com a mortalidade
da idade precedente atrav6s de uma fungd,o quadrritica. Entre as contribuigSes importantes neste domfnio,
destaque para as td,buas modelo regionais de Coale e Demeny (1966) e para o sistema de td,buas modelo
de Lederman e Breas (1959), que recorre d andlise factorial para identificar as varid.veis que explicam a
variagSo entre as 154 tribuas usadas no estudo. Realge ainda para o modelo relacional (logit) de Brass
(1e71).

80Por exemplo, o Banco Mundial projecta o indicador E, usando uma fung6o logfstica da taxa de vari
agSo da mortalidade no tempo. Outro exemplo interessante pode ser encontrado em Buettner (2002), que

desenvolve uma variante do m6todo Lee-Carter destinada a projectar o comportamento da mortalidade
na base de tribuas modelo indexadas pela esperanga de vida d, nascenga. Dado que as t6buas modelo
n6o cont6m uma refer€ncia temporal, a reformulagio do m6todo Lee-Carter envolve a substituigS,o do

indice temporal t em (6.6.1) por um (ndice que reflicta o nivel de esperanga de vida. A equagSo base do

modelo 6 dada por
ltmr, = Q.r * frrK" * €r,",

onde o par&metro r" representa a tendOncia no nfvel de €0.
81A calibragem de td,buas projectadas pode envolver, por exemplo, a distribuigSo da mortalidade

observada numa populagS.o tipo.
82Keyfrtz (1985) demonstra, por exemplo, que mesmo nos casos em que se admite um decr6scimo

constante e sim6trico 6 nas taxas de mortalidade de todas as idades a esperanga de vida aumenta a uma

taxa decrescente, numa proporgSo .I/d onde /1 denota a entropia da tri.bua.
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6.13. ProjecESo via transforma45o de fung6es da tri,bua de mortalidade

EEEEEEffiHE+ + + + + + +* +* +

!!!!!!ffiffi!

Markers

Tdbuas
Mortalidade

T6ndencias observadas
nos indicadores ExtrapolagSo

---T--+

Passado Futuro

Figura 6.12.1: ProjecES,o com Tiibuas Modelo

6.13 ProjecgSo via transformageo de fungSes da tribua de

mortalidade

Nas secg5es anteriores, enfatiziirnos que as tend6ncias registadas na mortalidade podem

ser analisadas com recurso a distintos indicadores; er, pa, Er, e*/pr, entre outros. Uma
solugdo alternativa para realizar projecg6es consiste em recorrer a transforma,E6es das

fung6es base de uma t6bua de mortalidade. Entre as mrlltiplas transformaqdes pos-

sfveis, duas merecem destaque pela sua difus6o e validade empirica: a transformagSo

logi,t da fungSo de sobreviv6ncia, que dd corpo ao conhecido "m6todo relacional", e a
transformagS,o pela "fungdo de resist6ncia".

6.L3.1 Modelo relacional

Desenvolvido por Brass (L97L, L974), o "modelo relacional" presume que a relaEso entre

a mortalidade de duas populag6es distintas pode ser devidamente representada por uma

transformagdo logi,t da fungdo de sobreviv6ncia. Seja A, a transformagS,o logit de uma
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6.13. ProjecgS,o via transforma4do de fung6es da tribua de mortalidade

tdbua de mortalidade gen6rica {q"}

(6.13.1)

onde { representa o ganho mdximo possfvel na fungio de sobreviv6ncia d idade r, com

S(r) :, p6. Note-se, em particular, que limr*6 Az : -oo e que limr-a- A, : *oo.
Registe-se ainda que A, : 0 quando xe1 :a p0, ou seja, quando rp1 : |, o valor

correspondente d, mediana da vida aleatdria residual, quando medida d nascenga. O

m6todo relacional de projecgSo usa a fungio (t - l"), com ls : 1, ou seja, considera a
proporgSo dos falecidos d idade r. Substituindo em (6.13.1), obtemos

(6.13.2)

Com base em estudos empfricos, Brass (L974) demonstra que a relagSo entre A, e

a correspondente transforma4l,o logi,t para uma populagSo standard, A"rt"'d, 6 aproxi-

madamente linear83, i.e.,

Lz: a.+ BAy""d, (6.13.3)

onde os par6,metros a e P sd.o, nas palawas do autor, (quase) independentes da idade.

O parA,metro o denota o ruvel geral de mortalidade enquanto que o par6metro B espelha

a intensidade da sua relagio com a mortalidade da populagSo standard. A utilizagSo

do modelo relacional num contexto dind,mico exige, numa primeira fase, a obtengSo de

estimativas para os par6,metros at e 0t em cada um dos anos que comp5em a amostra.

De seguida, s6o aplicados modelos ARIMA na extrapolagSo das tend6ncias observadas

em o e B, visando a construgio de tribuas projectadas.

O modelo relacional 6 particularmente interessante quando aplicado a dados gera-

cionais, na medida em que os estudos empfricos realizados sugerem que os valores trans-

formados pela fung6o log'it referentes a sucessivas gera46es estdo, aparentemente, linear-

mente relacionados (Pollard, 1987). Neste sentido, se designarmos por tt*(r) o logit da
funEd.o de sobreviv6ncia para a geragSo nascida no ano r,lr(r), i.e.,

L,:*'(ffi) ,

L,:;r(?)

(6.13.4)

83Bt".s (1971) nota que a linearidade nem sempre existe e que, nalguns casos, ela pode ser obtida
usando as diferengas entre os logit para diferentes momentos no tempo e a transformagSo logit da
populagS'o standard' i'e'' 

A' - A:'uno : a * (0- 1) A"""'o '

ty,(r):*rn(=#) ,
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6.13. ProjecAS.o via transformagSo de firng6es da trlbua de mortalidade

a relagio entre a mortalidade de duas gerag6es nascidas em rk e rk+L 6 ent6o definida

por

A, ("t+r) : 0k * 0*IY" (rx) . (6.13.5)

As projecg6es de mortalidade envolvem, uma vez mais, a extrapolagSo das s6ries {o6}
e {0*}.Os valores projectados {1,,r-**" (r) : s > O} aeauzem-se a partir da inversa da

transformaq6o logitsa L

l* (r) :
1 * exp l2lt, (r)l'

(6.13.6)

Apesar da sua simplicidade e objectividade, o modelo relacional apresenta alguns

problemas. Em particular, a transformagio 6 efectivamente uma fung5,o da probabilidade

de sobrevivGncia desde a nascenga at6 uma dada idade futura z dependendo, por isso, de

todas as taxas rnr pata as idades anteriores a r. Significa isto que a fung5,o logit rrdn 4

particularmente sensfvel d mortalidade registada numa idade particular, o que dificulta
naturalmente a reconstituigS.o adequada dos valores d" qr.

6.L3.2 F\rng6.o de resist6ncia

Petrioli e Berti (1975, 1979) sugerem uma transforma4do alternativa da fung6,o de so-

breviv€ncia ,5(r), baseada na denominada "fungio de resistGncia", r (z), definida da
seguinte forma

,s(")
(u-r\r\'x:): ffi,

lnBr - (lncr lnBz) ^ lncr
P_,ln C2 l,lc2

(6.13.7)

onde c,-r denota a idade mdxima na tribua. Como se observa, a transformagS,o traduz,

na prdtica, o rdcio entre duas probabilidades m6dias anuais de 6bito para um rec6m-

nascido, respectivamente ap6s a idade r (numerador) e antes da idade z (denominador).

saO modelo relacional pode ainda ser aplicado num contexto em que a mortalidade 6 representada
por uma fung5o param6trica. Por exemplo, Petrioli (1975, 1996) admite gue po segue a popular lei de
Gompertz p, : Bc', donde se deduz

lnP,:lnB+rlnc'

Considerando que a experiOncia de duas tribuas {pL)r=r,r 6 representada adequadamente pela lei de

Gompertz, o modelo relacional 6 definido por

t" (p1) : " + lto (p?,) ,

onde
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6.14. M6todos n6o param6tricos

A fungd,o de resist6ncia foi graduada usando a f6rmula

r (r) : ro (, - *)F "A*+e,+c (6.14.8)

ou, em particular, usando uma versS,o simplificada com apenas tr6s parA,metros

r(n):kro(u-dP. (6.13.e)

Num contexto dindmico, as tend6ncias na mortalidade s5,o representadas assumindo

que alguns dos pardmetros da fungdo dependem do ano cronol6gico f. Assim, se consi-

derarmos a equagSo (6.13.9), temos

r (r,t) : k (t) *o(t) (w - ry1$)

numa estrutura formal equipariivel d dos modelos param6tricos analisados na Secg5o

6.4.85 Registe-se, por fim, que a fung6,o de resistdncia pode ser incorporada num modelo

relacional (Petrioli, 1996) com recurso a uma equa4io de ligagSo do tipo

ln [r1 (r) . €] : o + 1lnlrz @) . €l , (6.13.10)

onde(:(w-")/r.

6.L4 M6todos neo param6tricos

6.L4.L P-Splines

Ctrrie et al. (2003, 2004) demonstram que o m6todo das P-Splines apresentado no

Capitulo 4 pode ser utilizado paxa graduar e projectar tdbuas num contexto bidimen-

sional em que se consideram, simultaneamente, a idade actuarial e o tempo cronol6gico.

Designemos por .Elo : B (ro), tua x co, a mattiz de regressores contendo as B-Splines

referentes d varirivel explicativa idade, zr, onde no denota o nrimero de idades consi-

deradas e ca representa o nfmero de n6s contemplado nesta dimensdo. Denotemos por

Ba : B (*r) , rll x c7, a matdz de regressores contendo as B-Splines referentes d, varid,vel

explicativa tempo cronoldgico, rx, ord€ ry define o mlmero de anos inclufdos na janela

de observagio e cl simboliza o nfmero de n6s contemplado na dimensSo temporal.

85Este modelo foi usado para projectar a mortalidade da populag6,o italiana e adoptado pela AssociagS,o
Italiana de Actu6rios (ANIA) para construir tii.buas projectadas para aplicag6o no mercado de rendas
vitalfcias.
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6.14. M6todos n6,o param6tricos

A matriz de regressores para este modelo bidimensional 6 dada por

B:Bt8Bo, (6.14.1)

onde 8 simboliza o produto de Kronecker entre duas matrizes. Note-se que B tem nonl
linhas e cqcl colunas. Associado a B surge um vector de coeficientes da regressSo a de

dimensdo cacr. Esses coeficientes sdo arrumados numa matriz A com colunas e linhas
dadas por A : (at,.. .,act) e At : (oi,...,a[.").

Seja p o vector das pr,t brutas, consideradas como realizagSes de variiiveis Poisson

com m6dia Fr1Et1. Quando especificado no contexto dos modelos GLM, o modelo 6

definido por

log 1t : logE + Ba, (6.14.2)

onde logE indica o tradicional offset do modelo.

Para evitar o problema de sobreparamefiiza4do do modelo os autores introduzem

uma penalizagdo sobre os coeficientes a. A matriz de penalizagdo P 6 definida por

P : \or 
"o 

I DtoD o + 
^tDlDt 

@ r.r, (6.14.3)

onde f"o 6 uma matriz identidade de dimensSo ca, Da 6 uma matriz de diferengas com
dimensS,o ("" - p") x c, onde p, simboliza ordem da penalizagSo sobre a idade. f", e

D1 t6m interpreta4S,o anriloga, com a diferenqa de que estSo associados d, penaliza46o

que incide sobre os coefi.cientes da dimensS,o temporal. Os parA,metros )o e )1, eue
determinam o nfvel de alisamento sobre a dimensSo idade e tempo, respectivamente,

s6o seleccionados atrav6s de um procedimento de optimizagS,o com respeito a um dado

crit6rio (e.g., BIC, AIC).
Os coeficientes da regressSo s6o estimados maximizando a fungio de log-verosimilhanga,

com B definida por (6.14.1), penalizada pela matriz P, i.e.,

Lp: L(o;s) -|de". (6.14.4)

A previsao no modelo assenta no princfpio de que os valores futuros s6o desconheci-

dos, atribuindo valores arbitrdrios a drp e Ex,t. A funESo de penalizagSo possibilita
ent6o, de forma simultAnea, o ajustamento aos dados observados e a projecgSo dos va-

lores futuros, assegurando o alisamento da s6rie projectada.
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6.14. M6todos n5,o pararn6tricos

6.L4.2 M6todos baseados efir srrloothers do tipo Kernel

Felipe et al. (200L) desenvolvem um m6todo n5,o-param6trico de gradua46o com respeito
d idade e a.o tempo cronol6gico, onde combinam alguns princfpios brisicos de processos

estociisticos com smoothers do tipo Kernel.86 Em termos mais precisos, seja t o tempo

cronol6gico, X (t) o processo seguido pela idade e n o mlmero de individuos observados

i : L,... )n,. Denotemos por Ni o processo de contagem do nfmero de falhangos para

o 66simo indivrduo no intervalo de tempo l[,tzl. A intensidade aleat6ria do processo

.\ : ()r,...,lr,) 6 deflnida por

)1 (t) : a{X.i (r), r} Y(t) , (6.14.5)

onde Xi (t) 6 um processo previsfvel unidimensional para a idade e a (.) 6 fungdo sem

forma funcional definida. Y(t) 6 um processo previsfvel que assume valores em {0,L},
tomando o valor 1- quando o ;6simo indivrduo estd exposto ao risco e 0, caso contriirio.
Seja ,I( uma funqd,o kernel unidimensional e b : (br,b2) um vector bidimensional de

bandwi,th. O estimador de a 6 dado por

(6.14.6)

onde

dr,
^ / .\ &.&a\r,t) :;F

ur,t

d,{,, :

nI{Dr,t :

i [." *,
i:I u LL

D/:: 
o,,

{r - x6(s)} Ku(t - s) dN;(s)

{r - Xi(s)} Ko,(t - s)fi(s)ds

definem, respectivamente, o nfmero de ocorr6ncias e o nfmero de expostos ao risco,

devidamente suavizados. O estimador corresponde, assim, ao tradicional rdcio entre o

nfmero de 6bitos observados e o nfmero de expostos ao risco. Para separar os efeitos

idade e tempo cronol6gico, os autores analisam, em particular, o submodelo multiplica-
tivo bidimensional, definido por

a(x,t): ar(r)oz(t).
86A metodologia 6 classificada, pelos pr6prios autores, como sendo uma t6cnica explorat6ria de dados,

especialmente concebida para diagnosticar o comportamento da mortalidade nas dimens6es etriria e
temporal, numa an6lise pr6via d graduagSo mediante fung6es param6tricas.
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6.15. M6todos de projecES,o nas idades avangadas

O modelo pode ser interpretado como um ratio de mortalidade contfnuo, cuja rinica
hip6tese se refere A. interacgS,o multiplicativa entre as duas componentes. Trata-se de

uma hipdtese algo restritiva, na medida em que pressup6e que a passagem do tempo
influencia as taxas de mortalidade em todas as idades na mesma proporgSo. Os autores
sustentam que a principal vantagem do m6todo corresponde d separagdo das compo-

nentes idade e tempo cronol6gico. Reconhecem, todavia, as suas limitag6es, face ds

potencialidades oferecidas, por exemplo, pelos m6todos param6tricos em termos de pro.
jecgSo, interpretagSo dos par6,metros e infer€ncia estatfstica.

6.15 M6todos de projecgdo nas idades avangadas

Nos riltimos dois s6culos, a esperanga de vida d, nascenga nos pafses desenvolvidos du-
plicou aproximadamente, atingindo os 72 e os 79 anos no caso de homens e mulheres,
respectivamente (United Nations, 2002). Uma boa fatia deste acr6scimo 6 atribuivel d,

significativa redugSo alcangada na mortalidade infantil e juvenil, que assume hoje valores
t6o baixos que futuras diminuig6es pouco impacto terSo no aumento da esperanga de

vida. Neste sentido, a manutengS,o da trajectdria crescente da esperanga de vida exigird
redugSes importantes na mortalidade das idades mais avangadas.

O continuado aumento da esperanga de vida t6m implicagSes claras. Por um lado,
um nfmero crescente de pessoas sobrevive at6 as idades mais avangadas. Por outro,
os 6bitos registados nestas idades representam uma proporgio cada vez maior do total
de 6bitos registados num ano. Durante muito tempo, a escassez e pouca flabilidade
da informagSo estatfstica sobre o nfmero de 6bitos nestas idades fez com que o perfll
da mortalidade permanecesse relativamente desconhecido. Nd,o admira, por isso, que

no passado as estimativas resultassem, frequentemente, de extrapolag6es efectuadas com
base nas idades mais jovens, usando modelos param6tricos fundados nas leis de Gompertz
ou de Makeham.

Nos riltimos anos, a meihoria da qualidade da informa4So estatistica permitiu iden-
tificar um comportamento aparentemente inesperado na mortalidade das idades mais
avangadas. Com efeito, os estudos emplricos realizados no campo da demografia (e.g.,

Horiuchi e Wilmoth (1998), Olshansky e Carnes (1997), Cheung e Robine (2007)) detec-
taram uma desaceleraqSo na taxa de crescimento da mortalidade a partir de uma certa
idade. Em particular, a curva r r-+ TrLs tende a apresentar, em escala logarftmica, uma
forma concava nas idades mais avangadas, formando uma esp6cie de "plateau". por out-
ras palawas, o crescimento exponencial pressuposto, por exemplo, pela lei de Gompet!,2,
nd,o se confi.rma na realidade.
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6.15. M6todos de projecgdo nas idades avangadas

Esta incapacidade das leis de mortalidade clissicas paxa representar o perfil nas

idades avangadas, com o progressivo afastamento face as hipdteses estipuladas pelas leis

de Makeham ou Gompertz, motivou os investigadores na procura e desenvolvimento de

modelos alternativos que captassem, de forma adequada, o comportamento do fen6meno.

Nesta secgd,o, apresentamos uma sfntese dos principais contributos desenvolvidos nesta

mat6ria, tendo em vista a selecASo da melhor solugSo a adoptar na construg6o de tdbuas
prospectivas.sT

6.15.1 Modelo de Heligrnan-Pollard

Uma das primeiras solug6es propostas envolve a utilizag6o de uma versS,o reduzida do

modelo de Heligman e Pollard (1980), analisado em detalhe no Capftulo 3. O modelo

inclufa, na sua versSo original, oito par6,metros e cobria todo o espectro de idades desde

o nascimento at6 as idades mais avangadas. Quando aplicada apenas ds idades mais

avangadas, a segunda lei de HP (3.6.4) reduz-se a

GHT
Q*- I + KGH", (6.15.1)

ou seja, a uma fungio com tr6s par6,metros G, H e y'(, cujo significado foi detalhado
anteriormente. Na sua formulagS,o original, o modelo destinava-se A graduagSo de tribuas
contempordneas. Como se observa, apesar da sua maior flexibilidade esta versS,o restrita
do modelo de HP replica, em boa medida, o padrSo de mortalidade implfcito na lei de

Gompertz.

6.L5.2 Modelo Logit

O modelo relacional de Brass (1971), assente na parametfizagdo da transforma4la logit
de q, por uma funE6o linear, i.e.,

(6.15.2)

constitui uma alternativa simples para estimar a mortalidade nas idades mais avangadas.

As semelhangas entre o modelo logi,t e o modelo de Heligman-Pollard s6o evidentes.

Com efeito, se aplicarmos a fungd,o inversa a (6.15.2) e resolvermos em ordem a gr,

8tPara uma an6lise mais detalhada veja-se, por exemplo, Boleslawski e Tabeau (2001), Buettner (2002),
Thatcher et al. (1998) e Pitacco (2004).

logit(q,) :h(3-):o+6,
\L-Q"/
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obtemos
ed*0x

,* - Ly ua*0x -
"a"0t

GH"
| + eoeg' L+GHT (6.15.3)

ondeG:e@eH:e0.

6.15.3 M6todo de Coale-Kisker

Coale e Guo (1989) desenvolveram uma t6cnica de fecho de trlbuas de mortalidade, que

consiste na substituigSo das taxas de mortalidade observadas das idades mais ava.ngadas

(85 anos e seguintes) por uma sequ6ncia de valores extrapolados para os grupos de idades

85-89, 90-94, ..., 105-109 anos. Num estudo empfrico sobre a experiOncia de seis pafses

(Austria, Franga, Japd,o, Noruega, Pafses-Baixos, Su6cia), os autores detectaram uma
diminuigSo relativamente constante na taxa de crescimento da mortalidade em intervalos
de idades quinquenais a partir dos 80/85 anos.8S

No ano seguinte, Coale e Kisker (1990) explanaram uma abordagem semelhante mas

aplicada no fecho de tribuas completas. O m6todo proposto por Coale e Guo (1989) e
Coale e Kisker (1990) ficaria conhecido na literatura por m6todo de Coale-Kisker. Em
termos formais, designemos pot k, a taxa de variaqSo da taxa de mortalidade m,

(6.15.4)

donde resulta

rn,: mr-1exp(kr). (6.15.5)

Se fixarmos, por exemplo, r : 85 e aplicarmos recursivamente a equagSo (6.15.5),
podemos escrever

, r :85,,.. ,rmax, (6.15.6)

onde umax representa a idade mrixima (limite) considerada.8g

Os autores assumem que k, 6 linear acima de uma determinada idade, 85 anos neste

88O tt 6todo proposto pelos autores foi aplicado no fecho das t:ibuas modelo de Coale.Demeny, t6buas
abreviadas com idades agrupadas em intervalos quinquenais.

ssRepa.e-se que no caso em que &, 6 constante (i.e., k, : k), a equaqio red.uz-se ao cld,ssico modelo
de Gompertz

rna : rnllexp [(0 - 84) k] .

k* : tn (#) : tnrnt - tnm*-1'

Tfta:7YYgn*, 
(;, O)
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caso, ou seJa

k, : kls * (r - 85) s, u € [85, r**] . (6.15.7)

Para determinar a inclinagSo s da recta (6.15.7), Coale e Kisker (1990) imp6em um
valor pr6-determinado para a taxa m* correspondente d idade limite ffit^^*, que fixam
em fimar( : 110 anos a partir das observag6es efectuadas na populagSo sueca

( t.o, homens
nLLTo: 

I ,.t, mulheres.

A fixagao de valores diferentes para homens e mulheres 6 intencional e destina-se a

evitar o cruzamento das rn, dos indivrduos de ambos os sexos nas idades mais avangadas.

Se incorporarmos estas restrig6es em (6.15.6) obtemos

,,)1r0 : rrl' exp(fl t) : rrLB "*, lf r*r, + (y -8b)r)l ,

\u:ss / lu:as l
donde se deriva a seguinte estimativa do parAmetro s

r (ru) - 26ks5

- 325

Os valores de m, relativos a cada idade sdo calculados mediante

(" 'l

'tna:rl64exp{ t t*ru +(y-as)s] } , n:85,...,rmax
( u:ss )

ou, se ndo desejarmos acumular os valores de k, e s, atrav6s de

(6.15.8)

(6.15.e)

nlc : rna-1exp [kss + (r - 85) s] , r :85,. . .,rm,*. (6.15.10)

O m6todo parte da hip6tese de que as taxas em torno da idade r : 85 s5,o fi5veis,

garantindo que o par6metro ks5 pode ser calculado directamente a partir das estimativas
brutas. Wilmoth (1995b) demonstra que o modelo de Coale-Kisker implica uma fung5o

exponencial de polin6mios quadrdtica com respeito d, idade, i.e.,

TrLr: e*P(ar2 +bt +c)

contrastando, assim, com a hipdtese de Gompertz.
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6.15. M6todos de projecAS,o nas idades avanqadas

6.L5.4 M6todo de Lindbergson

Lindbergson (2001) prop6e uma t6cnica que consiste em modificar a fdrmula de Makeham

substituindo o crescimento exponencial por uma linha recta nas idades mais avangadas.

Em termos formais, a forga de mortalidade d idade r 6 definida por

(6.15.12)

ondea,b,ceksSopardmetrose4indicaaidadeapartirdaqualamortalidadetende
a estabilizar. Dado um valor para q, os pardmetros podem ser estimados com base no

m6todo do mfnimo Chi-Quadrado, i.e., pela minimizagda da seguinte equagSo

Q2: (6.15.13)

onde p,, e E, assumem o seu significado habitual. Para determinar a idade de transig6,o,

6 recomendada a repetigSo do procedimento de minimizagdo (6.15.13) para diferentes

valores de 4 no sentido de encontrar o valor que minimiza a estatfstica Q2.90 O autor
testa o desempenho do modelo numa amostra relativa d populagdo sueca e aos perfodos

1988-1992 e 199&1997, desagregada por sexo, e conclui que o ajustamento 6 satisfat6rio.
O facto do modelo impor uma traject6ria linear pata po nas idades extremas contrasta
com a evidEncia empfrica que aponta, como vimos, para uma configuragSo c6ncava.

6.15.5 M6todo de Denuit e Goderniaux

O m6todo desenvolvido por Denuit e Goderniaux (2005) trabalha com base nos quo-

cientes de mortalidade q* e prescreve uma condigdo de fecho paxa as t6buas. O m6todo
envolve o ajustamento, pelo m6todo dos mfnimos quadrados, do seguinte modelo log-
quadrdtico

lnQ, : a * br + cr2 + e*, €* - Nor (o,o') (6.1b.14)

ds observag6es relativas as idades mais elevadas, respeitando duas restrig6es

(
p*(a,b,c,d):f a*bea 'n<rl' I a*beq+k(r-q) ,n)T,

4a^u*

dr^*

,:,Y-" {*r" - H,(a,b,c,e)2},

(6.15.15)

(6.15.16)

goAssinale-se 
ainda que os cd.lculos s5o feitos considerando apenas as idades x a partir das quais se

observam pl, crescentes.

:1
:0,
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onde q! designa a primeira derivada de g, com respeito d idade r.
Se incorporarmos as restrig6es (6.15.15) e (6.15.16) em (6.15.14) demonstra-se, ap6s

alguma manipula4So alg6brica, que a equa,g6o base do modelo pode ser expressa segundo

lnf, - ("'^r* - 2r (r^-r) + z.2) c+ e*, €r - Nor (O,o') . (6.15.17)

As restrigSes (6.15.15) e (6.15.16) imp6em d curva dos quocientes q, uma configuragdo

c6ncava nas idades elevadas e a exist6ncia de uma tangente horizontal no ponto fr : fro,ax..

A restrigio (6.15.16) visa impedir um eventual decr6scimo dos quocientes nas idades

avangadas.

Um dos aspectos crfticos no modelo refere-se d determinagSo da idade a partir da
qual as estimativas brutas Q* s6o substiturdas pelos valores ajustados provenientes do

modelo (6.15.14). Em relagio a este ponto, os autores recomendam a escolha da "idade
de corte", r0, que maximiza o coefi.ciente de determinaEs,o da regressSo R2, repetindo
o procedimento para diferentes valores de rs no intervalo r e [50,85]. Alertam ainda
para a provrivel necessidade de alisar a s6rie {,i"} e* torno da idade de corte, recomen-

dando para tal, por exemplo, a utilizagdo de uma m6dia geom6trica dos f, nas idades

fr: fro -5,...,fro]-5. Este procedimento evita o surgimento de descontinuidades no

comportamento da s6rie na vizinhanga de rs.
Os autores testam o desempenho empfrico de diferentes m6todos de fecho nos dados

relativos A.s populag6es francesa, holandesa e sueca nos anos de 2002,2001 e 1999, re-

spectivamente, comparando os seus m6ritos relativos e analisando as consequOncias da
sua utilizaE6o na tarifagSo de rendas vitalfcias. Concluem que a escolha do m6todo de

fecho n6o 6 irrelevante e t6m implicag6es no ciilculo dos pr6mios.

6.I-5.6 Modelo logfstico

O modelo logfstico analisado no Capftulo 2 assenta numa curva em "S", que cresce

primeiro rapidamente paxa depois desacelerar essa progressS,o, apresentando um com-
portamento assint6tico interessante na modelagS,o das idades avangadas. Thatcher et al.

(1998) testam o seu desempenho com base na seguinte formulagS,o

- Ireos'F,: ot - Ifi;ew, (6.15.18)

onde d6 (i: L,...,4) sio pardmetros a estimar.

No extremo inferior do intervalo de idades, as estimativas proporcionadas pelos mod-
elos de Makeham e (6.15.18) ndo se afastam significativamente, na medida em que, para
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valores de 0i rcdlidos, o denominador do segundo termo em (6.15.18) se aproxima da
unidade. Em contrapartida, no extremo superior os modelos divergem uma vez que,

enquanto (6.15.18) nivela no patamar h + h, a Lei de Makeham cresce sem limite.
Recentemente, Bongaarts (2004) desenvolveu uma variante do modelo logistico, que

apelidou de "shffing log'isti,c model", com base na seguinte fung5o

(6.15.1e)

onde a (t) 
" f (t) s5o pardmetros que dependem do tempo cronol6gico. O autor assume

que o parAmetro B pode diferir entre populag6es e entre os sexos, mas 6 constante no

tempo.

6.L5.7 Modelo de Kannistii

O modelo de Kannistd (1992) constitui uma variante do modelo logfstico em que a trans-
formagio logi,t de g, 6 expressa em termos de uma fung5o linear da idade. Formalmente,
temos

(6.15.20)

A equa,gSo (6.15.20) 6 um caso particular de (2.5.a$ fixando 0t : O e o2 : 0s.

A principal vantagem deste modelo prende-se com a sua facilidade de ajustamento, na
medida em que apenas 6 necessiirio estimar dois pardmetros (0y02).

6.L5.8 M6todo das geragdes extintas

Um dos principais problemas na anrilise da mortalidade nas idades avangadas refere-se

A, obtengS.o de estimativas de populagSo. Atribufdo a Vincent (1951), o m6todo das

gera,g6es extintas constitui uma solugdo para derivar estimativas de populagS,o para as

gerag6es sem membros sobreviventes no final do perfodo de observagio. Neste m6todo,

o efectivo populacional Pr,1d idade r no momento t 6 estimado somando todos os dbitos
futuros desta geragSo, calculados da seguinte forma

Px i : D, laY*n,r*r,s * d,!,*r*r,t+i,s], (6.15.21)
i:o

onde d! e df denotam os 6bitos registados nos tridngulos inferior e superior, respectiva-

mente.

e.:!-expt (ffi)]
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O m6todo assume que os 6bitos t6m dupla classificagdo (por idade e data de nasci-

mento) e que n6o existem migragdes internacionais ap6s a idade r na geragdo g em

aniilise, uma hip6tese razodvel apenas nas idades avangadas. Um ponto pr6vio na apli-
cag6o deste m6todo prende-se com a determinagS,o das gerag6es jri extintas. Regra geral,

assume-se que uma geragSo estd extinta se alcangou a idade limite r,., (e.g., 120 anos) no

final do perfodo de observagS,o.el

6.15.9 M6todo do rdcio de sobreviv6ncia

Desenvolvido por Thatcher et al. (2002), o m6todo do rricio de sobrevivEncia (surtiuor
rati,o method) 6 usado igualmente para obter estimativas de populagio nas idades mais

avanqadas. O m6todo das gerag6es extintas pressup6e que s6 apds o falecimento de

todos os membros de uma geragSo 6 possfvel reconstruir os nfmeros de sobreviventes

nas idades anteriores, admitindo que nos confinamos a idades em que o fen6meno da
migra46o 6 negligencidvel.

Em alternativa, o m6todo do rricio de sobreviv6ncia n5,o requer a extingS,o completa

da gerag6o, bastando para tal que os membros da geragSo atinjam uma dada idade (e.g.

100 anos). A justificagdo 6, a de que, nesta idade, se assume que apenas uma pequena

proporgS.o do efectivo original terd. sobrevivido, ou seja, que o rd,cio entre o ndmero de

sobreviventes face aos elementos da geragS,o que faleceram nos riltimos k anos pode ser

estimado com base na experi6ncia das gerag6es precedentes.

Designemos por riicio de sobreviv6ncia, RS*,1,9, o rricio entre os sobreviventes da
geraqS,o g com idade z em 1 de Janeiro do ano t e os sobreviventes da mesma geragio k
anos antes

RSc,,t,g,k: 4,t
(6.15.22)Pt-ki-k r

Assumindo que nio existe migragSo na geragS,o no intervalo de tempo l(t - k) ,t),
este rdcio pode ser defi.nido por

l)

RS\t,s,k: ffir,
k

D. : I ldY-o,r-r,n * d!,-r+r,r-.,nf .

(6.15.23)

onde

i=l

Resolvendo (6.15.23) em ordem d Pr,,t, obtemos

erPara mais detalhes sobre este tema veja Wilmoth et al. (2005)
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(6.15.24)

O r6cio RSr,t,s para a mais velha geragSo n6o extinta (com idade a.r - L no momento

de observag6o) 6 desconhecido, uma vez que nd,o existe informagSo sobre a dimensSo do

efectivo Pu-1,t. No entanto, rd,cios compar6veis sd,o conhecidos para todas as gera46es

precedentes, ulna vez que 6 possfvel usar o m6todo das gerag5es extintas para derivar

estimativas de popula,gSo. Admitamos que o r6cio assume aproximadamente o mesmo

valor na geraqdo em an6lise face ds rn gera46es precedentes, i.e.,

ESr.t.s.,t:;P"r-= -Pr't-L ry"'= - Px't-m
rr-k,t-k Pr-k,t-k-L- -Pr-k,t-k-m'

Uma forma de estimar RSs,t,s,k consiste em calcular o riicio agregado para as rn

gerag5es precedentes, i.e.,

RSi,r,n,N (6.15.25)

Conhecendo os valores de ,R,Sj,r,, ,k e D.,6 possfvel estimar Pr,1 mediante

D.- RSt,t,g,k nt t't - (t - Rsr,r,n;"''

b - 
RSi,r*,x nr a,t - (,1- RS: - s"''

P*,r:*ffiO.,

fft

D P,.r-n
i:r

n'L

D P,-r,r-u-n
:_1

Aplicando este m6todo recursivamente desde a idade u -t at6 n idade desejada (e.g.,

90 anos), 6 possivel derivar estimativas de popula4So para as idades correspondentes.

Estudos empfricos realizados por Kannistd (1996) demonstraram, no entanto, que

quando as taxas de mortalidade apresentam uma traject6ria descendente, os r6cios de

sobreviv6ncia nio s6.o constantes entre gerag6es, razda pela qual o autor prop6e a intro-
dug5,o de um factor de correcgdo a e a substituigS,o da estimativa (6.15.26) por

(6.15.26)

(6.75.27)

onde a 6 um parAmetro a estimar. Quando a mortalidade 6 decrescente/crescente/constante,

o valor de a deve ser maior/menor/igual d unidade.e2

e2O autor defende ainda que o procedimento iterativo de reconstituigdo deve ser calibrado de modo a
que as estimativas de populagS,o obtidas pelo m6todo coincidam com os valores apurados pelos organismos
oficiais para a idade mrixima disponfvel (e.g., 85 anos em Portugal). O coeficiente o desempenha, nesta
mat6ria, um papel fundamental.
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Capftulo 7

T:ibuas de Mortalidade
Prospectivas para a PopulagSo
Portuguesa

"And 'in the end, it's not the years in your life that count. It's the life in

Aour years." (Abraham Lincoln)

7.L IntrodugSo

Para responder aos desafios criados pelo aumento da longevidade humana, os actud,rios

devem caminhar no sentido da utilizagS,o de tdbuas de morta"lidade prospectivas, que

lhes permitam calcular os pr6mios e as reservas financeiras relativas a rendas vitalfcias
e outros produtos com beneffcios de longo prazo em caso de vida, quer no contexto

da actividade privada, quer no domfnio dos sistemas priblicos de seguranga e protecgdo

social. A construgSo de t6buas prospectivas envolve, como vimos no capftulo anterior,
a adopgao de m6todos estatfsticos que projectam as tend6ncias hist6ricas registadas na
mortalidade para o futuro. Estes m6todos permitem igualmente a derivagSo de medidas

da incerteza subjacente as projecg6es, que se consubstanciam na construgSo de intervalos

de confianga para as estimativas pontuais.

O objectivo deste capftulo 6 o de construir tribuas de mortalidade prospectivas para

a populagSo portuguesa visando, quer o estabelecimento de bases t6cnicas adequadas a

uma correcta quantificagSo e controlo do risco de longevidade por parte das companhias

de seguros, quer a avaliagS,o da sustentabilidade fi.nanceira dos sistemas de seguranga so-

cial. Os resultados obtidos permitem ainda analisar e projectar a evolugio de indicadores
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como a esperanga de vida e constituem, em conjunto com as componentes fecundidade e

migragdo, um elemento chave na elaboragSo de projecg6es demogrrificas de longo pta.zo.

O Capftulo est6 organizado da seguinte forma. No que resta desta Secgd,o, 6 discutida
a importdncia das bases t6cnicas na actividade seguradora e a necessidade de tdbuas
prospectivas. Na SecgS,o 7.2, si,o examinadas as grandes tend6ncias de evolugSo da
mortalidade em Portugal, considerando uma abordagem transversal assente em td,buas
contemporineas produzidas pelo INE. Esta and,lise transversal n6o tem naturalmente
em conta o percurso longitudinal dos indivfduos no diagrama de Lexis, pelo que os

indicadores analisados se referem a gerag6es fictfcias. Nas Secg6es 7.3 e 7.4, testamos a
aplicagS,o do modelo de Poisson (nas suas mriltiplas variantes) e do m6todo Lee-Carter
na obtengdo de projecg6es de mortalidade para a populagS,o portuguesa.

Na SecAS,o 7.5, investigamos a aplicagSo de m6todos de sOries temporais na pro-
jecgio das tend6ncias temporais. Na SecASo 7.6, examinamos a utilizaqSo de m6todos
de projecgSo da mortalidade nas idades avangadas e de fecho de tdbuas. Na SecgSo 7.7,
analisamos a evolugdo da longevidade numa 6ptica transversal e numa 6ptica longitu-
dinal ou prospectiva. Na SecESo 7.8 procuramos quantificar a incerteza em torno das
quantidades projectadas e o risco de longevidade. Para tal, s6o testadas duas metodolo-
gias alternativas de construgS,o de intervalos de confianga empfricos, a saber o m6todo
de SimulagS,o de Monte Carlo e o m6todo parametric bootstrap. Por fim, na Secg6.o 7.9
s6o resumidas as principais conclus6es dos estudos efectuados.

7.L.L Bases t6cnicas

A evolugS,o da longevidade humana tem consequ6ncias 6bvias no prici,ng e no cdlculo das
responsabilidades financeiras das empresas com produtos do ramo vida com beneficios
em caso de vida, em particular com rendas vitalicias e pens6es. A determinagdo do
pr6mio puro de uma renda vitalfcia assenta, d semelhanga do que acontece noutros
produtos do ramo vida, no princfpio da equivalOncia. Segundo este princfpio, o valor
actual esperado das prestag6es devidas pela seguradora deve ser igual ao valor actual
esperado dos pr6mios puros pagos pela pessoa segura. Ao pr6mio puro assim obtido,
6 habitual as comparrhias adicionarem um conjunto de cargas (margem de seguranga,

comissSo de gestd,o, comissio de emiss6o, etc.), obtendo em resultado o denominado
pr6mio comercial.

As bases t6cnicas de um contrato de seguro do ramo vida clissico compSem-se: (i) de

uma taxa de juro t6cnica, usada para actualizar os fluxos financeiros futuros gerados pelo

contrato, que 6 normalmente fixada obedecendo a regras de prud6ncia sendo, nalguns
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casos, garantida durante todo o contrato; (ii) de uma lei de sobrevivdncia (descrita por

uma tiibua de mortalidade), e (iii) dos montantes (ou percentagens) das diferentes cargas

adicionais que agravam o pr6mio puro.

Em Portugal, a legislagSo em vigorl estabelece que a taxa de juro t6cnica a usa,r no

crllculo de pr6mios e provis5es matem6ticas do ramo vida deve ser escolhida de forma
prudente, tendo em conta a natureza e a maturidade dos compromissos assumidos, bem

como os activos em que a companhia de seguros se propSe investir os valores corespon-
dentes as provisSes.2 Jri no que se refere d, componente demogrd,fica, as entidades de

supervis6,o recomendam a adopgSo de tribuas de mortalidade suficientemente prudentes

e adequadas as classes de risco envolvidas, considerando margens de seguranga razodveis

para fazer face a variag6es inesperadas desfavor6veis nos diferentes factores de risco.

Conforme referimos no CapItulo 5, n6,o existem em Portugal tribuas de mortali-
dade regulamentares homologadas pelas entidades de supervis6.o, nem para a popula46o

portuguesa, nem paxa as subpopulag6es de pessoas seguras. Em consequ6ncia, as com-

panhias a operar no mercado socorrem-se de tri,buas adoptadas noutros pafses, seleccio-

nando mormente aquelas que melhor aproximam o comportamento da mortalidade na
sua carteira. Apesar de esta prri,tica se enquadrar nas normas orientadoras da activi-
dade seguradora, n5o deixa de constituir uma solugSo de recurso que envolve riscos de

base substanciais e que deve, por isso, merecer uma atengSo prioritriria de companhias

e entidades reguladoras no sentido de se colmatar esta lacuna. Neste sentido, centramo-

nos neste capftulo no desenvolvimento de tribuas de mortalidade prospectivas para a

populagS,o portuguesa analisando, em particular, as suas implica45es sobre a tarifagdo

no mercado de rendas vitalfcias.

7.L.2 Necessidade de tribuas prospectivas

TYadicionalmente, os actu6rios baseiam o crilculo dos pr6mios de seguro ern t6buas con-

temporA,neas ou de momento. Essas tribuas s6o, como vimos nos capftulos anteriores,

1vid6 o artigo 82 do Decreto-Lei 94-8/98 de 17 de Abril.
2Embora com cardcter meramente prudencial, estabeleceram-se igualrnente regras para a determi-

nagSo da taxa de juro t6cnica a utilizar. Assim, para os contratos de taxa garantida, o Instituto de
Seguros de Portugal (ISP) fixou por via da norma regulamentar n' l9lg4 uma taxa de juro t6cnica
mdxima de 4Yo, podendo ascender a 6Vo to caso dos contratos de rendas vitalfcias. N6.o se encontram
abrangidos por esta regra os contratos de seguros e operag6es Iigados a fundos de investimento, con-
tratos de pr6mio rinico com uma durag6o md,xima de 8 anos e contratos sem participagio de resultados.
Em investimentos autdnomos, recomenda-se que a taxa de juro t6cnica seja determinada em fungio
da rentabilidade da aplicagio, desde que cumpridas as margens e os requisitos estabelecidos pelo ISP.
Caso n5o sejam cumpridos estes requisitos, poderii haver lugar d, constituigSo de uma provis6o adicional,
designada por provisdo para compromissos de taxa. Por flm, a taxa de juro utilizada nunca poderd. ser
superior ao rendimento dos activos.
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construidas a partir de observag6es relativas a um perfodo determinado (que vai, tipica-
mente, de 1 ano a um mdximo de 5 anos). Esta forma de proceder afigura-se claramente

desajustada nos casos em que a mortalidade evolui no tempo. Com efeito, suponhamos

que o actuiirio utiliza as probabilidades anuais de morte (ou quocientes de mortalidade)

obtidas a partir de um ano de observag6es da sua carteira. Nesse caso, os segurados de

idade r servirSo para estimar a probabilidade q, de morte nesse ano para um indivi-
duo que alcanga essa idade. As diferentes estimatirre d, de q, servirSo para calcular os

pr6mios dos diferentes produtos comercializados pela empresa.

Esta abordagem simples e pragmiitica sofre, no entanto, de uma debilidade funda-

mental. Com efeito, os pr6mios assim calculados n5o reflectirS,o o risco real de nenhuma

das pessoas seguras da carteira, salvo na hip6tese, pouco provdvel, de que a mortalidade
permanece estiitica no tempo. De facto, na SecgS,o 6.3 provrimos que na realidade cada

uma das f, 6 estimada com base em, pelo menos, urna geragSo diferente. Por outras

palawas, se o objectivo for o de calcular o pr6mio a pagar por um indivrduo com u0

anos de idade no momento da subscrigSo do contrato, Qso ser{" estimado a partir dos

indivfduos com essa idade na carteira (fazendo, por isso, parte da mesma gera4So que

o segurado), Qrr+t a partir daqueles com idade ro * L (ou seja, precedentes da gera4d,o

imediatamente anterior d do novo segurado), Qro12 com base nos indivfduos com idade

rs * 2, e assim sucessivamente. Num cendrio de diminuigSo da mortalidade, resulta
evidente que as probabilidades adequadas a aplicar no c6lculo do pr6mio ser6,o inferiores

a Qxo+t d. idade rg * L, inferiores a Q*o+2 d idade rg * 2, e assim sucessivamente.

Com base neste raciocfnio, conclui-se que, em contextos de aumento da longevidade,

o pricing com base em t6buas contempordneas conduz a :urua subestima4So sistem6tica

dos pr6mios relativos a operag6es em caso de vida. Se 6 verdade que esta subestimagSo

pode, pelo menos parcialmente, ser compensada pela aplicagS,o de cargas adicionais

sobre o pr6mio puro, num contexto em que a longevidade 6 dinAmica e os mercados

s6o competitivos a adopgS,o de bases t6cnicas adequadas passa, inevitavelmente, pela

utilizagSo de tribuas de mortalidade prospectivas.

7.2 EvoluESo da mortalidade em Portugal

Nesta secgSo, procedemos a uma caracterizagS,o da evolugio da mortalidade em Portu-
gal desde 1930 at6 ao presente, usando para o efeito as trlbuas de mortalidade contem-

pordneas produzidas pelo INE e por Mexia e Corte-Real (1995).
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7.2.L Rectangularizagio da fungio de sobreviv6ncia

A andlise da distribuigSo do nfmero de dbitos nas diferentes idades (i.e., do grd^fico da

fungS,o r F* d*f ls), representada na Figura 7.2.1, permitenos constatar claramente uma

crescente concentragSo da mortalidade em torno da moda da distribuigdo, localizada

nas idades adultas. Em consequ0ncia, observa-se uma progressiva rectangulariza46a

da funqeo de sobreviv6ncia, sobretudo nos indivfduos do sexo feminino, um fen6meno

bem patente nas Figuras 7.2.2 e 7.2.3 onde s5,o representados os grd,ficos da fungSo

fi +o po: lr/lo. Nestas figuras 6 representada, no eixo das ordenadas, a percentagem

dos membros da populagSo que alcangam a idade r indicada em abcissa-

Figura 7.2.1: Densidade o F+ d'rf ls (homens d, esquerda e mulheres d direita)

Expliquemos em detalhe o fen6meno da rectangulefizaqda. O nrlmero de sobre-

viventes de uma gerag6.o decresce normalmente em fungS,o da idade, e desde os primeiros

anos. A queda continuada dos quocientes g, registada em Portugal, em qua.se todas as

idades, tem como resultado que uma percentagem muito significativa dos elementos de

cada gera4So sobrevive at6 ds idades avangadas, por volta dos 7&75 anos. Esta evolugSo

na mortalidade faz com que a fungd.o de sobreviv€ncia se desloque verticalmente e se

aproxime cada vez mais da forma recta.ngular, como se constata nas Figuras 7.2.2 e

7.2.3.
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Se observarmos atentamente a Figura 7.2.L,verificamos igualmente que a moda da
distribuigio tende a deslocar-se em direcEso as idades mais elevadas (em torno dos 80

anos), naquilo que 6 conhecido na Iiteratura como o fen6meno de expansSo da fungd,o de

sobreviv6ncia.

No Quadro 7.2.L verificamos que os fendmenos de rectangularizagSo e de expansSo

registados em Portugal no perfodo em an6lise t6m conduzido, em ambos os sexos, a um
significativo aumento da esperanga de vida d, nascenga e a uma diminuigSo da variAncia
(e do coeficiente de variagSo associado) da duragS,o da vida humana ao longo do tempo.

Como se observa no quadro, o coeficiente de variagSo diminuiu significativamente desde

os anos 30 at6 ao presente passando, no caso dos homens, de um valor de 0.66 em 1930-

1931 para um valor de 0.24 em 2002-2003, enquanto que no caso das mulheres se registou
uma descida de um valor de 0.63 para 0.20 no infcio do s6culo XXI.

Periodo
Esperanga de vida

€o : ID [71

Vari6ncia
Var [fl

Coef. de variagSo

,MEtv,trl
Homens Mulheres Homens Mulheres lfomens Mulheres

193G1931

1939-1942

7949-1952
1959-1962

7969-1972
1979-1982

199&1991

2002-2003

48.08

48.58

55.52

60.73
64.25

6p.44

70.60

73.93

52.12

52.82

60.50
66.35
70.48

75.35

77.52

80.23

994.81

1005.11

880.57
778.36
578.83

459.48

393.60
327.03

1066.40

L047.13

922.74
777.66

541.32

390.45
306.4{}

252.73

0.66

0.65

0.53

0.46
0.37
0.31

0.28

0.24

0.63

0.61

0.50
0.42
0.33
0.26

0.23
0.20

Quadro 7.2.1: Esperanga de vida d, nascenga, vari6,ncia e coeficiente de variagS.o das
tdbuas de mortalidade da populaE6.o portuguesa (I.N.E.) no perfodo de 1930-31 a2002-
03

A anrilise do Quadro 7.2.1permite-nos ainda concluir que o fen6meno de rectangu-
larizagda da fungd,o de sobreviv6ncia 6 ligeiramente mais acentuado nos individuos do
sexo feminino do que nos indivfduos do sexo masculino.

Para quantificarmos o fen6meno da rectangularizagio, calculdmos de seguida a de-

nominada entrop'ia da fungdo de sobreviv6ncia ou da tribua de mortalidade, definida
como vimos no Capftulo 6 por

tr _ [tr t"tn(t*) dr
":_=or,* ,

onde l, representa agora a funE5,o de sobreviv6ncia (pa^ra Io : 1).
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Uma reformulaqSo simples desta expressSo conduz-nos a uma interpreta46,o mais

intuitiva do conceito de entropia.3 Com efeito, se recordarmos que

Ld, 
--d r-l,\tlr: - l, drt, 
: -E rn ('0J

obtemos, ap6s alguma manipulaqdo

H:

:

: p,*l*Erdr. (7.2.1)

Se considerarmos a ultima equagio em (7.2.1), podemos interpretar o conceito de

entropia da seguinte forma. O numerador de If representa o nfmero m6dio de a.nos de

vida restante "perdidos" em consequ6ncia dos 6bitos registados. Tal 6 assim porquanto

p.rl, reproduz o ntmero m6dio de 6bitos A, idade r, e E, denota o valor esperado da
duragS.o de vida restante de cada um deles nessa idade. O denominador ls€s traduz a
esperanga de vida d, nascenga de toda a geraEd,o. Uma diminuigS.o na mortalidade traduz-
se nurn aumento do nrimero total de anos vividos por toda a geraq5,o. Neste sentido, a

entropia pode ser entendida como um indicador dos ganhos relativos de esperanga de

vida conseguidos pela diminuigSo da mortalidade.

Dois casos extremos merecem, a este prop6sito, uma refer6ncia especial:

o Em primeiro lugar, no caso de todos os membros da populagio falecerem exacta-

mente d, mesma idade z*, prova-se que I/ : 0. Com efeito, nesse caso p,,:0 pata
r € [0, r"f e l*: 0 para r e)r* ,oo[, pelo que o integral em (7.2.L) 6 nulo.

o Em segundo, nos casos em que p, 6 constante ao longo de todo o intervalo de

idades, i.e., pr: FYx, deduz-se que

va- e l, - ls exp (-t 
")

(7.2.2)

30 conceito de entropia 6 adoptado em domfnios t6o distintos como a termodinA,mica, probabilidades
e estatistica, investigagdo operacional, economia, finangas, marketing, planeamento urbano e de redes
de transportes, com definig6es e interpretag6es naturalmente distintas. Formulado originalmente no
contexto da fisica, a entropia 6 adoptada como uma medida da desordem de um sistema fisico. Jd no
domfnio da teoria da informaq6o, a sua introdugSo 6 atribufda a Shannon (1948), referindo-se d incerteza
de uma distribuigSo de probabilidade.

,,(1," uea)a"

r,(1,,_,,,0*) a

1r-_t
to€o Jo

1 /oo_t
tolo Jo

\f@_t
tolo Jo

1
l-L
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donde se deriva que .FI: 1.

Em suma, o valor da entropia 1{ de uma tri,bua de mortalidade posiciona-se entre
estes dois extremos, ou seja, ff e [0,1]. O fen6meno de rectangularizaqda da fungio de

sobreviv6ncia traduz-se numa diminuigd.o da entropia.

No Quadro 7.2.2 rcportamos a evolugSo de H desde os anos 30 at6 ao presente.

Como se observa, regista-se uma diminuigdo progressiva nos valores de I/ em ambos os

sexos em todo o perfodo analisado, reflectindo a diminuigS.o da mortalidade infantil e a
jri mencionada rectangularizagdo das curvas de sobreviv6ncia. A comparagSo entre as

traject6rias evidenciadas pelas s6ries de f/ relativas a ambos os sexos p6e de novo em

evidOncia a maior incid6ncia do fendmeno da rectangularizagSo no caso das mulheres.

Periodo Entropia f/
Homens Mulheres

193G1931

t939-1942
1949-7952
1959-1962
7969-1972
1979-1982

199G1991
2002-2003

0.509

0.500
0.389

0.307
0.245
0.206

0.188

0.164

0.467

0.M8
0.339
0.260

0.199

0.757

0.139
0.122

Quadro 7.2.2: Entropia das td,buas de mortalidade da populag6o portuguesa de 193G
1931 a 2002-2003

Uma forma alternativa de apreender o fen6meno da rectangularizagdo consiste em
analisar a evolugS,o do indicador vida mediana (ou vida provrivel) umr, defirida em
(2.3.6) Pot urn*pr: 0.5. No Quadro 7.2.3 reportamos os valores da vida proviivel d,

nascenga urmo no perfodo em andlise. Como se observa pela leitura do quadro, a vida
proviivel progrediu de forma assinaLivel em ambos os sexos entre 1930-31 e 2002-03,

aumentando 18.68 e 17.80 anos nos homens e mulheres, respectivamente. Em resultado,
um individuo nascido no periodo 2002-AJ turi" 50Vo de probabilidade de alcangar os 77.54

anos, se for do sexo masculino, e de perfazer 83.58 anos, se for do sexo feminino. Estes

valores indicam que um nfmero cada vez maior de elementos de cada geragdo sobrevive

at6 mais tarde, at6 as idades avangadas, idades onde se registam a maioria dos dbitos e

ap6s as quais o nfmero de sobreviventes decai de forma acelerada.
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Perlodo Vida mediana urno
Homens Mulheres

193G1931

1939-7942

7949-1952

1959-1962

1969-7972

1979-1982

199G1991

2002-2003

58.86

59.79

66.33
70.06

70.99

73.62

75.04

77.54

65.78

66.52

72.37

75.75

76.77

79.67

81.2r

83.58

Quadro 7.2.3: Yida mediana subjacente ds trlbuas de mortalidade da populagdo por-
tuguesa de 1930-1931 a2002-2003

Para concluir a anrilise sobre o fendmeno da rectangulafizqilo, analisamos no Quadro
7.2.4 a variabilidade da distribuigdo apresentando os valores do intervalo inter-quartis,
IQR : fr" - r', onde r/ e ntt s6o as idades para as quais lr, : 0.75 e lrtr : Q.)g

(com 16: 1). Como se observa, a diminuigS,o assinaLivel do IQRem ambos os sexos

(especialmente no sexo feminino) verificada no perfodo em aniilise acompanha a crescente

concentragSo do nfmero de 6bitos em torno da moda, e confirma a cada vez menor
dispersS,o da distribuiES,o da vida residual da populagS,o portuguesa.

Periodo
Intenralo inter-quartis .[Q.R

Homens Mulheres

Quartili,l QuartiI",o IQR Quartili.r Quartil"., IQR
1930-1931

7939-7942
1949-7952

L959-7962

7969-7972
7979-7982
199G1991

2002-200s

18.17

19.55

41.03

54.00

58.42

62.09

64.10

67.53

74.06

73.56

76.89

78.92

78.91

81.10

82.52

ND

55.90

54.01

35.86

24.93

20.49

19.01

78.42

ND

22.O1

23.97

50.33

63.16

67.79

71.25

, J.Jt)

76.20

78.16

77.85

81.12

83.82

83.02

85.66

ND
ND

56.15

53.89

30.79

20.65

15.83

74.47

ND
ND

Quadro 7.2.4: lntervalo inter-quartis .IQ,R subjacente ds tribuas de mortalidade da pop
ulagS.o portuguesa de 1930-1937 a 2002-2003

7.2.2 Evolugio da esperanga de vida

No Quadro 7.2.5 apresentamos a evolugio da esperanga de vida d nascenga €s (t) e

aos 65 anos €65 (t), extrafda das tri,buas de mortalidade para a populagSo portuguesa
publicadas pelo INE no perfodo de 1930-31 a2002-03. O facto mais destacado pela leitura
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do quadro refere-se, naturalmente, aos ganhos notdveis nos indicadores de esperanga de

vida registados neste perfodo em ambos os sexos. Com efeito, em apenas 70 anos a
esperanqa de vida d nascenga aumentou 25.85 anos (ou54%), no caso dos homens, e
28.11 anos (ot 5a%) no caso das mulheres, um progresso assinaliivel sob todos os pontos
de vista. A evoluES,o do indicador €65 (t) 6 naturalmente menos expressiva em termos
absolutos (4.08 e 5.59 anos, respectivamente), mas igualmente assinalivel em termos
relativos, com ganhos de 36% e 43% nos homens e mulheres, respectivamente. Registe-
se, por fim, que os ganhos de esperanga de vida ocorreram a um ritmo irregular, com as

maiores conquistas a serem registadas na primeira metade do perfodo analisado.

Periodo Eo (t €os (r)
Homens Mulheres Homens Mulheres

193G1931

7939-1942

7949-1952

1959-1962

L969-7972

7979-1982
199G1991

2002-2003

48.08
48.58

55.52

60.73

64.25

68.U
70.60
73.93

52.72

52.82

60.50

66.35

70.48

75.35

77.52

80.23

11.49

10.82

11.90

t2.42
12.02

L3.47

14.72

75.57

13.09

L2.70

13.96

74.64

L4.49

16.36

77.1,3

18.68

Quadro 7.2.5: Evolugd,o da esperanga de vida da populagS.o portuguesa entre i93G1931
e 2002-2003

A Figura 7.2.4 representa as fung6es r *-+ p, (t) no perfodo de 1930-31 a Lgg4. Como
se observa, as curvas * r- €, (t) apresentam, desde 1930-1931 at6 1969-1972,tmpico em
torno dos 45 anos, ou seja, verifica-se que a esperanga de vida comega por crescer at6
por volta dos 5 anos, para em seguida decrescer. Este comportamento, aparentemente

inesperado, 6 caracterfstico de populagSes onde o nfvel de mortalidade infantil6 todavia
significativo. Para melhor compreendermos este fendmeno, notemos que

fre, : *(* /i,,.,*)
, 1 /d.\ [*-: -r - 

u)2 \*'' ) J o 
t'+edE'

Se recordarmos que *lr: -lr4, obtemos, ap6s alguma manipulagSo matemiitica

fie,: -Ll- p',8,'
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O significado desta equagSo torna-se agora claro. Nas idades em que a forga de

mortalidade 6 muito baixa (i."., lr, s 0), cada novo aniversdrio apro:rima-nos um ano

do fim da vida (i.e., ft6, = -1). Pelo contrd,rio, nas idades em que a mortalidade

6 importarrte (i.e., em que o valor de pr 6 significativo) e a esperanga de vida €, 6

considerd,vel, a derivada de €, em relagS,o a z pode ser positiva. Este 6, em particular, o

caso das idades muito jovens em popula46es onde a mortalidade infa^ntil 6 todavia muito

elevada, nas quais 6 normal a esperanga de vida remanescente de uma crianga de 5 anos

ser superior d. de um rec6m-nascido.

A Figura 7.2.4 mostra igualmente que, num passado mais recente, a esperanga de

vida 6, decresce regularmente com a idade, num sinal de que a mortalidade infantil

em Portugal diminuiu para valores muito baixos. Com efeito, Portugal apresenta hoje

indicadores de mortalidade infantil semelhantes aos reportados pelos palses com melhor

performance a nfvel mundial.

60

rd!de

60

id.da

Figura 7.2.4: Espera,nqa de vida n t- E, (t) (homens d, esquerda e mulheres d direita)

7.2.3 Bossa de acidentes

A denominada "bossa" de acidentes (assim comummente designada, embora ela repre-

sente outros fen6menos como o suicfdio) representa um fen6meno de sobremortalidade

observdvel nas idades juvenis da maioria das populag5es. Para confirmarmos a presenga
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deste fen6meno n& populagS,o portuguesa, representamos nas Figuras 7.2.5 e 7.2.6 o

Iogaritmo dos quocieutes go paxa a,rnbos os sexos no perfodo em an6lise.

o

tl

g*
I

I

0?

020/O@E0100
idrde

Figura 7.2.52 Logaritmo do quociente de mortalidade u t- In(qr), Homens

o

.I

gr
I

I

?

020lo608El(x)
idado

Figura 7.2.6: Logaritmo do quociente de mortalidade z r* ln(gr), Mulheres
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Como se observa, a "bossa" de acidentes perdeu alguma da sua importd,ncia em

ambos os sexos num passado mais recente, apresentando uma tend6ncia para se dis-

persar, em especial no caso da populagSo feminina. A bossa traduz-se por quocientes

particuiarmente elevados no intervalo de idades entre os 15-30 a,nos, em consequ6ncia do

risco acrescido da ocorr6ncia de mortes violentas, em particular no caso da populagSo

masculina.

A observagSo das Figuras 7.2.5 e 7.2.6 permite ainda verifi.car que se regista um

decr6scimo nos quocientes q, atb por volta dos 15 anos, e que partir dos 25-30 anos o

fen6meno segue a sua normal trajectdria ascendente. Realce ainda para a irregulari-
dade no comportamento dos quocientes nas idades elevadas, confirmando as suspeitas

avangadas no capftulo anterior aquando da discussS,o dos m6todos de fecho de tdbuas.

7.2.4 Diferencial de mortalidade entre homens e mulheres

O debate em torno dos fundamentos que explicam as diferengas na esperanga de vida
entre homens e mulheres alimenta, desde hri muito, acesas discussdes na comunidade

cientffica, em razi.o da dificuldade em decifrar as complexas interacg6es entre condig6es

biol6gicas, sociais e comportamentais que influenciam o fen6meno.4

As diferengas de mortalidade entre sexos t6m naturalmente repercuss5es importantes
sobre a proporgSo de mulheres na populagdo idosa. Com efeito, dados do US Bureau

of Census para os pafses desenvolvidos indicam que em 1998 existiam 69.7 homens por

cada 100 muiheres com mais de 60 anos e 44.3 homens por cada 100 mulheres com mais

de 80 anos. As projecg6es efectuadas por Kinsella e Gist (1998) para o horizonte de

2025 indicam que estas cifras se situarSo nos 78 e 55.8 homens, respectivamente, ou seja,

projectam uma ligeira reduESo na assimetria da distribuigd,o por sexos da populagSo

idosa devido d (prevista) maior velocidade de crescimento da esperanga de vida para os

homens.

Neste contexto, mesmo que exista uma distribuigdo equilibrada entre sexos nos novos

nascimentos, as diferengas na mortalidade entre homens e mulheres induzem uma alte-

rag6o progressiva na composigd,o da populaqSo adulta e idosa em favor do sexo feminino.

Esta domindncia feminina tem evidentemente consequ6ncias a vdrios nfveis (e.g., sobre

a gestSo dos regimes de seguranga social, sobre a procura de serviqos de sarlde). A
importdncia deste fen6meno 6 analisada, entre outros, por Kinsella e Gist (1998). Os

autores destacam a espectacular evolugdo da esperanga de vida d, nascenga registada

aA andlise detalhada deste tema vai muito para al6m do objectivo deste trabalho. Para uma con-
tribuigSo recente veja-se, por exemplo, Lemaire (2001). Neste trabalho o autor analisa, para um total
de 169 paises, uma s6rie de factores que explicam a maior longevidade feminina.
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no s6culo XX e evidenciam, em especial para os pafses desenvolvido's, que salvo raras

excepg6es, os valores de €g sdo superiores nas mulheres. Concluem ainda que o ritmo de

crescimento da longevidade est6longe de ser linear, particularmente no caso dos homens,

e que o diferencial de longevidade entre homens e mulheres cresceu com o tempo em favor

das mulheres.

No que respeita d, realidade portuguesa, os dados apresentados no Quadro 7.2.5

evidencia.rn clararnente a maior longevidade das mulheres, que em 2002-03 registavam

uma esperanga de vida d, nascenga 6.3 anos superior A, dos homens, contra um diferencial

de 3.11- anos i idade 65. Este diferencial 6 compard,vel com o valor m6dio registado nos

pafses desenvolvidos, estimado actualmente em cerca 7 anos'

Na Figura 7.2.7 representamos a evolugdo da esperanga de vida d nascenga 6o e aos

65 anos i65 por sexo, bem como o diferencial (Ay - 6#)re{o,os}, onde M e H designam

mulheres e homens, respectivamente. Como se observa, a amplitude (em termos absolu-

tos) do diferencial entre as esperangas de vida de ambos os sexos aumentou entre 1"93G31

e 2002-03, quer d, nascenga, quer aos 65 anos. Assinalese, contudo, que durarrte a rlltima

d6cada do s6culo XX se observa uma ligeira diminuigSo no diferencial (Efll - A{).

-*--<F;--:- . " "

1m
Fbdo

Ee

1m

Figura 7.2.7: Evoltryio da esperanga de vida d, nascenga fo e aos 65 anos €6s por sexo

Esta conclusd,o 6 reforqada na Figura7.2.8, onde se representa a diferenga entre as

esperangas de vida d, de homens e mulheres em fr:ng5o da idade s, nos vdrios momentos
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7.2. EvolugS,o da mortalidade em Portugal

considera.dos. Um valor positivo no grd"fico indica uma esperanga de vida (em anos)

superior para a.s mulheres.

Figura 7.2.8: EvolugSo do diferencial entre as esperanga.s de vida ("y - e{) em fung5o

da idade o

Como se observa, o diferencial de longevidade esperada 6 favord,vel As mulheres em

(praticamente) todas as idades e em todos os momentos analisados.5 O aumento deste

diferencial com o tempo 6 bem patente em todas as idades, mas sobretudo nas mais

jovens onde atinge o seu valor mdximo.

Na Figura 7.2.9 representamos o ratio entre os quocientes Qa de ambos os so(os

r r-- q{ /q{ para as 7 td,buas de mortalidade consideradas. Um valor superior A unidade

indica sobremortalidade dos homens face ds mulheres na idade e perfodo considerados.

A leitura do grdfico permite concluir, em primeiro lugar, que a mortalidade mas-

culina 6 superior A, feminina em pratica,mente todas as idades e perfodos analisados. Em

segundo, regista-se no decurso do tempo um aumento significativo na sobremortalidade

masculina na generalidade das idades, em especial no intervalo 1G40, ocplicd,vel em parte

pela jd, mencionada "bossa" de acidentes, que afecta de forma mais premente os jovens

do sexo masculino. Por fim, nas idades ava^ngadas assiste-se s, alguma converg6ncia no

sExceptua'se o caso da t6bua de 1994 que apresenta um comportamento inexplic6vel e a,normalmente
err6,tico nas idades elevadas.
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comportamento da mortalidade entre os sexos.

=-I

q

"9
8q

Figura 7.2.9: Ratio entre os quocientes de mortalidd. qI /qY em fun96o da idade c

7.3 Modelo de Poisson

7.3.1 Estatfsticas de mortalidade

O ponto de partida de qualquer andlise sobre a evolugd,o da mortalidade consiste em

recolher um conjunto de dados fid,veis sobre a populagSo estudada. Em particular, pa,ra

oSanostmin,...,t*u*epalaasidadesJrminr...,fma*6necessdriocompilarinformagSo
sobre o nflmero de dbitos registados em cada idade e sobre a correspondente e>rposigSo

ao risco. A este respeito, os dados usados neste estudo compreendem o nrlmero de

6bitos d6,1, discriminados por idade (mas ndo por data de nascimento, i.e., referem-se ao

quadrado de Lexis) e sexo no perfodo (t*ir, f--,) : (1970,2004) , com interrralo de idades

igual a (o,oi,,,r*o): (0,117), no caso dos homens, e igual a (c-irr,c*o): (0,124),

no caso das mulheres. Compreendem ainda as estimativas de popula46o residente P',1,

discriminadas por sexo e idade no perfodo (t*irr, t-u*) : (1970, 2004) , com intervalo de

idades igual a (r*ir,, c*o) : (0,84) em ambos os sexos. Os dados foram fornecidos

pelo Instituto Nacional de Estatfstica (I.N.E.) e referem-se ao conjunto da popula4So

portuguesa.
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Conforme referimos no capftulo arrterior, a estima,g6o de alguns modelos (e.g., Lee

Carter) pressup6e a existOncia de uma matriz de dados completa na forma rectangular.

Como se observa no caso em aprego, as restrig6es da amostra em termos de intervalo de

idades coberto pelas estimativas de populaqSo residente condiciona, invariavelmente, a

and,Iise do comportamento da mortalidade nas idades mais ara,ngadas.

Jd, no que toca a,o modelo de Poisson, salientd,rnos oportunarnente que o ajustarnento

nfio depende de uma decomposigdo em valores singulares, pelo que a sua implementa,gdo

6 possfvel independentemente da exist6ncia ou n6o de uma matriz rectangular de dados

completa. Dito de outro modor omin € om.* nd,o necessitam de ser id6nticos em todos

os anos de calenddrio t6ia, . . . , t--. da arnostra. Acre.sce ainda que o m6todo acomoda

perfeitamente casos em que alguma observagd,o (r,t) ndo estd disponfvel.

7.3.2 Estimativa bruta da forga de mortalidade

Nas Figuras 7.3.1 e 7.3.2 representamos a estimativa bruta dQ Fx,t, r e [0,84], no perfodo

considerado. A observa46o atenta dos grdficos permite detectar a.s mesmas tend6n-

cias assinaladas na secgSo anterior no contexto da andlise transversal, nomeadamente a

diminuigi,o progressiva da mortalidade ao longo do tempo em todas as idades, a queda

acentuada da mortalidade infantil e a importdncia do fendmeno "bossa" de acidentes,

sobretudo na populagS,o do sexo masculino.

Figura 7.3.1: Estimativas brutas de pr,t no perfodo L97G2004, Homens

.i.

.!

q

,Eq

r.tF
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7.3. Modelo de Poisson

Figura 7.3.2: Estimativas brutas de pr,t no perfodo L97U2004, Mulheres

7.3.3 Estimagio dos pardmetros por md:cima verosimilhanga

Nesta secgS,o testamos a versdo base do modelo de Poisson descrito em detalhe no Capf-

tulo 6, que envolve, como vimos, a estima4So dos par6rnetros ao, 0, e Kt atrav6s do

m6todo de mdxima verosimilhanga. A primeira etapa em qualquer procedimento de

projecgSo consiste em reduzir a dimensdo do problema. De facto, seria praticarnente im-

possfvel tratar simultaneamente todas as s6ries cronol6gicas que descrevem a evolugdo ao

longo do tempo dos quocientes g, (ou das ta>ras instarrtdneas pr) nas diferentes idades.

O primeiro aspecto a ter em conta respeita d selecgS,o do intervalo de idades a con-

siderar pelos modelos na estima46o dos pard,rnetros. Neste calnpo, se paxa estimar

indicadores como 66 (t) nd,o nos resta outra hipdtese que n6,o a de contemplar todas as

idades disponfveis, no c&so da andlise visar o cdlculo de indicadores i idade 65 a,nos

(".g., €os (t)), podemos confinar o estudo e considerar apenas, por exemplo, a evolugd,o

da mortalidade nas idades superiores a 50 a,nos. Esta delimita,qSo procura garantir que

o modelo estimado 6 expurgado de um certo "rufdo" gerado pela mortalidade infantil

e juvenil, ou pela "bossa" de acidentes, fen6menos que, como \reremos em seguida, s6o

diffceis de modelar e podem influenciar a estimag6,o (e naturalmente a projecg6,o) do

fndice temporal 4.
Neste sentido, num primeiro momento testdmos uma vers6,o do modelo em que foram
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considerados os dados disponfveis para todas as idades r e [0,84] e anos de calendririo
t € [L970,2004). Posteriormente, testiimos a sensibilidade dos resultados a uma alteraqdo

no intervalo de idades, restringindo a anrilise as idades r € [50,84].
Para estimar os pard,metros do modelo, recorremos ao m6todo de mdxima verosimi-

lhanga adoptando o m6todo iterativo desenvolvido por Goodman (1979) e materializado

no algoritmo (6.9.10). Para iniciar o algoritmo, considerdmos o seguinte vector de valores

iniciais para os par6,metros, (a[o), atq , pf)): (0, 1,0.1). A condigdo de paragem (crit6rio
de 6ptimo) da rotina envolveu a fixagdo de um valor mfnimo e :10-a para a variagSo

absoluta na fungSo de log-verosimilhanga (funqd,o objectivo) L (a,p,rc) . As estimativas
dos par6metros do modelo e os resultados dos testes de qualidade do ajustamento foram
conseguidos com o auxilio de uma rotina inform6tica especialmente escrita para o efeito,

implementadano package SAS (Release 9.1).

Nas Figuras 7.3.3 e 7.3.4 representamos as estimativas dos pardmetros dr, p* e fu do

modelo de Poisson aplicado, respectivamente, a todas as idades e apenas as idades r ) 50

anos. Os respectivos valores encontram-se discriminados no Anexo 7.A. O primeiro
aspecto a realgar refere-se d influ6ncia exercida pela escolha do intervalo de idades nas

estimativas de alguns dos parAmetros do modelo. Como se observa pela comparag5,o das

figuras, os pardmetro, i), e & diferem significativamente nalgumas idades, um resultado
que confirma as diferentes trajectdrias registadas na mortalidade das idades jovens e das

idades avanqadas.

A curva dos d, assume, como se antevia, a sua configuragSo habitual, ou seja, apre-

sentando taxas de mortalidade m6dias relativamente elevadas para os rec6m-nascidos e

idades infantis, que decrescem muito rapidamente com a idade para atingir o seu mfnimo
por volta dos 12 anos, progredindo depois regularmente com a idade, com excepg6o da
jri. referida "bossa" de acidentes em torno dos 20-25 anos (visivelmente mais acentuada

no caso dos homens).

Por outro lado, 6 possivel constatar que as maiores oscilag6es temporais nas taxas pr,

(associadas a valores mais significativos do par6metro i)) est5,o situadas nas idades mais
jovens, muito provavelmente em consequOncia dos progressos realizados pela medicina no

combate d mortalidade infantil e juvenil. O padrSo grrifico do par6,metro p, 
"*torno 

dos

25 anos deixa ainda antever, por um lado a importdncia da mortalidade acidental no sexo

masculino e, por outro, os progressos incipientes registados neste dominio no perfodo

em an6lise. Com efeito, os valores do pardrnetro p, aproximam-se bastante de zero

neste segmento, apresentando inclusive valores ligeiramente negativos nalgumas idades,

sin6nimo de que as taxas registadas nalgumas idades ndo acompanharam o decr6scimo

geral observado no perfodo.
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Figura 7.3.3: Estimativas dos pard,metros oo, 0, e Kt do modelo de Poisson aplicado a

todas as idades (homens d esquerda e mulheres A direita)
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Destaque ainda para a maior sensibilidade das taxas ds varia,g6es e;rl;- Kl nas idades

adultas do sexo masculino, por contraposig6o ao comportamento mais estd,vel no sexo

feminino.

Por riltimo, a anrilise da traject6ria do fndice temporal ft6 revela, em ambos os sexos,

uma tend6ncia decrescente bem definida (aproximadamente linear). Este resultado, con-

jugado com estimativas p, positivas para a esmagadora maioria das idades, traduz em

ambos os sexos o decr6scimo acentuado das taxas de mortalidade observado em Portugal

no riltimo tergo do s6culo XX.
Para aferir da qualidade do ajustamento, calcul6mos em primeiro lugar o indicador

deviance definido em (6.9.16). Os resultados obtidos, no valor de 15667.51 no caso dos

homens e de 15249.63 para as mulheres, p6em em evid6ncia o (ligeiro) melhor desem-

penho do modelo na populagS,o feminina, uma diferenga que n6o 6, todavia, estatistica-

mente significativa.

De seguida, e com o objectivo de obter um termo de comparagdo entre os desem-

penhos do modelo de Poisson e do m6todo Lee-Carter, determind,mos a percentagem da

varidncia temporal explicada pelo modelo em cada idade z. Para tal recorremos, em

cada idade z, d, seguinte expressSo

, t*.*
+ D (A",t)2 _

t:tmin

- t-*
+ I Lr,t

e-omln

(7.3.1)

ondeT: (t,,,u*-t-i,+1), Ar,, : fur,t -exp(&, +f)*k) e fur,t denota a estimativa

bruta de pr,t.

O Quadro 7.3.1 reporta os resultados obtidos num conjunto de idades seleccionadas.

A leitura do quadro permite concluir que a percentagem da variAncia explicada pelo

modelo pode ser considerada boa na generalidade das idades, com excepESo do intervalo

2G35 anos, no caso dos homens, onde a qualidade do ajustamento se deteriora forte-

mente. A explica4So para este comportamento deficiente encontra-se, uma vez mais, na

dificuldade do modelo em captar o fen6meno da mortalidade acidental, bastante irregular

no tempo, que afecta sobretudo este segmento.

Por outro lado, verifica-se que o modelo aplicado no intervalo de idades 50-84 apre-

senta melhores resultados que o seu hom6logo aplicado a todas as idades, dada a menor

variabilidade observada nas idades avangadas no perfodo em anii,lise.

-(+
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7.3. Modelo de Poisson

Idade re 0,84 re i0,84i
Homens Mulheres Homens Mulheres

0
5

10

15

20
25

30
35
40
45
50

55

60
bb
70

75

80
84

0.9828
0.9200
0.7401
0.5929
0.3055
0.0827
0.0003
0.0710
0.3895
0.6214
0.7226
0.7980
0.8035
0.7950
0.8030
0.6165
0.7342
0.4978

0.9696
0.8553
0.6930
0.3325
0.4770
0.5975
0.5162

0.5580
0.7742
0.6637
0.8051
0.8920
0.8683
0.8650
0.8317
0.7365
0.7295
0.4615

0.8188
0.8247
0.8828
0.8775
0.8957
0.6904
0.8774
0.5284

0.8503
0.9223
0.9063
0.9086
0.8800
0.7846
0.8007
0.5012

Quadro 7.3.1: Percentagem da varidncia explicada pelo modelo Poisson em idades selec-
cionadas

Para avaliar a capacidade de ajustamento do modelo, analis:imos ainda o compor-

tamento dos resfduos. O objectivo 6 o de averiguar se estes neo apresentam qualquer

padrSo que indicie problemas na especificaES,o do modelo e na sua capacidade para re-

alizar previsS,o. Nesse sentido, calculdmos num primeiro momento a diferenga entre o

nfmero total de 6bitos 
zmu

D.i: f dx,t
z=0min

observado em cada ano de calendiirio e a sua correspondente estimativa

b.,, Es,lexp(d.a + B,ki.

Na Figura 7.3.5 apresentamos os resultados deste exercfcio. Como se constata, &ps
nas no caso do modelo aplicado A, populagS.o masculina nas idades 0-84 anos 6 possfvel

descortinar um (ligeiro) padrSo oscilat6rio. Em consequ6ncia do teorema do limite cen-

tral, D.,1segue uma distribuigio aproximadamente Normal, de m6dia e variAncia igual

a t;:L," Erpexp(d* + f)rk). Esta aproximaEio permite-nos construir intervalos de

confianga a,o nfvel de g5To, representados na Figur a 7.3.5 a tracejado.

0mq:T
o:rmin
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Como se observa, todos os resfduos est6o situados dentro dos intervalos correspon-

dentes d distribuigfio Normal, um resultado conforme com o modelo.

ooo

oo

ooo

o
o

ooo

o

ooo

o

Figura 7.3.5: Diferenga entre o ntmero de 6bitos observado em cada ano de calendririo

e o seu valor estimado pelo modelo aplicado a todas as idades (em cima) e apenas ds

idades z ) 50 (em baixo) e respectivos intervalos de confianga agSVo (homens d, esquerda

e mulheres d direita)

Num segundo momento, procedemos ao cdlculo dos resfduos estandardizados (ou de

deviance), rAr, definidos pela equagSo (6.9.17). A Figura 7.3.6 representa a evolugSo

temporal dos residuos rfl1 nalgumas idades seleccionadas. Tal como se antevia, 6 nas

idades mais jovens 0-20 anos (sobretudo nos modelos para o sexo masculino) que se

observam as estruturas de correlagdo mais pronunciadas. Nas restantes idades, verifica-

se que a maioria dos resfduos n5o excede os valores de refer€ncia relativos aos intervalos

de confianga da distribuigdo Normal. A qualidade do modelo 6 considerada adequada

e a estrutura de correlagdo apresentada n5o aparenta ser suficiente para justificar a

introdugS,o de varirlveis explicativas adicionais (e.g., de um segundo termo log-bilinear).
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F2O

F65

Figura 7.3.6: Resfduos de deviance padronizados do modelo de Poisson (homens i es-

querda e mulheres d direita)

Ainda assim, na Secgdo 7.3.6 confirmamos esta suspeita e testamos uma extensSo do

modelo de Poisson com duplo previsor log-bilinear.



7.3. Modelo de Poisson

7.3.4 Modelo com incorporagio de P-Splines e estimagS.o dos
parAmetros por mdxima verosimilhanga penalizada

Nesta secg6,o, testamos a utilizagS,o do modelo de Poisson com inclus6o de P-Splines e

estimaESo dos pardmetros por miixima verosimilhanga penalizada desenvolvido no capf-

tulo anterior, considerando a amostra relativa d populagSo portuguesa. Este estudo visa

averiguar a capacidade do modelo para estabelecer um compromisso entre o grau de

ajustamento face aos valores observados e a obtengSo de estimativas alisadas para as

s6ries de pardmetros.

Como vimos no capftulo anterior, o modelo imp6e uma penalizaeea na fungd,o ob-

jectivo que incide sobre a diferenga finita entre os coeficientes estimados do modelo de

Poisson cl6ssico. Esta solugSo, inspirada na t6cnica de P-Splines, envolve a definigdo,

num primeiro momento, da ordem da penalizaqS.o a introduzir. No nosso caso, foram

testadas diferentes vers6es do modelo, optando-se finalmente por considerar um valor

d : 2, ou seja, por penalizar as diferengas de segunda ordem entre as estimativas dos

pard.metros. Esta escolha revelou-se suficiente para obter s6ries graduadas.

A segunda etapa na aplicagSo do modelo envolveu a selecgS,o do valor dos par6,metros

de penalizagSo )o, ).p e ),*. Conforme referimos no Capftulo 6, o valor destes par6,metros

pode ser escolhido de forma subjectir,a ou, em alternativa, resultar de um procedimento

autom6tico, nomeadamente do procedimento de validagS,o cruzada com minimizaqda do

quadrado dos erros de previsSo usando a definigd.o de residuos de deviance. O cdlculo

dos resfduos de deviance r!,r para uso neste contexto implica a supressdo da observa46o

correspondente d idade z e ano de calendririo t.

Em termos computacionais, o problema que 6 necessdrio resolver 6 complexo e ex-

tremamente exigente. Por exemplo, se considerarmos apenas o pard,metro )B, o procedi-

mento de validaESo cruzada requer um total de (z,rr"* - f,min * 1) x (t*.* - t*ir, * 1)

ajustamentos, os quais n5,o podem ser realizados pelo algoritmo (6.9.19) na medida em

que em cada iteragSo um par (r, t) estarri em falta.

Para contornar este problema, optiimos por recorrer a uma solugSo simples baseada

num procedimento de tentativa e erro, que envolve o crilculo do crit6rio BIC pa"ra um

nfmero limitado de valores pr6-definidos de )o, )B e .\r. Os estimadoru, io, iB 
" 

i"
corresponderSo A, combinag6o de pard,metros de penalizagdo que minimiza este crit6rio.

Para ilustrar a aplicagS,o deste m6todo, considerd,mos uma versS,o restrita do modelo

em que a penalizag6o incide unicamente sobre as diferengas finitas dos coeficientes p, o

que pressup6e que lo : ), : 0. Esta opgSo justifica-se, como vimos na secg6o anterior,
pela maior irregularidade detectada neste pard,metro e pelo facto de /e ser objecto de
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alisamento no dmbito do procedimento de extrapolagS,o da tend€ncia temporal.

Para iniciar o algoritmo, considerd.rnos o seguinte vector de 'ualores iniciais para os

parametrosr (a[o), Alo) ,bP) - (0, 1,0.1). A condig6o de paragem do algoritmo envolveu

a fixaq5,o de um ralor mfnimo e : 0.0001 pa^ra a varia4So absoluta na firn@o de log-

verosimilhanga penalizada Lp(a.,p,n).A estimagdo dos pardmetros e o c6lculo dos

indicadores de qualidade do ajustarnento foram obtidos com base numa rotina infor-

mri,tica especialmente escrita paxa o efeito, implementadano package SAS (Release 9.1).

Nas Figuras 7.3.7 e7.3.9 representa,rnos as estimativas de p, obtidas considerando um

conjunto seleccionado de valores para o parA,metro de penalizagfu \8. Como se observa,

quanto maior for o valor do pa,rdrnetro de penalizqdo maior 6 o grau de alisamento da

s6rie. O caso em que ,\B :0 traduz, naturalmente, as estimativas geradas pelo m6todo

de mdxima verosimilhanga clfusico.

A introdugdo de uma penaliza,g6o sobre as diferengas finitas dos pard,metros B, tem

obviamente consequ6ncias sobre os estimadores d, e 44, como se comprova pela obser-

va45o das Figuras 7.3.8 e 7.3.10. Se no caso do estimador &, a introdug6o de uma

penaliza,gSo na fung6o objectivo exerce efeitos negligenci6veis, no caso do estimador do

fndice temporal fu o impacto 6 um pouco mais notdrio e de certo modo expectd,vel,

atendendo d, natureza multiplicativa deste em relagdo a pr.

Eo

,o

ldad6

Figura 7.3.7: Estimativas do parAmefto B, pelo m6todo de mdxima verosimilhanga

penalizada para valores seleccionados de ,\p (homens)
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Figura 7.3.8: Estimativas dos par6,metros a, e rc1 pelo m6todo de md,:rima verosimilha,nga

penalizada para valores seleccionados de ,\p (homens)
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Figura 7.3.9: Estimativas do pardmefio B, pelo m6todo de mdxima verosimilhanga

penalizada pa.ra valores seleccionados de ,\p (mulheres)
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Figura 7.3.10: Estimativas dos pardrnetros ao e q pelo m6todo de m6:rima verosimil-

hanga penalizada para valores seleccionados de ,\p (mulheres)

Numa tentativa de determinar aproximadamente o valor 6ptimo da penaliza,gda \8,
reportamos no Quadro 7.3.2 os valores do crit6rio BIC(O,)p,O) para um painel de

valores arbitr6rios de ,\p. A leitura do quadro permite verificar que o valor 6ptimo do

parA.metro de penalizagSo 6 aproximado pot ip = 10000, no caso dos homens, e por

i6 = 20000 no caso das mulheres.

Homens

),e B.tC (0, .\6,0)
0
I

10

100

1000

10000

20000
40000

80000

100000

17307.10

17307.10

17306.99

17303.65

t7282.22

16930.17

17074.01

17300.53

17339.10

17379.7t

Mulheres
),p BIC (0,),p,0)

0
1

10

100

L0000

20000

rt0000

80000

100000

200000

16889.22

16889.19

16888.95

16881.20

16838.48

16786.69

16880.16

16895.81

16975.63

17237.U

Quadro 7.3.2: Estimativa dos par6metros de penalizagdo dptimos
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7.3. Modelo de Poisson

Investigagoes futuras deverS,o ser capazes de desenvolver um procedimento automiitico
de determinagSo dos pardmetros 6ptimos de penalizagao que seja eficiente e computa-

cionalmente vi6vel, e de fricil incorporagSo no algoritmo (6.9.19).

7.3.5 ExtensS.o do modelo com inclusS.o de td.bua limite

No Capftulo 6 desenvolvemos uma extensSo do modelo de Poisson em que admitimos

que as projecg6es de mortalidade s5,o balizadas por uma determinada tiibua limite, para

a.qual convergem os ganhos de longevidade. Nesta secg6o, testamos a aplicagSo desta

versS,o do modelo considerando os dados relativos d populagSo portuguesa.

Um dos aspectos criticos na aplicagSo de modelos de projecgSo com td,bua limite
refere-se d selecgS,o da t6bua limite, ou seja, d definigdo daquilo que s5,o considerados os

limites plausfveis para a longevidade humana. A fixa.gio deste limite requer a formula,gio

de hip6teses mais ou menos fundamentadas quanto d evolugSo futura de um conjunto

muito significativo de variiiveis biol6gicas, econ6micas e sociais. A este respeito, o autor
desta dissertaqSo n6,o tem conhecimento de quaisquer estudos cientfficos que sustentem

uma hip6tese credfvel sobre a Iongevidade mdxima da populagSo portuguesa.

Uma solugSo para contornar o problema passa, como vimos no capftulo anterior, por

considerar como t6bua limite uma tiibua que reflicta o comportamento da mortalidade
numa popula46o alvo, residindo a dificuldade neste caso na escolha da populagS.o alvo

adequada, ou uma lei param6trica que projecte as grandes tend6ncias na longevidade.

Para ilustrar a aplicagS,o deste m6todo na populagS,o portuguesa, optdrnos por con-

siderar como (hipot6tica) tribua limite a tribua unisexo proposta por Duch6ne e Wunsch

(1988, 1991). Esta tribua foi construfda com base na hipdtese de que a forga de mortal-
idade 6 bem representada por uma lei de Weibull

(7.3.2)

com B : 95 e a : L4.40L98275- Admite ainda que a idade limite u da popula,ES,o 6

igual a 115 anos, que a idade modal 6 de 95 anos e que, de um total de um milhS,o de

nascimentos, apenas um indivfduo sobreviverd atb aos 114 anos. Por fim, os autores

admitem ainda, de forma algo arbitrriria, que a mortalidade durante o primeiro ano de

vida se traduz em dois 6bitos por cada 1000 nascimentos.

Da equag6o (7.3.2) resulta a seguinte funglo de sobreviv6ncia

a / r\o-Lr':E\B)

t, : to"", 
[- (;)"]
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7.3. Modelo de Poisson

A Figura 7.3.11 representa a fungio r t* lrfls resultante das hip6teses acima assumi-

das. Como se observa, a tribua limite estabelece uma elevada rectangularizagdo da fungdo

de sobreviv6ncia, uma consequ6ncia da quase aus6ncia de mortalidade "prematura".

q

60

ldade

Figura 7.3.11: T6bua limite de Duch0ne-Wunsch, fungd,o de sobreviv6ncia r F- lrf ls

Na Figura 7.3.12 representamos as taxas de mortalidade ditadas pela tri,bua limite de

Duch6ne-Wunsch e as estimativas brutas de pr,t para a popula4So portuguesa em anos

seleccionados f, : 1970, 1,985,2004. Como se observa, se exceptuarmos a idade fr : 0, a
tribua limite estipula taxas mfnimas nulas at6 por volta dos 40 anos, uma hip6tese algo
irrealista se considerarmos a probabilidade de ocorrerem acidentes.

As estimativas dos pardmetros do modelo (6.9.28)-(6.9.29)-(6.9.30) com inclusSo da

tribua limite de Duch6ne-Wunsch foram obtidas com base no algoritmo (6.9.32) e atrav6s

de uma rotina informiitica escrita e implementada no paclcage SAS (Release 9.1-). Para
iniciar o algoritmo, considerdmos o seguinte vector de valores iniciais para os par6,metros:

@9) , e[o) ,O?) : (0, 1, 0.1). Os resultados da estimagd,o sd,o representado, ,* Figuras
7.3.I4 e 7.3.13.

Como se observa, as principais diferengas em relagdo aos estimadores Ar, B, " k,
gerados pelo modelo de Poisson cliissico situam-se nas idades para as quais a t6bua limite
prev6 patamares significativamente nd,o nulos, ou seja, a partir dos 60 anos de idade. A
influ6ncia do m6todo no parA,metro k1 6 pouco expressiva replicando, no essencial, a

tend6ncia decrescente na mortalidade registada no perfodo em aniilise.

ci
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7.3. Modelo de Poisson

Figura 7.3.12: Compara4So entre as taxas p,r,, da tr6,bua limite de Duch6ne-Wunsch e

as estimativas brutas em 1970, 1985 e 2004

4

- PdM.t&6m

40

ld.*

PdM_ Per$elmL

&

[.

.J

E.

E

Figura 7.3.13: Estimativas dos pa^rdmetros q do modelo de Poisson com tdbua limite

de Duch€ne-Wunsch (homens d esquerda e mulheres d, direita)
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Figura 7.3.14: Estimativas dos par6metros oo e p, do modelo de Poisson com td,bua

limite de Duch6n+Wunsch (homens d, esquerda e mulheres d, direita)

Para termos uma melhor percepgd,o sobre a influOncia exercida pela incorpora,g6o

de uma td,bua limite nas ta:ras projectada.s pelo modelo de Poisson, representa,mos na

Figura 7.3.15 as estimativas brutas de &so,t no intervalo t e [1970,20041e a traject6ria

projectada pelos modelos de Poisson cldssico e com inclusSo de t6bua limite. A linha

horizontal a tracejado representa o valor limite plifin estipulado pela tdbua de Duch6ne-

Wunsch.

Como se constata, a converg6ncia para um nfvel de mortalidade nulo pressuposta

pelo modelo cld.ssico 6 substituida por uma converg6ncia para a taxa plif pressuposta

pela td,bua limite, balizando desta forma os potenciais ganhos na longevidade humana.

Estudos futuros deverfio ser capaaes de desenvolver uma t6bua limite pa,ra a populagSo

portuguesa assente, por exemplo, em hip6teses fundamentadas quanto A, evolugdo de um

indicador que sintetize a evolugSo da longevidade humana (e.g., esperanga de vida).
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Figura 7.3.15: Tlaject6ria projectada pelo modelo Poisson com td,bua limite paxa a

ta>ra pss,l (homens d esquerda e mulheres d direita)

7.3.6 E:ctensSo do modelo com duplo previsor log-bilinear

Nesta secg6,o testamos a aplicagSo da extensSo do modelo de Poisson proposta por Ren-

shaw e Haberman (2003c,d) na populaqd,o portuguesa. Como vimos no capftulo anterior,

a extensSo materializa-se na inclus6o de um segundo termo log-bilinear na especifica,gdo

do modelo.

As estimativas dos pardmetros do modelo (6.9.22)-(6.9.23)-(6.9.24) fora,m obtidas

com base no algoritmo (6.9.26) e atrav6s de uma rotina inform6tica escrita e implemen-

tada no package SAS (Release 9.1). Para iniciar o algoritmo, considerd.mos o seguinte

vector de valores iniciais: (a[o), ef?, a[?),Bf)r,pf)l : (0, L, 1,0.1,0.1).

Nas Figuras 7.3.16, 7.3.18, 7.3.17 e 7.3.19 representamos as estimativas dos pardme

tros dr, B*J, b*,2, ktJ e h,z do modelo aplicado a todas as idades para arnbos os

sexos. Como se observa, a introdugS,o de um segundo termo log-bilinear exerce um

efeito negligencidvel nas estimativas do pa,rArnetro &r. Pelo contrdrio, as estimativas dos

par6,metros B* e &6,1 evidenciarn, na amostra em estudo, algumas diferengas face aos

valores i), " 
*r gerados pelo modelo de Poisson cldssico.

t:

zDo z)50 2ilD

A,b
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Figura 7.3.16: Estimativas de a, no modelo de Poisson com duplo previsor log-bilinear

(Homens)

o
<i

o
ci

lo

o
<t

a,

o

t
o
c,

q

NO

o

o

*o

o
$

020.(,6060
ldad.

1970 1980 i900 N
Am

o20{06080
ldade

1970 '1980 .1900 2000

Ano

Figura 7.3.17: Estimativas de 0*,r, 9a,2, Kt,L e 4,2 do modelo de Poisson com duplo

previsor log-bilinear (Homens)
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7.3. Modelo de Poisson

Este resultado n6o surpreende na medida em que a estimagio dos pard,metros no

modelo (6.9.22) e no modelo de Poisson clilssico 6 feita, ao contr6rio do que se passa

no m6todo Le+.Carter, de forma independente.o Verifica-se ainda que estimativas do

segundo pardmetro de sensibilida.de pr,2 evidenciam, em ambos os sexos, um padrSo

grrifico bastante mais erriitico do que as correspond.entes a pr,r, com a volatilidade a

aumenta.r significativamente com a idade.

As estimativas de Ai,1 replicam) no essencial, a trajectdria decrescente detectada

nas secg5es anteriores considerando o valor do fndice temporal no modelo original. Um

aspecto interessante refere-se, contudo, ds tend6ncias antag6nicas seguidaspor k11 e k1,2

em ambos os sexos, decrescentes no primeiro caso e ascendentes no segundo. Constata-se

que o segundo fndice temporal k1,2 revela, em ambos os sexos, uma tendOncia irregular
e de mais diffcil explicagio.

Verifica-se, inclusive, que a partir de finais dos anos 80 o pard,metro assume valores

positivos, um facto que n6o nos permite todavia tirar conclus6es claras uma vez que o

sinal de pr,2 osclla significativamente entre idades. Como seria de prever, as s6ries &1,1 e

k1,2 s6o altamente correlacionadas, como se depreende pelo elevado valor dos coeficientes

de correlaEe,n (-0.92 e -0.83 para homens e mulheres, respectivamente).

Na Figura 7.3.20 representamos a percentagem da vari6,ncia explicada pelo modelo

de Poisson com um e dois termos log-bilineares, numa tentatir,a de analisar os ganhos

obtidos em termos de qualidade de ajustamento. Como se constata, a introdugSo de um
segundo termo log-bilinear influencia maioritariamente o comportamento do modelo nas

idades adultas e mais avangadas, revelando-se incapaz de melhorar significativamente

o ajustamento nas idades problemriticas, correspondentes d "bossa" de acidentes, mais

importante como vimos no caso dos homens.

Id6ntica conclusdo pode ser retirada com base na aniilise da Figura 7.3.2L, onde

sd,o representados os resfduos de deviance do modelo de Poisson com um e dois termos

log-bilineares. Com efeito, observa-se que apenas nas idades adultas a estrutura dos

residuos do modelo com duplo previsor aparenta ser um pouco mais consentdnea com o

estipulado pela distribuigSo Normal, quando comparada com aquela proporcionada pelo

modelo original.

6Com efeito, recordamos que na versdo original do m6todo Lee-Carter uma rinica decomposiqS,o em
valores singlares permite estimar a totalidade dos parAmetros a., p,: /aJ, Kt: Kt,t, 0,,2 e Kt,z.
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Figura 7.3.20: Percentagem da variAncia explicada pelo modelo de Poisson com um e

dois termos log-bilineares (homens em cima e mulheres em baixo)

A andlise dos resultados permitenos concluir que, na amostra em estudo, o aumento

do mlmero de pard,metros decorrente da adig6o de um segundo termo log-bilinear no

modelo de Poisson proporciona uma ligeira melhoria na qualidade do ajustarnento. No

entanto, a maior irregularidade nas estimativas dos par6.metros e o facto de k11 e k1,2

se constitufrem como duas s6ries temporais fortemente correlacionadas dificulta a sua

interpretagfi,o e extrapolagS,o paxa o futuro, tornando bastante mais complexa a tarefa

de projectar o comportamento da mortalidade.
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7.4. M6todo Lee-Carter

7.4 M6todo Lee-Carter

Nesta secE6o, testamos a aplicagSo do m6todo de Lee-Carter na populaEao portuguesa

e comparamos o seu desempenho com o proporcionado pelo modelo de Poisson. Os

parAmetros do modelo 6.6.1 foram estimados pelo m6todo dos mfnimos quadrados or-

dindrios, adoptando o m6todo iterativo descrito na Secg6o 6.6.3.

A soluES,o do problema de optimizagdo 6.6.4 respeitou as tr6s etapas preconizadas pelo

m6todo Lee-Carter, e assentou numa rotina informiitica especificamente concebida para

o efeito e implementada no package SAS (Release 9.1). Na estimagSo dos pardmetros,

considerd.mos os dados disponfveis para todas as idades e anos de calend6rio. Para
iniciar o algoritmo 6.6.13, us6mos o seguinte vector de valores iniciais 1a!o),ajo), B?):
(0, 1,0.1).

Na Figura 7.4.1 efectuamos uma comparag6o entre as estimativas dos par6,metros

ar,0, e rc1 obtidas pelos m6todos Lee-Carter e de Poisson, aplicados a todas as idades.

Saliente-se que os valores relativos ao pard,metro K1 respeitam ds estimativas iniciais, ou

seja, antes da reparametrizaqdo destinada a respeitar as restrig5es do modelo.

Como se observa, as diferenEas face ao modelo de Poisson s5,o pouco significativas,

em especial no que respeita ao parAmetro an. De seguida) e em conformidade com a
Etapa 3 do m6todo Lee-Carter, reajustd.mos os A1 gerados pelo algoritrno de modo a
garantir que o nfmero total de dbitos observado em cada ano iguala o seu nfmero
previsto. Recorremos, para tal, a um algoritmo (6.6.12) baseado no m6todo iterativo de

Newton-Raphson . O impacto desta reestimaqio 6 visfvel r,aFigttra 7.4.2.

A Figura 7.4.3 d6-nos uma ideia da capacidade de ajustamento de ambos os modelos.

Como se observa, a percentagem da varidncia explicada pelos modelos 6 praticamente

indistingufvel na generalidade das idades, embora se constate que o modelo de Poisson

apresenta um comportamento ligeiramente melhor nas idades mais jovens. Esta t6nue

superioridade do modelo de Poisson 6 confirmada pelos valores obtidos para a estatistica
deviance, que ascendem, no m6todo Lee-Carter, a 76609.27 e 15650.48 para homens e

mulheres, respectivamente, valores que contrastam com 15667.57 e 75249.63 calculados

para o modelo de Poisson.

A anrilise do comportamento dos resfduos nalgumas idades seleccionadas n5,o revela,

como se observa pela leitura da Figura 7.4.4, diferenEas substanciais em relagdo ao que

afi.rmdmos anteriormente a propdsito do modelo de Poisson.

Em sfntese, se somarmos as vantagens tedricas do modelo de Poisson cli{ssico relati-
vamente ao m6todo Lee-Carter aos resultados obtidos em termos de grau de ajustamento

e A maior facilidade de implementaEdo, inclinamo-nos a favor da escolha do primeiro.
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7.5. Extrapolagd,o da tend6ncia temporal

7.5 Extrapolagio da tend6ncia temporal

Os modelos de Poisson e de Lee-Carter resumem toda a informagS,o sobre a evolugSo da
mortalidade no tempo no indice temporal rc6. Neste sentido, a obtengSo de projecg6es

para os indicadores de mortalidade e, em particular, a construgd.o de tdbuas prospectivas

passa, em primeiro lugar, pela modelaqSo do comportamento desta s6rie temporal com

vista d sua extrapolaEio para o futuro (i.e., para , > ,,,u* + 1).

O m6todo de projecgSo por extrapola,qS.o possui, como 6 bem sabido, as vantagens

e as desvantagens da objectividade. O seu pragmatismo reside no facto de procurar
projectar no futuro um conjunto de tend6ncias passadas detectadas na mortalidade,
assumindo que os factores que ditaram essas tend6ncias continuario a marcar a sua

evolugSo futura. Por esta razda, o m6todo desvaloriza, em boa medida, a import6,n-
cia da opiniS.o de especialistas sobre a evolugio previsfvel de um conjunto de varid,veis

que condicionam, decisivamente, os ganhos futuros na longevidade (e.g., progressos da
medicina, surgimento de novas doenEas, evolugio dos estilos de vida).

Esta abordagem 6 obviamente susceptfvel de crftica, entre outras raz6es pela sua

incapacidade de prever choques estruturais (e.g., descoberta de um novo medicamento,

terramoto). Pese embora estas limitag6es, o facto da mortalidade humana ser o resultado
de uma interacgSo complexa de mriltiplos factores sociais e biol6gicos, bastante diflceis
de esmiugar, faz com que a modelagSo por extrapolagSo constitua, ainda hoje, a t6cnica
standard a nfvel internacional.

Seja {fu, f, : tmin, . . . , t.o*} uma realizagSo de dimensSo finita da s6rie cronoldgica

K: {nt,t € N}. Para modelar o comportamento da s6rie, recorremos a modelos do tipo
ARIMA e adoptamos a convencional metodologia de Box-Jenkins. Recordemos que a
expressio geral de um modelo ARIMA 6 dada porT

G - B)d q: p'* @r(B) et

Qo(B) '

onde B representa o operador de desfasamento (i.e., B (or) : Kt-1, 82 (*r) : Kt-2)...))
L- B 6 o operador de diferengas (i.e., (1 - B) Kt: Kt- Kt-tt O - q2 Rt: Kt-Znt-t*
Rt-2t...), Oq (B) e o polin6mio relativo d componente m6dia m6vel, com coeficientes

0: (0t,02,...,0q), Qr(B) 6 o polindmio relativo d componente autoregressiva, com

coeficientes Q: (4yd2,...,6.p),. et 6 um ruido branco com varidncia ol.
A modelagdo param6trica de uma s6rie temporal assenta essencialmente na estrutura

de depend6ncia existente entre os elementos que a comp6em. Nesta secgdo apresentamos,

TPara uma descrigSo detalhada da metodologia de Box-Jenkins veja-se, por exemplo, Hamilton (i994).
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de forma detalhada, os resultados obtidos pela aplicagdo da metodologia de Box-Jenkins

d s6rie de parAmetros {fu} estimada pelo modelo de Poisson cLissico aplicado a todas

as idades. Um quadro recapitulativo final resume os modelos ARIMA seleccionados nas

demais s6ries.

7.5.L Estacionaridade da s6rie

O m6todo proposto por Box-Jenkins aplica-se a processos estocdsticos estaciond,rios

em covaridncia (ou na forma fraca). Tal pressup6e, para al6m da exist6ncia dos dois

primeiros momentos, a constdncia da m6dia ao longo do tempo e fung6es de auto-

covarid,ncia e de auto-correlagSo que dependem apenas do desfasamento temporal (lag)
entre as observag6es e n6o do momento (da data) da observagSo.

A primeira etapa da modelagio consiste, assim, em assegurar que r( satisfaz ad-

equadamente estas condig6es. Caso contrS,rio, torna-se necess6rio introduzir alguma

transformaEd,o (e.g., por diferenciaEs,o) que nos permita atingir a desejada estacionar-

idade. Existem dois m6todos principais para apreciar a estacionaridade da s6rie: (i)
avaliaEio subjectiva com base na anrilise do gr6fico da s6rie temporal e do seu respectivo

correlograma; (ii) testes estatfsticos formais para a detecAso de rafzes unitrlrias.

A primeira condigSo necess6ria ao ajustamento de um modelo AzuMA 6 a estabili-
dade em varidncia da s6rie. Tal exige que a variabilidade seja homog6nea ao longo

do perfodo de observagSo. Na Figura 7.5.L 6 possfvel constatar que a variabilidade 6
relativamente estdvel no perfodo temporal em and,lise, pelo que d, primeira vista nd,o se

afigura necessdria qualquer transformagSo.

A metodologia de Box-Jenkins requer igualmente que as s6ries sejam estaciondrias

em m6dia, ou seja, destitufdas de tend6ncia temporal. Na Figura 7.5.1 resulta claro que

as s6ries anuais s6o claramente decrescentes, Iogo n6o estacion6rias, mas ndo apresentam

sinais de sazonalidade. Neste sentido, devemos aplicar uma primeira diferenciagS,o, tanto
no caso dos homens como no caso das mulheres. A aplicagdo desta tecnica implica,

naturalmente, a perda de uma observagdo. As s6ries diferenciadas Arc1 assim obtidas

s5o, como se observa na Figura 7.5.1, aparentemente estacioniirias em m6dia.

Para confi.rmar este diagn6stico preliminar, realizamos de seguida um conjunto de

testes estatfsticos formais (teste ADF e teste de Phillips-Perron) destinados a avaliar

a presenga de rafzes unitririas e a ordem da estacionaridade da s6rie. Recordamos que

o teste ADF (Augmented Dickey Fuller) avalia a hip6tese nula de que a s6rie Arc1 6

1(0) , contra a alternativa de que 6 / (1) , assumindo que a dind,mica da s6rie pode ser

representada por uma estrutura do tipo ARMA(p, q) com ordem desconhecida. O teste
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7.5. ExtrapolagS,o da tendOncia temporal

ADF baseia-se na seguinte equagSo de regressS,o

p

Ln1 : a +.yt I rrct-l+ I {iAq-, 1 rr, (7.5.1)
j:t

onde o,'y,T erhi U -1,...,p) s6o pardmetros a estimar. Os p termos (diferengas)

desfasados, Ant-j, s5,o usados para aproximar a estrutura do tipo ARMA do termo

erro, sendo que o valor de p 6 fixado de modo a garantir que o termo erro n5,o exibe

autocorrelaES,o. Segundo a hip6tese nula, Aq 6 /(0), o que implica que r:0.

S6rie original S6rie original
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N
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1990

Ano

S6rie diferenciada
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S6rie diferenciada
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o
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Figura 7.5.1: S6ries iniciais &1 e primeiras diferengas (1 - B)fu (homens d esquerda e

mulheres A direita)

Uma solugSo alternativa para averiguar a presenqa de rafzes unit6rias consiste em

usar o teste de Phillips-Perron (PP), que difere do teste ADF essencialmente pelo facto
de ignorar a eventual presenga de autocorrelagS,o no termo erro da equagSo de regressSo.
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7.5. ExtrapolagSo da tend€ncia temporal

A equagao base do teste 6 a seguinte

An1 :a+'ytlnnl-1 lux, (7.5.2)

onde q 6 I (0) e pode apresentar heterocedasticidade. O teste PP considera a eventual

presenga de autocorrelagdo e heterocedasticidade no termo €rro u; modificando direc-

tamente a estatfstica de teste. O teste de PP 6 considerado mais robusto que o teste

ADF porque admite formas mais gerais de heterocedasticidade no termo erro u1. Outra
vantagem 6 a de que neste caso n6o 6 necess6rio especificar a dimensS,o do desfasamento

(parAmetro p) na equa4So de regressS,o.

Os Quadros 7.5.1 e7.5.2 resumem os resultados obtidos pela aplicag6o dos testes PP

e ADF a ambas as s6ries. A anrilise dos valores das estatfsticas de teste e dos valores de

prova (p-values) permite-nos rejeitar a hip6tese nula de que a rafz 6 unitrlria e as s6ries

sio 1(0), em favor da alternativa de que as s6ries {q} sio.t(1), i.e., estaciond,rias em

(primeiras) diferenqas.

Ilomens Valores criticos Dickey-F\rller
L% 5% 10%

Estatfstica
teste

z (p)
z (r)

-28.294 -23.652 -18.584 -16.032
-4.792 -4.297 -3.564 -3.218

Mulheres Estatfstica ValorescrfticosDickey-Fhller
t% 5% 10%

z (p)

z (r)
-19.415

-3.475

-23.652 -18.584 -16.032

-4.297 -3.564 -3.218
* MacKinnon approximate p-value for Z(t) :0.0422

Termo ParAmetro Estimativa Std. error t-value p-value
constar.te

tend€ncia
Kt-L

Ot

"Y

1f

77.91657

-1.11439

0.4434802

5.899336

0.326156

0.161659

3.04

-3.42

2.74

0.005

0.002

0.010

Quadro 7.5.1: Testes de Phillips-Perron para a exist6ncia de rafzes unitri,rias

MacKinnon approximate p-value for Z(t) :0.0046
Termo ParAmetro Estimativa Std. error t-value p-value

constante
tend€ncia

Kt-t

a
"v

T

19.24462

-7.760177

0.2653236

5.212382

0.288109

0.183177

3.69

-4.03

1.45

0.001

0.000

0.158
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7.5. ExtrapolagS,o da tend6ncia temporal

flomens Estatistica
teste

Valores criticos DF
I%

z (t) -4.011 -4.297 -3.564 -3.218

Mulheres Estatfstica
teste

Valores criticos DF
1T

z (t) -3.M3 -4.297 -3.564 -3.218
* MacKinnon p-value for Z(t):0.0460

Termo Par6metro Estimativa Std. error t-value p-ralue
constante
tend€ncia

Kt-l

a.

7
7f

17.91657

-1.11439

-0.5565198

5.899335

0.326156

0.161659

3.04
-3.42

-3.44

0.005

0.002

0.002

Quadro 7.5.2: Testes ADF para a exist€ncia de rafzes unitdrias

Por fim, conduzimos um conjunto de testes d, hip6tese nula de rufdo branco para

as s6ries originais {*r) " 
em primeiras diferengas {Arrct}. Os resultados decorrentes da

aplicagS,o dos testes de Portmanteau e de Bartlett d, hip6tese nula de que os coeficientes

de autocorrelagdo para diferentes nfveis de desfasamento sio conjuntamente nulos, i.e.,

Ho: h:.!!: pt:0, contraaalternativa Ht: kl0para algum ie {1,...,rn},sdo
apresentados no Quadro 7.5.3.

Teste Portmanteau Teste Bartlett
Q* stat pvalue B stat pvalue

Homens K1

AtKt
131.9774

34.5482
0.0000

0.0029

2.7040

1.5596

0.0000

0.0154

Mulheres R1

LrKt
129.8582
48.6481

0.0000

0.0000

2.6777

1.8542
0.0000
0.0021

Quadro 7.5.3: Testes de Portmanteau e Bartlett d hip6tese de rufdo branco

A an6lise dos resultados obtidos nos testes permite concluir que a hip6tese de ruldo
branco para as s6ries em nfvel e em primeiras diferengas deve ser rejeitada em ambos

os sexos. Verifica-se, assim, que o modelo ARIMA(0, 1,0), a escolha c}issica do mdtodo

Lee-Carter, nd,o 6 adequado ds s6ries em estudo, sendo por isso necessS,rio o recurso aos

procedimentos de identificagS,o preconizados pela metodologia de Box-Jenkins.

70%5%

t0%5%

* MacKinnon p-value for Zft\:0.0042
Termo Pa.rdmetro Estimativa Std. error t-value p-value

constante
tend€ncia

Kt-t

a
7
1f

19.2M62
-1,.760777

-0.7346764

5.272382
0.2881087

0.1831773

3.69
-4.03

-4.01

0.001

0.000

0.000

317



7.5. Extrapolag5o da tend€ncia temporal

7.5.2 ldentificagS.o do modelo

Para identificar o modelo adequado socorremo-nos, em primeiro lugar, da inspecgSo

visual dos griificos das fung6es de autocorrelageo (ACF) e de autocorrelag6o parcial

(PACF) das s6ries diferenciadas, representadas na Figura 7.5.2. Estas ftrngSes traduzem,
por definigdo, a influ6ncia entre duas observag6es em fungio do desfasamento que as

separa e assumem um papel preponderante na andlise da depend6ncia temporal da s6rie.

Autocorrela96es Autocorrelag6es

o

Lag

Autocorrelag6es parciais

Lag

Autocorrelag6es parciais

.!

E
OQ

!
eci

.!

-EN3i
c

Figura 7.5.2: Coefrcientes de autocorrelagS,o e de autocorrelagEo parcial para as s6ries

diferenciadas A1rc; (homens d esquerda e mulheres d direita)

Como se observa, o decr6scimo relativamente rdpido dos coeficientes de autocorre-
lagd,o e de autocorrelagao parcial para os limites estabelecidos pelos intervalos de confi-
anga (a tracejado) confirmam a hip6tese de estacionaridade da s6rie diferenciada. Por
outro lado, o comportamento dos coeficientes face aos respectivos intervalos de confianga

deixa antever que um modelo AzuMA com uma estrutura relativamente simples deve

ser suficiente para captar a estrutura de depend6ncia da s6rie. Ainda assim, 6 bem

sabido que a ACF e a PACF nio s5o particularmente elucidativas no que se refere d

determinagSo da ordem adequada do modelo AzuMA.
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7.5. Extrapolagio da tend6ncia temporal

Para esta finalidade, a nossa opg6o recaiu sobre a hierarquiza4io dos modelos can-

didatos pelos crit6rios BIC (Bayesi.an Inform,ati,on Criterion) e AIC (Akai,ke Intormation

Criteri,on). A informagSo fornecida por estes indicadores foi posteriormente complemen-

tada com a an6lise dos resultados proporcionados pela aplicagio dos m6todos ESACF
(Ertended Sample Autocorrelat'ion Function) e SCAN (,Srnallest CANonical correlat'ion

method) desenvolvidos por Tsay and Tiao (1984, 1985), e pelo m6todo MINIC (MIN|-

murn Inforrnation Criterion) proposto por Hannan and Rissannen (1-982), disponiveis no

package SAS. Por uma questS,o de parcim6nia, restringimos a nossa aprecia,g6.o a mode-

los com um nfmero de parAmetros igual ou inferior a 4. Os resultados s6o apresentados

no Quadro 7.5.4.

Modelo Homens Mulheres
BIC AIC BIC AIC

AzuMA(0,1,0)
ARIMA(I, 1,0)
ARIMA(o,1,1)
ARIMA(1,1,1)
ARIMA(2,1,0)
ARIMA(o, 1,2)
ARIMA(2,1,1)
ARMA(1,1,2)
ARIMA(3,1,0)
ARIMA(0,1,3)

150.74

143.90

741.49

744.48

743.44

7M.49
744.99

747.98

746.47

747.63

749.21

140.85

138.43

139.90

138.86

139.91

138.88

141.87

140.30

747.52

768.44

757.02

158.46

158.52

156.95

757.89

158.67

161.05

158.92

160.09

166.91

153.97

155.40

153.94

L52.37

153.31

152.57

154.95

1,52.82

153.98

Quadro 7.5.4: IdentificagS.o da ordem do modelo ARIMA

A anrilise dos diferentes crit6rios levou-nos a identificagSo do modelo ARIMA(0,1, 1)

como o mais adequado para a populagdo masculina, enquanto que no caso da populagS,o

feminina a escolha recaiu sobre um modelo do tipo ARIMA(I,1,0) com estrutura autore-

gressiva. O Quadro 7.5.5 resume a ordem (p,d,q) dos modelos ARIMA seleccionados

com o auxflio dos crit6rios BIC e AIC nos diferentes modelos testados, considerando

distintos intervalos de idades. Assinale-se que, no caso dos homens, o intervalo de idades

considerado exerce alguma influ6ncia sobre a ordem do modelo AzuMA.

Modelo
Intervalo Idades

Poisson

0-84

Poisson

50-84

Lee'Carter
0-84

Homens
Mulheres

(0, 1, 1)

(1, 1,0)
(0, 1,2)
(1, 1,0)

(1, 1,0)
(1, 1,0)

Quadro 7.5.5: Ordem dos modelos ARIMA selecionados
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7.5. Extrapolagdo da tendEncia temporal

7.5.3 EstimagSo dos parAmetros do modelo ARIMA

Para estimar os modelos seleccionados na secgSo anterior, recorremos ao m6todo de

mdxima verosimilhanga condicional. Consideremos os modelos ARIMA(O,1,1-) para os

homens

LtnT:p*+O*eir+e!
e ARIMA(I, L,0) para as mulheres

Atrc|:f+fnf_r+ei

onde ef" e el sao rufdos bra,ncos com varidnciao2*e ol e os fndices rrlew respeitam
a homens e mulheres, respectivamente. As estimativas foram obtidas com recurso ac)

procedimento ARIMA, implementado no package SAS.

O Quadro 7.5.6 resume os principais resultados obtidos.

Par6,metro Estimativa Std error f -value p-value
p*
e*
om

p-
0-
ou

-1.64623
0.64315

1.800992

-2.14802
-0.63606
2.263249

0.11663

0.14831

0.23969
0.15145

-14.11

4.34

-8.96
-4.20

<.0001
0.0001

<.0001
0.0002

Quadro 7.5.6: Estimativas dos pardmetros do modelo ARMA

A anrilise dos valores de prova permite-nos concluir que todos os pardmetros si,o

significativos ao nfvel de significdncia a : 0.05.

7.5.4 Anri.lise dos resfduos

Para completar a anrilise sobre a qualidade do ajustamento do modelo ARIMA, resta-nos

verificar se os resfduos da estimagSo constituem realizag6es de um processo do tipo ruido
branco. Para o efeito, dispomos de um teste global sobre a hip6tese de correla46o nula
entre os resfduos, baseado na estatistica Q (m) de Ljung e Box (1978), com Q (d - XL.
Os resultados obtidos considerando diferentes nfveis de desfasamento m:6,L2,1-8 sdo

reportados no Quadro 7.5.7.

A andlise dos valores da estatistica de teste e respectivos valores de prova nio nos

coloca, em todos os casos analisados, em condig6es de rejeitar a hip6tese nula de aus6ncia

de correlagS,o entre os resfduos dos modelos ARIMA.
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7.5. ExtrapolagS,o da tend6ncia temporal

To lag Homens Mulheres

x' df p-value x' df p-value
6

t2
18

4.39

9.96
18.05

5

11

t7

0.4943

0.5343

0.3854

5.89

15.69

25.48

5

11

17

0.3170

0.1530
0.0846

Quadro 7.5.7: Teste de Ljung e Box para os resfduos do modelo ARIMA

Na Figura 7.5.3 avaliamos o grau de ajustamento dos resfduos dos modelos d dis-

tribuiESo normal estandardizada. Como se observa, os quartis empfricos e te6ricos

aproximam-se bastante, confirmando as conclus6es retiradas com base no teste de Ljung-
Box.

QQ Plot QQ PIot

-2.1012
Olantlc ofSbndad Nomal

.2-1012
Ou.nfl6of Shndad Nomal

Figura 7.5.3: QQ-plots normal dos resfduos dos modelos ARIMA (homens d esquerda e

homens d direita)

Esta conclusS,o foi igualmente confirmada pelos resultados obtidos nos testes de

Shapiro-Wilk e Jarque-Bera para a hipdtese nula de normalidade dos resfduos.

7,5.5 PrevisS.o

Os modelos ARIMA(p, d, g) estimados na secgSo anterior colocam-nos em condig6es de

projectar a s6rie {41} para o futuro. Na Figura 7.5.4 representamos o valor projectado de
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7.5. ExtrapolacSo da tend0ncia temporal

,ct {Kt-*+" : s > 0} para o horizonte temporal 2060, bem como os respectivos interrialos

de confianga a95Yo. Em condig6es ideais, uma base de dados com apenas 35 anos ndo

nos qualificaria d, partida para efectuar previs6es avisadas para um horizonte temporal

tio longfnquo.8 Esta limita46o 6, neste caso, suplantada pela necessidade de calcular

pr6mios relativos a rendas vitalfcias e indicadores como a esperarlga de vida remanes-

cente, cd,lculos que envol'uem, inevitavelmente, a realizag6o de projec@es de longo ptaeo

para rc1. Registe-se, no entanto, que temos bem presente a incerteza inerente A, realiza46o

de projecg6es paxa um horizonte t5o longfnquo.

ProjecA6o ARIMA

am

ProjecaEoAR|MA

&8
AE

Figura 7.5.4: ProjecgSo do par6metro ft para o horizonte temporal 2060 e respectivos

intervalos de confianga a gSTo (homens d, esquerda e mulheres d, direita)

Feita esta ressalva, resta-nos usar os valores projectados de q para obter td,buas de

mortalidade prospectivas. Com efeito, tomando a projecgSo {ftzooa+": s:1,2r---},6
possfvel deduzir

itt,No4+s: exP(&, + priivsoa+")', s : L,2, "'
sEsta afirmagSo decorre do principio, muitas vezes seguido, de que o horizonte de projecaSo deve ser,

no md,ximo, igual d dimensSo do intervalo de estimagS,o'
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7.6. Projecgao da mortalidade nas idades avangadas

7.6 ProjecgSo da mortalidade nas idades avangadas

Como se observa nas Figuras 7.3.1 e 7.3.2, as estimativas brutas de p* calculadas de

forma cliissica sofrem de alguma instabilidade nas idades mais avangadas. Este com-

portamento, explicdvel em boa medida pela escassez de dados, justifica a introdugEo de

algum alisamento nas s6ries.

Por outro lado, a idade mrixima para a qual dispomos de observaqSes (em especial

no que toca ds estimativas de populagSo residente) 6 manifestamente insuficiente para
permitir a modelagSo da extingS,o total de uma populagS.o. No nosso caso, 84 anos

6 certamente insuficiente quando sabemos que, no perfodo em anrilise, existem 6bitos

registados aos l-17 e aos 124 anos nas populag6es masculina e feminina, respectivamente.

Os continuados aumentos na esperanga de vida registados nas ultimas d6cadas tradu-
zem-se, por um lado, num nfmero crescente de sobreviventes at6 as idades mais avangadas

e, por outro, num acr6scimo da proporgSo dos 6bitos registados nestas idades em rela4So

ao total. Entende-se assim o crescente interesse pelo estudo do comportamento da mor-
talidade nas idades ava.ngadas.

Nesta secgSo, sd,o aplicadas t6cnicas de graduagS.o com o objectivo de suavizar as

estimativas brutas de p, observadas nas idades mais avangadas. Em paralelo, 6 aplicado

um m6todo de fecho das tribuas que envolve a extrapola4So condicionada dos quocientes

observados nas idades avangadas para uma dada idade limite, fixada neste caso nos 120

anos.

7.6.L FixagSo da idade bioldgica m:ixima

O debate em torno da exist6ncia de uma idade limite a., (ou idade biol6gica mrixima)
desperta desde hri muito o interesse da comunidade cientffica. Trata-se, naturalmente,
de um tema cuja discussSo vai muito para al6m dos objectivos desta disserta,gSo, sobre o
qual nio existe unanimidade e que n6o estri isento de alguma controv6rsia. Com efeito, o
estado actual do conhecimento n5o nos coloca em condig6es de avangar com uma idade

biol6gica mdxima para a esp6cie humana.

Num estudo relativamente recente (Vaupel, 1997), elaborado a partir de uma impor-
tante base de dados, a saber 70 milh6es de seres humanos de 14 pafses que atingiram
os 80 anos de idade, entre os quais se contam 200.000 centen6rios, foi possfvel detectar

uma desaceleragSo na taxa de crescimento dos q, a partir dos 80 anos, segmento onde

inclusive foi possfvel registar algum decr6scimo no n(vel de mortalida.de. N5o sendo su-

ficiente para abandonarmos formalmente a hip6tese de uma idade mdxima, este padrSo

de mortalidade alerta-nos para a incerteza em torno da duragS,o da vida humana.
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7.6. ProjecgSo da mortalidade nas idades avangadas

A maioria dos actuii,rios, apoiados nas opiniSes autorizadas de m6dicos ou proe-

minentes bidlogos, adopta contudo uma posigS,o pragmritica e acredita na existdncia
de um limite superior para a duragS,o da vida humana. A consequ6ncia imediata 6 a
necessidade de "fechar" as t6buas de mortalidade, ou seja, a necessidade de extrapolar
as probabilidades anuais de 6bito para al6m das idades observadas at6 uma idade limite.
Uma alternativa simples passaria por admitir que as probabilidades q, sio constantes

a partir do riltimo valor observado, apesar dos estudos empfricos realizados apontarem
para a formagSo de uma esp6cie de "plateau" nas idades avangadas.

No nosso caso, entendemos que a adopgS,o de uma idade limite se apresenta como

a hipdtese mais razod.vel e consentdnea com a realidade. Para tal, consider6mos como

idade limite para a populag6o portuguesa os 120 anos, em ambos os sexos. Esta idade

mdxima pode, no entanto, ser entendida como um limite a partir do qual os eventuais

sobreviventes ser5,o negligenciados no crilculo de indicadores demogrdficos ou de pr6mios

de contratos de seguros.

A idade de 120 anos proposta no nosso caso pode, d, primeira vista, ser considerada

elevada se atendermos unicamente ao reduzido ndmero de centeniirios a residir actual-
mente em Portugal. No entanto, conv6m recordar que este mesmo limite serii considerado

em todo o horizonte temporal de projecgSo, bem assim como na construgSo de t6buas
prospectivas para as gerag6es mais jovens. Este facto, combinado com a traject6ria des-

cendente da mortalidade registada nas riltimas d6cadas pode, no futuro, transformar a

idade limite de 120 anos num patamar perfeitamente trivial.

7.6.2 M6todo de fecho das tiibuas

Fixada a idade limite, o passo seguinte consistia em seleccionar o m6todo de fecho das

tribuas mais adequado d realidadq. A este respeito, testdmos alguns dos modelos descritos

na Secgdo 6.15, nomeadamente os m6todos de Coale-Kisker e de Denuit e Goderniaux e

os modelos logfstico de Perks e de Kannisto analisados nos Capftulos 2 e 6.e

Os resultados obtidos permitiram concluir que os m6todos de Denuit-Goderniaux
(DG) e de Coale-Kisker (CK) adoptam traject6rias compardveis para a evolugSo da

mortalidade, embora se tenha constatado que no m6todo CK a qualidade do ajusta-
mento depende, em boa medida, dos valores pr6-definidos para a taxa de mortalidade
correspondente d idade limite ffir^*. O melhor comportamento destes modelos n5o pode

ser dissociado da imposigSo de restrig6es no processo de extrapolagSo, que permitem cal-

eOs resultados desta aniilise fazem parte de um estudo realizado pelo autor no dmbito de um grupo
de trabalho criado pelo Instituto Nacional de Estatistica para definir a nova metodologia de crilculo das
tribuas de mortalidade contempor6neas portuguesas.
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ibrar os modelos as condig6es observadas em cada momento, atendendo nomeadamente d

idade mrixima para a qual sio registados dbitos na popula4So. O m6todo DG apresenta,

no entanto, urna vantagem importante face ao m6todo CK, uma vez que permite fixar
antecipadamente a idade de fecho da t6bua, ou seja, d, idade para a qual se estima um
quociente de mortalidade unitiirio.

Pelo contrririo, os modelos logfsticos de Kannisto e Perks envolvem basicamente o

ajustamento das estimativas brutas, seguido de extrapolagdo n6o condicionada da mor-
talidade. Em fungSo disto, constatou-se que os modelos geram trajectdrias bastante

irregulares e inconsistentes com o comportamento normal da mortalidade nas idades
avangadas, seja produzindo quocientes q, estagnados com a idade, seja gerando trajec-
t6rias explosivas, que n6o acompanham o j6 referido fen6meno de desaceleragSo da taxa
de crescimento. Acresce que os modelos ndo convergem automaticamente para a idade
de fecho definida, apresentando ainda oscilag6es muito significativas de ano para ano.

Em face destes argumentos, os resultados do estudo recomendaram a utilizagao do
m6todo proposto por Denuit e Goderniaux (2005). Conforme vimos na SecgSo 6.L5, o
m6todo trabalha directamente sobre os quocientes de mortalidade e introduz condig5es

de fecho de modo a impor d curva dos q, uma configura4do c6ncava nas idades elevadas

e a impedir um eventual decr6scimo dos quocientes nas idades avanEadas. A estimaqSo

do m6todo envolveu o ajustamento, pelo m6todo dos mfnimos quadrados, do modelo
log-quadrritico (6.15.14), i.e., de

lnQ,,r: a(t) +b(t)r+ c(t)12 +e,(t), eai - Nor (0,"2 $))

com as seguintes restrig5es

qt2o: L e q12s:0,

em cada um dos anos que integram a amostra, considerando as observagdes relativas d,s

idades no intervalo 65 < r ( 84. Este procedimento foi efectuado com base numa rotina
construfda e implementada no package SAS (Release 9.1).

Um dos aspectos crfticos no modelo refere-se A determina,qSo da idade a partir da qual
as estimativas brutas Q, s6o substitufdas pelos valores ajustados provenientes do modelo.

Para responder a esta questd,o, usdmos como crit6rio de optimizagdo a ma:rimizagSo do
coeficiente de determinagdo R2 da regressS,o, fazendo variar a "id.ade d.e corte" num
intervalo entre os 70 e os 84 anos. Os valores obtidos para a estatistica .R2 revelaram-se,

em todos os casos, muito pr6ximos e sempre superiores a 0.98. Em consequdncia desta
evid0ncia, e por uma questSo de simplicidade, opt6mos por considerar um limite inferior
rinico em todos os anos de calendririo, e por substituir os quocientes brutos pelos valores
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7.6- ProjecES,o da mortalidade nas idades avangadas

estimados pelo modelo a partir dos 85 anos, inclusive.

De seguida, combindrnos os valores observados e projectados de g, com os valores ger-

ados pelo m6todo de fecho. O resultado 6 uma nova matriz {Qr,t : r e [0, 120) ,t € [1970, 2L24)],

constitu{da pelos quocientes brutos para o € [0,84] e por valores graduados para o €

[85,120]. Para evitar o surgimento de descontinuidades no comportamento da s6rie

na vizinhanga da idade de corte, provocadas pela aplicaqSo do procedimento de re-

gressSo, introduzimos algum alisamento na s6rie recalculando os quocient€s Qs,1 rlas

idades r e [80,90] usando m6dias geom6tricas de 5 anos. Em termos formais, os quG

cientes suavizados s5o obtidos mediarrte

Qtr : (Qr-z' Qx-r' Qr' Q*+t' Q*+z)i, n :80, "',90' (7.6.1)

Em sfntese, dispomos agora de uma matriz de quocientes {Qr,t : o : 0,...,120;

t:1970,...,2L24| onde {r,1 : QX,t para r € [80,90] e {r,1 : Qo,t nas demais idades.

Esta matriz torna possfvel a construgdo de t6,buas projectadas e o cdlculo de indicadores

como a esperanga de vida ou o preqo de uma renda vitalfcia, usando quer uma abordagem

transversal, quer uma abordagem diagonal ou geracional.

Os quocientes obtidos pela aplicagd,o do procedimento de fecho das tr{buas s6o re-

presentados nas Figuras 7.6.1 e 7.6.2.

eQ6a

Figura 7.6.1: Quocientes {3,1 com t6buas fechadas (Homens)
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Figura 7.6.2: Quocientes eap corn tdbuas fechadas (Mulheres)

7.7 Evolugio da mortalidade

7.7.L Por ano cronol6gico

As td,buas prospectivas derivadas na secg6,o anterior colocam-nos em condig6es da anali-

sar a evolugSo da mortalidade ao longo do tempo considerando, quer uma abordagem

transversal ou de momento, quer uma abordagem geracional ou prospectiva. Todos os

cdlculos apresentados nesta secASo sdo efectuados com base nas ta:ras ajustadas (para

t ( t*-.) ou projectadas (para t ) t-u*) provenientes da estimagd,o dos pard,metros do

modelo de Poisson cldssico considerando as estatfsticas relativas n populaqdo portuguesa

no perfodo 197U2004.

As Figuras 7.7.1e 7.7.2 representam a evolugSo observada e estimada das ta:ras pr,;

em anos seleccionados entre 1970 e 2050, para os modelos aplicados a todas as idades ou

apenas As idades no intervalo 5G84, numa dptica transversal. Na Figura 7.7.3 6 possfvel

observar a evolugSo dos quocientes de mortalidade entre 1970 e 2124 num conjunto de

idads representativas. Como se observa, as figuras assinalam, de uma maneira geral,

uma traject6ria decrescente da mortalidade no tempo, com os valores projectados pelo

modelo a replicarem as tend6ncias observadas no perfodo amostral. Assinala-se que on

principais ganhos de longevidade sd,o observados nas idades mais jovens, at6 por volta

dos 1L20 a,nos, e em menor escala nas idades adultas a pa.rtir dos 40 anos.
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Figura 7.7.1: Evolugfio das pr,s ajustadas pelo modelo de Poirsson aplicado a todas as

idades (homens d, esquerda e mulheres t direita)
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Figura 7.7.2: EvolugSo das pr,6 ajustadas pelo modelo de Poisson aplicado ao intervalo

de idades a e [50,84] (homens i esquerda e mulheres d, direita)
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h

2050 z)50

Figura 7.7.3: EvolugSo dos go,r entre 1970 e 2124 pata algumas idades representativas

(homens d esquerda e mulheres d, direita)

O fen6meno "bossa" de acidentes registado no perfodo arnostral tende a acentuar-se

com o tempo, em especial no caso da populagd,o masculina, onde se observa uma esp6cie

de estagnagS,o nas !,axas pr,l correspondentes a essas idades. Este resultado 6 reflexo

dos ganhos incipientes ou nulos observados neste segmento no perfodo 197G2004, que

projectando-se no futuro aumentarn a sua importdncia relativa no conjunto do arco da

vida humana. Nas idades avangadas, o padrS,o de decr6scimo afigura-se consistente no

tempo, a um ritmo ligeirarnente mais acelerado no caso das mulheres.

7.7.2 Por gerag6o ou ano de nascimento

A construgi,o de t6,buas prospectivas oferece-nos nova.s oportunidades em termos de

anr{lise do fendmeno da mortalidade, designadamente a possibilidade de investigar o seu

comportamento n6o mais em termos de anos de calend:{,rio mas por geragSo ou data de

nascimento. Se recapitularmos a ilustragdo do problema realizada na Figura 6.3.1,, trata-

se, no fundo, de passar de uma abordagem transversal (ou vertical) em que se analisa.m

uma sequ6ncia de tdbuas contempordneas, uma por cada ano cronol6gico t, paxa uma

abordagem longitudinal, em que o fen6meno 6 investigado considerado uma sequ6ncia

de tdbuas prospectivas, uma por cada a^no de nascimento ou gera46o t.
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7.7- Evolugd.o da mortalidade

Nas Figuras 7.7.4 e 7.7.5 representamos a evoluES,o das pr,1 ajustadas pelo modelo de

Poisson paxa os indivfduos nascidos em gerag6es seleccionadas entre 1970 e 2004 e paxa os

indivfduos que completam 50 anos de idade entre 1970 e 2004, respectivamente. Como

se observa, as grandes caracterfsticas apontadas no Ambito da 6ptica transversal (d+

cr6scimo acentuado na mortalidade infantil, bossa de acidentes, etc.) sd,o uma vez mais

facilmente identificd,veis agora numa 6ptica geracional. Constata-se, no entanto, que a

evolugSo da mortalidade entre gerag6es sucessivas apresenta oscilag6es menos acentuadas

do que entre anos de calendd,rio, aparentando ser mais fir{,vel e tazo6,vel-

Na Figura 7.7.6 efect',tamos uma comparagS,o entre as taxas pr,, derivadas nas 6pticas

tra,nsversal e geracional em anos de calendd,rio (e respectivas geraq6es) seleccionados.

Como se observa, num cen6rio de diminuigio generalizada da mortalidade os valores

previstos segundo a 6ptica longitudinal s6,o naturalmente menores que os registados

segundo a abordagem transversal, com a diferenga a aumentar com a idade do indivfduo

e com o ano de nascimento da geraqSo.

A excepEso refere-se, uma vez mais, ao comportamento registado nas idades corre-

spondentes d, "bossa" de acidentes, nas quais 6 bem patente a estagna46,o (e at6 um

ligeiro retrocesso previsto) na evoluqdo da mortalidade.

Y

ge

t

9gq
E

40

ld.d.

40

ldado

Figura 7.7.4: EvolugSo das pr,, ajustadas pelo modelo de Poisson para os indivfduos

nascidos nos arros de 1970, 1980, 1990 e 2004 (homens d. esquerda e mulheres d, direita)
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Figura 7.7.5: EvolugSo das pa,t pna as gera,q6es de indivfduos que atingem os 50 a,noe

em 1970, 1980, 1990 e 2004 (homens d, esquerda e mulheres d, direita)

7.7.3 Estimativas da esperanga de vida

Nesta secqSo, analisamos a evolugSo das estimativas da esperanga de vida completa

€" (t) em fungd,o do a^no de calendd,rio t : 1970,. . -,2004 nas idades r : 0 e 65 anos.

Recordamos que, na abordagem transversal, E, (t) 6 calculado com base na mortalidade

relativa ao ano t (i.e., com recurso aos quocients ea*k,tt Ic : 0, lr2r. ..), sendo por isso

compard,vel com os valores reportados pelo I.N.E. para o ano t. Em termos formais, se

assumirmos eue Fc*(,r : Fa,t (para 0 < € < 1 e o inteiro), deduz-se que

pl
A"(t) : / *o(-ep",r)at

( x-t ) .rc+1

. 
E t[*, 

(-u,*i,,) 
] l_ e,,p (- (€ - e) p,+k,t) dE

: L-exp(-p,,t)
Fa,t

.ftF,exP(-P,+,,))L-P (T.r-L)
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Figura ?.7.6: ComperagSo entre as ta>cas pr,, obtidas nas 6pticas transversal e geracional

em anos seleccionados (homens d esquerda e mulheres d direita)
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Pelo contr:irio, na abordagem longitudinal e" (t) representa o valor esperado da du-
raESo de vida remanescente dos individuos que alcangam a idade r durante o ano t,
sendo, por isso, calculada a partir dos quocientes er+lc,t+k (k : 0, I,2, . ..) . Formalmente,
prova-se que a aplicagdo da hipdtese (6.9.4) nos conduz d seguinte expressS,o para E, (t)

exp (-{p,,r) d(

exp (- (€ - k) pt+k,t+k) dt

1 - exp (-U",t)

1 - exp (-p,*r,r*r)

r7

e,Q) : I
Jo

. I {P, 
exP (- F'+i'." 

} /rr*'

Pr,t

{8""' 
(-r'*,,'*,)}+\-L

Ic> 1

(7.7.2)
llx+ki*k

Dito isto, o Quadro 7.7.1 resume os valores estimados para a esperanqa de vida
completa d. nascenga e6 (t) usando os modelos de Poisson e de Lee-Carter, segundo

as 6pticas longitudinal e transversal. Os resultados detalhados sio apresentadas no
Anexo 7.A. A coluna Ae[e-lc) reporta a diferenga (em anos) entre os valores estimados
pelo modelo de Poisson e pelo m6todo Lee-Carter. A coluna AEs indica os ganhos

m6dios anuais (em dias) registados no indicador E6(t) entre 1970 e2004 (tomando como

refer0ncia os valores obtidos pelo modelo de Poisson).

Homens
Eo (t) Longitudinal Tlansversal

t Poisson Lee-Carter aai' A€o Poisson Lee'Carter AAT' Ado
7970

2004
77.99

83.30

72.09

83.49

-0.10

-0.19 717.9

63.27

74.55

63.29

74.66

-0.08
-0.11 118.3

Mulheres
Eo (t) Longitudinal Tlansversal

t Poisson Lee'Carter AElc-t-c; Ado Poisson Lee-Carter \al'-'",, A€o
1970

2004
80.37

90.63

80.23

90.43

0.74

0.20 107.0

69.32

81.05

69.27

81.01

0.05

0.04 122.4

Quadro 7.7.1: EvoluEio da esperanga de vida d nascenga es(t)

O primeiro aspecto a salientar diz respeito aos ganhos notdveis de esperanEa de vida
registados no perfodo L970-2004. Com efeito, segundo a visSo transversal, por cada
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ano decorrido a esperanqa de vida aumentou, em m6dia, aproximadamente 4 meses

em ambos os sexos (mais concretamente 118.3 e 722.4 dias para homens e mulheres,

respectivamente). Estes valores s6,o ligeiramente mais moderados (em especial para a

populaEao feminina) no caso da visSo longitudinal, com ganhos de 117.9 e 107.0 dias

para homens e mulheres, respectivamente.

O segundo dado importante refere-se d diferenEa significativa entre os valores cal-

culados segundo as vis6es longitudinal e transversal. De facto, a utilizagio das tribuas

prospectivas permite-nos estimar que a "verdadeira" esperanga de vida A, nascenqa para

um individuo nascido em2004 ser6, respectivamente, de 83.30 e 90.63 anos para homens

e mulheres, e nio de 74.55 e 81.05 anos, como prev6 a tradicional visio transversal. Dito
de outro modo, a projecEio para o futuro das tend6ncias de decr6scimo da mortalidade

verificadas entre 1970 e 2004 traduz-se numa subestimaEso da verdadeira esperanEa de

vida em 8.75 e 9.58 anos para homens e mulheres, respectivamente, quando baseada

na abordagem transversal. Esta conclusS.o, aparentemente surpreendente, 6 suficiente
para reforgar a necessidade de dispor de tribuas de mortalidade prospectivas para uma
correcta avaliaES,o da longevidade humana.

Os valores de €6 (t) calculados com base nas estatfsticas de mortalidade brutas pu-

blicadas pelo INE relativas ao perfodo 2002-2003 ascendem a 73.93 e 80.23 anos para
homens e mulheres, respectivamente. A mesma m6dia, quando calculada com base no
modelo de Poisson e relativa aos anos de 2002 e 2003, ascende a 73.74 e 80.33 anos.

Ou seja, se compararmos as estimativas oficiais e as geradas pelo modelo de Poisson

constatamos que as diferengas sio negligenciriveis, o que atesta bem a qualidade do
ajustamento proporcionada pelo modelo. Por outro lado, as diferengas entre os valo-

res estimados pelos modelos de Poisson e de Lee-Carter sd,o pouco significativas, em

particular na abordagem transversal.

No que diz respeito as estimativas da esperanga de vida restante aos 65 anos, €65 (t),
os valores reportados no Quadro 7.7.2 indicam que as diferengas entre as vis6es transver-
sal e longitudinal continuam bem patentes, embora se apresentem, naturalmente, menos

acentuadas (quer em termos absolutos quer em termos relativos). Ainda assim, e

tomando como refer6ncia o modelo de Poisson aplicado no intervalo de idades r e [0,84],
a aplicaESo da vis6o transversal subestima a esperanqa de vida remanescente aos 65 anos

em 1.07 e 1.65 anos para homens e mulheres, respectivamente. Estas diferenEas podem,

d primeira vista, ser consideradas de pouca monta, mas a verdade 6 que elas assumem,

como veremos em seguida, uma expressao significativa no pncing de rendas vitalfcias e

de outros produtos com beneficios de longo prazo em caso de vida.

Os valores publicados pelo INE para o perfodo 2002-2003 ascendem, como se observa
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no Quadro 7.2.5, a 15.57 e 18.68 anos para homens e mulheres, respectivamente, que

comparam com 15.39 e 18.81 (m6dia em 2002-2003) calculados segundo o modelo de

Poisson.

A anrilise dos valores referentes aos ganhos de esperanga de vida permite concluir
que, em m6dia, cada ano decorrido entre 1970 e 2004 significou um aumento de 39.2

(38.0) e 48.3 (49.0) dias no indicador Eas(t) para homens e mulheres, respectivamente,

de acordo com a vis6o longitudinal (transversal).

Em relaESo ao desempenho dos vd,rios modelos testados, constata-se uma vez mais que

a diferenga entre os valores estimados 6 pouco expressiva. A consideragS,o de diferentes

intervalos de idades na estimag[o dos parAmetros do modelo de Poisson ndo se traduz,

na prdtica, em diferenqas importantes no indicador €os (t) . Ainda assim, verifica-se que

os valores estimados pelo modelo aplicado no intervalo r e [50,84] s6o inferiores aos

calculados pelo modelo aplicado a todas as idades. Esta diferenga pode ser explicada
pelo facto de o modelo restrito estar expurgado das idades infantis e juvenis onde o

decr6scimo na mortalidade foi, como vimos, mais acentuado.

Homens

ios (r) Longitudinal T}ansversal
t Poisson

0-84

Poisson

5G84
LCarter

0-84

A€os Poisson

0-84

Poisson

5G.84

LCarter
0-84

A6or

1970

2004
13.16

16.91

13.11

16.78

13.20

77.04 39.2

t2.27
15.84

12.77

15.82

72.27

15.89 38.0

Mulheres
€os (r) Longitudinal -tansversal

t Poisson

0-84
Poisson

50-84

LCarter
0-84

Ados Poisson

0-84
Poisson
5&84

LCarter
0-84

LEas

1970

2004
16.24

20.87

76.20

20.73

76.28

20.83 48.3

14.53

L9.22

t4.48
19.19

74.56

19.20 49.0

Quadro 7.7.2: Evohtqao da esperanEa de vida aos 65 anos e65(t)

Na Figura 7.7.7 representamos a evoluESo da esperanga de vida €, (t) segundo as

6pticas transversal e longitudinal no periodo t € [1970,2004) e idades r:0 e 65 anos.

Como se observa, os diferenciais entre as estimativas de €6 (t) e Eas (t) calculadas se-

gundo as duas abordagens permanecem relativamente estdveis no perfodo analisado, um
resultado esperado atendendo d traject6ria descendente (quase linear) das taxas pr,1.
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Figl;:a 7.7.7: EvolugSo da esperanga de vrda E, (t) segundo as dpticas transversal e

longitudinal no perfodo t e [1970,2004] e idades r:0 e 65 anos (homens d esquerda e

mulheres d direita)

O Quadro 7.7.3 e a Figura 7.7.8 fornecem uma perspectiva de longo prazo para a
evolugSo dos indicadores €6 (t) e 66s (t), calculados segundo a vis5,o transversal. Com
a devida reserva que uma projecgio paxa um horizonte t5o longfnquo deve merecer, o
exercfcio de extrapolag6o permite perspectivar a manutengS,o da tend6ncia de aumento

da longevidade e de acr6scimo da esperanEa de vida em ambos o sexos? embora seja bem
patente alguma desaceleragS,o no seu ritmo de crescimento.
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Registo ainda para a ligeira diminuigS,o projectada paxa o diferencial de esperanga

de vida entre homens e mulheres no final do perfodo de previsdo.

Ano €o (t) i+;s(t)

Homens Mulheres Homens Mulheres

2004
2025

2050

2075
2100

2124

74.55

77.il
81.15

84.15

86.61

88.56

81.05

M.60
88.04

90.68
92.75

%.35

15.84

18.05

n.62
22.U
24.72

%.26

t9.22
21.81

24.46

26.ffi
28.U
29.74

Quadro 7.7.3: EvolugS,o previsfvel da esperanga de vida e6(t) e e65(t) segundo uma 6ptica

transversal

e0(t) e65(t)

20@ ar50 21q,

&b
20m 2050 2'lo0

AE

Figura 7.7.8: Evolug6o projectada da esperanga de vida A nascenga e aos 65 anos calcu-

lada numa dptica transversal

Por riltimo, a nova Lei de Bases da Seguranga Social (Lei n" 412007 de 16 de Janeiro)

recentemente aprovada estipula, no nfmero 1- do artigo 64', que ao montante da pensSo

estatutd,ria, calculada nos termos legais, 6 aplic6vel tm factor de sustentabilidade rcla'

cionado com a evolugdo da esperanga m6dia de vida, tendo em vista a adequagdo do
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sistema as modificag5es resultantes de alteraE6es demogrrificas e econ6micas. O factor

de sustentabilidade 6 definido pela relaqdo entre a esperanga m6dia de vida aos 65 anos

verificada em 2006 e a esperanga m6dia de vida registada no ano anterior ao do reque-

rimento da pensd,o, calculada para o conjunto da populaES,o (i.e., igual para ambos os

sexos). Esta definigd.o implica que um aumento em 665 (t) se traduzird, inevitavelmente,

num factor inferior d, unidade, ou seja, numa reduESo do valor da pensio a receber.

Neste sentido, se considerarmos as estimativas produzidas por este estudo, o factor

de sustentabilidade a aplicar, por exemplo, a um indivfduo que solicite a pensio em

2050 serri de 0.775 (0.799) se for do sexo masculino (feminino), admitindo que o factor

6 diferenciado entre sexos.

7.7.4 EvolugS.o do prego de uma renda vitalfcia

Nesta secg6o, centramos a nossa atengSo na aniilise da evoluES,o do prego de uma renda

vitalfcia imediata de valor unitiirio calculada para um indivfduo que atinge a idade z no

ano t, i.e., segundo a 6ptica longitudinal. O seu valor actual , a, (t), 6 calculado mediante

(7.7.3)

onde rs,6 representa a taxa de juro spot (anual nominal) aplicrivel a uma operaESo com

maturidade em k (taxa de juro t6cnica).

Por uma questSo de simplificagio, assumiremos nos ciilculos que a taxa de juro t6cnica

6 constante e igual a 3%0, i.e., 19,6 : 'i : 3% Vk. A consideragS,o de um comportamento

mais realista para a estrutura temporal de taxas de juro implicaria, naturalmente, o

abandono desta hip6tese e a necessidade de incorporar na andlise modelos estociisticos

capazes de projectar o comportamento de longo prazo das taxas de juro para as viirias

maturidades. Refira-se, contudo, que 6 sempre possivel fazer oscilar a varidvel i num

intervalo razodvel de modo a testar a sensibilidade dos resultados a variaqSes na taxa

de juro. A este prop6sito, recordamos qrue, ceteris paribus, o impacto de variag6es na

mortalidade sobre o preEo de uma renda vitalfcia 6 tanto maior quanto menor for a taxa

de juro t6cnica adoptada.

A expressS.o (7.7.3) derivada numa 6ptica longitudinal contrasta com a sua equiva-

lente no contexto da 6ptica transversal, definida por

a, (t) :f {fI o**,,,*,)
r2o [i:o )

/ 1 \o*'
\t +r6,ra,/ '

a, (t) :\ rn, Q) 'ur,
&>1
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onde u : (1 + i)-1 denota o factor de d.esconto.

No Quadro 7.7.4 reportamos alguns valores que nos d5,o uma panordmica sobre a

evolugdo do preEo de uma renda vitalicia d nascenga a6 (t) e aos 65 anos a65 (t), calculado

segundo as 6pticas transversal e longitudinal e considerando as estimativas geradas pelo

modelo de Poisson. Os valores apresentados nas colunas Aa6 e Aa65 referem-se aos

ganhos m6dios anuais no valor de a" (t) registados entre 1970 e 2004.

Homens

t oo (t)
Longitudinal

Aoo
(anual)

ao (r)
Tiansversal

Aoo
(anual)

1970

2004
26.84

29.82 0.085

25.90

29.02 0.089

Mulheres
t oo (t)

Lonsitudinal
Aro

(anual) "o 
(t)

Transversal
Aao

(anual)
7970

2004

28.18

30.72 0.073

27.06

29.89 0.081

Homens
t oas (t)

Longitudinal
Aaos

(anual)
oas (t)

Transversal
Aros

(anual)
7970

2004
9.88

12.22 0.0668

9.29
77.64 0.0671

Mulheres
t oos (r)

Longitudinal
Aaos

(anual)
oae (t)

Tlansversal
Aaes

(anual)
1970

2004
11.86

t4.56 0.077

10.85

13.70 0.081

Quadro 7.7.4: EvoluEio do preqo de uma renda vitalicfa 5. nascenga a6(t) e aos 65 anos
aas(t), calculado segundo as 6pticas transversal e longitudinal

Como se aprecia, a adopq6o de uma 6ptica transversal subavalia claramente o prego

a pagar por uma renda vitalfcia, quer no caso de um rec6m-nascido, quer no caso de um
indivfduo com 65 anos. Esta subavaliaE6o, bastante expressiva em ambos os sexos, chama

a atenq1o para a importAncia que a utilizagdo de tribuas prospectivas pelas companhias

de seguros assume no presente contexto. Recordamos que num ambiente de taxas de juro

historicamente baixas, as consequdncias de qualquer erro na avaliagSo da componente

demogriifica das bases t6cnicas s5,o claramente mais gravosas do que num cend,rio em

que o preEo do dinheiro 6 mais elevado. Destaque ainda para os ganhos m6dios anuais
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7.7. Evolugdo da mortalidade

no valor de o" (l) registados entre 1970 e 2004.

No Quadro 7.7.5 admitimos que a evolugio da mortalidade pode ser equiparada ao

processo de desconto financeiro usando uma determinada taxa de juro. Nesse sentido,

calculamos a Taxa Interna de Rentabilidade (TIR) (ou simplesmente taxa de desconto)

necessiiria para igualar o valor de uma renda vitalfcia imediata de valor unit6rio calculada

no ano de 2004 segundo a dptica longitudinal ao valor dessa mesma renda calculado

usando a correspondente tribua transversal. Os valores inscritos na coluna "L(b.p.)"
traduzem, para cada idade, a diferenga, medida em bas,is points (b.p.), entre a taxa de

juro t6cnica de 370 e a TIR estimada.

Idade Homens Mulheres

TIR L(b.p.) rIR L(b.p.)
0

bh

3,7770

3,55%
+11

+55

3,l}yo
3,60%

+10

+60

Quadro 7.7.5: Taxa interna de rentabilidade

A leitura do quadro permite verificar, por exemplo, que para um indivfduo do sexo

masculino com 65 anos de idade a taxa de desconto requerida para igualar o valor de

a65(2004) calculado segundo as duas 6pticas ascende a 3.55Vo, que compara com a taxa
de juro t6cnica de 3%.

Este valor significa que o facto da mortalidade implicita na tiibua prospectiva ser

inferior d, mortalidade implfcita na tdbua transversal equivale, na prdtica, d utilizagao

de uma taxa de desconto superior em 55 basis por,nts d. taxa de juro base. Dito de outro
modo, para que a companhia n6,o apresente prejufzos financeiros pelo facto de subestimar
o preqo da renda em resultado da adopEio de uma tribua transversal, 6 necessdrio que

esta obtenha taxas de retorno nos mercados de capitais (ganhos financeiros) superiores

em 55 basis poi,nts d taxa de juro t6cnica.

Estes valores constituem, uma vez mais, um sinal claro dos riscos subjacentes d

utilizaES.o de tribuas de mortalidade desajustadas face ao comportamento da populaEao

em aniilise.

Por fi.m, na Figura 7.7.9 representamos a evolugSo do preEo de uma renda vitalfcia
a6s (t) calculado segundo as 6pticas transversal e longitudinal no perfodo , € [1970, 2OO4] ,

com i : 3%. Como se observa, o diferencial entre os valores de o65 (t) calculados segundo

as duas 6pticas 6 relativamente estdvel, sobretudo a partir do final da d6cada de 80.
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a65(t)

6ptid longit'iiBl
6ptica lEmEl

a65(t)

6ptica loryildiEl
6plica tarcEl

Figura 7.7.9: Evolug6.o do prego de uma renda vitalfcia aas (t) calculado segundo as

6pticas transversal e longitudinal no perfodo t e 1L970,2004), com i : 3To (homens d,

esquerda e mulheres d direita)

7.8 fntervalos de confianga

Em previs6.o, 6 indispensiivel fornecer informa4So sobre a variabilidade das quantidades

projectadas. No caso em aprego, ela permitir6 ao actudrio avaliar o grau de confianga a

atribuir as estimativas pontuais do pr6mio puro de uma renda vitalfcia, facultando-Ihe

igualmente informagS,o valiosa no momento de definir a margem de seguranEa adequada

para efeitos de pricing, ou mesmo no momento de optar por uma solug6,o de cobertura do

risco de longevidade adequada (e.g., por um contrato de resseguro). A ferramenta mais

indicada neste caso corresponde ao intervalo de confianqa para a estimativa pontual.

Neste contexto, o objectivo desta secgdo 6 o de construir intervalos de confianga para os

indicadores de mortalidade (e.g., e" (t) e 
"" 

(t)) a partir do modelo de Poisson log-bilinear

cllssico.

Os modelos em andlise nio permitem a derivagSo analftica dos intervalos de confianga

desejados. Esta impossibilidade 6 justificada por duas ordens de raz6es. Em primeiro
lugar, na construES,o dos intervalos 6 necessdrio combinar duas fontes de variabilidade
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bastante distintas: uma primeira, constitufda pelos erros de estimagS,o dos parAmetros

at, 0r, e K1i uma segunda, associada aos erros de previsSo do fndice temporal 4. A
segunda justificagS,o prende-se com o facto dos indicadores que nos interessam serem

fung6es n5o-lineares relativamente complexas, quer do modelo de Poisson, quer do mo-

delo de previsdo AzuMA adoptado. Em face destes constrangimentos, a derivagdo dos

intervalos de confianga ser6 feita com recurso a m6todos de simulagio.

7.8.1 M6todo de SimulagSo de Monte Carlo

Nesta secE6o, analisamos os resultados proporcionados pela aplicagSo do m6todo de

Simulaqdo de Monte Carlo descrito na SecES,o 6.9.7 do Capitulo 6.

Matriz de informagSo de Fisher

De modo a simplificar a notagSo na caracterizagdo dos elementos da matriz de informa,gSo

de Fisher, o ntmero esperado de 6bitos de indivfduos com idade z no decurso do ano t de

um total de Erp individuos expostos ao risco 6 definido de forma ligeiramente diferente.

Formalmente, seja

\r.,t : Ea,lexp(a, * p*nt)
f /r^^* \

Ea'1exp 
LLr* 

o,o."o) + u.,u,).F; r-*)),T
!:rmin

onde a*o,byo e k6 s5o elementos de tr6s matrizes de ponderagl"o A e B de dimens6o

(l/*yV),ff:(r,,,u*-rcmin*1),eI(dedimensdoTx(t*.*-t^ir),7:(t*-,-t-i,r*1),
cujos elementos estio associados aos pardmetros do modelo de Poisson. Para facili-
tar a deriva4So da matriz de informagSo de Fisher, introduzimos uma reparametriza-

Eao do modelo de Poisson que passa, nomeadamente, pela substituigSo da restrigSo

II:;," o,: I por

7r^,n: l. (7.8.1)

Os novos estimadores sio facilmente obtidos por transformagdo de variSvel

fu *- kr1,*,.

a0,F, +_ t'
Px^in

Em resultado, a satisfagio das restrig6es (6.9.3) e (7.8.1) imp6e a seguinte definigSo
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para as matrizes 4,, B e K

A: B: eI{:

k1 +- ktBe , Er: 'f p,

fr,1-.::_
0a

[;i)
Note-se que fixar Kt** : -1 equivale a afirmar eu€ K1-* : - Dllt rt rcr, de maneira

a respeitar as restrig6es de identificagdo. Esta 6 igualmente a raz1,o pela qual a matriz

-f( tem apenas (t,,r* - l-irr) colunas em vez de T.
Dito isto, se designarmos por V (a,p,rc) a funEao de verosimilhanga, os elementos da

matriz deinformagSodeFisherrelativosaospardmetrosa- ! r,..., dr^*tfrr^in+tr...r0r^*
e Kr-i., -.., Kt^*-1 sio definidos por

-"(#): f 'f 
^','o'no','\ y y / z:Z-;.t:t-i.

-"(#) : f 'f 
^,,, 

(,,b,s)(ng*o,)
\ t g t g / O:z_1.t:t_1,

*(H) : 
,:{,,,:{,^,,, 

(o*k,)(g*k,)

-"(#): f 'f 
^*,,o*o(ng,o,)\ v t g / C:C*;.t:t*;,

* (ffi) : .F-",H" ^,,,,, 
o (o*k .)

* (ffi) : .H",:8" ^''' 
(t) (n1b') (o'k")

Se substituirmos ar, 0* e rc1 pelas suas estimativas dr, B, u k, ajustadas de modo

a respeitar (7.8.1), obtemos uma projecEs.o da matriz de informa4So de Fishe, i. P^r^
retornar d parametrizaqSo original, procedemos d seguinte transformagSo

B,
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Resultados

A aplicaES.o priitica do m6todo de SimulaES,o de Monte Carlo (MSMC) consubstanciou-se

na geragSo de M : 1000 simulag6es aleat6rias segundo os procedimentos descritos no

Capftulo 6. Para tal, recorremos a uma rotina informiitica construfda e implementada

no package SAS (Release 9.1).

No Quadro 7.8.1 reportamos os valores m6dios e os percentis empfricos para E, (2004)

e a" (2004) , T : 0,65. Os intervalos de confianqa empfricos ao nfvel de 90% s5,o definidos

pelos intervalos situados entre os percentis ?o.os e Qo.gs.Nas Figuras 7.8.1 e 7.8.2 repre-

sentamos os histogramas da distribuiEao empfrica dos indicadores no sentido de propor-

cionar uma percepgS,o grrifica sobre os intervalos de confianga. Nestes, as linhas verticais

a tracejado representam os percentis empfricos QO.Os e q0.9b, respectivamente.

Homens
:'oQ004) Qo.os Qo.so Qo.gs a6 (2004) Qo.os Qo.so Qo.ss

83.63 82.08 83.68 85.06 29.87 29.7t 29.88 30.03

Margem erro: 1.49 (1.78%) Ma.rgem erro: 0.16 (0.54%)

865 (2004) Qo.os Qo.so Qo.gs a65 (2004) Qo.os Qo.so Qo.ss
77.12 76.54 17.72 17.64 L2.34 11.99 L2.36 12.64

Margem erro: 0.55 (3.21%) Margem erro: 0.325 (2.64%)

Mulheres

Eo (2004) Qo.os Qo.so Qo.ss a6 (2004) Qo.os Qo.so Qo.ss
90.74 90.24 90.76 91.19 30.73 30.67 30.73 30.77

Margem erro: 0.475 (0.52%) Ma.rgem erro: 0.05 (0.16%)

e65 e004) 8o.os Qa.so Qo,gs aas Q004) 8o.os Qo.eo Qo.ss
20.98 20.63 20.98 ,1 

'O r4.67 74.42 t4.61 74.79

Margem erro: 0.28 (1.33%) Margem erro: 0.185 (1.27%)

Quadro 7.8.1: Valores m6dios e percentis empiricos de er(2004) e a,(2004), z:0,65,
gerados pelo m6todo de Simulagao de Monte Carlo, onde Qo denota o percentil empfrico
de ordem a

Da anrilise dos valores destacamos, desde logo, o facto dos intervalos de confianga

se revelarem mais estreitos para as mulheres do que para os homens. Este facto 6

explicado, em boa parte, pelo nfmero mais elevado de termos residuais inclurdos no

modelo de previsS,o escolhido para projectar a tend6ncia temporal q na mortalidade

masculina (modelo ARIMA(0,1,1)). Em consequ6ncia, as projecg6es n! geradas na

etapa 3 da SimulagS.o de Monte Carlo possuem um cardcter aleatdrio mais pronunciado.
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Por outro lado, constata-se que as estimativas pontuais geradas pelo modelo de Pois-

son cldssico e pelo m6todo Lee-Carter se encontram claramente no interior dos intervalos

de confianga ag)Vo estimados. Mais, as estimativas pontuais aproximam-se bastante dos

valores m6dios da distribuiqSo empfrica gerada pela Simulagdo de Monte Carlo. Este

facto prova que a diferenqa entre o ajustamento proporcionado pelos dois modelos n5,o

6 muito significativa, pese embora a maior flexibilidade do modelo de Poisson.

Como se constata, os intervalos de confianEa estimados (e as correspondentes margens

de erro) podem ser considerados relativamente estreitos em ambos os sexos. Este facto 6

explicado, em boa medida, pelo comportamento assint6tico assumido no modelo. Com
efeito, na derivagSo dos intervalos considerdmos como primeira fonte de variabilidade
o risco subjacente d estimagSo dos parS.metros or, 0, e Rt, admitindo em seguida que

os estimadores de m6xima verosimilhanEa seguem aproximadamente uma distribuigio
Normal Multivariada. Sendo esta uma escolha metodoldgica devidamente fundamentada,

ni,o podemos ignorar que ela restringe, de algum modo, o espaqo para a ocorr6ncia de

valores extremos na distribuigao.

As observagSo das Figuras 7.8.1 e 7.8.2 permite-nos verificar que o perfil grrifico da

distribuigS,o empfrica dos indicadores 6 pr6ximo do da tradicional distribuiEio gaussiana,

com as estimativas pontuais do modelo de Poisson a situarem-se bem no centro dos

intervalos de confianga empfricos.

7,8,2 Pararnetric bootstrap

Nesta secE6o, analisamos os resultados num6ricos gerados pela aplicaqS.o do m6todo
parametric bootstrap (com base no nfmero de 6bitos), considerando um total de B:
1000 realizag6es aleat6rias. Para tal, recorremos a uma rotina informiitica construida e

implementada no package SAS (Release 9.1).

O Quadro 7.8.2 contlm informagS.o sobre os valores m6dios e sobre os percentis

empfricos de E" (2004) u o, (2004) , n : 0,65. As Figuras 7.8.3 e 7.8.4 permitem nova-

mente visualizar os detalhes sobre a distribuigao empfrica dos indicadores analisados.

Constata-se que os intervalos de confianga para a populaEso do sexo feminino sio in-
distinguiveis dos obtidos na secqdo anterior. Pelo contriirio, os intervalos masculinos,

sem apresentarem maior amplitude, sio ligeiramente deslocados para a esquerda quando

comparados com os gerados pelo m6todo de SimulagS,o de Monte Carlo.

Para termos uma ideia da variabilidade dos quocientes prospectivos simulados pelo

m6todo parametric bootstrap, representamos na Figura 7.8.5 100 realizagSes de qsak (2004 * k)
(k : 0, I,2,. ..) , qr" incidirao sobre os indivfduos nascidos em 2004.
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Ilomens
aoQ004) Qo.os Qo.so Qo.ss ao Q004) Qo.os Qo.so Qo.ss

83.60 81.91 83.68 84.99 29.87 29.68 29.88 30.02
Margem erro: 1.54 (1.84%) Margem erro: 0.17 (0.60%)

465 (2004) Qo.os Qo.so Qo.ss a65 QO04) Qo.os Qo,so Qo.ss

17.10 16.50 77.t4 17.66 12.33 11.96 12.35 t2.65
Margem erro: 0.58 (3.39%) Margem erro: 0.345 (2.80%)

Mulheres
eo (2004) Qo.os Qo.so Qo.ss as (2004) Qo.os 8o.so Qo.ss

90.75 90.26 90.77 91.23 30.73 30.67 30.73 30.78

Margem erro: 0.485 (0.53%) Margem erro: 0.055 (0.18%)

e65 Q004) Qo.os Qo.so Qo.gs aes (2004) Qo.oe Qo.so Qo.gs
20.98 20.64 20.99 21.28 t4.6r t4.42 74.62 14.78

Margem erro: 0.32 (1.53%) Margem erro: 0.18 (1.23%)

Quadro 7.8.2: Yalores m6dios e percentis empfricos de e"(2004) e a"(2004), r:0,65,
simulados pelo m6todo parametric Bootstrap, onde Qo denota o percentil de ordem a
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Figura 7.8.3: Histogramas dos valores de es (2004)
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Figura 7.8.5: Quocientes de mortalidade 99+6 (2004+ k) simulados pelo m6todo para-

metric bootstrap (homens d esquerda e mulheres d direita)
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Como se observa, a volatilidade das projecA6es 6 importante, ligeiramente mais sig-

nificativa no caso dos homehs em todas as idades, exceptuando o segmento relativo A
bossa de acidentes onde a oscilagSo 6 menor em razdo dos valores mais reduzidos do

pardmetro B' Conv6m referir que uma boa parte desta variabilidade nos quocientes

ndo se repercute depois no cdlculo dos indicadores sint6ticos inscritos no Quadro7.8.2,
em virtude do processo de actualizagSo ou desconto.

7.9 ConclusSo

O cdlculo dos pr6mios puros nos contratos de seguros do ramo vida baseia-se, regra geral,

no princfpio da equivalOncia, segundo o qual o valor esperado das prestagdes a pagar pela

seguradora deve ser igual ao valor esperado dos pr6mios puros pagos pela pessoa segura.

Tradicionalmente, os actud,rios fundamentam o cd,lculo dos pr6mios em tribuas de mor-

talidade contempor6,neas, relativas a geraq6es fictfcias, residindo a principal vantagem

desta abordagem no facto de ela apenas requerer a observagSo da populagdo em causa

durante um nfmero reduzido de anos. O reverso da meda.lha 6 o de que uma t:ibua desta

natureza mistura multiplas gerag6es n6,o descrevendo, na prdtica, o comportamento da

mortalidade de nenhuma delas. Em particular, os valores caracteristicos assim calcula-

dos (e.g., a esperanga de vida) n6o t6m uma interpretagAo concreta, nem correspondem

a uma geragSo em particular.

Neste capftulo, examin6mos num primeiro momento as grandes tend6ncias na evolugS,o

da mortalidade da populagS,o portuguesa no perfodo entre 1930-31 e 2002-03, adoptando

uma abordagem transversal com base em tiibuas contempord,neas publicadas pelo INE.
Da anrilise dos diferentes indicadores destacamos, em ambos os sexos, a crescente con-

centragS,o dos 6bitos em torno da moda da distribuigS,o, localizada nas idades adultas,

uma progressiva rectangularizagSo da fungS,o de sobreviv6ncia, a expansS,o da longe-

vidade humana com aumentos significativos na esperanga de vida em todas as idades,

em particular d, nascenga, a importdncia do fen6meno "bossa" de acidentes, em espe-

cial na populagS.o masculina, e o diferencial de longevidade favord,vel ds mulheres, que

ultrapassa actualmente os 6 anos de idade d, nascenga.

Num segundo momento, desenvolvemos as bases que sustentam a adopgdo de uma

abordagem longitudinal no estudo da mortalidade. Em particular, testilmos um conjunto

de m6todos de projecgS,o e de elaboragio de tribuas prospectivas, avaliando a sua capaci-

dade de ajustamento aos dados, comparando em particular o desempenho do tradicional
m6todo Lee-Carter com as diferentes vers6es do modelo de Poisson. A modelagSo das

s6ries temporais permitiu a realizagi,o de previsdo nos modelos e a elabora4So, pioneira,
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7.9. Conclusio

de tribuas prospectivas para a popula,gio portuguesa.

A comparagio entre os resultados proporcionados pelas abordagens transversal e

Iongitudinal permitiu detectar diferengas significativas entre os valores da esperanga de

vida. Corn efeito, a utilizag6o das t6buas prospectivas permite.nos estimar em 83.30

e 90.63 anos para homens e mulheres, respectivamente, a "verdadeira" esperanga de

vida d nascenqa para um indivfduo nascido em 2004, valores que contrastam com os

74.55 e 81.05 anos calculados segundo a tradicional visSo transversal. Significa isto

que, a manterem-se as tend6ncias de decr6scimo da mortalidade verificadas entre 1970 e

2004, a abordagem tradicional subestima em 8.75 e 9.58 anos para homens e mulheres,

respectivamente, a verdadeira esperanga de vida d nascenga. Id6nticas conclus6es s5o

retiradas quando se investigam as estimativas da esperanga de vida aos 65 anos e os

pr6mios puros de rendas vitalfcias segundo as duas abordagens.

Para quantificar a incerteza em torno das quantidades projectadas e estimar a im-
portdncia do risco de longevidade, s5.o derivados intervalos de confianga empiricos, usan-

do os m6todos de SimulagSo de Monte Carlo e parametric bootstrap (com base no nfmero
de 6bitos). A aplicagS,o destas t6cnicas permitiu a obtengio, nos vd,rios indicadores

actuariais (quocientes ou taxas de mortalidade, esperanga de vida, pr6mio de rendas

vitalfcias), de medidas que quantificam a variabilidade da projecgS,o.

Os resultados obtidos neste estudo confirmam que basear a tarifa.qSo numa tri,bua

transversal equivale, implicitamente, a assumir que a mortalidade 6 constante no tempo,

uma hip6tese rejeitada pela evid6ncia empfrica observada na popula46o portuguesa.

Neste sentido, consideramos que esta realidade deve preocupar seriamente as companhias

que operam o ramo vida e as entidades reguladoras do sector, constituindo a adopgio
de uma tribua prospectiva ou dindmica uma solugio indispensdvel para minimizar a

import6,ncia dos riscos de longevidade.
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7.A. Anexos

7.L Anexos

7.A.L Estimativas dos parA.metros do modelo de Poisson

Quadro 7.A.1-: Estimativas dos pardmetro-s o, e B, do modelo de Poisson
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ldade
Homens Mulheres

Idade
Homens Mulheres

ola ar IJ otr U a lJ
U

18
19

1

2

3
4
5

6
7
8

I
10

11

L2

13

L4

15

16

L7

20
2t
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

32

33
34
35
36
37
38
39
40
4t
42

-4.10743
-6.44733
-6.85158
-7.73812
-7.29643
-7.44896
-7.59772
-7.54206
-7.7173L
-7.68698
-7.66856
-7.68131
-7.70597
-7.56869
-7.40622
-7.t3748
-6.81321
-6.59859
-6.42548
-6.34235
-6.31585
-6.29839
-6.34077
-6.32543
-6.31.470
-6.28886
-6.285M
-6.27316
-6.24969
-6.24179
-6.17804
-6.16882
-6.12429
-6.08828
-6.04011
-5.99397
-5.94799
-5.89146
-5.83148
-5.77777
-5.69557
-5.64555
-5.55832

u.u4ybb
0.05092
0.03671
0.03412
0.03046
0.02907
0.03113
0.02424
0.02527
0.02405
0.02014
0.01802
0.01848
0.01828
0.01768
0.01228
0.01094
0.00894
0.00755
0.01053
0.00720
0.00584
0.00318
0.00513
0.00516
0.00408
0.00107
-0.00090
-0.00093
-0.00059
0.00015
-0.00067
0.00060
-0.00018
0.00133
0.00202
0.00108
0.00291
0.00432
0.00500
0.00526
0.00626
0.00709

-4.t),514
-6.59634
-7.10901
-7.40539
-7.65501
-7.79602
-7.85649
-7.97292
-8.08482
-8.16748
-8.77621
-8.12277
-8.18658
-8.13454
-7.90882
-7.82966
-7.74849
-7.74243
-7.67165
-7.60066
-7.60398
-7.53918
-7.58208
-7.53777
-7.43395
-7.47383
-7.38247
-7.34411
-7.34135
-7.27234
-7.2t534
-7.72739
-7.70735
-7.00011
-6.94562
-6.85251
-6.83182
-6.75983
-6.65931
-6.57240
-6.48188
-6.43727
-6.35044

U.UJOgZ

0.04093
0.03158
0.02898
0.02667
0.02259
0.02027
0.01653
0.01602
0.01989
0.01250
0.01473
0.01265
0.01348
0.00976
0.00686
0.00772
0.01008
0.00813
0.00719
0.00614
0.00918
0.00842
0.00878
0.00646
0.00788
0.00841
0.00950
0.00841
0.00811
0.00726
0.00752
0.00977
0.00749
0.00718
0.00666
0.00900
0.00799
0.01003
0.00908
0.00784
0.00755
0.00740

43
M
45
46
47
48
49
50
51

52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
bb
66
67
68
69
70
77

72
73
74
75

76
77
78
79
80
81

82
83
84

-b.460JJ
-5.41286
-5.33216
-5.28706
-5.19578
-5.10115
-5.02909
-4.94714
-4.89337
-4.87M0
-4.77693
-4.64992
-4.56376
-4.49783
-4.39636
-4.32333
-4.22587
-4.13252
-4.05645
-3.96588
-3.86797
-3.79395
-3.68853
-3.67407
-3.51349
-3.4L594
-3.32022
-3.20933
-3.12754
-3.01831
-2.91823
-2.80663
-2.70036
-2.59783
-2.49340
-2.39279
-2.28135
-2.170L4
-2.07996
-7.97253
-1.86871
-1.76529

U.UU'(26

0.00748
0.00820
0.00794
0.00938
0.00949
0.00963
0.00976
0.00916
0.01106
0.01011
0.01091
0.07024
0.01052
0.01113
0.011r1
0.01105
0.01140
0.01025
0.01194
0.01128
0.01183
0.01121
0.01056
0.01123
0.07L77
0.01215
0.01192
0.01089
0.01283
0.01168
0.01203
0.01240
0.01171
0.01231
0.01179
0.01183
0.0124t
0.01121
0.07232
0.01183
0.01207

-o.29bb't
-6.22204
-6.11832
-6.02785
-5.96874
-5.86740
-5.82817
-5.72588
-5.6U79
-5.57036
-5.50262
-5.45539
-5.36438
-5.28036
-5.22312
-5.09845
-5.07729
-4.9L636
-4.84609
-4.74368
-4.64254
-4.53166
-4.43443
-4.33629
-4.22088
-4.10274
-3.97576
-3.83522
-3.72689
-3.59831
-3.47652
-3.31679
-3.18377
-3.06536
-2.94122
-2.80455
-2.66799
-2.52920
-2.42L38
-2.27932
-2.16090
-2.03479

U.UU954

0.00804
0.00660
0.00865
0.00828
0.00878
0.00907
0.00977
0.00796
0.00864
0.00900
0.00946
0.00941
0.00978
0.00994
0.01058
0.00991
0.01068
0.07042
0.01109
0.01158
0.01175
0.01160
0.01159
0.01155
0.01198
0.0L279
0.01204
0.01162
0.01259
0.01214
0.01299
0.01349
0.0L248
0.01205
0.01229
0.01251
0.01207
0.01088
0.01206
0.01126
0.01158



7.A. Anexos

Ano Homens Mulheres
1970
1977
L972
r973
7974
1975
7976
r977
1978
1979
i980
1981

1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991

1992
1993
1994
1995
1996
L997
1998
1999
2000
2007
2002
2003
2004

27.9919
27.7893
21.4907
24.5586
21.5383
20.7877
19.3789
16.1934
14.0073
10.0880
10.0183
7.6184
4.4546
4.5547
3.9801
3.4656
0.5772
-1.8285
-1.9484
-5.5127
-3.8161
-4.1225
-7.8395
-6.3165

-12.8471.
-i2.7162
-t7.0962
-14.8403
-r5.5427
-17.1130
-20.1513
-22.8932
-23.7533
-25.471r
-30.1381

37.2707
36.8966
30.2L54
34.3471
28.4966
24.0109
23.654
18.4823
t7.7053
73.2522
11.6405
9.5543
5.0368
5.6693
2.9098
1.8482
-0.3494
-3.0761
-3.5484
-7.3859
-4.015

-5.4789
-10.6824
-9.3526
-16.4262
-75.2275
-15.7167
-78.4289
-20.2696
-21.1308
-25.0894
-27.7219
-29.7903
-29.8062
-37.4947

Quadro 7.A.2: Estimativas do par6metro nl do modelo de Poisson
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7.A. Anexos

7.4.2 Evolugio da esperanga de vida d nascenga e aos 65 anos

Ano
Homens Mulheres

eO t eer (t eoft eas {t)
Long Ttans Long Tlans Lonq Ifaus Long Tlans

1970
1971
r972
1973
1974
7975
t976
7977
1978
1979
1980
1981

1982
1983
1984
1985
1986
7987
1988
1989
1990
1991
L992
1993
1994
1995
1996
t997
1998
1999
2000
2007
2002
2003
2004

77.99
73.52
74.61
74.60
75.46
75.77
76.32
76.73
77.09
77.55
77.84
78.47
78.71
78.96
79.23
79.26
79.63
79.85
80.16
80.41
80.58
80.84
81.16
81.36
81.59
81.71
81.93
82.11
82.29
82.50
82.59
82.80
82.95
83.18
83.30

63.27
63.07
64.84
63.96
64.80
65.09
65.33
66.47
67.10
67.95
67.87
68.16
68.94
68.93
69.11
69.30
69.75
70.18
70.t2
70.68
70.45
70.25
70.78
70.80
71.76
71.47
71.42
77.97
72.12
72.40
72.89
73.79
73.55
73.92
74.55

13.16
72.75
13.02
13.05
13.15
13.73
13.38
13.63
13.55
13.94
13.81
13.84
74.02
14.09
14.98
14.97
14.67
74.66
14.78
14.97
14.99
15.10
15.12
15.48
75.47
15.78
15.93
16.04
16.11
16.28
76.45
76.54
16.65
16.80
16.91

2712.

11.54
11.90
11.45

11.38
12.27
11.93
72.37
12.64
13.02
13.1 1

i3.20
73.52
13.35
13.38
13.46
73.71
13.93
13.87
74.75
13.95
13.98
74.26
14.05
74.54
14.50
74.44
14.75

14.71
74.79
15.10
15.32
15.38
15.39
15.84

6U.J'l
82.05
82.97

82.97
83.86
83.93
84.60
85.07
85.06
85.68
85.91
86.23
86.58
86.68
87.10
87.15
87.35
87.59
87.84
88.05
88.33
88.50
88.73
88.90
89.04
89.25
89.46
89.55
89.75
89.91
89.97
90.20
90.27
90.41
90.63

b9.32
69.59
71.72

70.37
71.55
72.56
72.65
73.67
73.94
74.62
74.80
75.t7
75.82
iD. /o
76.12
76.36
76.65
77.02
77.75
77.59
77.34
77.48
78.08
77.95
78.66
78.71
78.77
79.03
79.21
79.39
79.79
80.08
80.31
80.35
81.05

Lb.z4
15.99
16.18
76.28
16.55
16.99
16.84
16.92
16.99
t7.34
17.26
17.38
17.50
17.60
18.37
18.47
18.77
18.31
18.49
18.58
18.84
18.98
18.99
19.30
19.30
19.60
79.71
19.90
20.02
20.16
20.35
20.45
20.60
20.73
20.87

4.531

73.94
14.24
14.00
L4.74
15.23
15.00
15.48
15.55
15.87
16.00
16.16
16.48
16.43
16.52
L6.7t
16.89
17.11
17.06
L7.34
16.99
17.17
17.53
17.36
17.89
17.80
17.83
18.11
18.15
18.16
18.48
18.66
18.85
t8.77
79.22

Quadro 7.A.3: EvolugS,o da esperanga de vida e*(t) no perfodo L97U2004
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Capftulo 8

AvaliagSo do Efeito SelecgSo

Adversa no Mercado de F\rndos

de Pens6es em Portugal

"Nowadays, people know the price of euerything and the ualue of nothing.

(Oscar Wilde)

8.L lntrodugdo

A exist6ncia de selecgio adversa 6 um fen6meno tfpico do mercado de seguros. A teoria

econ6mica prev6 que no caso de n6.o existirem quaisquer barreiras no acesso dos con-

sumidores aos produtos de seguro (i.e., nos casos em que n6o existe qualquer filtragem

devida a factores como o rendimento, nfvel de escolaridade, ra4a, sexo, etc.), a presenga

de selecgS.o adversa manifesta-se atrav6s de taxas de mortalidade superiores para os indi-
vrduos que adquirem seguros de vida e inferiores para aqueles que compram anuidades,

relativamente i populagSo em geral (McCarthy e Mitchell, 2003).

A importdncia da selecESo adversa tende igualmente a ser maior nos casos em que os

indivfduos compram seguros voluntariamente do que nos casos em que s6o compelidos

a faz$lo em razdo de outras condicionantes (e.g., no caso de um seguro de vida de uma

empresa). Nos pafses em desenvolvimento, em que 6 comum a exist6ncia de uma grande

disparidade na distribuigS,o do rendimento, espera-se analogamente que o fen6meno de

selecgS,o adversa seja mais significativo do que em sociedades onde a assimetria 6 menor.

Para avaliar a importAncia do efeito selecgS.o adversa no contexto do problema de

projecgSo da mortalidade, testamos neste capftulo a hipdtese de que a popula4So por-
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8.2. Rela.gSo entre a mortalidade das populagSes

tuguesa e a populaqSo de beneficiiirios de fundos de pens6es, descrita no Capftulo 5, t6m
perfis de mortalidade semelhantes. Com efeito, constitui drivida razodvel admitir que a

populagio coberta pelo universo dos fundos de pens6es a operar no mercado portuguos

apresenta caracteristicas especificas (e.g., condig6es s6cio-econ6micas dos beneficiririos,

estado de safde, nfveis de educagSo e estilos de vida) que a distinguem da populagEo em

geral. A confirmar-se esta hip6tese, as tribuas prospectivas desenvolvidas no capftulo an-

terior n6.o podem ser consideradas adequadas para uso no mercado de fundos de pens5es,

devendo por isso ser ajustadas ds caracterfsticas especfficas de cada subpopulagdo.

O capftulo estil organizado da seguinte forma. Na SecqS,o 8.2, investigamos a apli-

caq6.o de um modelo relacional do tipo sugerido por Brass (1971) no contexto de um

modelo linear generalizado para estabelecer a liga,Ed.o entre a mortalidade nas popu-

lag6es portuguesa e de pensionistas. Na SecgSo 8.3, s5o derivadas tribuas prospectivas

para a popula4S,o de pensionistas. Na SecgSo 8.4, estimamos a import6,ncia do efeito

selecq6o adversa na esperanga de vida e no prego de rendas vitalfcias.

Na SecgSo 8.5, avaliamos a adequagSo de duas tribuas regulamentares usadas no

mercado de seguros em Portugal ao comportamento da mortalidade nas popula45es

portuguesa e de pensionistas. Na Secgdo 8.6, s6o derivados intervalos de confianga para

as estimativas. Por fim, na Secg6o 8.7 s6o resumidas as principais conclus5es deste

estudo.

8.2 RelagSo entre a mortalidade das populag6es

O presente estudo sobre a relagS.o entre a mortalidade dos pensionistas e da populagSo

portuguesa em geral (POP) assenta nos dados coligidos pelo Instituto de Seguros de

Portugal (ISP) para a categoria beneficiririos de fundos de pens5es (BFP), relativos ao

periodo temporal L997 -2004.

Na Figura 8.2.1 representamos as taxas brutas pr20o4 observadas em 2004 na popu-

lagSo portuguesa e na carteira de beneficiririos de fundos de pens5es, em indivrduos com

mais de 50 anos de ambos os sexos. Em paralelo, a Figura 8.2.2 p6e em evidOncia a

evolug5o temporal dessas mesmas taxas em idades seleccionadas.

A observaqdo das figuras permite constatar, desde logo, a maior volatilidade do com-

portamento da mortalidade no caso dos BFP, um facto explicrivel pela menor dimensSo

(em termos relativos) da populagdo exposta ao risco. Ressalvadas as diferengas na di-
mensSo das amostras em estudo, detecta-se a exist6ncia de comportamentos distintos na

mortalidade das duas populag6es, que ndo aparentando ter amplitude elevada, assumem

algum significado no caso dos indivrduos do sexo masculino.
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Figura 8.2.1: Taxas brutas pr,2004 (z > 50) paxa a populagSo portuguesa e para os

beneficirl,rios de fundos de pens6es (homens d esquerda e mulheres d direita)

Em face das diferengas registadas, 6 importante adaptar as td.buas prospectivas cons-

trufdas no capftulo anterior para a populagS.o portuguesa de modo a espelhar adequada-

mente a lei de sobreviv6ncia na carteira de pensionistas.

A primeira vista, poderfamos tentar repetir a aniilise efectuada no capftulo anterior

usando, por exemplo, o modelo de Poisson e os dados estatfsticos relativos d populaqS.o

de pensionistas. Contudo, o facto de dispormos de uma s6rie temporal de apenas 8

anos relativa ao perfodo L997-2004 (contra 35 anos no caso da populagSo portuguesa)

impede-nos, por uma questSo de signific6,ncia estatistica, de reproduzir o estudo nos

mesmos moldes e remete-nos, por isso, para novas soluE5es.
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8.2. RelagSo entre a mortalidade das populag6es
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Figura 8.2.2: Taxas brutas Fr,t (x: 55,65, 75, 85) para a populageo portuguesa e para

os beneficiS,rios de fundos de pens6es (homens d esquerda e mulheres i direita)
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8.2. Relagio entre a mortalidade das populag5es

8.2.1 Modelo relacional de tipo Brass

Face d impossibilidade de aplicar directamente a metodologia usada no capftulo anterior
para obter tribuas prospectivas para a populagao de BFP, a solugdo encontrada passou

por adaptar um modelo relacional do tipo proposto por Brass (1971). A ideia subjacente

6 a de encontrar uma relagSo simples (idealmente linear) que associe as caracterfsticas

da mortalidade das populagoes portuguesa e de BFP.

Encontrada essa relagSo, admitimos de seguida que ela 6 estrivel no tempo, o que

nos permite derivar tribuas prospectivas para a populagSo de BFP a partir das corres-

pondentes tribuas elaboradas para a populagio portuguesa. Estas colocam-nos, por fim,
em condig6es de estimar a importAncia do fen6meno de selecgio adversa no mercado de

fundos de pens5es em Portugal. Formalmente, o modelo relacional 6 definido por

g0r,): v (o{rl"t)) , (8.2.1)

onde V (.) denota uma fung5o qualquer, g (lr) denota uma transforma4do de p, (e.g.,

Iogarftmica, logit) e p|"f denota o comportamento de p, numa populaqio de referoncia.

8.2,2 Modelo log-linear com intercepto variiivel com a idade

Como ponto de partida para a nossa andlise, representamos na Figura 8.2.3 os pares de

valores

(t"irl,?',t" t F,{'), n :b0,.. .,84 e t : LggT,...,2OO4

referentes a observag6es para a populagSo portuguesa (identificadas pelo fndice superior

"POP") e de pensionistas (que reconheceremos pelo fndice superior "BFP"), onde

1"irl,?':d,+B*kt

denota o logaritmo da taxa p,,, ajustada pelo modelo de Poisson . ir\,fP simboliza a

estimativa bruta da taxa de mortalidade para os BFP de idade u no ano t. A Figura
8.2.3 deixa transparecer uma tend6ncia relativamente linear entre hpfl{P e lnpl,fP,
com uma inclinagS.o que, numa parte significativas das idades aparenta ser independente

da idade r. Ainda assim, detecta-se alguma variabilidade nas estimativas, sobretudo nas

idades onde 6 menor a dimensS,o da amostra.

Neste sentido, testiimos em primeiro lugar um modelo relacional log-linear com inter-
cepto varidvel com a idade e inclinagSo constante, inserido na estrutura de um modelo

linear generalizado com distribuigS,o de Poisson.
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entre a mortalidade das

Em termos formais, seja

DP,{" - Poisson (oP,{" pP,{') , (8.2.2)

onde E!{P denota a populagdo exposigdo ao risco (i.e., o ndmero de pensionistas com
direito ao recebimento de uma pensS,o) e

t" p!,{' rl, * ?tnpfoP (t1

q,+0(A,+0,kt), r ) 50, (8.2.3)

onde 4, e 0 s6o parametros a estimar (os valores dr,0, e kl sda iguais aos estimados
para a populagSo portuguesa).

r
E
E

I

u
2
E6

I

-4

lnmuPop

Figura 8.2.3: RelagSo entre as taxas pr, das populag6es portuguesa e de benefici6rios
de fundos de pens5es em idades seleccionadas (homens em cima e mulheres em baixo)

o vflv
+x6v

+ -x)t o oo
x

+++

a

v . t,
oo - " 1o oSo "
oa"o$ov otr t* ,t o

{+X
o 

o 
+ l+

359



8.2. RelagS,o entre a mortalidade das populag6es

A especificagSo (8.2.3), gue designaremos por modelo Poisson-Relacional A, PRA,
admite uma inclinagio constante mas estipula que a ordenada na origina varia em fungio
da idade do indivrduo. Note-se, por6m, que se assume que os pardmetros nio sio fungio
do tempo cronoldgico. Como se trata de um modelo de Poisson linear, 6 possfvel recorrer
ds rotinas de estima46o de GLMs implementadas na maioria dos packages informiiticos.
No nosso caso, recorremos ao procedimento GENMOD1 do package SAS (Release 9.1)
para obter as estimativas dos par6,metros T* e 0- Em termos mais precisos, o proced.i-

mento GENMOD considera, neste caso, o m6todo de mrixima verosimilhanga com dis-
tribuiES,o de Poisson, link logaritmico, varidvel de resposta d!,{Pe termo offsetlnE!{P

As estimativas de 0 s5o reportadas no Quadro 8.2.L.

Sexo 0 o(0) X2 p-',ralue rc 95%

Homens

Mulheres
0.1593
-1.1793

0.1396

0.1990

1.30

35.13
0.2538

<0.0001
[-0.1143, 0.4328]

[-1.5692, -0.78931

Quadro 8.2.1: Estimativas do par6metro d do modelo log-linear com intercepto variiivel
com a idade

Como se observa, no caso dos homens n6o podemos rejeitar a hip6tese de que a
estimativa de 0 seja nula.

Na Figura 8.2.4 representamos, por sua vezl as estimativas do para,metro 27, do
modelo (8.2.3) e respectivos intervalos de confianEaagbVo. Como se observa, os valores
de 4, tendem a adoptar um comportamento tendencialmente linear e crescente com a
idade, sobretudo no caso da populagSo feminina. Perante esta evidencia, e na procnra
de uma versS,o simplificada para o modelo em estudo, test6mos a pertinencia de uma
relagSo linear entre f, e a idade fr, i.e.,

itr: Qo * Qfi * er, €r - A[or (0,"?) (8.2.4)

Os resultados da regressao (8.2.4) s6,o reportados no Quadro 8.2.2. Como se observa,
os valores obtidos para o coeficiente de determinagS,o (0.9358 e 0.9628 para homens e

mulheres, respectivamente), para a estatfstica RMSE e no teste .F'confirmam a signific6n-
cia estatistica da relagS,o linear.2 A anrilise das estatfsticas de teste e dos respectivos
valores de prova permite-nos concluir que todos os parAmetros sdo significativos ao nivel
de significdncia a : 0.01.

lProcedimento de estimagSo de modelos lineares generalizados (GLM,s).
2Efectu6mos ainda uma regressSo linear ponderada pela inversa da variancia associada a cada esti-

mador f-. Os resultados obtidos foram sensivelmente iguais.
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RelaqSo entre a mortalidade das

_Jt

Figura 8.2.4: Estimativas do pardmetro q, do modelo (8.2.3) e respectivos intervalos de
confianga a gSTo (homens d, esquerda e mulheres d direita)

HOMENS

ParAmetro Estimativa s.e. l-r.alue p-ralue
Qo

d,

-7.42923

0.06290

0.19437

0.00287

-38.22

27.93

<.0001

<.0001
.Rz : 0.9358; HMSE : 0.17140; F-value: 480.84

MULHERES

Par6.rnetro Estimativa s.e. t-value p-value
do

d,

-24.01177

0.21686

0.5025i
0.00742

-47.78

29.24

<.0001
<.0001

R' : 0.9628; RMSE : 0.M3L2; F-value: 855.02

Quadro 8.2.2: RegressSo linear do pardmetro 17, sobre a idade r

A qualidade do ajustamento pode igualmente ser apreciada na Figura 8.2.5.
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entre a mortalidade das

Figura 8.2.5: Resultado da regressio linear de f, sobre a idade r (homens d esquerda e
mulheres d, direita)

8.2.3 Modelo log-linear com intercepto linearizado

A boa aproximagdo conseguida na regressS,o linear entre f, e r incentivou-nos a testar
uma versS,o simplificada do modelo (8.2.3) incorporando esta caracterfstica. O resultado
6 um modelo Poisson-Relacional do tipo B, PRB, definido por (8.2.2) e pela rela,gd,o

tn ptlFP (t) : Qo -t dfi + otn ploP (t)
: Qo*Q$+0(a,+B,k), z )50, (8.2.5)

onde @6, dt e 0 s6o pardmetros a estimar.

No Quadro 8.2.3 reportarnos os resultados da estimagSo do modelo (8.2.2)-(8.2.5). A
anrilise das estatfsticas de teste e dos respectivos valores de prova permite-nos concluir
que todos os pardmetros s6o significativos ao nivel de significdncia a : 0.05. O sinal
positivo de /1 observado em ambos os sexos sugere que o efeito selecgSo ad.versa decresce

com a idade do indivfduo.

Embora descreva de forma adequada os dados do problema, o modelo (8.2.2)-(8.2.5)

apresenta uma limita46o importante. Com efeito, nas idades avangadas o termo linear na
idade tende a dominar os restantes e a produzir taxas de mortalidade pouco razoiiveis.
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Rela.geo entre a mortalidade das

HOMENS

Par6.metro Estimativa s.e. lnt confianqagS% x' p-value
do

dt
0

-2.9455

0.0219

0.6373

1.0911

0.0105

0.1041

[-5.0841, -0.8069
[0.0013,0.04251
10.4332,0.84131

7.29

4.34

37.47

0.0069

0.0373

<.0001
Deviance: 707.41; Log Likelihood: 30034.07

MULHERES

Par6metro Estimativa s.e. lnt confiangagS% x2 p-value
Qo

Qt
0

-6.0014

0.0519

0.4227

7.5269

0.0148

0.1211

[-8.9941, -3.0087]
10.0229,0.08091

[0.1847,0.65951

15.45

72.3t
12.74

<.0001
0.0005

0.0005
Deviarrce: 1075.44; Log Likelihood: 8641.93

Quadro 8.2.3: Estimativas dos parAmetros do modelo log-linear com intercepto lin-
earizado

8.2.4 Modelo log-linear com intercepto constante

Numa tentativa de simplificar o modelo relacional, ajustd,mos a seguinte regressSo linear

l" pP,{' : uo * ulln 1tf,,lP + e,, €t - Nor (o,o?) (8.2.6)

aos pares de pontos (1" p|,{', ,t" irl,?"), usando o m6todo dos mfnimos quadrados pon-
derados, com cada observagSo a ser ponderada pela respectiva exposigS,o ao risco.

Os resultados da estimaEs,o sdo apresentados no Quadro 8.2.4.

HOMENS

ParAmetro Estimativa s.e. t-value p-value
uO

Ul
-0.76470

0.83891

0.09337
0.02381

-8.18

35.23

<.0001
<.0001

Adj .Ez :0.9264 RMSE:9.39823

MULHERES

ParAmetro Estimativa s.e. t-value p-value
uO

U1

-0.67332

0.87805
0.18932

0.04184

-3.56

20.99

0.0004
<.0001

Adj Ez :0.8151 RMSE: L4.24706

Quadro 8.2.4: Estimativas dos pard,metros do modelo log-linear com intercepto constante
pelo m6todo dos minimos quadrados ponderados
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8.2. Rela,gSo entre a mortalidade das populagSes

Os valores do coeficiente de determinagSo ajustado, 0.9264 e 0.8151 pa.ra homens e

mulheres respectivamente, atestam a qualidade da relaqSo. Verifica-se igualmente que

todos os parAmetros sdo significativos ao nivel de significAncia o : 0.01.

A Figura (8.2.6) complementa esta aniilise e d5-nos uma panordmica quanto ao grau
de ajustamento da regressSo aos dados, em particular no caso dos homens onde a varia-
bilidade em torno de uma tendOncia positiva bem definida 6 menor.

o EbEs ob$Mdos
- BgBSo Bimpbs pod€Ede

o EbEsobsMdos_ 6gBdo #phs Fd€Ede

4
lnhu Pop

Figura 8.2.6: EstimagSo do modelo log-linear com intercepto constante pelo m6todo dos

mfnimos quadrados ponderados (homens ii esquerda e mulheres d direita)

Em face destes resultados, equaciondmos uma versS,o simplificada do modelo (8.2.3)8

considerando um intercepto independente da idade. A tradugSo deste princfpio 6 um
modelo Poisson-Relacional do tipo C,PRc, definido pela hip6tese (8.2.2) e pela rela,g6o

t"p?,{':rt+|rnp!,!P, r > 50 (8.2.7)

com apenas dois par6,metros para estimar.

os resultados da estimagSo dos parametros 7 e d do modelo (8.2.2)-(9.2.2) com

recurso ao procedimento GENMOD s6o reportados no Quadro 8.2.5.

3Ou, equivalentemente, do modelo (8,2.5) considerando dr:0
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8.2. RelagSo entre a mortalidade das popula,gSes

HOMENS

Par6,metro Estimativa s.e. x' p-value IC 95%

rl
0

-0.6748
0.8527

0.u01
0.0119

282.98

5764.07

<-0001

<.0001
[-0.7534, -0.5962]

10.8294,0.87601

Deviance: 705.76; Log Likelihood: 30031.89

MULHERES

Par6,metro Estimativa s.e. x: p-value IC 95Vo

rl
0

-0.6462
0.8443

0.0585
0.0158

722.t7
2856.97

<-m01
<.0001

[-0.7608, -0.5316]
t0.81s1.0.87521

Deviaace: 1087.97; Log Likelihood: 8635.67

Quadro 8.2.5: Estimativas dos pardmetros do modelo log-linear com intercepto constante

no contexto dos modelos lineares generalizados

Na Figura 8.2.7 comparamos os valores estimados pelo modelo de regressSo linear

(estimado pelo m6todo dos mfnimos quadrados ponderados) e pelo modelo de Poisson

(estimado pelo m6todo de m&rima verosimilhanga).

.l

I
L
I
E

'l

o
7

I

|fr[ PA

Figura 8.2.7: Estimativa do modelo relacional (8.2.7) ligando as ta>ras de mortalidade

da popula,g6o e dos BFP (homens d esquerda e mulheres d, direita)
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8.2. Rela4So entre a mortalidade das populaq6es

Como se observa, o crit6rio dos mfnimos quadrados ponderados tende a sobrestimar o

efeito de selecg6o adversa na populagSo de beneficidrios de fundos de pens5es, em especial

no caso de indivfduos do sexo feminino. Esta conclusSo decorre do facto do crit6rio dos

mfnimos quadrados ponderados estima.r em todas as idades valores inferiores aos gerados

pelo modelo de Poisson, o que significa que prev6 taxas de mortalidade p,r,, tamb6m elas

inferiores.

8.2.5 ComparagS.o entre os modelos

Combinando as estimativas dos pardmetros dos tr6s modelos relacionais estudados com

as tdbuas de mortalidade prospectivas calculadas para a populagSo portuguesa, estamos

agora em condig6es de construir tiibuas prospectivas para a popula,gio de beneficiririos de

fundos de pens5es e de apurar um conjunto de indicadores caracteristicos, que sintetizem

a presenga ou n5,o de significativos efeitos de selecgSo adversa.

Nesta secgSo, comparalnos o desempenho dos tr6s modelos analisados em termos dos

indicadores e65 Q004) e a65 (2004) (i : 3%), calculados numa dptica transversal (Thans)

e numa 6ptica longitudinal (Long). Os resultados s6o sintetizados no Quadro 8.2.6.

HOMENS

Modelo a65 (2004) a6s (2OO4)

Long Tlans Long flans
PRA

PRB
PRC

16.866

17.598

17.996

16.698

16.925

t7.087

72.232

12.637

12.858

12.744

12.267

12.370

MULHERES

Modelo c65 (2004) a65 (2004)

Long TIans Long T!ans
PRA

PRB
PRC

t6.642
19.943

20.969

18.405

19.278
19.630

12.214
L4.047

14.603

13.190

13.696

13.906

Quadro 8.2.6: Estimativas de e65(2004) e 465(2004) segundo as 6pticas transversal e

longitudinal calculadas com base nas tribuas geradas pelos modelos relacionais

A observagS,o atenta do Quadro 8.2.6 evidencia a exist6ncia de diferengas importantes

entre os tr6s modelos testados. Estas si.o mais acentuadas nos indicadores calculados

segundo a 6ptica longitudinal e sobretudo no caso da populagS,o feminina. De facto,

verifica-se que neste caso os modelos PRA e PRB proporcionam valores considerados
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8.3. Td,buas de mortalidade prospectivas para a populagSo de pensionistas

muito baixos face aos correspondentes indicadores estimados para a populageo em geral,

atendendo aos valores observados na Figura 8.2.1 para as taxas de mortalidade nas dua.s

populag6es. Pelo contrdrio, o modelo log-linear com intercepto constante (modelo PRc)
apresenta, em ambos os sexos, estimativas consideradas mais razod,veis. Por esta razio, e

pela sua simplicidade (o modelo inclui apenas dois parA,metros), retemos o modelo VRC

paxa a andlise que se segue.

8.3 Td.bua,s de mortalidade prospectivas para a populageo

de pensionistas

Se admitirmos que a equag6.o (5.2.7), que relaciona a mortalidade observada nas popu-

lag6es portuguesa em geral e de beneficidrios de fundos de pens6es, permanece vdlida no

tempo, podemos recorrer ao modelo (8.2.2)-(8.2.7) para estimar as taxas p?,{P a partir

das t6buas prospectivas elaboradas paxa a popula46o portuguesa.

Na Figura 8.3.1- fornecemos uma primeira visSo sobre a evolug6o temporal dos quo-

cientes q!,{P aj'vstados pelo modelo Poisson-Relacional. Na Figura 8.3.2 compa.rarnos

as curvas de taxas irf?" " itf,{P brutas e ajustadas, respectivamente, com o auxflio dos

modelos de Poisson e Poisson-Relacional (8.2.2)-(8.2.7).

70

t&

Figura 8.3.1: Evolugdo temporal dos quocientes qP,{P 
"jrotados 

pelo modelo Poisson-

Relacional (homens i esquerda e mulheres i direita)
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8.3. Td,buas de mortalidade prospectiva.s para a populagSo de pensionistas

1997 1997
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Figura 8.3.2: Compara,gSo entre as taxas lrc,t brutas e estimada.s pa,ra a.s popula{fu

portuguesa e de BFP em a,nos seleccionados (homens d, esquerda e mulheres & direita)
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8.3. Tdbuas de mortalidade prospectivas para a populagSo de pensionistas

Conforme se antevia, a trajectdria descendente projectada para os qF.{P acompanha

no tempo o comportamento previsto para a populagS,o portuguesa. O modelo reconstitui

de forma adequada as ta>ras irf,{' observadas, pese embora a maior variabilidade reg-

istada no caso da populagdo de BFP, explicdvel pela menor exposigio relativa ao risco

quando comparada com a populagSo portuguesa. O comportamento da mortalidade na

populaqao de BFP aproxima-se bastante do da populagS,o em geral, mas 6 evidente a

traject6ria mais favoriivel no caso particular dos homens, a partir dos 60 anos.

A informagio contida nas tiibuas prospectivas construidas para a populaqdo de BFP
permite-nos igualmente projectar a traject6ria dos quocientes qI,|{* e qP,{{u relativos

d geragS,o que atinge a idade r : 50 em 2004. Em termos mais precisos, estamos

interessados na evolugdo dos quocientes de mortalidade q5611, (2004 + &) (k : 0, 1,...) a

aplicar aos indivrduos que alcanEam os 50 anos de idade em 2004. As curvas projectadas

s5,o visiveis na Figura 8.3.3.

5:d

Figura 8.3.3: Quocientes de mortaliduA" ql,?{on" q!,{fia relativos d geragSo que atinge

a idade r :50 em 2004 (homens d esquerda e mulheres d direita)

A submortalidade da populagSo masculina de BFP e o comportamento muito prG
ximo da popuiagSo feminina relativamente d, populagdo em geral sio, uma vez mais,

postos em evidOncia.
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8.4. Estimativa do efeito selecgdo adversa

8.4 Estimativa do efeito selecESo adversa

8.4.1 Na esperanEa de vida residual

A importdncia do efeito selecgio adversa no mercado de fundos de pens6es pode ser

aferida atrav6s das diferenEas na esperanga de vida face d populagao em geral. Em termos

te6ricos, os indivfduos que t6m uma esperanQa de vida mais elevada atribuem maior

importdncia d necessidade de cobrir o risco de longevidade uma vez que a probabilidade

de esgotarem a sua riqueza em vida 6 maior. Esta maior preocupagdo com a necessidade

de garantir um nivel de rendimento adequado durante todo o ciclo de vida pode traduzir-

se, por exemplo, na aquisigSo de rendas vitalfcias ou no aumento da poupanga durante

a sua vida activa.

O Quadro 8.4.1 projecta a evoluE6,o da esperanEa de vida completa remanescente

aos 65 anos {€froP (il,AF{' (t)} entre 2004 e 2019, calculadas segundo as 6pticas lon-

gitudinal e transversal. A importAncia do efeito selecqSo adversa pode ser aferida pela

diferenEa absoluta entre as esperanEas de vida, {eflr" (t) - E{ro'(t)}, ou pela sua difer-

enqa relativa Ae.. (%)

Le"u (70) :

Como se constata, a submortalidade da populagi,o masculina de BFP traduz-se em

esperangas de vida erQ{' (t) claramente superiores ds suas homologas para a populagS,o

portuguesa €{ro' (t), com as diferengas a atingirem, no ano de 2004, os 6.4OVo (7.84%)

segundo a vis6o longitudinal (transversal), embora com tend6ncia para diminuir com o
tempo. Os valores apresentados indicam, por exemplo, que um pensionista que atinge

os 65 anos de idade em2004 viverd, mais 1.09 anos (1.25, segundo a vis6o transversal)
que o seu hom6logo da populagS.o portuguesa.

O efeito selecgSo adversa no caso da populagSo feminina de BFP 6 bem menos evi-

dente, podendo at6 ser considerado negligenci6vel se atendermos as diferengas absolutas

e relativas registadas na esperanga de vida, em particular na 6ptica longitudinal.

Assinale-se ainda que o diferencial de esperanga de vida entre sexos 6 maior na

populagio em geral do que na populagSo de BFP (de aproximadamente 1 ano), com

tend6ncia para um ligeiro acr6scimo.

Are{" (t) - E{ro, (t)

370



8.4. Estimativa do efeito selecqSo adversa

Visio Longitudinal
Ano Homens Mulheres

E{ru'(t) eK*'' (t) Le^, (To) E{*w. (t) Eopur. (t) 4,6* (To)

2004

2005

2006

2007

2008

2009

2010

2071

2072
2013

2014
2015

2016
2017

2018

20t9

16.91

17.01

77.13

17.25

17.37

77.49

17.60

17.72

77.84

17.95

18.07

18.19

18.30

78.42

18.53

18.64

18.00

18.08

18.17

18.27

18.37

18.46

18.56

18.66

18.75

18.85

18.94

i9.04
19.13

79.22

79.32

79.47

6.40

6.25

6.09

5.92

5.75

5.59

5.43

5.27

5.72

4.97

4.82
4.67

4.52

4.38

4.24
4.10

20.87

27.01

27.74

21.27

21.47

27.54

27.67

21.80

21.92

22.05

22.t8
22.30

22.42

22.55

22.67

22.79

20.97

21.08

27.79

21.30

27.41

21.52

2r.63
27.74

27.84

27.95

22.05

22.16

22.26
22.36

22.46
22.56

0.46

0.35

0.24

0.13

0.03

-0.08

-0.18

-0.27

-0.37

-0.46

-0.55
-0.64

-0.73

-0.81

-0.90
-0.98

VisSo Tlansversal
Ano Homens Mulheres

E{="'(t e3; (r) L,s* (7o) E{r" (t) c"P"b Y (t) La", (Vo)

2004
2005

2006

2007

2008

2009

2010

2011

2072

2013

20t4
2015

2076

20L7

2018

2079

15.84

15.79

15.90

76.02

16.13

16.25

16.36

16.48

16.59

16.77

76.82

16.93

17.05

77.L6

77.27

17.38

17.09

77.04

17.13

77.23

17.33

17.42

77.52

77.6t
17.71

17.80

17.90

17.99

18.08

18.18

78.27

18.36

7.84

7.92

7.74

7.56

7.39

7.22

7.05

6.88

6.72

o.Dt)

6.40

6.24

6.08

5.93

5.78

5.63

\9.22
19.19

79.47

19.51

t9.70
19.80

19.95

20.07

20.21

20.33

20.47

20.59

20.72

20.84

20.97

21.09

19.63

19.60

19.83

19.87

20.03

20.tl
20.24
20.34

20.45

20.55

20.66

20.77

20.88

20.98

21.08

21.79

2.tr
2.L4
1.88

1.83

1.65

1.56

7.42

r.32
1.19

1.08

0.97

0.86

0.76

0.65

0.55

0.45

Quadro 8.4.1: Comparagdo entre as esperanqas de vida aos 65 anos para as populag6es
portuguesa e de BFP, segundo as vis5es longitudinal e transversal
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8.5. Tribuas prospectivas vs t6buas regulamentares

8.4.2 No preEo das rendas vitalfcias

Uma forma diferente de quantificar a import6.ncia financeira do fen6meno selecgdo ad-

versa, consiste em estimar as diferengas nos pr6mios de rendas vitalfcias em resultado

da aplicagao de bases demogriificas distintas.

Neste sentido, calculiimos os pr6mios rinicos prlros de rendas vitaUcias de valor
unitzirio, considerando as t6buas prospectivas deduzidas para as popuJag6es portuguesa

e de BFP e uma taxa de juro t6cnica'i:3To. Os resultados s6o resumidos no Quadro
8.5.1 e nas Figuras 8.5.1 e 8.5.2.

O diferencial relativo entre a{{P (t) e a{uoP (t) , A,uu (%) , e calculado mediante

Lo^u (7o) :

Como se observa, uma companhia que utilize as tiibuas para a populag[o portuguesa

para fazer o pricing de uma renda vitaifcia comercializada a um pensionista subestima

em 6Vo o valor do pr6mio puro no caso dos homens. No caso das mulheres, as diferenEas

sio novamente pouco expressivas (inferiores a lVo, na 6ptica longitudinal).
Se desprezarmos a import6,ncia das cargas adicionais sobre o pr6mio puro, conclui-se

que a n5.o aplicagSo das tribuas prospectivas especfficas para a popula4So de BFP pode
conduzir, em especial no caso dos homens, a prejuizos significativos pa"ra companhias

a operar o ramo vida. Este custo 6 o resultado da presenEa do efeito selecgdo adversa

detectado neste estudo.

8.5 Tdbuas prospectivas vs tiibuas regularnentares

Para aquilatarmos da importd,ncia que o recurso a tiibuas prospectivas assume no mer-

cado de fundos de pens5es em Portugal, representamos na Figura 8.5.3 a evolug6,o pro-
jectada do pr6mio rlnico puro 

"fPP @ . oFsFP (t) calculado com base nas tribuas de

mortalidade prospectivas (vis6,o longitudinal) deduzidas para as populag6es portuguesa

e de BFP, respectirramente, e o valor correspondente determinado a partir de duas t6buas

regulamentares (tribuas TV 73177 e TV 88/90), bastante usadas no mercado portugu€s.

Como se observa, a tribua TV 73177 subestima largamente o valor actual das ren-

das, sobretudo no caso das mulheres. Se a aplicagS,o desta tribua com inclusSo de uma

margem de seguranga significativa relativamente is projecg6es realizadas para a popu-

lag6o portuguesa a tornarra aceitiivel no caso dos homens at6 ao irucio do s6culo XXI, o

pr6mio resultante 6 largamente insuficiente quando levamos em linha de conta o efeito

"op{P 
(t) - o{uo, (t)
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8.5. Tiibuas prospectivas vs tiibuas regulamentares

selecEdo adversa e o comportamento da mortalidade na populaEio de BFp.

Vis6o Longitudinal
Ano Homens Mulheres

o{run (t) a{s'' (t) L"^, (To) o{uu' (t) ais'' (t) L"^, (To)

2004

2005

2006

2007

2008

2009

2010

2077
2012
2073
2014

2015

2016

2077

2018

2019

12.22

12.28

72.35

72.42

72.49

t2.57
\2.64
L2.7t
72.78

12.85

72.92

i2.98
13.05

13.t2
13.19

t3.25

12.86

12.90

72.96

13.02

13.08

13.74

13.19

1.3.25

13.31

13.36

73.42

13.47

13.53

13.58

73.64

13.69

5.27

5.09

4.95

4.81

4.67

4.54
4.40

4.27
4.15

4.02

3.90

3.77

3.65
,<,d.dJ

3.42
, ,1
d.da

L4.56

14.63

74.77

74.78

14.86

74.93

15.00

1.5.07

15.14

15.27

15.28

15.35

15.42

15.48

15.55

15.62

i4.60
74.67

74.73

74.79

14.85

74.97

74.97

15.03

15.09

15.15

15.2t
75.27

15.32

15.38

15.44

75.49

0.31

0.22

0.13

0.05

-0.03

-0.11

-0.19

-0.26

-0.34

-0.47

-0.48
-0.54

-0.61

-0.67

-0.73

-0.79

VisSo Tbansversal
Ano Homens Mulheres

o{ou' (t) aFo"' (t) a^-_ (%) a{ou' (t orPso t (t) L""" (Yo)

2004
2005

2006

2007

2008

2009

2010

2077

2012

2013

2074
2015

2016

2017

2078

20t9

77.64

11.59

11.66

71.73

11.81

11.88

11.95

72.02

12.09

72.16

72.23

72.30

12.37

12.43

12.50

t2.57

72.37

72.33

72.39

72.45

72.57

72.57

12.62

12.68

12.74

12.80

72.85

72.97

L2.97

13.02

13.08

13.13

6.30
6.39

6.24

6.09

5.94

5.80

5.66

5.52

5.38

5.24

5.11

4.98

4.85

4.72

4.60

4.47

13.70

i3.68
13.84

13.87

13.98

14.03

14.72

74.79

74.26

74.33

14.4t
74.48

t4.55
t4.62
t4.69
t4.76

13.91

13.89

74.02

74.05

74.74

14.18

14.26

14.31.

14.38

14.44

14.50

14.56

L4.62

14.68

74.74

14.80

7.52

7.54

1.33

1.30

1.16

1.09

0.98

0.90

0.80

0.72

0.63

0.55

0.47

0.39

0.3i
0.23

Quadro 8.5.1: ComparagSo entre os pr6mios de rendas vitalicias calculados aos 65 anos
para as populaq5es portuguesa e de BFP, segundo as vis6es longitudinal e transversal
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Figura 8.5.1: Estimativas de e6E (r) (n equerda) e de a65 (t) (a direita) para as populagOeo

portuguesa e de BFP, segundo a dptica longitudinal

te

:

r.

1e70 leco 10c, 2m 2Dl0 M
AF

lcto tg) t9c, 2tr0 20t0 M
b

Figura 8.5.2: &timativas de €65 (t) (a esquerda) e de o65, (t) (e dheita) para as popula@
portuguesa e de BFP, segundo a 6ptica transversal
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-._+ ,./t/t,/-/

- 
POP

----- tv73m
'----'TVEE/90

1 970

Figura 8.5.3: Pr6mio puro otuo' (t) 
" 

oF{P (t) calculado com base nas td,buas prospec-

tivas obtidas pila a.s populag6es portuguesa e de BFP, respectivarnente, e com base nas

tdbuas regulamentares TV 73177 e TV 88/90 (homens d, esquerda e mulheres n direita)

Neste contexto, as companhia.s que neste momento calculam os pr6mios com base na

td,bua TV 73177 para indivfduos de ambos os sexos devem estar preparadas para assumir

perdas t6cnicas importantes no caso da sua carteira se assemelha,r d representada pela

populagSo de BFP.

Relativamente i t6bua regularnentar TV 88/90, a Figura 8.5.3 mostra-nos duas real-

idades distintas. Se, por um lado, ela apresenta uma margem de seguranga significativa

relativamente ds popula,g6es do sexo masculino, por outro ela revela-se desajustada face

ao comportamento das populagSes do sexo feminino a partir de meados da d6cada de

90. A sua utiliza,gS,o neste rlltimo caso comporta, de novo, riscos considerdveis para as

companhias a operar no mercado.

Em face desta conclusS,o, podemos questionar-nos sobre qual serd, a taxa de juro

t6cnica i* necess6ria para igualar o pr6mio puro de uma renda vitalfcia calculada em

2004 segundo as tdbuas prospectivas (pa,ra as populaq6es portuguesa e de BFP) ao seu

valor deduzido a partir das t6buas TY 73/77 e TV 88/90. Os resultados deste exercfcio
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8.5. Tribuas prospectivas vs tiibuas regulamentares

sdo reportados no Quadro 8.5.2.

Um pr6mio rinico puro de L2.51 e 13.92, igual para ambos os sexos, calculado com
base nas tribuas TV 73 177 e TV 88/90 (considerando uma taxa t6cnic a de 3Vo) , respec-

tivamente, corresponde a uma taxa de juro de 4.57% e 3.47V0, respectivamente, no caso

da mortalidade evoluir conforme as tribuas prospectivas calculadas para a populagS,o

feminina de BFP.

HOMENS

T6bua PopulagSo BFP
i* L(b.p.) i* a(b.p.)

w 73177

TV 88/90
2.74%

7.62%

-26
-138

3.29%
2.787

+29
-82

MULHERES

T6bua PopulagSo BFP
i* A,(b.e.\ i* a(b.p.)

TV 73/77
TV 88/90

4.54%
3.60%

+154
+60

4.57%

3.47%
+157
+47

Quadro 8.5.2: Taxa de juro t6cnica necess6ria para igualar o pr6mio puro de uma renda
vitalfcia calculada em 2004 segundo as tiibuas prospectivas ao seu valor deduzido a partir
das tribuas TV 73/77 e TV 88/90

Uma forma diferente de avaliar os resultados consiste em interpretar estes valores

como taxas de retorno financeiro que as companhias devem realizar de maneira a com-
pensar o risco de longevidade (resultante de uma mortalidade mais favorrivel do que a
expressa nas tribuas TV 73/77 e TV 88/90). O diferencial em bas,is points A(b.p.) d6-nos,
quando negativo, uma ideia da margem de seguranga (face d taxa de juro t6cnica i :3%)
associada ao uso das tribuas regulamentares. Quando positivo, dd informagdo sobre os

ganhos financeiros a realizar para compensar as perdas na componente demogrrifica.
Na conjuntura actual, a obtengS,o de taxas de retorno da ordem das acima reportadas

nd.o se afigura fricil e expectd,vel. A consequ6ncia imediata 6 a de que as tentativas de

compensar o risco de longevidade mediante uma polftica de gestSo financeira adequada,
que rentabilize os patrim6nios colocados d disposigSo dos fundos de pens6es, podem
revelar-se ilus6rias e infrutfferas. Nalguns casos, a exist6ncia de determinados a^rranjos

contratuais faz com que esta tarefa seja ainda mais dificil. Exemplo disso s5o as cl6usulas
que obrigam as companhias a distribuir uma percentagem (mais ou menos elevada) dos

rendimentos fi.nanceiros gerados pelos activos que constituem os fundos (na parcela que

excede o rendimento garantido contratualmente).
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8.6. Intervalos de confianga

8.6 Intervalos de confianga

O objectivo desta secgdo 6 o de obter intervalos de confianga paxa os indicadores uflr'" (t)

" 
ooPsFP (t) associados d populagSo de benefici6rios de fundos de pensdes. Nesse sentido,

recorremos a um algoritmo deduzido a partir do m6todo parametric bootstrap descrito

no Capftulo 6.

O procedimento, que designamos de duplo-bootstrap por compreender simulag6es das

tdbuas prospectivas para a populagSo portuguesa e do modelo relacional, decomp6e-se,

neste caso, nas seguintes etapas:

1. Partindo d.os valores observados, s5,o geradas amostras aleat6rias @:,?oh, d,:,?"i,
E:,{'n, al{"'u), b : 1,. . ., B,a partir da populagS,o portuguesa em geral, por um

lado, e da populagS.o de BFP por outro. Em termos mais precis or, a!,!P'b 6 obtido
atrav6s de uma realizagdo da lei de Poisson de m6dia dl,?' . d,f,{'b 6 deduzido

com base numa realizaqda da lei de Poisson de m6dia dF,{' ,

dl,?'h N Poisson' @'f,?')
d,f,f'fr N Poi'sson (d'?,{')

2. Em cada simulagl"ob (E:,?''u,a[,?'o), s5,o estimados os par6,metros ab, flb- e e!
do modelo de Poisson.

Em cada simulagS.o, sio estimados os par6,metros do modelo ARIMA seleccionado

com base nas observag5es iniciais e recorrendo d s6rie rcb: {kl,t:tmin,...rt^*,
b : L,. .., B). Note-se, uma vez mais, que a estrutura do modelo ARIMA 6 preser-

vada enquanto que os parAmetros s6,o reestimados.

S5o gerados valores projectados k!, com base nos pardmetros do modelo ARIMA
estimado na etapa 3. Os termos residuais ef s6o simulados a partir da lei Normal

Nor (o,ob) .

S5o construfdas tribuas de mortalidade prospectivas para a populagSo portuguesa.

Em cada simulaEio b, sdo estimados os pardmetros tf e ib do modelo Poisson-

Relacional (8.2.2)- (8.2.7).

7. S5o projectadas as taxas instantdneas de mortalidade da seguinte maneira

tnp7,l"'u : if +0u tnlr',!''u

3.

4.

5.

6.
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8.6. Intervalos de confianga

onde

t" f'!,?"'u : a|* + if,e!

eb:Lr...,B, zmin( tr( trrn* et)f*u*.

8. Emcadasimulagdo,s6ocalculadososindicadoresdeinteresse *{'r plear4^{P,b 1t1.

A aplicagao do m6todo parametric bootstrap e o ciilculo dos indicadores de interesse

foram conseguidos com o auxflio de um algoritmo informritico escrito e implementado no

paclcage SAS (Release 9.1). Os resultados num6ricos considerando um total de B : 1000

realizag6es aleat6rias s5,o resumidos no Quadro 8.6.1.

Registe-se que os valores apresentados referem-se apenas aos valores m6dios e per-

centis empfricos de 665 Q004) e a65 (2004) , calculados segundo a 6ptica longitudinal. A
Figura 8.6.1 fornece-nos uma panordmica sobre a distribuigSo empfrica dos indicadores.

HOMENS

465 Q004) 8o.os Qo.so Qo.ss a65 (2004) Qo.os Qo.so Qo.ss

78.22 L7.40 t8.23 19.04 t2.99 12.51 13.00 73.46

Ma^rgem erro: 1.64 (8.98%) Margem erro: 0.95 (7.30%)

MULHERES

865 (2004) Qo.os Qo.so Qo.ss a65 (2004) Qo.os Qo.so Qo.ss
27.14 20.72 21.73 21.57 14.70 t4.46 14.69 14.94

Ma,rgem erro: 0.85 (4.02%) Margem erro: 0.48 (3.28%)

Quadro 8.6.1: Valores m6dios e quartis empfricos de e"(2004) e a,(2004) prr. a pop-

ulagSo de BFP, simulados pelo m6todo de parametric bootstrap, onde Qo denota o
percentil empfrico de ordem a

Como se observa, o procedimento de duplo bootstrap gera intervalos de confianga

a 90% relativamente estreitos, em especial no caso das mulheres. Por exemplo, para o
indicador a6s (2004) o seu valor 6 de 0.95 e 0.48 respectivamente para homens e mulheres,

o que corresponde a margens de erro de 7.30% e 3.28% face ao valor m6dio do indicador.

No caso dos homens, os intervalos sio mais significativos, um resultado que se explica,

uma vez mais, pelo maior mimero de termos residuais inclufdos no modelo ARIMA usado

na projecgSo da tend6ncia temporal rc1.

Como se atesta pela comparagSo dos valores inscritos nos Quadros 8.6.1- e7.8.2, o

procedimento de duplo bootstrap aplicado na construgSo de intervalos de confianga para a
populagS,o de BFP proporciona, naturalmente, amplitudes de intervalo mais significativas
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8.6. Intervalos de confianga

relativamente ds obtidas para a populagao em geral, face ao maior nfmero de pardmetros

(incerteza) envolvido.
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E
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'12.5 13.0

a65(2004)

Figura 8.6.1: Histogramas dos valores de E{'FP (2004) 
" "oP{P QOO4) gerados pelo m6todo

de Parametric Bootstrap (homens d esquerda e mulheres d, direita)

As simulag5es efectuadas para obter os percentis empfricos inscritos no Quadro
8.6.1 proporcionam igualmente uma visSo sobre a variabilidade das taxas de mortali-
dade prospectivas. Neste sentido, a Figura 8.6.2 representa 100 realiza46es das taxas
p?&iQ004+k) (k:0,L,2,...),9ue incidirSo sobre os indivrduos que atingem os 50

anos em 2004.
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8.7. Conclus5o

Figura 8.6.2: Taxas de mortalidade p{ffi(2004+ k) simuladas pelo m6todo parametric

bootstrap (homens A esquerda e mulheres d direita)

Observa-se alguma variabilidade nas projecg6es, que 6 no entanto atenuada no ciilculo
dos valores caracterfsticos representados no Quadro 8.6.1, em resultado do processo de

actualizagio. Tal variabilidade estar6, no enta"nto, presente no ciilculo das projecg6es de

cash flows relativos a uma certeira de rendas vitalfcias.

8.7 ConclusSo

Neste capftulo, investigdmos a importdncia do efeito selecEso adversa na carteira de

beneficiiirios de fundos de pensSes em Portugal. Para tal, adoptrimos uma metodologia,
assente num modelo relacional incorporado mrm modelo linear generalizado com dis-

tribuigSo de Poisson, que permite ajustar as projecg6es de mortalidade derivad&s para a
populagSo portuguesa ao comportamento observado na populagSo de pensionistas.

Foram investigadas diferentes formulaq6es do modelo relacional, tendo a escolha re-
cafdo numa relagSo log-linear com intercepto constante para todas as idades. Os resul-

tados obtidos com base neste modelo permitiram-nos derivar pela primeira vez t6,buas

de mortalidade prospectivas para a populagio de beneflciiirios de fundos de pens6es em
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Portugal, e avaliar a importdncia do efeito selecgSo adversa.

Da anrilise dos resultados destacamos a importdncia do efeito selecgSo adversa na
populagao masculina, com uma clara submortalidade face d populagSo portuguesa em
geral. Em contrapartida, constatdmos que no perfodo em anrilise o fen6meno assume

pouca expressS.o no caso da populagdo feminina. Estes resultados sugerem que o desen-

volvimento do mercado de fundos de pens6es em Portugal deve ter em conta as carac-

terfsticas particulares da mortalidade nesta populagS,o. Caso contr6rio, as insuficientes

provis5es financeiras podem induzir perdas considerd,veis nos resultados das empresas.

Os estudos realizados demonstraram igualmente a insuficiOncia dos pr6mios brutos
puros calculados com base em duas tribuas regulamentares - trlbuas TV 73177 e TV
88/90 -, comummente usadas no mercado portugu€s, face ao comportamento previsional

da mortalidade, em especial no caso das mulheres. Este facto chama a atengSo para
o problema da subestimaEao das tarifas e das responsabilidades financeiras neste mer-
cado. As conclus6es deste estudo suportam a ideia de que este problema deve merecer

uma atengdo especial por parte das entidades reguladoras, cuja resolugdo passa, inevi-
tavelmente, pela adopgio de tribuas prospectivas especfficas e pela imposigSo de bases

t6cnicas suficientemente prudentes.

Uma caracterfstica interessante da metodologia usada refere-se A possibilidade de

derivar intervalos de confianqa empiricos para os valores caracterfsticos calculados para as

populag6es portuguesa e de beneficidrios de fundos de pens6es, elementos importantes na
determinagSo das cargas de seguranga a aplicar sobre os pr6mios puros e na quantificagSo

do risco de longevidade a que estSo expostas as carteiras.
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Parte III

Mortalidade Estocdstica:
Aplicag5es Actuariais e Cobertura

do Risco de Longevidade
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Capftulo I

Mortalidade Estocristica

"Do not worrA about your dfficulti,es in mathematics. I can assure gou m,ine

are still grater." (Albert Einstein, 1879-1955)

9.1 IntrodugSo

Nas companhias de seguros do ramo vida, a abordagem tradicional ao cii,lculo dos pr6mios

e das reservas matemriticas baseia-se, como vimos nos capftulos anteriores, na utilizagdo
de uma intensidade de mortalidade determinfstica, fungio apenas da idade do indivfduo
(tabua contempordnea), e de uma taxa de juro t6cnica constante, usada para descontar

os cash flows futuros dos produtos.

O comportamento observado nos mercados financeiros e as tend6ncias demogrrfficas

recentes vieram demonstrar, A, saciedade, que nem a taxa de juro nem a intensidade
de mortalidade s5,o deterministicas, uma evid6ncia particularmente inquietante para as

companhias que oferecem produtos com beneficios de longo prazo em caso de vida (e.g.,

pens6es e rendas vitalfcias). Neste contexto, as companhias estio, grosso modo, expostas

a tr6s tipos de riscos: riscos financeiros, riscos de mortalidade sistemriticos (riscos de

longevidade), relativos d evolugSo futura da intensidade de mortalidade subjacente, e

riscos de mortalidade nd,o sistem6ticos, relativos a uma (eventual) evolugdo aleat6ria
adversa na mortalidade na carteira.

No passado, as companhias lidavam com o problema escolhendo taxas de juro e t6buas
de mortalidade prudentes (do ponto de vista da empresa), o que fazia com que d medida
que o retorno dos investimentos e o comportamento da mortalidade eram conhecidos

se gerassem excedentes, posteriormente distribuidos (parcial ou totalmente) As pessoas

seguras sob a forma de b6nus. Como os contratos tem normalmente durag6es superiores
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a 30-35 anos, o que no infcio se consideravam valores prudentes sobre a evolugSo das

varidveis de interesse revela-se, hoje, perfeitamente desajustado. O risco de longevidade

tem uma natureza distinta da dos riscos financeiros. Com efeito, enquanto que os pregos

dos activos financeiros tendem a exibir uma volatilidade elevada, o que suscita uma

necessidade permanente de adoptar estrat6gias de cobertura adequadas, as alterag6es na

intensidade de mortalidade tendem a ocorrer de forma lenta no tempo, razSo pela qual

a atengSo dada d incerteza associada a este factor de risco tem sido menor.

No capftulo anterior vimos que uma das formas de lidar com o problema da longe-

vidade passa pela utilizagSo de t6buas de mortalidade dindmicas ou prospectivas. Pa"ra

a sua construqSo, foi apresentado um leque alargado e variado de metodologias que

permitem, ora em tempo discreto, ora em tempo contfnuo, a implementagSo de uma

abordagem que, sendo dindmica 6, na sua essOncia, determirustica.

Neste capftulo, adoptamos uma perspectiva mais ampla e consideramos que a in-
tensidade de mortalidade pode ser modelada atrav6s de processos estocdsticos. Esta

abordagem, simultaneamente dinA.mica e estoc:istica, permite-nos captar de forma mais

realista duas caracterfsticas importantes da intensidade de mortalidade: depend6ncia

temporal e incerteza sobre a traject6ria futura.
A introduES.o de uma intensidade estociistica comporta vantagens importantes. Em

primeiro lugar, ela permite a derivagSo de pr6mios e reservas mais realistas face A. na-

tueza dos factores de risco subjacentes. Em segundo, ela vai de encontro as orientag6es

recentemente propostas pelo International Accounting Standards Board (IASB) (IASB,
2001,2004), nas quais se reconhece a necessidade de explicitar adequadamente todas as

fontes de risco, incluindo os riscos n6o fi.nanceiros, quer estes sejam diversificriveis (e.g.,

desvios aleatdrios da mortalidade face aos seus nfveis esperados) ou ndo diversificdveis

(risco de longevidade), e advogam a contabilizagio das responsabilidades das companhias

de seguros pelo seu valor de mercado.l

A um outro nivel, a adopgSo de uma estrutura conceptual mais rica para a intensidade

de mortalidade permite equacionar, de forma mais rigorosa, um conjunto de estrat6gias

de cobertura do risco de longevidade, que envolvem nomeadamente a sua transfer6ncia

para outras contrapartes. Entre elas, consideramos em particular a possibilidade de

transferir o risco de longevidade para a pessoa segura (e.g., atrav6s de contratos com

lEm te.mos mais concretos, o IASB define como valor justo (fair uatue) de uma carteira de re-
sponsabilidades de uma companhia de seguros o seu valor de troca numa hipotdtica transacgSo em
mercado secunddrio. Apesar de n6.o existirem mercados secundSrios organizados para a maioria destas
responsabilidades, e em consequ6ncia nio serem observados pregos de troca, 6 defendida a utilizagSo de
argumentos de n5o-arbitragem e a avaliagSo das responsabilidades com base no desconto dos cash flows
futuros esperados. A aplicag6o de uma abordagem rish-neutral esbarra, contudo, na incompletude dos
mercados e requer, por isso, uma aniilise mais cuidada, que retomaremos no Capitulo 1J..
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pr6mios e/ou beneffcios indexados d evolugSo da intensidade de mortalidade), pa,ra o
mercado (e.g., mediante a emissS,o de obrigag6es com cupdes e/ou principal indexado d,

evolugS,o da longevidade), as tradicionais opgSes de resseguro e securitiza*b, e a adopg5o

de estrat6gias de hedgi,ng assentes em derivados financeiros (opg6es, futuros, swaps, etc.)

contingentes i evolugdo da intensidade de mortalidade.

O capftulo estii organizailo da seguinte forma. Na SecASo 9.2, introduzimos as prin-
cipais ferramentas matemriticas usadas no capftulo. Na SecgSo 9.3, descrevemos o en-

quadramento te6rico adoptado para modelar a mortalidade num contexto estociistico.

Em particular, exploramos o paralelismo entre a modelagSo do incumprimento no A,m-

bito da literatura sobre risco de cr6dito e a intensidade de mortalidade. 6 justificada a

adopg5.o de equag6es diferenciais estocristicas (com saltos) paxa a intensidade de mor-
talidade e a representagS,o da probabilidade de sobreviv6ncia mediante fung6es do tipo
afim, aproveitando alguns resultados bem estabelecidos na literatura sobre tuias de juro.

Nesta secAS,o efectuarnos ainda uma revisio crftica da literatura publicada at6 ao mo-
mento sobre esta mat6ria, realqando o facto da aniilise da mortalidade num contexto
estocdstico se encontrar ainda num estri,gio inicial de desenvoivimento.

Na SecASo 9.4, estudamos a adequagS,o de um conjunto de processos estocristicos

do tipo afim para ajustar a traject6ria da intensidade de morta.lidade. Os modelos
analisados, na sua maioria decalcados da [teratura sobre taxas de juro, consideram uma
fnica variiivel de estado ou fonte de incerteza, admitem solugSes ana,Uticas fechadas e

distinguem-se, essencialrnente, pelo facto de estipularem diferentes processos estociisticos
para a intensidade de mortalidade.

Na SecgSo 9.5, desenvolvemos uma nova abordagem te6rica a,o problema da mode-
lagSo da mortalidade num contexto estocristico onde consideramos, de forma simult6,nea,

a evolugSo da intensidade em todas as idades que integram o arco da vida humana. Esta
formuiaEs.o assenta no principio simples de que a intensidade de mortalidade pode ser

representada por uma fung6o do tipo afim de um conjunto de factores latentes, com
dinS,mica ditada por equag5es diferenciais estocristicas com saltos. S5,o analisados tr€s
casos particulares, onde se catapulta para um contexto estociistico algumas das mais

conhecidas leis de mortalidade determirusticas analisadas no Capftulo 2.

9.2 Ferramentas matemiiticas

Nesta secg5,o, introduzimos as principais ferrarnentas matemriticas adoptadas no capf-

tulo para modelar a mortalidade num contexto estociistico e para caranterizar algumas

aplica4Ses actuariais. Para um tratamento mais detalhado deste tema, recomenda.rnos
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a leitura de Karatzas e Shreve (1991), Musiela e Rutkowski (1997), Braumann (2005) e

das numerosas refer6ncias citadas no texto.

Consideremos o seguinte espa{o de probabilidade fiItrado (ou base estocristica) (Q, F,F', P) .

O universo ou espago amostral f) representa o conjunto (suposto n5o-vazio) de todos os

possfveis resultados de uma experiOncia ou fen6meno aleatdrio. f 6 vrna rilgebra-o de

eventos, i.e., uma classe nl"o-vazia de subconjuntos de Q fechada para a complemen-

tagd,o (se A e f, entd.o o complemento Ac :: C) - A e F) e para uniSes contriveis (se

At€ f ,i:L,2,..., ent6o,4,::uZrAt € f). Os conjuntos Ae F sSohabitualmente

designados de acontecimentos ou conjuntos mensur6veis.

A probabilidade F 6 uma fung6.o de f em [0, 1] , normada (lF (O) : 1) e aditiva-o
(a probabilidade de uma uniSo de elementos disjuntos de f 6 igual ii soma das prob-

abilidades individuais de cada elemento, i.e., IP (u=tk) : IEr P (Ar,) para Ai e F e

Ai n Ai : a Yi * i) We atribui probabilidades aos eventos de f .

A filtragem IF : (fl)t>o define uma famflia de sub-dlgebras-o n6o decrescente .F" C

f1, quando s ( t, representando o fluxo de informagSo sobre o processo estocristico

ao longo do tempo, onde Fl cont6m a informaqSo revelada a todos os agentes at6 ao

momento t. Admitamos ainda que todas as filtragens satisfazem, ap6s o necessdrio

alargamento se for o caso, as denominadas condig6es habituais, i.e., continuidade d,

direita e completude do espago de probabilidade (Q, f ,P) .

Um processo estocristico no espago de probabilidade fiItrado ({1., F,F', P) 6 uma colecgso

indexada de variiiveis aleat6rias {Xr)rq, onde f denota o tempo e o conjunto de fndices

.I define um intervalo de tempo (e.g., da forma [0, +oo)). Como cada vari6vel aleat6ria

Xt : Xt(u) 6 uma fungS.o do "acaso" u e {1, um processo estocristico 6 simultaneamente

fungS.o do tempo e do acaso. Um processo estocristico diz-se adaptado d filtragem (Fr)r.r
se, para cada t e L, X1 for F1-mensurdvel. Um processo estocristico 6 previsfvel se o seu

valor em cada momento t depender apenas da informa4So disponfvel at6 esse momento

(exclusive), contida na filtragem f1.

9.2.L Processos pontuais e intensidades aleat6rias

Neste secgdo introduzimos alguns resultados sobre processos pontuais, intensidades alea-

t6rias e processos duplamente estociisticos. Todas as propriedades descritas abaixo res-

peitam a uma dada base estocdstica (Q,F,F',P).2

2Para um tratamento mais detalhado deste tema recomendamos a leitura de, por exemplo, Br6maud
(1981), Duffie (1996), Fleming e Harrington (1991) e Rolski et al. (1999).
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Processos pontuais

Consideremos em primeiro lugar a definiEao de tempos de paragem, processos pontuais

e respectivos processos de contagem. De uma maneira muito simples, os dois primeiros

conceitos representarSo as ocorr6ncias do fen6meno em aniilise, enquanto o terceiro reg-

ista essas mesmas ocorr6ncias.

DefiniEio 9.2.1 (Tempos de p€rragem, processos pontuais, processos de con-
tagem) Uma uartduel aleatdna T em T :10,a], fazendo a correspond€.nci,a entre {l
e o horizonte tempoml T, diz-se um tempo de paragem (stoppi,ng time) com respeito

d, fi,ltragem Ft se o eaento {u:T (r) < t} e n,W e T. Um processo pontual (point
process) 6 uma sequ€ncia nd,o decrescente de tempos de paragem (T,.)n>o em [0,o) tal
que Ts:0 e Tn l Tnq1 no conjunto {7"<a), para todo o n. O corcespondente

processo de contagem (counti,ng process) N €, definido segundo

parat e [Tn,Tn+r), n)0
setlQo,

onde T.o: limr-oo Tn des'igna o momento de erplosdo de N. Consequentemente, deno-

tamos por Nn: limrr-- Nx o ntimero total de momentos de chegada.

O processo N tem traject6rias que s5o fung6es discretas comegando em 0 e com

saltos de amplitude 1. A variilvel 4, simboliza o momento 4o r6simo salto do processo

.ly', enquanto N6 regista o nfmero de saltos ocorridos atb ao momento t (inclusive). A
informagSo considerada pelos processos N e (7") 6 a mesma, uma vez que {N, Z "} 

:
{7" a ri V, > 0 e n inteiro n6,o-negativo. Tal implica que, dada uma filtragem IF, N 6

adaptado a IF sse Tn 6 um tempo de paragem-lF para todo o n ) 0. Daqui resulta que a

filtragem mfnima com respeito d qual os ft's sd,o tempos de paragem 6 a filtragem natural
IFN : (rI)r>o com F{ : o(AL:0 ( s < t). No nosso caso, estamos interessados em

processos de contagem ndo explosivos.

DefinigSo 9.2.2 (Processos pontuais integr6veis e ndo explosivos) U* processo

pontual diz-se ndo erplosiuo se Too: oo IP-g.c.3 ou, de forma equi,aalente, se N1 < oo

paratod'o o t) 0P-q.c.. D'iz-se integrd,uel se, adicionalmente, E[lfr] 1x paratodo o

,>0.
3Usaremos a abreviatura q.c. pata designar a expressS.o quase certamente.

N,:iJl1z;s,1 :{:
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A condiESo de n5,o-explosao significa que existe um nfmero finito de momentos de

chegada em cada intervalo de tempo limitado.

Intensidade aleatdria

Considere-se um processo de contagem n5.o explosivo. Como ele 6 crescente, segtrndo

a decomposigio de Doob-Meyer existe um rinico processo crescente previsivel A tal que

Ao:0 e M: l/-A6umamartingalalocal-lF (FlemingeHarrington, 1991). O processo

A 6 designado de compensador preuistuel (predictable compensator) de N, enquanto M
6 apelidado de processo de contagem compensado. O conceito de intensidade aleat6ria
relaciona-se com A nos termos da seguinte definigSo:

DefinigSo 9.2.3 (Intensidade estocristica) Seja N unx processo de contagem-E

nd,o erplosiuo e ), um processo nd,o-negatiuo. D,iz-se que ), 6 a i,ntensidade-F de N se o

compensad,or de N, Mt: Nt - I\1, uerifi,car Iy: # 
^ 

(s)ds.

A intensidade 6 invariante em relagSo a alargamentos na filtragem, desde que a
informaESo adicional seja independente de IF. O objectivo subjacente d especificaqS,o

de uma intensidade aleat6ria 6 o de descrever o nfmero m6dio de acr6scimo de saltos

verificado num pequeno intervalo de tempo, como demonstramos em seguida no caso em
que admitimos que ,\ 6 limitado e contfnuo (neste caso M 6 uma martingala). De acordo

com a definigao 9.2.3, para qualquer A,t,t > 0 temos

E [t/,+a, - Ntln]:*Ur**^ (r) *l"l (e.2.1)

Com base no teorema do valor m6dio para a integragdoa, o lado direito da equagS,o

(9.2.1) pode ser escrito segundo

: AtlE frgp,atyl.Ftl ,

onde t < ((r,Ar) < t+ LtP-q.c.. Se calcularmos os limites em ambos os lados da
equagio (9.2.1) e explorarmos as propriedades assint6ticas de,\, podemos usar o teorema

aDe acordo com o teorema do valor m6dio para a integragSo, eiste um c em lx1,r1+ Ao] tal que:

uUr'*o'xav"ln)

f,','*o' f 
(t) dt: f (c) aa'
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da converg6ncia dominada para escrever5

;i*,ry'#@ :' []i=rr((r,ar)l 
o] : 

^ 
t'

donde se deduz

iE []/t+at - NrlEr): .\ (r)A, + o (Ar),

onde o (Ar) 6 tal que lim41-6 o (At) /At : 0.

(s.2.2)

A equag6o (9.2.2) p5e em evid6ncia a import6ncia da intensidade ,\ na determinagSo

do nfmero m6dio (condicionado) de saltos do processo estocdstico num pequeno intervalo

de tempo. O condicionamento do valor esperado em ft significa que a informa4So

disponfvel no momento t fornece uma indicag6,o sobre o nfmero esperado de saltos num

futuro prdximo ou, o que 6 o mesmo, sobre a verosimilhanga de um salto no futuro

imediato. Refira-se, no entanto, que esta informagd,o n5,o 6 suficiente paxa prever a

ocorr€ncia efectiva desse salto, que surge assim como uma "surpresa total" no sentido

informacional.

Processos duplamente estociisticos

Recordemos em primeiro lugar a definigSo e as propriedades brisicas de um processo

de Poisson N definido com respeito a uma base estociistica (O, F,IF,IP) e uma intensi-

dade determinfstica ) (.) , onde ,\ : IR1 -- IR+ 6 uma fungS,o localmente integrdvel (i.e.,

ff(")ds<ooparat)0).

DefinigSo 9.2.4 (Processo de Poisson) O processo de Poisson-W em (0,.F,f',lP)

6 um processo de contagem-F N com intensidade deterrnintstica ),(.) se os seus incre-

mentos A[ - Nr, para 0 < t < s, satisfazem as seguintes condigdes:

o N" - N1 6. i,nd,ependente de Ft

o N" - N1 segue u,ma lei de Po'isson com pard,metro lv(r) - A (t) , onde A (h) :

# l@)d,u para h> 0.

oO teorema da converg€ncia dominada de Lebesgue estabelece gu€, se uma sequ€ncia

U*,n:1,2,3,...) d" fung6es reais mensurdveis num espaco de medida S - (Q,f,p,) converge em

todo o seu domfnio, e 6 dominada por uma qualquer fung6,o n6o-negativa g em Lr (i."., l/, (r)l S g (r) ,

Vn), ent6o

[ ( n^ f.\ap: r^ [ f^dp.
/s \a+@ t n+@ J S
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Em termos mais especfficos, para qualquer 0 ( t ( s e par6metro nAo-negativo k,
podemos escrever

(s.2.3)

Quando lF : IFN, diz-se simplesmente que N 6 um processo de Poisson com intensi-
dade A (') o caso em que A (') = I, com .\ ) 0, 6 referido como um processo de Poisson

homog€neo, uma vez que para qualquer t e s fixos (com s >, > 0), os incrementos

I/t+" -.1/r t6m todos a mesma lei de probabilidade, que 6 igual A da varirivel aleat6ria
l/". Quando ,\ : 1, .A[ corresponde a um processo de Poisson standa"rd.

Um processo duplamente estocd,stico (tamb6m conhecido por processo de Cor) 6 uma
generalizagdo do processo de Poisson no sentido de que permite que a intensidade seja

aleatdria ou estociistica.

DefinigSo 9.2.5 (Processo duplamente estocristico) Seja N unx processo de con-

tagem-F nd,o erplosi,uo con'L i,ntensidade ), d,efini,do em (Q,.F,lF,lP) e G uma subfi,ltragem

de E, tal 7ue 9t C F1 para, > 0. D'izemos que N €. d,uplamente estocd,sti,co na filtragem G
se ), € G-preui,stuel e se, cond,ic,ional em FtVgr (para T , t > 0), os ,incrementos Nr-Nt
seguem uma di,stribu,igd,o d,e Po,isson com pari,metro /r7 - 1\1, ond,e t n : .ff ), (u) du para
h > 0. Especif,camente, para qualquer 0 < t < T e pard,metro nd,o-negatiao k temos

F(Nr - Nr: klrlv gd : W#s-U\r-I\t) (e.2.4)

tr (Irr : ol Fo v 8r) - exp (- lr'

: 
"*r (- l,' ^ 

rur o,) ('f{ ^ 9 qr

^@) 
du)

A definiEd.o 9.2.5 estabelece que, para uma trajectdria particular t + ),(t,r,.r) de

,\ (t) , com c.; € Q fixo, o processo de contagem N torna-se um processo de Poisson nd,o-

homog6neo com parametro Jr,\ (s,r-.,)ds (Biffis, 2005). A ideia subjacente d especificagdo

de uma subflltragem G C a de que os tempos de salto de N sdo momentos de paragem

com respeito a lF, mas fora do domfnio de G, que por sua vez comporta informaqSo

suficiente para revelar a intensidade ,\, i.e., a probabilidade de esses saltos ocorrerem.

Em particular, se assumirmos que Ng :0, temos
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Um processo duplamente estocdstico determinado por uma dada filtragem G : (Q)t>_o

e com intensidade .\ pode ser construfdo (e simulado) usando uma sequdncia de variri,veis

aleat6rias En com distribuig6o exponencial standard 6, independentes de G, despole-

tando a ocorr6ncia de saltos em N. Designemos por Q os tempos de ocorr6ncia dos

saltos (jump-arriual tirnes) de N, definidos por

n)L, (e.2.5)

com 7g : 0. Com base em (9.2.5), podemos verificar que o ,6simo salto de N estii mais

"pr6ximo" quando as realizag6es de ,\ s5,o maiores e o integral alcanga o valor de En
mais rapidamente.

Uma consequ6ncia imediata da natureza duplamente estocdstica do processo 6 a de

que, considerando a lei das esperangas iteradas e (9.2.4), a probabilidade de, no momento

t, ocorrerem k saltos adicionais antes de T ) t, pode ser expressa segundo

rn : inr 

{, 
. r--, , I;_,\ (u) du : ,,} ,

F (l/r - Nr : klf) : IE [ll1rv1-lv, :rlln)
: ts [P (N" - tr, - klnv Ar)lFr]

: , f 
(n, 

-n,)u e-,.r-^,)l rtl-L kt " 
1"1

(e.2.6)

Diz-se que um tempo de paragem r tem uma intensidade ) se 6 o momento do

primeiro salto (first jump ti,me) de um processo de contagem nd,o explosivo .ly' com inten-
sidade ). Se l/ 6 duplamente estociistico e ditado por G C IF, ent6o r diz-se duplamente
estocristico com intensidade ).

Se fixarmos k:0 em (9.2.6), a probabilidade de r ocorrer depois de ? > t (dado

que r > t) pode ser representada por

P (lrr - Nr : ol4t) :E 
l"- 

tf ^@d"ln] . (e.2.7)

Um outro resultado interessante refere-se d, fungSo de densidade de probabilidade de

um tempo de paragem duplamente estociistico r. Seja p (.) a "funE5,o de sobrevivOncia"

de r, i.e., a fungSo p: IR+ - [0,1] tal que p(t) : IP(r>t). Assumindo que existe,

a funqio de densidade de r, f (t), 6 dada por - t' (t) .A fungSo de densidade de z
6Ou seja, respeitando P (E > a) = e-o, para n inteiro.
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condicional a {r > t}, fr(s) (para 0 < t < s), 6 dada por

(e.2.8)

A importdncia destes resultados no contexto actuarial tornar-se-d, evidente na secASo

seguinte, onde r 6 interpretado como o tempo de vida remanescente de um indivfduo
com idade r.

9.2.2 Processos do tipo afim

Dada uma base estoctistica (O, "F,IF, P) , um processo do tipo afim (affine process) X em

IR', relativo a um determinado espa4o de estados D c iRn, 6 um processo de Markov
cuja fungd.o caracterfstica condicional 6 do tipo

Ft fet"' 
xr 

I nl : 
"a(t)+ 

0(t)' xt, (e.2.e)

comu € IRn e T > t > 0 e fung6es a(.) + a(.;u;T): [0,*) -* C e P(.) = p(.;u;T):
[0, *) '- Cn. O processo diz-se regular se os coeficientes a (') e 0 (.) du fungdo carac-

terfstica sio diferenciSveis e as suas derivadas continuas em t : 0.

As propriedades fundamentais dos processos do tipo afim s5.o analisadas em detalhe
por Duffie el ol. (2003) e Filipovic (2005). Nesta secq6,o adoptamos uma perspectiva

restritiva mas mais intuitiva destes processos? habitualmente usada no contexto das

aplicag6es fi.nanceiras. Tomando como refer6ncia Duffie (L996, 2005), Bjork (1998),

Duffie e Kan (1996), Dufre et al. (2000) e Piazzesi (2005), os processos do tipo afim
sao definidos em termos de solug6es paxa determinadas equag5es diferenciais estocdsticas

(EDEs) numa base estoc6stica fiItrada fixa.

Dada uma base estocdstica (O, .F,IF,IP) , um processo do tipo afim com saltos (offin"
jump-diffus'ion process) X em IR" 6 um processo de Markov especificado como a solugdo

X da seguinte EDE

/, (r) : !*u n S slFt):, l^ (r) u- ti tov"ln).

dxt : 6(t, x)dt * o(t, X)dWt +Lafi, (e.2.10)
h:7

onde W 6 um lF-movimento browniano standard em IR' e cada Jh 6 um processo pzre-

iump em IR'com intensidade de salto {no(t,x):t >0} 
" 

fungdo de distribuigio da
dimensSo dos saltos u! em IR". Um requisito fundamental 6 o de que a tend6ncia d, a
matriz de varitncias-covaridncias ooT e a intensidade de salto r7h devem apresentar uma
depend6ncia do tipo afim em relagdo a X. De forma inversa, processos estocristicos do
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tipo (9.2.10) sio processos do tipo afim no sentido de (g.2.9).

Em termos mais explfcitos, a depend6ncia de tipo afim dos coeficientes da equaqSo

(9.2.10) pode ser representada por

6(t,X) : do(t)+il(t).x
(o(t, x)o(t, x))T,i : (vo (t))ti + (VL(t))i,j . x

nhe,x): qBQ)+q?(t).x.
'i,j:L,-..,n

h: Lr...1n'L

As fung6es d : (h,d) ,V : (Vo,Vr) u rlh : (qI,af) seo definidas em [0, m), tomam
valores em ]R.'X R'*', Rn x,, x RTIxnxn e IR. x IR,, respectivamente, e assume.se que sdo

limitadas e contfnuas. A distribuigSo da dimensS,o dos saltos u! do Tr6simo processo de
salto 6 determinada pela sua Transformada de Laplace, i.e.,

e,'du! (z) , (e.2.11)

definida em t € [0,oo), ce Cn e de modo a que o integral sejafinito.
A escolha de uma fungSo de distribuigSo dos saltos com transformada de Laplace

conhecida (ou facilmente derivivel) 6 obviamente importante para preservar a flexibi-
lidade analfticado modelo. A transformada L= (Ln) e as fungdesd,,v eq: (nh)
determinam completamente a distribuiEs,o de X, uma vez fixada a condigd,o inicial X6.

Um resultado importante no contexto dos processos do tipo afim 6 o de que, para
qualquer a e cn, um dado T > t e uma fungio do tipo afim R definida por R (t,x) :
po(t) + h(t)' x (para uma dada fungS,o p: (po,pr) em iR x IRn continua e limitada), a
transformada @ de X7, definida por

ch 1t,"1 : I
-/ R..

Q (a, xt,t,T) :E 
le- 

[f n1s,x"1as U *"1n7

admite, verificadas determinadas condigSes (Duffie et al. (2000), prop.

representaqS'o 
Q (o, xt,t,T) : 

"a')+,,g,xt '

(e.2.12)

1), a seguinte

(e.2.13)

Com base no teorema de Feynman-Kac, sabemos que d(o,X,t,T) - u(X,t) i:
solugSo da seguinte equagio diferencial parcial

0u-0ul.02ug,f
a, * 6 a* + i"' 6p + >,rn J *^[u 

(x + z,t) - u (x,t)]au! e) - xu : 0 (9.2.14)
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ou, tomando em consideragSo a representagSo do tipo afim

a (t) + b (t) . , + 6p (t) + 
|o2 92 1t1 (e.2.15)

*ir^ [ - fu (x + z,t) - u (x,t)]au! e) - xu -- 0,
A JR'

onde d J 5(t,X), o: o(t,X), rth:qh (t,X) e onde d(.) =: a(.;a,T), 0(.): 0(.;a,T)
respeitam as seguintes equag5es diferenciais ordinrlrias (EDO) do tipo Riccati

B ttl : pte) - dt(t)r 0 @ -io af vtU) g @ -iq?lrn $,il - L)@.2.16)
h:1

o (t) : po (t) - d,o e) . p (t) -'lo Af vo $) g(r) - i ng fr^ (t, 0) - rlts.z.rz)

com condig5es limite a(T) :0 e B Q): a, onde q? = rt? rn U : r,,
Consideremos agora, para qualquer o, b e Cn, c € C, uma transformada estendida

de X7, definida pata T ) t por

,1, (a,b,c,X1,t,7) : ID l"- 
ti R(s,xs)d's"a'x7 

Q. Xr + Oln]. (g.2.1g)

verificadas determinadas condiq6es (Duffie et al. (2000), rrop. 3), prova-se que

,1, (o,b,c,X1,t,T) : ea(t)+g(t)'x,la 1ty + fl e) . Xr], @.Z.tg)

onde as fung6es a(.) : o(';o,b,c,T),0(.): 0(.;a,b,c,?) constituem solugdes das

seguintes EDO

;-rrl
fi (t) : -dr(t)r B (0 - 0 (t)"r vt(t) g(r) - t n?lvn A,p). fr@l e.2.20)

h:7

d(t) : -d,o@. b(q - p$)r vo$) 0 @ -in1-lon (r, A. it A\, @.2.21)
h:7

com condiqoes limite A (T) : . . fl 1f1: b, onde Vn (t,c) denota o gradiente de Lh (t, c)

com respeito a c e C', i.e., Vh (t,c) : /p. cexp (c . z)u! (d,z) .

No caso particular em que a : 0, b:0, c: !, po:0, pt:1, verifica-se que
,b('):E[e-l['"o"l,Ft] ,dona"sed.erivaque{(.; :u"tt)+ri!)'x;com&(t):a(r):
t,oo):fi1r1:0.
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A importS,ncia destes resultados na derivagS,o de solug6es para um conjunto de apli-
cag6es financeiras e para a modelagS.o da mortalidade 6 evidente. Por exemplo, uma boa
parte das especificag6es do tipo afim usadas para modelar a estrutura temporal de taxas
de juro 6 derivada como um caso especial de (9.2.18), considerando o valor esperado com

respeito a uma medida de probabilidade neutra face ao risco e fixando rs * R(s,Xr)
(com r" a denotar uma taxa de juro de curto ptazo) e a,b:0 e c : 1. Deste leque fazem
parte, por exemplo, o modelo de Vasicek (L977), onde X 6 um processo de Ornstein-
Uhlenbeck, o modelo de Cox, Ingersoll e Ross (1985) (CIR), onde X 6 uma equagd,o de

difusdo de Feller, os modelos multivariados introduzidos por Duffie e Kan (1996) e vririas

outras extens6es que analisaremos nas secgSes seguintes.T

Em termos mais gerais, a tradicional avaliagS,o com base nos fluxos de caixa descon-

tados (com taxa de desconto R(",J(")) pode ser implementada em todos os casos em
que os produtos financeiros t6m cash flows abrangidos pelo termo e"'xr (b. Xr * c) na
especificagd.o (9.2. 19).

Por outro lado, as equag6es (9.2.18) e (9.2.19) podem ser usadas na modelagSo do
risco de cr6dito, onde o momento do incumprimento (default) 6 expresso em termos do
primeiro tempo de salto de um processo de contagem duplamente estociistico ^A[ ditado
por um processo do tipo afim x (veja-se, por exemplo, Lando (1998, 2oo4), Duffie
e Singleton (1999), Schonbucher (1998, 2003), Bielecki e Rutkowski (zoo2), Ammann
(2001) e Duffie (2005)).

A atractividade dos processos do tipo afim estri relacionada com as caracterfsticas
das EDO (9.2.16)-(9.2.21), qre s5o essencialmente equag6es de Riccati generalizadas,

resolfveis, regra geral, mediante m6todos num6ricos convencionais. Conforme teremos
oportunidade de demonstrar nas secg5es seguintes, para algumas especificag6es dos coefi-
cientes 6, o, rlh e uh 6 possfvel derivar solug5es fechadas para as variiiveis de interesse. Tal
6 o caso, por exemplo, dos modelos de Vasicek , CIR sem saltos, Merton ou Feller. Nos

casos em que o modelo inclui saltos, solug6es explfcitas podem igualmente ser derivadas
quando o processo que regula os saltos 6 do tipo Poisson, dependendo da especifica,q6,o

de vh.8

'Para uma lista detalhada dos modelos inclufdos nesta categoria veja-se Dai e Singleton (2000) e
refer6ncias nele citadas.

sPor exemplo, Das (1998) demonstra que no caso do modelo gaussiano de Vasicek, a escolha da
distribuiqio uh 6. relativamente livre. No caso do modelo de CIR, a escolha 6 mais restrita, devido d
restrigSo de n6o-negatividade de X. Ainda assim, solug6es fechadas est6o disponfveis considerando as
distribuig5es degenerada (dimens6o do salto fixa), uniforme, exponencial e binomial.
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9.3 ModelagSo da mortalidade nurn contexto estocdstico

A modelagfio da mortalidade num contexto estociistico 6 muito semelhante d modelaqao
do incumprimento (default) no contexto da literatura sobre risco de cr6dito. As abor-
dagens adoptadas na avaliagS.o de activos sujeitos a risco de cr6dito sdo, grosso modo,
agrupadas em duas categorias principais:g

o A chamada abordagem estrutural, que procura descrever o evento de incumprimento
modelando a dind,mica do valor dos activos da empresa e a sua estrutura de capitais,
na qual o evento de incumprimento 6 despoletado quando o valor dos activos da
empresa desce abaixo de um determinado patamar.

o A denominada intensi,ty based approach (tambbm conhecidapor reduced-fortn ap-
proach), na qual a evolugdo do valor total dos activos da empresa nfi,o assume
qualquer papel e onde o momento de incumprimento 6 modelado como um tempo
de paragem imprevisfvel, que ocorre de forma totalmente inesperada no sentido in-
formacional. Esta riltima abordagem baseia-se na especificagS,o ex6gena da proba-
bilidade condicional de incumprimento, regra geral mediante modelagio da inten-
sidade de incumprimento, admitindo-se que esta possa depender, quer de variiiveis
observriveis, quer de variriveis n6o observiiveis.ro

Um resultado-chave na abordagem pela intensidade 6 aquele onde se determina que
o prego de activos sujeitos a risco de cr6dito pode ser feito com base na metodologia
habitualmente adoptada na avaliagSo de activos financeiros sem risco. A rinica diferenga
reside no facto de, num contexto "risk-neutral", o prego de um activo ser igual ao valor
esperado dos seus cash flows futuros, descontados segundo uma taxa de juro ajusta.da
de modo a ter em conta, quer a probabilidade, quer o momento do incumprimento.
Em termos pr6ticos, este resultado significa que 6 possfvel adoptar toda a formalizagdo
matemdtica desenvolvida na literatura sobre a estrutura temporal de taxas de juro,
bastando para tal que se parametrize adequadamente a taxa de juro ajustada em vez da
taxa de juro sem risco.

Transpondo este resultado para o contexto actuarial, podemos interpretar o incumpri-
mento como correspondendo ao evento ditado pelo 6bito da pessoa segura e a intensidade
de incumprimento como a intensidade de mortalidade. Esta semelhanga entre as intensi-
dades de mortalidade e de incumprimento permite-nos aplicar os modelos desenvolvidos

aveja-se,porexemplo,Lando(1998,2004),DuffieeSingleton
(1999),schonbucher (1998, 2003), Bielecki e Rutkowski (2002), Ammann (2001) e Duffie (2005).

'oEntre os trabalhos pioneiros nesta abordagem, destacamos a contribuig6o de Artzner e Delbaen
(1995), onde se estabelece o paralelismo com a avaliagSo de rendas vitalfcias.
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no contexto da literatura sobre risco de cr6dito na avaliagSo de activos contingentes d

evoluES,o da mortalidade.

Refi.ra-se, no entanto, que existem algumas diferengas entre o risco de mortalidade e
o risco de cr6dito que se devem reflectir na escolha do modelo a usar. Por exemplo, difer-
entes empresas no contexto do risco de cr6dito podem ser associadas a diferentes gera4Ses

num modelo de mortalidade. Por6m, se na modelag6o da mortalidade existe uma or-
denagSo natural das gerag6es (pela sua idade), com correlag6es elevadas entre gerag6es

adjacentes, em contrapartida n5o existe uma ordenagSo das empresas individualmente,
apesar do seu incumprimento poder estar, de alguma forma, correlacionado.

A um outro nfvel, a intensidade de incumprimento num modelo de risco de cr6dito
6 susceptfvel de ser modelada recorrendo a uma equagSo de difus6o com mecanismo
de reversdo em relagS,o d, m6dia, possivelmente homog6nea em termos temporais. Em
contraste, os modelos de mortalidade s6o certamente nd.o homog6neos temporalmente
e devem incorporar, necessariamente, componentes de nio reversSo em relagS,o a uma
m6dia determinfstica qualquer. Com efeito, a inclusSo de um mecanismo de reversdo em
relagdo d m6dia significaria, desde logo, que no caso do comportamento da mortalidade
se revelar mais favordvel do que o antecipado no passado, o potencial para eventuais
progressos estaria substancialmente reduzido no futuro. Por outro lado, em casos ex-
tremos os ganhos de longevidade registados no passado poderiam ser invertidos se a
velocidade de reversSo em direcgSo d m6dia do modelo fosse significativa, um padrdo di-
ficilmente justificri,vel se atendermos d evolugS,o observada na mortalidade ou d percepgdo
generalizada quanto A, previsfvel evolugSo, por exemplo, dos progressos nos cuidados de

saride.

Noutro patamar, se na literatura sobre risco de cr6dito a ocorrGncia de incumpri-
mento pode ser seguida da recuperagSo (parcial ou total) dos montantes em divida, na
modelagS.o da mortalidade a "perda" 6 obviamente total. Por fim, a existencia de cor-
relagSo entre a intensidade de incumprimento e taxa de juro 6 muito mais plausfvel do
que entre esta riltima e a intensidade de mortalidade.

g.S.L Estrutura de mortalidade do tipo afim

Admitamos que a incerteza 6 descrita por uma dada base estocristica fixa (0, F,F,P)
e centremos a an6lise numa pessoa segura com idade , no momento 0. A dura46o
(aleat6ria) da sua vida residual 6 modelada em termos de um lF-tempo de paragem r* ad-
mitindo uma intensidade pr,r. Em termos mais especfficos, a varirivel r, 6 entendida como
o primeiro tempo de salto (jump-time) de um processo de contagem nio explosivo N
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com intensidade aleat6ria F, eue regista em cada momento t ) 0 se o indivfduo faleceu
(Nt # 0) ou sobreviveu (l/x : 0) . O tempo de paragem r, admite uma intensidade pr, se

l[ tamb6m o faz, i.e., se p.* b um processo nEo-negativo previsfvel tal que .fi pr@)ds < a
parat > 0 e tal que o processo compensado M1: {l/r - [3p,@)at, t iO] 6 umalF-
martingala local.

A ideia subjacente d especificag5,o de uma intensidade de mortalidade aleatdria p,
6 a de que, em cada momento t ) 0 e estado da natureza u €. C), tal que r, (r) > t,
podemos escrever

P (, < r, 1t + Arl Ft) (r) : F,(t,u) Lt + o(Lt,u), (e.3.1)

onde o (Lt,u) 6 tal que limat-o o(Lt,w) lLt : 0.

Esta equagSo equivale, num contexto estocristico, d. definigSo de quociente de morta-
lidade instantAnea avangada em (2.2.19), um conceito familiar no contexto actuarial.
Conforme veremos em seguida, a definigSo (2.2.79) emerge no actual contexto como um
caso particular em que a intensidade de mortalidade 6 determinfstica.

A abordagem adoptada nesta secgSo 6, como se depreende, simultaneamente dindrnica
e estoceistica: em cada momento f ) 0, a intensidade aleatdria e definida como pr(t,u),
onde t ) 0 simboliza a contrapartida em tempo contfnuo da nog5,o de "tempo de cal-
endiirio" adoptada no Capitulo 6 no contexto dos modelos dindmicos de mortalidade,
e u € f,) traduz o "estado da natureza", precisando uma traject6ria particular de pr.
Em consequ6ncia, realgamos que a perspectiva da mortalidade adoptada neste contexto
6 claramente diagonal, relativa a uma rinica geragS,o fr) com a incerteza a depender do
flnxo de informagS,o contido na rilgebra-o n.A este respeito, saliente-se que o modelo
permite a actualizagS,o no tempo do fluxo de informagSo sobre a evolugS.o da intensidade

t4-
Do ponto de vista actuarial, a expressSo (9.3.1) enf.atiza a variag6o estocristica da

intensidade ao longo do tempo, A medida que nova informagS"o sobre a mortalidade da
populaE5,o segura se torna disponivel. Tal corresponde, na priitica, a uma modificagSo
na base demogrri,fica, representada pela escolha (ou disponibiliza,qeo) de uma nova in-
tensidade (ou de uma nova tribua de mortalidade da qual a intensidade 6 extrafda) em
cada momento t. O tipo de base (realista ou prudente) n5o 6 especificado nesta secg6o,

mantendo-se uma definig6o geral em relagSo d medida de probabilidade IP com base na
qual s5o calculados os valores esperados.

Se admitirmos que a pessoa segura 6 representativa de um grupo de segurador (e.g.,

com a mesma idade e estado de saride), com vidas residuais consideradas independentes
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e identicamente distribufdas, os resultados aqui obtidos podem ser estendidos a todos
os indivrduos que integram a populagSo homog6nea. Por uma questdo de simplificagio,
daqui em diante deixamos cair a referOncia d idade r na notaEso usada para o tempo de
paragem rr. Em particular, substitufmos r, por r e Fx(t,a.,) por p,(t), e referimo-nos

a intensidades determinfsticas (como as inferidas com base numa tribua de mortalidade)
escrevendo pr*1. Referimo-nos a intensidades aleat6rias por px (t) , onde o fndice inferior
denota a idade alcangada pelo indfviduo no instante (t).

Assumimos que N 6 um processo duplamente estocdstico determinado por G c IF e

com intensidade aleat6ria G-previsfvel pr. Recordamos que, com base nesta hip6tese e
condicional a uma dada traject6ria t r--+ p,*(t,u) da intensidade p* (para a.r € O fixo), o

processo de contagem I[ associado a r torna-se um processo de Poisson n5o-homog6neo

com par6,metro fi p, (s,u)ds. Assinale-se que o momento do dbito r 6 um IF-tempo
de paragem, mas nio necessariamente um C"-tempo de paragem: a ideia por detriis da
especificagS.o da intensidade G-previsivel p, 6 a de que G cont6m informagSo suficiente

sobre a probabilidade de se verificar o 5bito, mas nio sobre a sua ocorr€ncia efectiva,

informagSo essa que estri contida na filtragem mais geral IF. Em termos intuitivos, o facto
de r ter uma intensidade significa que o 6bito do indivrduo surge como uma "surpresa
total" no sentido informacional.

Considere-se um indivfduo com idade r * t no momento t, i.e., com idade z no
momento 0. Se fizermos uso da equagSo (9.2.7), a sua probabilidade de sobrevivoncia no
horizonte (t,7], com T > t ) 0 fixo, pode ser definida segundo

(e.3.2)

supondo que 7 > t. Esta definig5,o 6 compariivel com a sua aniiloga num contexto de-

terminfstico T-tPr+tt expressa pela f6rmula (2.2.L0). Assinale-se que o facto de nfio
conhecermos de antemS,o a evolugSo futura da mortalidade implica a substituigSo da
probabilidade de sobrevivOncia derivada num contexto determinfstico por um valor es-

perado, condicionado neste caso pela evolugSo conhecida do fen6meno at6 ao momento
t, i.e., pelo fluxo de informaala n.

Num contexto duplamente estociistico, a fung6o de densidade condicional fi (.) C

dada, no intervalo {, > t} (para 0 < t < s), pela expressSo

(e.3.3)

As express6es (9.3.2) e (9.3.3) s6,o casos particulares cobertos pela transformada

F(" > flFr): m lr- 
tf ,,*"(i*l1r),

ft(s) : *u n < sln): E ilr,+, 
(r)"- t; r.+J")a"lrt].
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(9.2.19), pelo que a utiliza4So de uma estrutura do tipo afim para a mortalidade se revela

conveniente do ponto de vista computacional. Neste sentido, considere-se o seguinte
processo do tipo afim (com saltos) para p,(t) nos termos da equagSo (9.2.10)t1

dp,(t) : ap(t,r, p,(t))dt + op(t,r,1.r,(t))dw1+iaff,
h:t

(e.3.4)

onde I,7 6 um movimento browniano standard com respeito a uma filtragem E : (fio.r.r
e J! e um processo de salto nos termos do definido na secqSo anterior.

Esta especificagSo pode naturalmente ser alargada a um contexto muitivariado, ad-

mitindoqteW6n-dimensionaleat'(.)eop(.)s6ovectores(dedimensS,onxn),de
modo a admitir correlag6es imperfeitas entre as variag6es nas taxas p, (t) observadas

em diferentes idades. Acresce que, como veremos mais adiante a prop6sito dos modelos

com factores latentes, as frrng6es ap(.) e 6r(.) podem elas prdprias depender de outros
processos de difus6o, tamb6m eles adaptados a f1.

O uso de uma abordagem descontfnua na modelaEao da intensidade LLr(t), decor-

rente da adopgSo de processos estocd,sticos com saltos, pode parecer estranho aqueles

que, em demografia, se debrugam sobre este fen6meno. A este respeito, notamos que a
dimensS,o e a frequOncia dos choques descontinuos representados por J1nlo tem que ser

necessariamente significativos, garantindo-se assim que o modelo preserva no essencial

a natureza do fen6meno. Por outro lado, 6 nossa opiniSo que a inclusSo desta fonte de

risco na din6,mica de p,r(t) proporciona um aumento na flexibilidade do modelo e uma
riqueza te6rica que compensam, em certa medida, a utilizagSo de uma abordagem com

estas caracterfsticas.

A principal desvantagem da especiflcagSo Poisson-Gaussiana (9.3.4) 6 a de que ela
admite a possibilidade de ocorrerem valores negativos na intensidaAe p,*(t), violando
desta forma a condigSo de n5o-negatividade. Trata-se de um problema bem identificado
no contexto da modelagS,o da estrutura temporal de taxas de juro (e.g., James e Webber
(2000), Brigo e Mercurio (2001)), ou na literatura sobre risco de cr6dito assente em
equag6es de difusd,o gaussianas (e.g., Lando (1998), Schrinbucher (2003)). Na priitica,
podemos sempre fixar os parAmetros do modelo de modo a assegurar que a probabilidade

de se registarem valores negativos em pt*(t) 6 muito reduzida.

1'Refira-se que o processo X pode incluir quer variSveis observdveis, quer variSveis n5o observdveis
que influenciem o comportamento da intensidade de mortalidade. No primeiro caso, podemos incluir
indicadores ("markers") que espelhem adequadamente a evolugSo da intensidade, como sejam a esperanqa
de vida ou a taxa de mortalidade relativas a determinadas idades. No segundo caso, podemos pensar em
factores gen6ricos n5o observd,veis, cuja dindmica possa ser estimada mediante calibragem em relagS,o a
indicadores objectivos.
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Como a dindmica de p"(t) em (9.3.a) depende apenas do estado corrente do processo,

estamos claramente na presenga de um processo de Markov. Seja S(t,n,p,r*r(t),T) a

probabilidade de sobreviv6ncia no horizonte (t,Tl para um indivfduo com idade r * t

S (t,r, F,+lt),") : p ? > fln) :Wiv 
le- 

Ii r,*"f"la"lfr] 
. (e.3.5)

Note-se que a intensidade de mortalidade 6 modelada com respeito a uma medida
de probabilidade objectiva IF. Mais adiante veremos que a utilizagSo desta metodologia
em aplicag6es actuariais requer a adopgS,o de uma medida de probabilidade "neutra face

ao risco" (risk-neutral) Q, incorporando as prefer6ncias em relagdo ao nivel de risco dos

cash flows.

Para uma dada idade r, designemos por M a mafiingala-lP definida por

Mt : MP l"- 
ff r-*"t"'* 

| 
O]

interpretada neste contexto como a probabilidade, no momento t, d.e sobreviv6ncia no

intervalo [0,7] . Por definig5,o, podemos escrever M; segundo

M1 : e- Ii p.+"(")a"pn 
fe- 

t{ u,*"G)eln)

: e- Ii p,*"(")o" t (r,r, p,r*r(t),7) .

Se admitirmos que ,S (.) e C1,2, da aplicagSo do Lemma de ItO, da regra do produto
e de (9.3.4), resulta

dMt : s- Ii ra"G)o' (d,5, - p.,S1d.t)

: s- Ii u*1"G)* (ars, + allrS1 + |Oif 0rrS, - r,Sr) dt + e- Ii u,+"(")d."of apsdwt

+e_ IiF,*"G)dsL(r 
/ o^t,(t,t,+ 

z) - s(t,t,)ldr!@),

onde adoptamos a notagS,o simplificada 51 : S(t,r,Fr+t(t),T),0t&: #Sr, ApSt:

f,St, A*Sr: {fr5r.
Como M 6 uma martingala-lP, o termo correspondente d tend6ncia deve ser nulo,

donde resulta a seguinte equagS.o diferencial parcial para a probabilidade de sobrevivencia

a$ (t, p,,T)+ap (t, tL) at S 1t, p,r1+f,@r (t, t ))2 Lpr"S (t, t",T)-t S (t, t ,T) : 0 (9.3.6)
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com condigSo limite S (7,r, p,(t),7) : t. A equaq5o (9.3.6) 6 aniiloga d equagS,o diferen-

cial derivada para obrigag6es de cup6o zero num contexto de taxas de juro estociisticas.

A opg6o por uma estrutura do tipo afim permite-nos representar a probabilidade de

sobreviv6ncia ,9 (t, x,ltr+t(t),?) mediante uma expressSo simples do tipo

S (t, r, lr, +t(t), T) : sA(t'" r) + B (t P'T)' p t + t (t) (e.3.7)

onde as fung6es deterministicas ,4,(t,r,T) e B(t,,r,7) constituem, respectivamente,

solug6es das equag6es (9.2.16) e (9.2.tT) com condigSes terminais 
"4 

(T,r,T) : 0 e

B(7,r,7) :0. Estas equag5es podem ser resolvidas recorrendo, regra geral, a m6todos

num6ricos, sendo que para algumas especificag6es da intensidade LLr(t), devidamente

exploradas nas secg6es seguintes, 6 possfvel derivar solug6es analfticas fechadas.

A definigSo (9.3.7) inclui, como caso particular, modelos com intensidade determinis-
tica. Com efeito, se escolhermos "4 (.) e B (.) segundo

1T
A(t,x,T):- I pr*"d.t e B(t,r,T):0,

Jt
respectivamente, facilmente verificamos que a probabilidade de sobrevivGncia 6 dada por
S (t,r, pr+t,T) : e- f P,+"d'.

Um outro aspecto interessante diz respeito d relagS,o entre os processos estocristicos

para a intensidade pr+t(t) e a tradicional forga de mortalidade determinfstica pr*1,
habitualmente usada pelos actud.rios. Recordamos que pt+t 6 definida por

LL^,,: lim' &TL at*o+
*s (t,r, p,**r(t),7)
S (t,r, p,+r(t),7)

Considerando que probabilidade de sobreviv6ncia admite uma estrutura do tipo afim
(9.3.7) e notando que

*t U, r, F,+t(t), q : * {.q (t, r,T) * B (t, r,T) . tt,+t(r) } . s (t, r, p.,*r(t), T),

a equagdo acima pode rescrita segundo

Plt<7,<t+AtlTx>t) _
Lt

F,+t : - * to (t, r,T) + B (t, n,T) . p,+, (t)j (e.3.8)

Assinale-se ainda que a parametrizagSo de pr**r(t) por processos do tipo afim permite

o crilculo de indicadores demogrSficos tradicionais como a esperanga de vida residual d
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idade z ou a entropia da fungE,o de sobreviv6ncia.l2

Por analogia com o conceito de taxas de juro forward, introduzimos o conceito de

i,ntensi,dade de mortalidade forward para a geragS,o r emt para o momento T, f t" (t,fr,7) ,

definido por (Dahl, 2004)

(e.3.e)

De forma equivalente, podemos expressar a relagdo entre a intensidade de mortalidade

forward e a probabilidade de sobreviv6ncia mediante

(e.3.10)

A intensidade de mortalidade forward f p (t,r,T) pode ser interpretada como a in-
tensidade determinfstica no intervalo [s, s +ds), tal que a probabilidade de sobreviv6ncia

em [s, s * ds), usando esta intensidade, coincide com a probabilidade de sobrevivencia

determinada no momento t via (9.3.5). A fungSo de intensidade de mortalidade for-
ward para a geragS,o r, (fp(t,z,s))r.".7, 6 uma fungdo que iguala a probabilidade de

sobreviv6ncia no momento t para um indivrduo com idade a * t a e- ff lr(t,",")e pa.ra

t 1 r 4 7. No caso particular em que 7 : t, obtemos a forga de mortalidade spot

u,(t,n+ r) : fP (t,* + t,t) .

9.3.2 RevisSo da literatura sobre mortalidade estoqistica

O interesse pela modelagS,o da mortalidade num contexto estociistico 6 muito recente.

Por este motivo, nio 6 de estranhal a escassez de literatura sobre esta mat6ria e o
estri.gio pouco consolidado do corpo te6rico. A maioria dos modelos que encontramos

na literatura resulta da associagS,o que 6 feita entre os comportamentos da forga de

mortalidade e das taxas de juro (veja-se, por exemplo, Milevsky e Promislow (2001),

Dahl (2004), Biffis (2005), Cairns et al. (2006a)). Em particular, ambos s6,o processos

positivos, possuem estruturas temporais e, nio menos importante, sio fundamentalmente

estocristicos na sua natureza.

As abordagens possfveis d, modelagSo da dindmica da forga de mortalidade s6o elen-

cadas por Cairns ef al. (2006a). Elas replicam, no essencial, o leque de alternativas

habitualmente disponfveis na modelaEio da din6,mica da estrutura temporal de taxas de

juro, e podem ser classificadas do seguinte modo:

fr (t,r,q : -#ln,S (t, r,p,,*r(t),7) .

S (t,r, F,+t(t),?) : "*p (- lr' fP (t,*,")0")

12Ve5a-se, por exemplo, Biffis (2005).
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short, rate mortality models para a din6,mica de p* (t), correspondentes a,os modelos

desenvolvidos para a taxa de juro spot (sem risco) de curto prazo, categoria onde se

incluem, entre outros, os modelos de Merton (1973), Vasicek (1977), Cox, Ingersoll
e Ross (1985), Hull e White (1990), e Black e Karasinki (1991).

forutard mortality models para a dindmica de f u (t,r,T), correspondentes aos de
nominados modelos de nd,o arbitragem para a estrutura temporal de taxas de juro,
onde se destaca a abordagem de Heath, Jarrow e Morton (1992).

positi,ue-mortality mod,elling frameworle para as probabilidades de sobreviv6ncia

spot p, (t), correspondentes d, abordagem desenvolvida por Flesaker e Hughson

(1996), Rogers (1997) e Rutkowski (1997) para as taxas de juro.

modelos de mercado para a probabilidade de sobreviv6ncia forward ou para os

pregos forward de rendas vitalfcias, correspondentes aos modelos de mercado (LI-
BOR e Swap Market Model) desenvolvidos por Brace, Gatarek e Musiela (1997) e

Jamshidian (1997).

A estas abordagens acrescem naturalmente as jri mencionadas formula4Ses que esta-

belecem um paralelo entre a modelag6o da mortalidade e a modelagSo do incumprimento
no contexto da literatura sobre risco de cr6dito.

A maioria dos modelos de mortalidade estocristica propostos at6 ao momento enquadra-

se nos denominados short, rate mortal'ity models incidindo, ora sobre o quociente de

mortalidad e spot e, (t) , ora sobre a forga de mortalid ade spot p, (t) (Uilevsky e Promis-
low, 2001; Dahl, 2004; Biffis, 2005; Biffis e Millossovich,2004,2006; Schrager,2006; Di
Loretzo et a1.,2006). A par destes, encontramos igualmente um nfmero significativo
de formulag6es em tempo discreto, que partem de uma projecAso deterministica para os

quocientes spot Q* (t) (ou para a forga de mortalidad. lr"(t)) e aplicam um ajustamento
que evolui no tempo de forma estocii,stica (Yang, 2001; Olivier e Jeffery, 2004; Smith,
2005; Biffis e Denuit, 2005; Lin e Cox, 2005b; Biffis et al., 2006; Ballotta e Haberman,
2006; Cairns et aL.,2005, 2006b).

Em alternativa, Lin e Cox (2005a) prop5em uma metodologia substancialmente difer-
ente das anteriores. Em vez de adoptarem uma especificag6o concreta para a intensidade

p, (t), os autores recorrem d Transformada de Wang (1996, 2000, 2002,2003) para con-

verter taxas projectadas num contexto determinfstico naquilo que se poderia designar de

<probabilidades ajustadas pelo risco>>, tendo em mente o pricing de activos financeiros

contingentes d evolugSo da longevidade.
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Milevsky e Promislow (2001) foram os primeiros a propor um modelo estocdstico em
tempo contfnuo para a forEa de mortalidade (hazard, rate), com o objectivo de calcular o

prego justo de GAO's (Guaranteed Annui,ty Opti.ons) inclurdas em anuidades de termos
variiiveis. Os autores demonstram, num primeiro momento em tempo discreto, que os

riscos de taxa de juro e de mortalidade desta opgSo (mortality option) podem ser cober-

tos e que o seu prego (pr6mio) pode ser calculado com base no valor de uma carteira
replicante constitufda por dotes puros (endowmenfs), rendas vitalfcias e obrigag6es sem

risco.13 Num segundo momento, os autores calculam o prego da opgSo em tempo con-

tfnuo e num contexto de neutralidade face ao risco, assumindo que a taxa de juro de

curto prazo e a intensidade de mortalidade evoluem no tempo de forma independente e

segundo um modelo do tipo Cox-Ingersoll-Ross e uma equagdo de difusSo simples com
reversdo em relagdo d, m6dia derivada da lei de Gompertz (denominadade mean reuerting
Brownian G ompertz), respectivamente.

Em termos formais, os autores consideram a seguinte especifica4So para a intensidade
de mortalidade

(e.3.11)

(e.3.12)

Como se observa, no caso particular em que b : 0, o processo estoczistico converte-se
num tradicional movimento browniano geom6trico. Registe-se, por fim, que o modelo
nio admite solugSo fechada para a probabilidade de sobreviv6ncia pelo que os resultados

num6ricos reportados pelos autores resultaram da aplicagSo de m6todos de Simulagfio
de Monte Carlo.

Dahl (2004) desenvolve uma abordagem mais abrangente e considera inicialmente
que a intensidade pt, (t) tem um comportamento din6,mico ditado por uma equagSo de

difusSo do tipo
dp" (t) : ap (t, r, p.* (t))dt * op (t, r, p,, (t))dw1, (e.3.13)

ondeWl6 um movimento browniano standard com respeito d filtragem IF, para se centrar
posteriormente em processos estociisticos do tipo afim. O autor deriva equag6es dife-
renciais parciais para o prego justo de contratos de seguros e paJa contratos derivados
(mortality deriuati,ues) quando a mortalidade subjacente 6 estociistica. Adicionalmente,
analisa um conjunto de mecanismos de cobertura do risco de longevidade, solug6es que

'3R"fit.-se, a propdsito, que os argumentos usados dependem da capacidade que a companhia de
seguros tem de vender contratos de seguros e rendas vitalicias a uma populagSo com idades situadas
num mesmo grupo, uma hip6tese considerada algo irrealista.

tr* (t) : u., (0) exp (gt + oY) , 9,o,p, (0) > 0,

dY: -bYtdt + dwf , Yo -- 0, b > 0.
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envolvem a transferCncia do risco de mortalidade sistemdtica para outras contrapartes,
seja para a pessoa segura (ligando os pr6mios e/ou os beneffcios do contrato d evolugS,o

de p*(t) ae uma forma similar d adoptada nos contratos de seguro do tipo uni,t-link),

seja para os mercados financeiros (mediante produtos derivados com activo subjacente

dependente da evolugSo de p, (t)).
Biffis e Millossovich (2004) generalizam a equaqdo (9.3.13) e trabalham com um

processo bidimensional de modo a analisar a evolugSo no tempo de carteiras de produtos

do ramo vida relativas a diferentes gera46es (ou classes de risco) de pessoas seguras.

Dahl e Moller (2005) baseiam-se num modelo com estrutura do tipo afim para derivar
estrat6gias de cobertura destinadas a minimizar o risco de mortalidade de carteiras de

responsabilidades de companhias de seguros, num contexto particular em que o mercado

n5,o oferece a possibilidade de transaccionar derivados de mortalidade.

Biffis (2005) estende a abordagem de Dahl (2004) e emprega processos do tipo afim
com saltos do tipo (9.2.10) para modelar, num contexto actuarial, quer os factores de

risco fi.nanceiros, quer os factores de risco demogrrificos. O autor deriva f6rmulas fechadas

(condicionadas d, solugdo de equag6es diferenciais ordinririas) para o valor te6rico de

numerosos contratos de seguro do ramo vida. Prop6e ainda dois modelos especfficos paxa

a evoluqio de pt" (t) : um primeiro, assente num processo Poisson-Gaussiano definido por

pt: m(t) I rlY_,, (e.3.14)

onde rn(t) traduz uma intensidade determinfstica, reflectindo hip6teses realistas sobre o
comportamento da mortalidade,l4 e o processo \tY- representa os desvios em relagS,o d

base inicial, capturando flutuaqSes aleat6rias e/ou sistemri.ticas com dinAmica da vari6vel
de estado Y descrita pela seguinte EDE

dY: t @ (t) -Yr) dt * od,W1- d,Jt, (e.3.15)

onde 7, ! (t) ,o > 0,9 (t) representa o nivel (varidvel com o tempo) para o qual Y reverte
a uma velocidade determinada pelo pardmetro 7, ap6s a ocorr6ncia de cada flutuag5,o

ou salto. A componente de salto 6 definida por um processo de Poisson independente de
laEsta fungd,o determinfstica pode representar, por exemplo: (i) uma tdbua de mortalidade usarla pelo

mercado para realizar projecg6es sobre a mortalidade da populagS,o segura; (ii) uma dada base demogrri-
fica prudencial, usada para efeitos de pricing, constituigSo de reservas ou para avaliagd.o da solvencia
das empresas; (iii) uma estimativa realista da mortalidade, incorporando as expectativas n5o enviesadas
sobre a evoluqdo futura do fendmeno, construfda a partir da informagSo mais recente disporuvel no
mercado.
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W, com internidade de chegada do salto k > 0 e dimensSo dos saltos exponencialmente

distribufda com m6dia j > 0.

No segundo modelo, o autor considera um processo do tipo afim bidimensional

Y : (p,G),p*(t)) em iR|, cuja primeira componente corresponde i intensidade de

mortalidade propriamente dita p, (t) , enquanto o segundo denota a tend6ncia estociis-

tica p, (t) dessa intensidade. Em particular, os processos pr(t) e pr(t) t6m dindmica
descrita pelas seguintes EDEs

dp, (t) : tt (p, (t) - t , (t)) dt + "4[" 1t1aW] (e.3.16)

(e.3.17)d,p" (t) : y(m(t) - p" (t)) dt + oz p,(t) -mti^(t1dW!,

ondeW : (Wr,W2) detota um movimento browniano standard em IR2, "yr,.yz ) 0 s6o

par6,metros que ditam a velocidade de reversS,o em relagio d m6dia de pt, (t) para p, (t)
e de p* (t) para rn(t), respectivamente, ap6s a ocorr6ncia de flutuag5es devidas aW. As
fung6es m(t) e *Li*(t) simbolizam, respectivamente, uma dada base demogrdfica e um
patamar inferior (um limite assintdtico biol6gico) para a tend6ncia estociistica p, (t) ,

que restringe os ganhos potenciais na evolugS,o da mortalidade, nos termos do definido
no Capftulo 6.

Schrager (2006) desenvolve um modelo com estrutura do tipo afi.m no qual procura
descrever a mortalidade em todas as idades que comp6em o arco da vida humana de

forma simult6,nea, adoptando para tal uma relaqSo funcional entre a intensidade p, (t)
e a idade. Esta abordagem contrasta com as formula46es anteriores onde se modela o
comportamento da intensidade de uma rinica geragdo.l5

Biffis e Denuit (2005) e Biffis et al. (2006) generalizam o modelo proposto por Lee

e Carter (1992) a um contexto estocdstico, admitindo em particular que a dindmica do

fndice rc1, eu€ captura as tend6ncias temporais da mortalidade, pode ser descrita por
equa,g6es diferenciais estocristicas. Em termos formais, considera-se que o modelo de

Lee-Carter definido em (6.6.1)-(6.6.2)-(6.6.3) pode ser interpretado como uma versSo

(em tempo discreto) de uma intensidade pt*(t) em tempo continuo do tipo

t ,ft) : exp (o, (r +t) + fr,(r *t)-n), (e.3.18)

onde a, e B, s6,o estimativas pontuais das fung6es a" (.) e B*O para cada idade, e onde

isO autor apresenta ainda algumas aplicag6es na avaliagSo de contratos contingentes d evolugSo da
mortalidade e testa a qualidade de ajustamento do modelo usando dados para a populagSo masculina
holandesa no perfodo 1950-2002, recorrendo ao filtro de Kalman para estimar os parametros.
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rc 6 um processo de difusio com dindmica determinada por

dnt - 5 (t, n1) dt + o (t, n) dW1, (e.3.1e)

onde W denota um movimento browniano standard (potencialmente multivariado).
Note-se que a dependoncia das fung6es o"(.) e P*(.) em relagSo ao tempo se deve

ao facto do processo pr(t) descrever a evolugSo da intensidade para um indivfduo com

idade z * t no momento t.16

Os modelos anteriores assumem, com alguma propriedade e conveni€ncia, que num
contexto de neutralidade face ao risco a dinAmica da estrutura temporal da mortalidade

6 independente da dindmica da estrutura temporal das taxas de juro, i.e., assumem que

os factores de risco demogrrificos e financeiros sdo independentes. A principal vantagem

deste pressuposto 6 a de que ele nos permite separar o pricing do risco de mortalidade
do pricing do risco de taxa de juro. Contrariando esta hip6tese, Miltersen e Persson

(2005) e Bauer e Russ (2006) consideram a possibilidade de existirem correla46es entre
os factores de risco. Tomando como refer6ncia a abordagem de Heath et al. (1992),

os autores modelam a intensidade de mortalidade for"ward em vez da intensidade spof,

e consideram toda a curva das ftt (t,r,T) como uma variiivel de estado de dimensSo

n. Usando argumentos similares aos adoptados por Heath et al. (L992), sio derivadas
condig6es de n6.o arbitragem para a tend6ncia do processo estocdstico.

Olivier e Jeffery (2004) e Smith (2005) prop6em uma abordagem alternativa d mode-

lagd,o das taxas de mortalidade forward. Os autores desenvolvem a sua formulaqSo a
partir das probabilidades de sobrevivdncia forward e exploram as propriedades analiticas
da distribuig6o Gamma para derivar o comportamento dinArnico da mortalidade num
contexto risk-neutral.

Cairns et al. (2006a) sugerem uma abordagem diferente, baseada na formula4S,o de

Pelsser (2003), onde modelam a denominada "suruiuor Credit offer Rate (SCOR)", i.e.,

o retorno de um dote puro (endowmenf) anual em caso de sobreviv6ncia, usando uma
estrutura similar d" dos chamados LIBOR marlcet models. Os autores descrevem o modo

como as variiiveis forward SCOR podem ser calculadas e ilustram a sua aplicagSo no

6,mbito do prici,ng de obrigag5es com cupdes e/ou principal contingentes d evolug5o da
longevidade (longeui,ty bonds), que analisaremos em detalhe no Capftulo 11.

Ballotta e Haberman (2006) desenvolvem um modelo semelhante ao proposto por

Milevsky e Promislow (2001), onde combinam uma projecgSo determinlstica para a forga

16Os autores demonstram ainda que 6 possfvel adoptar uma versSo risk-neutral d.o modelo de Le+.
Carter para avaliar contratos de seguros, nomeadamente pela introdugSo de mudangas adequadas na
medida de probabilidade.
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de mortalidade, resultante da aplicagSo dos modelos lineares generalizados com respeito

i idade actuarial e ao tempo cronol6gico descritos no Capftulo 6, com um ajustamento
que evolui no tempo de forma estociistica e que representa as oscilagSes aleat6rias na
tend6ncia projectada.

Formalmente, a evolugSo da forga de mortalidade no tempo 6 determinada por

p(r * z,t * z) : p(r * 2,0)exp{(a + 0 @+r)) (, + z) + onY+,), (e.3.20)

onde

p,(r + 2,0) : a1 { a2rt* exp irr * b2rt * uzlz @')2 - t] } (e.3.21)

(r+z)-70
, f)50,

e onde (Y , t > 0) 6 um processo estociistico em (O, .F, F',lP) , governado por uma equagio
do tipo Ornstein-Uhlenbeck respeitando a seguinte EDE

dY: -aYdt + dW{, Yo:0, a > 0, (e.3.22)

com (W1: t > 0) a denotar um movimento browniano unidimensional, independente dos

factores de risco financeiros.

O modelo nio admite uma solugSo fechada pelo que os autores recorrem a m6todos

de simulagio de Monte Carlo para analisar as implicag6es da introdugS,o da mortalidade
estoc6stica na avaliagSo de opg6es de conversSo em renda vitalfcia com taxa de juro
garantida (GAO's).

O modelo de Yang (2001) adopta uma filosofia semelhante ao de Ballotta e Haberman
(2006), com a diferenEa de que a abordagem 6 desenvolvida em tempo discreto. Tomando
como ponto de partida uma previs6o para os quocientes de mortalidade Q, (t) rcalizada
no momento 0, os autores estimam o valor actual g, (t) mediantelT

50

t, (t) :ri, (t)exp 
[" frl - *"? * ovzv (t)),

x (t) : x (t - L) -*"k + oyzy (t)

(e.3.23)

onde

(e.3.24)

e Zy (t) e Zy (t) sio sequ6ncias independentes de variiiveis i.i.d. que seguem uma dis-

ltNote-se que q, (t) representa, neste caso, a probabilidade de um indivfduo que atinge a idade r no
momento t falecer antes do momento t * 1.

409



9.3. ModelagS,o da mortalidade num contexto estocristico

tribuigSo normal standardizada. A variiivel X (t) determina a tend6ncia estocristica da
curva de mortalidade enquanto o termo -lo!,+oyZv (t) modela choques rinicos (saltos)

associados, por exemplo, a epidemias ou catristrofes.

Cairns et al. (2005, 2006b) desenvolvem igualmente um modelo em tempo discreto

onde consideram que os quocientes q, (t) evoluem no tempo segundo a traject6ria ditada
por dois factores estocdsticos e uma relagSo funcional derivada da lei de mortalidade de

Perks (1932). Formalmente, temos

t (r#) : a(t) +b(t)r.

(e.3.25)

onde (a (t) , b (t)) 6 um vector de pardmetros cuja dindmica das respectivas s6ries tempo.
rais 6 governada por um modelo ARIMA(1, 1,0) . O factor a (t) afecta todas as idades de

igual forma enquanto que o factor b (t) tem um efeito sobre a mortalidade proporcional

d idade do indivrduo. O modelo 6 facilmente estimado notando eue pc (t) : f - q" (t) e

(e.3.26)

Os autores usam o modelo para determinar a import6ncia do risco de longevidade

em longeuity bonds com diferentes maturidades e relativas a distintas gera,g6es.

9.3.3 Requisitos importantes nos modelos

Admitindo que a incerteza subjacente d evolugSo futura de p, (i) 6 bem captada por
um processo estoc6stico, 6 razo4"vel pensar-se que na modelagS.o do seu comportamento
devem ser tidas em conta um conjunto de caracterfsticas peculiares que distinguem a
traject6ria da mortalidade da seguida, por exemplo, pelos pregos das acg5es, pelas taxas
de cS,mbio ou at6 mesmo das taxas de juro.

Neste sentido, e d, semelhanga do que acontece na modelagdo das taxas de juro, um
processo estociistico plausfvel pata p,n (t) deve, segundo Cairns et al. (200Ga):

garantir que a intensidade p," (t) 6 sempre (por definigd,o) positiva

ser consistente com a evolugSo hist6rica do fen6meno

assegurar que as tendOncias de longo prazo do modelo sdo biologicamente admis-

sfveis. Por exemplo, o modelo deve excluir d. partida uma curva de mortalidade

invertida, i.e., uma situagS,o em que as taxas p, (t) nas idades avangadas decrescem

com a idade.
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incorporar necessariamente componentes de ndo reversS,o em rela4So a uma m6dia
pr6-determinada qualquer, em especial no longo ptazo. A inclusio de reversdo

em rela,g6o d m6dia signiflcaria, desde logo, que no caso da longevidade evoluir de

forma mais favor6vel do que o antecipado no passado, o potencial para eventuais

progressos estaria substancialmente reduzido no futuro.

n6o ignorar que a volatilidade das taxas p., (t) r;.do 6 homog6nea a,o longo de todo
o arco da vida humana, com as idades mais avangadas a evidenciarem, regra geral,

uma maior volatilidade, devido sobretudo d maior importflncia do risco amostral
neste segmento.

ser intuitivo e flexivel o suficiente para ser aplicrivel em problemas de prici,ng e
hedgi,ng.

o permitir, desejavelmente, a avaliag6o de activos contingentes d evolugio da longe-

vidade usando solug6es analiticas fechadas ou, caso tal n6,o seja possfvel, m6todos

num6ricos convencionais.

Em face da lista de crit6rios apresentada, ndo existe at6 ao momento uma abordagem

ou um modelo que possa ser considerado, de forma consistente, superior aos restantes.
Neste sentido, 6 nossa convicgS.o que a escolha do modelo a aplicar deve basear-se, quer

em fundamentos de natureza te6rica, quer em argumentos de natureza empfrica, que

aconselhem a sua utilizagS,o em razda do seu ajustamento d realidade observada numa
dada populagS,o.

9.4 Modelos do tipo afim para a intensidade de mortali-
dade

Nesta secg6o, investigamos a adaptagS,o de um conjunto de processos estocdsticos do

tipo afim para a ajustar a traject6ria da intensidade de mortalidade p,*(t). Os modelos

analisados, na sua maioria decalcados da literatura sobre taxas de juro (veja-se, por
exemplo, Rebonato (1998), Bjdrk (1998), James e Webber (2000), Brigo e Mercurio
(2001)), s6o modelos de factor fnico, i.e., consideram uma rinica variSvel de estado ou

fonte de incerteza, diferindo entre si essencialmente pela circunstdncia de prescreverem

distintos processos estociisticos para a intensidade p,r(t).

A opg6o por modelos de factor rinico n5o significa que ignoramos a possibilidade de a

correlagdo entre intensidades p,r(t) correspondentes ds diferentes idades ser imperfeita .
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No entanto, ndo existindo ainda evid6ncia empfrica suficiente para sustentar a adopgSo

de modelos multifactor, esta escolha representa um compromisso entre a adequagSo

do modelo e sua complexidade analftica. Com efeito, uma caracterfstica importante
dos modelos analisados 6 a de que todos eles admitem uma solugdo analftica fechada,

facilitando sobremaneira a sua utilizagS,o no contexto actuarial.

Estudos empfricos recentes no domfnio da abordagem reduced-fomn approach i mode.

lagSo do risco de cr6dito sugerem que modelos tradicionais como os de Vasicek (1977) e

Cox, Ingersoll e Ross (1985) s6,o adequados para representar a trajectdria da intensidade
de incumprimento (veja-se, por exemplo, Lando (2004), Schrinbucher (2003), Bielecki
e Rutkowski (2002)). Apesar de estes modelos perfilarem, d partida, um conjunto de

caracterfsticas te6ricas desajustadas das traject6rias de pr(t), entendemos que o teste

definitivo d sua capacidade de ajustamento deve ser ditado pelos resultados obtidos nos

estudos empfricos, razSo pela qual os incluimos na lista de processos a avaliar.

Os modelos analisados de seguida diferem entre si essencialmente pela:

f . inclusSo (ou n5,o) de componentes de reversS.o em relagSo a uma m6dia de longo
prazo;

2. inclusS.o (ou nd.o) de saltos (jumps) no processo estocdstico.

9.4,L Modelo de Vasicek

Consideremos em primeiro lugar a adapta4S,o do modelo com revers6o d m6dia de Va-
sicek (1977). O modelo estipula que a intensidade p,+t(t) evolui no tempo segundo um
processo de Ornstein-Uhlenbeck com coeficientes constantes, i.e.,

dp,+r(t) : a(0 - p,*r(t))dt * odW(t), F*+t(O) : tt,, (e.4.1)

ondep, ) 0,a) 0,0 ) 0,o 2 0, e as demaisvariiiveis assumemoseusignificado
habitual.

o pardmetro a denota a velocidade de convergoncia de p,**r(t) em direcado d, sua m6
dia de longo prazo 0, especffica para cada idade. Integrando a equagSo (9.4.1), obtemos,
para t ) s,

t *+t(t) : Pr+"(s)e-o(t-s) + a (r - e-a(t-q) *, 
l,e-o(t-u)d,W(u),

(e.4.2)

donde se deduz que p,(t) segue uma distribuigio Normal com m6dia e varid,ncia (condi-
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cionadas por Fr) dadas, respectivamente, por

IE {p*+r(41r"} : F,a"(s)e-"(t-") +, (t - .-"tt-")) (9.4.3)

var { p,+r(t)l F"} : *,1, - "-z'{t-i).
No modelo de Vasicek, existe a probabilidade positiva de que Fr+t(t) possa assumir

valores negativos. Essa probabilidade pode ser calculada segundo

tr(r,1,(t) < 0) : n (r,*,(o) e-ot +0(L-u-o') +"rl** 
=o)

: n (*. -tt,+t0)e-"t.!0-!-1.-e-.d)) :. ({(o,a,g))
\ o1/-i" /

l"*+t(0)e-"t - "-"')€(r,o,o) : -

onde I[ - Nor (0,1) e (D (.) denota a respectiva fungS,o de distribuigSo.

Como se observa, a fungSo ( (.) 6 uma fungSo crescente de o e uma fungdo decrescente

de d, sendo inconclusiva a sua depend6ncia em relagSo ao parAmetro a. Significa isto que

a maior ou menor probabilidade de o modelo proporcionar valores indesejados para a

intensidade p*+t(t) dependerii sempre das estimativas dos pard,metros obtidas em estudos

empfricos concretos.

Representemos a probabilidade de sobreviv6ncia para um indivfduo com idade r * t
no momento t por uma fungSo do tipo afi.m, i.e.,

r-tpr+t(t) : E 
["*p ( Ir' r,*"trlrr) I ^]: 

""4(t,r,T)+B(t'r,T)' 
1t,*r(t) (e.4.4)

onde as fung6es determinfsticas "4(t,r,T) e B(t,r,7) constituem, respectivamente,

solug6es das equa46es (9.2.16) e (9.2.17) com condig6es terminais "4 (T,,t,T) : 0 e

B (7,n,7) : 0.

Para simplificar a notagSo, introduzimos a seguinte mudanga de vari6vel r : T - t,
com "4 (r) : "q(t,r,T) e B (r) : B (t,fr,T) .Neste caso, podemos reescrever a equa4So

(9.4.4) segundo

r-tp,+t(t) = ?b (r, p*+r(t)) - uA(r)+B(r)'p.+r(t)

+0(L
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Aplicando o Lemma de ItO e calculando as respectivas derivadas parciais, prova-se

que a solugSo do problema admite a seguinte representagSo de Feynman-Kac

,b(r,t,+r(tf) 
{-,t1'; - 

B(r)p,+tg) +B(r)lo(0 - rr,+r(t))l+}o2n2g) -p,*,(r)} :0
(e.4.6)

onde chamamos a atengSo para o facto de

' n dAQ) drA(,) : iraOl:;i Y
' n dBQ) drB(r) : ilsfi:;;

-_ 1

dA(")
dt

: _dB(r)
dt

Se dividirmos ambos os lados da equagSo (9.4.6) por tp(r,pr+t(t)) e arrumarmos as

parcelas, obtemos

l-ut l - aB(r) - rf u,+,(tr + 
l-i1r1 

+ auB(r) +f;o2n26,] : o,

onde .4(r) e B(r) constituem, nos termos definidos em (9.2.16)-(g.2.LT), solugdes do
seguinte sistema de EDO

B(,) : -aB(r)-L
A(') : a\B(r) +)o2521r1

com condig6es terminais (ou limite)

a-@T 
- 

1B(r)::

6(0) : g, 
"4(0) 

: g. (e.4.e)

Resolvendo o problema (9.4.7)-(9.4.8)-(9.4.9), obtemos as seguintes solug6es fechadas

paru A(r) e B(r), com r : (T - t)

(e.4.7)

(e.4.8)

(e.4.10)

(e.4.11)
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lr + s(r)l (* - aze) 
_ o2Bz(r)A(r) :

a2

Prova: Para confirmarmos a solugS,o do problema para B(r), notemos em primeiro
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lugar que B(r) : -e-o' . Substituindo na respectiva EDO em (9.4.7), obtemos

-B(r) - aB(r) = e-ar - ol"-"" - tl - tlal
Para derivar a expressS,o de A(r), resta-nos integrar a respectiva EDo em (9.4.8) no

intervalo entre 0 e r, i.e.,

/,' (-or') + aol(s) *tu,Al)ds : o

ou, de forma equivalente,

A(,) -:4(o): o, fo B(s)d,s*+ 
/r' B2@)as

:- J

Se substituirmos a soluE6.o derivada paru B(r) e resolvermos o integral, obtemos a

seguinte expressS,o para A(r)

A(,): orfo' (#) o,*+1,'('"2-')'0"
: o [' (.-.o, - r) a" * 9"' rr

Jo \ ., 2A Jo 
(t - 2e-"" + e-2"") d,s

: 'l-(*#) -'l .#V*(+).'#l
: -olB(r)+ rl + # {, +28(r) -L#}
: -"2es(r) - "2e, 

+ *, + *s(r) * #uOl _*(L/)

t + sf,)l (* - "'e) _ o2B2(r)
a2 4a

I
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9,4.2 Modelo de Vasicek com incerteza ditada exclusivamente por saltos

Nesta secEd,o, consideramos uma variante do modelo de Vasicek em que admitimos que

o coeficiente de difusS,o (ou de volatilidade) 6 nulo e que a incerteza 6 determinada

exclusivamente por saltos (jumps) aleat6rios descontfnuos, caracterizados por uma de-

terminada distribuigS,o de probabilidade. Formalmente, admitimos que a intensidade

Fr+t(t) 6 governada pela seguinte equagS.o diferencial estociistica

dp,+r(t) : a(0 - p"*r(t))dt + dJ(t), F,+t(O) : tr, (e.4.12)

/Vt

r(t):Dro, (e.4.13)
i:1

onde p, ) 0, a > 0,0 > 0. o termo J(t) designa um processo de Poisson composto com

intensidade constante n > 0, enquanto {e,;:i:1,...,oo} 6 uma sequ6ncia de variriveis

aleat6rias independentes e identicamente distribufdas (i.i.d.). Na sequOncia dos resul-
tados de Kou (2002), Kou e Wang (2003), Chen e Kou (2005), entre outros, supomos
que a dimensSo dos saltos (jump sizes) segrte uma distribuigS,o assim6trica duplamente
exponencial com densidade

f(r):nr (*) e-itn{,>o}. ", (;) e611,<oy (e.4.74)

onde 11,rz) 0 (nr+nz:1), representam as probabilidades de saltos positivos (com

dimensSo m6dia ,r > 0) e negativos (com dimensdo m6dia u2 ) 0), respectivamente.

No caso particular em que consideramos apenas saltos negativos, i.e., no caso em que

estamos apenas interessados nos efeitos do aumento da longevidade (e.g., Biffis (2005)),

7rt : 0. No caso particular em que T : 0, o modelo torna-se determinfstico. No caso em
que ul : u2 e'r(t:7r2: I obtemos a chamada "primeira lei de Laplace,,.

As investigaEdes realizadas at6 ao momento considerando equag6es de difusdo com

saltos para mortalidade (e.g., Biffis (2005)), concentram-se exclusivamente na andlise do

impacto de saltos negativos na intensidade prr*r(t), ou seja, na importdncia do risco de

longevidade. N5o negligenciando a importd,ncia e o interesse deste risco em aplica46es

actuariais, a nossa opiniSo 6 a de que um processo estocristico mais rico deve igualmente
contemplar a possibilidade de ocorrerem choques negativos (aumentos) na intensidade

t r+t(t) associados, por exemplo, a catd,strofes naturais ou a novas epidemias (e.g., gripe
das aves).
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A opgd,o pela distribuigS.o duplamente exponencial em detrimento, por exemplo, da

distribuigSo Normal ou da distribuigio uniforme, permite-nos captar adequadamente

este fen6meno, ao mesmo tempo que 6 preservada a intuigSo dos pardmetros e a flexi-
bilidade analftica do modelo, indispensiivel d, derivagS,o de solug6es analfticas fechadas.

A distribuigdo exponencial 6 habitualmente adoptada para modelar processos de Pois-

son, em que uma vari6vel transita de estado segundo uma probabilidade por unidade de

tempo constante.

A distribuigSo duplamente exponencial apresenta ainda duas caracterfsticas inte-

ressantes no contexto da modelagao da mortalidade. Em primeiro lugar, a distribuigSo
6 leptocrlrtica, ou seja, regista com maior frequOncia valores em torno da m6dia (nula

no caso sim6trico) do que a distribuigS,o Normal, correspondendo d evid6ncia empfrica
de que os saltos sobre a mortalidade s6o, maioritariamente, de reduzida dimensSo. Em
segundo, a distribuigS,o apresenta caudas pesadas correspondentes, neste caso, a eventos

extremos.

Da aplicagio da transformada de Laplace resulta, neste caso

L{f (z)} (c) : llzo,, (z)d,z

: I _i., {", (*) e-frn{">o} . ", (*) .frt1..,y\ a,

: 
", l:* "* 

lu-it az t n2 f _*u, *"i; d,,

lfr lfc

t-"t"- tntn

1^1^11
Ul U2 U2 uL

Consideremos agora, nos termos da definigSo (9.3.7), que a probabilidade de sobre-

viv6ncia 6 representada por uma funE6o do tipo afim (9.4.5). Demonstra-se, ap6s alguma

manipulag5o alg6brica, que a solugSo do problema admite a seguinte representagS.o de

Feynman-Kac

,1, (r,p,*rttD {-Ag) - B(r)t ,*, (t) + B(r) la(0 - p,+r(t)))

- (-#Ed + t +#Eo)-') - ,'+t(t)) : o

Dividindo ambos os lados da equagSo por 1b (r, p**r(t)) e arrumando as parcelas,

(e.4.15)

para
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obtemos

l-ut l - aB(r) - r) u**,1,y* [-;1, ) + a0B(r1 ., (#Ue. ufu- r)] : o,

onde ,4,(r) e B(r) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

9.4. Modelos do tipo afim para a intensidade de mortalidade

B(') : -aB(r)-L
A(') : a\B(r)*r( n' 

' * n' '\
rr_""rfrl 

-r L+wBA-L)
com condig6es terminais

B(0) : g, 
"4(0) : g' (e.4.18)

A solugS,o do problema (9.a.16)-(9.4.LT)-(9.4.18) conduz-nos ds seguintes express6es

analfticas para A(r) e B(r), com r : (f * t)

e-o' - LB(r) :

A(r) :

(e.4.16)

(e.4.17)

(e.4.1e)

(e.4.20)

definidas para

a

[-,*, (ffi* J*-,)] r - oB(r)

, ^ I nr ln (1 - ug(r)) , n2ln(L + u2B(r)))
-" 1----a+ur - "-", 1

L-u$(r)>0 e L*u2B(r)>0

ou, de forma equivalente, para

-'.B(r)a!u2 'u1

Seja r ) 0. Como B(r) 50, basta verificar se B(r), -+,ou seja, se e-o', I - &,
condigSo que se verifica caso a ) u2. No caso de a 1u2, a relagS,o B(r) > -fi equivale

u, < -*fn(f - #) , O"to que asolugSo (9.4.20) s6 6 vdlidapara valores de r :T -t
inferioresa-1ln11--).4 \ uz/

Prova: A verificagS,o da solugSo (9.4.19) 6 id6ntica A apresentada no modelo de Va-

sicek. Em relagS,o d expressS,o para A(r), o procedimento envolve novamente a integrag6o

da respectiva EDO no intervalo entre 0 e r, i.e.,

A(r):ot 
/0" 

B(s)d,s*,lo e#6u+ffi6-r) r"
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ou, de forma equivalente,

T2 _,) *
L+u2(-=)

z'r [ar - In(a) + ln (a - ur (e-"" - 1))]

-u2

alut

-")a

: -e[BQ)*rf*r{

:'l-(*=) -,].,{
, r2lar - ln(a) + ln (a + uz (e-ar - 1))]

z'r laz - ln(a) + ln (a (t - ? (e-," - t)))]
a*ut

, n2lar - ln(a) + ln (a (t + T ("-"" - r)))l _l
- -, )

-otl(r)+rl +r{W.ffi-,1
[-, 

*, (ffi,* ffi-')] r - oB(r)

, - I nrln(1 - ug(r)) . r2ln(L + uzB(r)))
,,r r -------------T- t 

- 

f
L a+u1 a-u2 )

I

9.4.3 Modelo de Cox-Ingersoll-Ross

O modelo de equilfbrio geral desenvolvido por Cox, Ingersoll e Ross (CIR) (1985) con-
duziu d introdugSo de modificag5es no coefi.ciente de difusdo do modelo de Vasicek de

modo a assegurar que a taxa de juro de curto prazo se mant6m sempre positiva. Em
consequ6ncia, e salvaguardadas as devidas adaptag6es, a formulagdo de CIR para a in-
tensidade p,+t(t) 6 definida por

dp*+r(t) : a(0 - F"+t(t))dt + o1f u,+t(t)dw(t), p,+t(O) : tl,, (9.4.2r)

onde p, ) 0, a > 0, 0 ) 0, o ) 0 e as demais variiiveis assumem o seu significado habi-
tual. A condiEso 2a0 > o2 6 imposta de modo a garantir que pr*r(t) 6 sempre positiva.

As propriedades do modelo de CIR est5,o bem detalhadas na literatura, pelo que recor-

damos apenas que o valor esperado e a vari6,ncia de p.*(t) sio dadas, respectivamente,

por

IE {r,at(t)l 7"} : F,+"(s)e-"(t-") +, (t - r-"rt-")) @.4.22)
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e por

var { rt,+t4) lai : r,.*"G)* le_-'o-"t - "-2'a-E) * t*(r - "-"t'-"1;'. @.4.2s)

Representando a probabilidade de sobreviv6ncia por uma fungdo do tipo afim (9.4.5),

demonstra-se que a solugio do problema admite a seguinte representagdo de Feynman-

Kac

|t(r, tt,+t(tl) 
{-.,11'1 - 

B(r)p,+t(t) + B(r) lo(e - p*+r(t))l *ior r**r(qBz?)- p,*,(r)} : 0.

Dividindo os termos da equagSo por tlt(r,pr+r(t)) e arrumando as parcelas, obtemos

l-un, - 
aB(r) +|o2s21,) - ,] p,+t(t)+ 

l-,.i(?) + auBft)l: o,

onde "4(r) e B(r) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

B(r) : -aB(r) +!ro2S21r1- t

A(r) : a1B(r)

com condig6es terminais

6(0) :6, 
"4(0) : g. (e.4.26)

A solugSo do problema (9.a.2a)-(9.4.25)-(9.4.26) conduz-nos As seguintes express6es

analfticas paru A(r) e B(r), com 7 : (T - t)

(e.4.24)

(e.4.25)

(e.4.27)

(e.4.28)

Refira-se, por fim, que para fazer sentido a solugSo (9.4.27) deve respeitar o seguinte

requisito t6cnico

(e.4.2e)

Note que Q+€: -rc ( 0. Logo a condigSo t6cnica 6 equivalenteaQ*€e-*' ( 0, ou
ainda, ae-", -f .Como -O>O e 6 < 0""* -f ( 0, peloque acondigdoverifi.ca-se

sempre.

,d!€ ,o
Q * 1e-"'
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Prova: Consideremos em primeiro lugar a verificagSo da solugS,o (9.4.28) para B(r).
A equagao B(r) :0 admite duas rafzes ou pontos de equilfbrio, i.e.,

Denotemos por K a seguinte expressS,o

e consideremos a seguinte transformagSo de variS,vel

u(r): B(') - ry
Substituindo na equaES,o base, deduz-se a seguinte EDO

i,(,) : -"(,n .ry)**o,(,,,, *#)'-,
: 

|o2u(,)2 * nu(r) - *;9- 1 + 
g#

|o'u1r1' 
-t nu(r) -

: 
f,o2u(r)2 

* rcu(r)

cuja solugio vem dada por

u(r):- = ?o
62 -2o"-nr6r)

onde c1 denota uma constante. Invertendo a substituigSo de variiivel, deriva-se que

B(r) : u(r) + ry : _A+",c.+ ry
-2no2 + (rc + o) (o' - 2ne-*'c1):

Recuperando as condiq6es limite para B(r), B(0) :0, deduz-se que

n: t/a2 +2o2

2n(a* rc)'
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Substituindo a expressS,o de c1 em B(r), obt6m-se finalmente a solugdo desejada

B(') : -2""' + o + a ("' - z:":'-' (ffi)), 
oz (oz _ 2ne_Kr (ffir))

-2rco2 + o2(n+ a) - o2(a - n)e-o,:
", (o, _ ffi"_"")

o2(a+ dl@- n1 - ffide-*l
: (a+n)(a-n)(l-e-"")

o2l(o * rc) - (a - n) e-""1

: (a2 * n2) (t - e-*")
o2l@*rc) -(a-n1e-*'1

L - e-*'
(a*rc) , (a-n\ _--

----- 1- --Z-e ='

L-e-o, l"^:W
Q+q"_",, l;:14_

Para derivar a expressS.o analftica de A(r),resta-nos substituir B(r) eintegrar a respec-
tiva EDo no intervalo entre t e 7 (ou, de forma equivalente, entre 0 e r), i.e.,

A(r): or/,'(;541r'
: oe[€l"Q -t) -t"((o+€)""') +t"(0"*'+€"o))

I
, 9]-"(r - t) - l, (d + €) + tn (€ + de'tr-tl;1 1

I
: #{*1"t, -t) - rn (Q + q1 - nr *h (e"" (o * E"-<'-r))]

Ol-"t, - t) - L (d + () + tn (e"Q-tt (O * q.-<r-,,)) i
a0: 
-w{e"g - t) - (d + {) 1," r, * €) - ln (o + €"-"{'-')]} ,

donde se obt6m finalmente a solug6,o (9.4.27). r
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9.4.4 Modelo de Merton

Consideremos agora um conjunto de processos que n5.o contemplam a hip6tese de re-

versS,o em relagSo A m6dia. Em primeiro lugar, analisamos uma versdo do modelo de-

senvolvido por Merton (1973) para a dindmica das taxas de juro, assente na seguinte

equaqSo de difus5o

dp*+r(t) : adt * odW(t), lr*+t(O) : -Fx, (9.4.80)

onde p, ) 0, a ) 0, o > 0 eW(t) denota um movimento browniano standard.

Integrando a equagSo (9.4.30) obtemos, para 0 ( s ( t,

p*+t(t) : p,+,(s) -t a(t - s) + o (W(t) - W(t)). (9.4.81)

A distribuigSo de pr+t(t), condicionada d informagio disponfvel no momento s, 6

normal com m6dia e varidncia dadas, respectivamente, por

w {u"*r(t)lF") : p,+"(s) + a(t - s)

var { p,+r(t)l f"} : o2 1t - s1 .

(e.4.32)

(e.4.33)

(s.4.34)

(e.4.35)

Representando a probabilidade de sobreviv6ncia por uma fungio do tipo afim (9.4.5),

demonstra-se que a soluE6.o do problema admite a seguinte representagd,o de Feynman-

Kac

,1,(r, t *+r(tf ) 
{-,11r; - 

B(r)t",+r(t) + aB(r) +}o2r21r) - p,*,(t)} : 0.

Dividindo ambos os lados da equagSo por tlt(r, p,+t(t)) e arrumando as parcelas,

obt6m-se

l-ufrl - tl u,*r(tf * [-ifrl + aB(r) +!ro2n21,,] : o,

onde "4(r) e B(r) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

B(r) : -1
A(r) : aB(r) +|o2521r7

6(0; : g, ,4(0) : g.

com condig6es terminais
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A solugSo do problema @.43\-(9.4.35)-(9.4.36) conduz-nos ds seguintes express6es

analfticas paru A(r) e B(r), com r : (T - t)

B(r) :
A(r) :

_T

aqo2e-rr'+ or".

Prova: A verificagdo da solugSo para B(r) e trivial. Para derivar a expressSo analftica
de A(r), resta-nos novamente substituir B(r) e integrar a respectiva EDO no intervalo
entre0 er,i.e.,

2 -t

o 
lo'
a

2'

A(r) : o 
fo' 

str)as+|o2 
fo" 

n'G)a,

(-s)ds *io, 
lo" {-{ra,

02,

r
Se substituirmos as equag6es (9.4.38) e @.a37) em (9.4.5), obtemos a seguinte ex-

pressS,o analftica simples pa.ra a probabilidade de sobreviv6ncia

( a. 02 , -.)
r-tp"+t(t) - exp 

\-;" 
* ?r' - rt .*r(t) j .

9.4.5 Modelo de Merton com saltos

Admitamos agora que os desvios na tend6ncia do processo estocdstico de intensidade

Fr+t(t) sio governados, nio apenas por um coeficiente de difusSo constante, mas tamb6m
por saltos descontfnuos. Nesse caso, a equagS,o de difusSo base do modelo de Merton dri
lugar a

dp*+r(t) : adt + odw(t) + dJ(t), t *+t(0) : -Fs, (e.4.3e)

onde p, ) 0, a ) 0, o 2 0 e onde "I(t) designa um processo de Poisson composto,

independente deW(t), com intensidade de salto 4 > 0 e dimensS,o dos saltos com fungdo

de densidade definida em (9.4.14).

Representando a probabilidade de sobreviv6ncia por uma fungdo do tipo afim (9.4.5),

demonstra-se que a soluEso do problema admite a seguinte representagSo de Feynman-

(e.4.37)

(e.4.38)
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Kac

,1,(t, p,+tft), 
{-r,r, - B(r)t ,+r(t) + aB(r) +{nr61

( 7T1 7t2 -\ ..)+'i (1 - "r61a 
+ t a 

"rg1r1 
- L 

) - t'**'(t) j : o'

Dividindo ambos os lados da equaEdo por tlt(t, trr+t(t)), deduz-se que

l-uo - rf u,+,(tt* [-.af,l 
+ aB(r) * tt,Ol ., (-fu . #un- r)] : o,

onde "4(r) e B(r) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

B(') : -1 (9.4.40)

A(,) : aB(r)**u,ot.r(;^* *ffvnr-) @.4.41)

com condigSes terminais

6(0) : g, ..4(0) :6. (9.4.42)

A soluE6o do problema @.a.a0)-(9.4.4r)-(9.4.42) remet*nos, neste caso, pa.ra as

seguintes expressdes analfticas para A(r) e B(r), com r : (f - t)

B(r) : -r
A(,): -2,'*+;+qB(r)

, ^ [ nrln (1 - u$(r)) r2ln(L + u2B(r)))-''\ ", - ", l

(e.4.43)

(e.4.44)

sendo que, no caso da solugS,o (9.4.44), devem ainda ser respeitados os seguintes requisitos
t6cnicos

L-u$(r)>0 e L*u20(r)>0

ou, de forma equivalente,

(e.4.45)-'.8(la!.u2 ul

Como B(r) : -r, para confirmar este requisito basta verificar r" -# < B(r), o que

equivale u, < #.

Prova: A verificagdo da solugdo paru B(r) 6, de novo, trivial. Para derivar a expressSo

analftica de A(r), seguimos o procedimento habitual e integramos a respectiva EDO no
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intervalo entre 0 e r, i.e.,

A(,) : olo'st4a,++ lo's,{ia,*r/, (ffi*#G-)-r) ,,

: ofo'edo,*{ fo"{-d'a,*r/, (* *&-r) o"

: -2,, *+;.r{-Yd -rztn(L-:uzr) -,}

dp*+r(t) : o1f F,+t(t)dw(t), F,+t(O) : F,,

onde p, ) 0, o > 0 e as demais vari6veis t6m o significado habitual.
A equagS,o (9.4.46) constitui, na prd,tica, uma versSo simplificada do modelo de CIR

sem tend6ncia. Representando a probabilidade de sobreviv6ncia por uma funqio do tipo
afim (9.4.5), demonstra-se que a solugSo do problema admite a seguinte representagS,o

de Feynman-Kac

,1,(t, t ,+r(t), {-r,r, - B(r)t ,*r1t1+}o'p,+t(qBz1) - rr,G)} : o.

Dividindo ambos os termos por r!(t, tt"+t(t)) e arrumando as parcelas, obtemos

l-un +|o2s21,) - r] p*+t(t) - A(r) : g,

18Na sua formulagSo original, o modelo de Dothan (1978) estipula o seguinte processo estocii,stico para
a taxa de juro de curto prazo r(t)

dr(t) : or(t)dW(t), r(0) : 70,

* rfr))

I

9.4.6 Modelo de Dothan

Consideremos agora uma variante naive do modelo de Dothan (1978), na quai admiti-
mos que a dinAmica da intensidade p.r*r(t) 6 ditada pela seguinte equagSo diferencia,l

estocristical8

(e.4.46)

onde rs,o ) 0.
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onde "4(r) e B(r) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

B(r): |o,n,1r1 -r (s.4.47)

A(') : 0 (9.4.48)

com condig6es terminais

6(0) : g, 
"4(0) 

: 0. (9.4.49)

A solugSo do problema (9. .a7)-(9.4.48)-(9.4.49) conduz-nos ii,s seguintes express5es

analiticas para A(r) e B(r), com r : (f - t)

A(r) : 0 (9.4.50)
(o€"-l\ ( a:QB(,) : dffi, t[:1a (e451)

Prova: Verifiquemos a soluES,o (9.a.51) para B(r). A equagS,o B(r):0 admite duas

tatzes, i.e., (fr
B(r):o+|o252(r) -1:0<+ B(r):4 jA

(-7

Considere-se a seguinte transformagS.o de variiivel u(r) : B(r) -f . SrrUrtituindo, obte-

mos a seguinte EDO

tt(r) : |; ("r,1 . *)' -, : f,oz,(r)2 
+ tf2ou(r),

cuja solugSo vem dada por

u(r):_;A;e,,6;,

onde c1 6 uma constante. Invertendo a substituigSo de variSvel, obtemos

.,D. 4 , \nB(r\: u(r)t v 
-------------------\ / \ /' o ot/2-4sGrot/2)", o

-4o*fi\"rt-4"G'"'/D"11r luy z -.*c.' ,c7l

o 
lot/z - AeCrot/z)"r)
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obtemos

l-un, 
+ aB(r) +|o2n26) - ,] p,+tft) - A(r) : s,

onde "4(r) e B(r) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

B(r) : aB(r) +f;o2s21r1 - t
A(r) : o

com condig6es terminais

B(0) : s, .4(0) : s. (e.4.55)

A solugSo do problema (9.a.53)-(9.4.54)-(9.4.55) conduz-nos is seguintes express6es

analfticas para A(r) e B(r), com r : (f - t)

(e.4.53)

(e.4.54)

(e.4.56)

(e.4.57)

B(r) : l-e*' 6:1/F$
o,o:W

( x-a\at: 
--A(r) : 0.

Prova: Consideremos em primeiro lugar a verifica4So da solugSo (9.4.56) para B(r).
A equagS,o S1r1 :0 admite d.uas rafzes, i.e.,

ag * dleKr'
com 

{

t31r1 : o e aB(r) +|o2n2g) - 1 : o ++ f(r) : 
{

Denotemos por ,r a seguinte expressSo

o:\E+2o2

e consideremos a seguinte transformagSo de variii.vel

u(r) : B(r) +ry
Substituindo na equaqSo base, deduz-se a seguinte EDO

u(r):)o2u(r)2 - nu(r)

a-nGz+2V_--7-
a+r/a\ffi_--7-.
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cuja solugdo vem dada por

u(r) :
o2 +Zneo'ct'

onde c1 denota uma constante. Invertendo a substituigSo de varirivel e recuperando as

condigSes limite para B(r), B(0) : 0, deduz-se que

^ _o2(k-")'t- 2G+d
Substituindo a equa45,o de c1 em 6(r) obt6m-se, ap6s alguma manipula46o alg6brica, a
seguinte expressS,o

r2t_\ @+ n)l& - ") (""" - 1)]U\I) _W

: _ (n2 - a2) (e*' -L)
o2 [(o + rc) + (k - a) e""]

: (7-"*)
* * 

(*-o).o,

donde se deriva finalmente a solugdo (9.4.56). r

9.4.8 Modelo de Feller corn saltos

Consideremos agora que os desvios face d tend6ncia do processo estociistico precoaizada

pelo modelo de Felier s6o determinados igualmente por saltos descontinuos. Nesse caso,

a equaEd,o de difus5,o base do modelo dri lugar a

dp,+r(t) : a1t**r(t)d,t * "y[Wrt)aWO) + dJ(t), p,+t(O) : tt,, (9.4.b8)

onde p, ) 0, o ) 0, o ) 0 e onde J(t) designa, de novo, um processo de Poisson

composto, independente deW(t), com intensidade de salto 4 > 0 e dimensSo dos saltos
com frrngSo de densidade definida em (9.4.14).

Representando a probabilidade de sobreviv6ncia por uma fung5o do tipo afim (9.4.5),

demonstra-se que a solug6,o do problema admite a seguinte representagS,o de Feynman-

Kac

,b(t, rr,+r(t), t-r,r, - B(r)1t,(t) + ap,**r(t)B(r) + {r,*rtilSrt )

.'(-A6+ w#;'1-') - r,*,0)\:o
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Dividindo ambos os lados da equagS,o por tlt(t,l.L*+t(t)) e arrumando as parcelas,

obtemos

I d2 ^ I I /
l-un, 

+ aB(r) + f,n'z61 - tf u,+,(tr* 
L-"ir,l 

., (-#8n. uk6- r)] : o,

onde "4(r) e B(r) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

B(r) : aB(r) +|o's'1r1 - t

A(,): ,(;*.*fu6-r)
com condig6es terminais

6(01 : 6, "4(0) : g'

A soluqSo do problema (9.4.59)-(9.4.60)-(9.4.61) conduz-nos ds seguintes express6es

analfticas pala A(r) e B(r), com 7 : (T -t)

^(-\ ^*- I oo' , 4oo+01)[ln(oo+or) -ln(a6 -utl (or+ur)e"")]l
''L(oo-rr) K(oo-rr)(or+ur) J
, ( oor u2(ao+or) r , ,aq"z \@;;; * 6[- ln (46 + ar)

* ln (a6 * uz + (a1 - u2)e*")lj - ,1,

1 - oKr ( o: \ETW
B(r\ : L-e I @+*\u\t) 

"o+"tt""' 
com 

I;: :6
Para fazer sentido, a solugS,o (9.4.62) deve ainda respeitar os seguintes requisitos

t6cnicos

ao -ut*(or + u1)e"r ) 0 e ao *uz+ (a1 -u2)e"" > 0

ou, de forma equivalente

r-ug(r)>O e 1*u2B(r))0,i.e., -1< BQ)a!u2 u1

como B(r) < 0, basta verifi.car se B(r) , -*, o que equivale a e"" (u2 - or) <
as * u2. Como a1 1 u2,esta condigS,o equivale a r < *h(ffi) . *" caso em que

d1 ) u2, a condigS,o 6 respeitada para todo o r ) 0.

Prova: A verificagSo da solugSo (9.4.63) para B(r) 6 id6ntica d, apresentada para

(e.4.5e)

(e.4.60)

(e.4.61)

(e.4.62)

(e.4.63)
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o modelo de Feller sem saltos, pelo que 6 omitida por uma questS.o de redund6,ncia.
Resta-nos derivar a expressSo de A(r), bastando para tal integrar a respectiva EDO em
(9.4.62) no intervalo entre 0 e r ou, em alternativa, entre t e ?

A(,): l,'r(-ffi=a+ r+ffi:.-r) ,"
IlTlt ( t:ffi{rco1(ag_ut)(T_,)+ur(oo1ar)|tn((ag+a)e*r)

- h (e" ("0 - ur * (at t u1)e"(r-',))]i
._nr2 ( t

K\c,r-ufu+uil {rca1(as +u2)(T -t)+uz(o01"') [-h((oo +a)e*r)

+h (ed ("0 * uz * (ar - u2)eK(r-,,))] ) - r (r - q

: ,nr{, o" 
, + 

ur (40+41) [ln(ao.l-41) -.ln(o0 -ul +(41 +ul)e"")]I
' ' 

L (ao - ur) K(ao - ur) (ar + ur) I
rntrc{ , aor , - uz(ao+ar)[-ln(ao+oi)+ln(ao+uz+(ar -uz)e'")]\' - [ (oo + uz) K(ot - uz) (as + u2) I
-qr

I

9,4.9 EquaESo de ornstein-uhlenbeck com tendOncia positiva

Na categoria dos modelos sem reversSo d m6dia, consideramos nesta secgdo a tradicional
equaEio de Ornstein-Uhlenbeck, ligeiramente adaptada de modo a contempl ar wn drift
positivo, segundo a qual a intensidade de mortalidade evolui segundo

dp,+t(t) : apr**r(t)dt + odW(t), t,+t(O) : lr,, (e.4.64)

onde p, ) 0, a ) 0, o ) 0, e as demais vari6veis assumem o seu significado habitual.
Note-se que no caso em que a ( 0 e 0 :0 esta formulagda 6 um caso particular do
modelo de Vasicek.

Representando a probabilidade de sobreviv6ncia por uma fungdo do tipo afim (g.4.b),
demonstra-se que a solug5o do problema admite a seguinte representagSo de Feynman-
Kac

,h(t, t *+r(t)l { -AO - B(r)t ,+r(t) + ap,,*r(t)B(r) +f,ozn26) - p,*,(t)} :0.
t

Dividindo ambos os lados da equaE5o por tlt(t, p*+t(t)) e a"rrumando as parcelas,
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com condig6es terminais

obtemos

l-ne) + aB(r) - tf u.@* l-r,,, +|ozsz1,,] : o,

onde "4,(r) e B(r) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

B(r) : aB(r)-l
A(r) : |o's'1r1

6(0; : g, 
"4(0) : g.

B(r): +
A(,) : ff, t + B(r)l * *u, Ol.

A(,) : iu l,' (r 1""')' o"

-2 ?T: h J, (t - 2e"" + e2"") d,s

: #1,.,(+).+1
: #l'+28(r).+)
: Sr+B(r)t.*lr+21
: $v + B(r)t**u'ol

(e.4.65)

(e.4.66)

(e.4.68)

(e.4.6e)

(e.4.67)

Resolvendo o sistema (9.4.65)-(9.4.66)-(9.4.67), obtemos as seguintes solug6es fechadas
para A(r) e B(r), com r : (f - t)

Prova: A verificagSo da solugSo (9.4.68) para B(r) 6 semelhante d apresentada para
o modelo de Vasicek , pelo que 6 omitida por uma questSo de redund6,ncia. Em rela,g5,o

d expressSo de A(r), resta-nos integrar a respectiva EDO em (9.4.66) no intervalo entre
0 e r, i.e.,
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9.4.10 Equagio de Ornstein-Uhlenbeck com tend€ncia positi\ra e saltos

Consideremos agora que os desvios na tend6ncia do processo estocdstico da intensidade

t r+t(t) sdo ditados, quer por um coeficiente de difusEo constante, quer por saltos de-

scontfnuos. Nesse caso, a equagS,o diferencial estociistica base do modelo anterior d6
lugar a

dp,+r(t) : ap,,*r(t)dt + odw(t) + dJ(t), t,+t(O) : -p,, (e.4.70)

B(') : aB(r)-L

A(,) : tu,n, ., (-fu * ufu - r)

com condig6es terminais

6(0) : g, 
"4(0) : g' (e.4.73)

Resolvendo o sistema (9.4.7i)-(9.4.72)-(9.4.73), obtemos as seguintes solug6es fechadas
para B(r)

B(r) : L-eo'

onde 1t, ) 0, a ) 0, o ) 0 e onde .f(t) designa, de novo, um processo de poisson

composto, independent e de W (t), com intensidade de salto 4 > 0 e dimensSo dos saltos
com fung6o de densidade definida em (9.4.14).

Representando a probabilidade de sobrevivOncia por uma fungSo do tipo afim (9.4.5),
demonstra-se que a solugdo do problema admite a seguinte representagS,o de Feynman-
Kac

,b(t, t *+r(t), {-r,r, - B(r)p,+r(t) + ap,**r(t)B(r) * *UrOl

* (T -fu + 
L +fu-') - p,*,Q)\ : o

Dividindo ambos os lados da equagS,o por {(t, p*(t)) e arrumando as parcelas, obte.
mos

|_ut,l+aB(r)_1]u*+,(tl*[_.nr,l+|s,61-,(dM+ffi_,)]:o,
onde "4(r) e B(r) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

(s.4.71)

(s.4.72)
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e para A(r)

t-2A(,): l#.r(;+*ffi-,)] ,

-l o' (r. gP)],,,, 
- r {",'"Q" _:iuoD . W#}' l2oz I

com 7 : (T - t). No caso da solugSo (9.4.75), devem ainda ser respeitados os seguintes

requisitos t6cnicos

-'.B(r)aL.u2 ul

(e.4.75)

(e.4.76)

Como B(r) < 0, basta verificar se B(r) , -* o que equivale u, < :f" (f + 6) .

Prova: A verificagS.o da solugdo (9.4.74) pam B(r) 6 idOntica d, apresentada para
o modelo de Vasicek, sendo por isso omitida. Em rela4So d expressSo de "4(r), ela 6

deriviivel integrando a respectiva EDO (9.4.72) no intervalo entre 0 e r, i.e.,

A(,) : 
lo" tu,r,)d,s+rt lr" (-#m*#s,l- r) ,,

: + l,' (T)' o'*' l,' (ff@+ tfu-')*
"' t - -, (#) . +l., {#orar + rn(a)za2 L, '

- ln (a - r, (1 - ""'))) * 
rz[ar +ln(a) - ln(a + uz (L - e""))] 

- r\
o' ,- -L R(-'-\1 - o' ;11 ."", 

a * uz )

: 
2o, L, + B(r)).*l#)., 

{#nrar +rn(a)

rzlar +rn(a) -ln(a (t + ? (t - e",)))l
-r)-rn (" (, -T rr - "",1))] *

: leV + B(r)l * *u'O *, {

a*u2
u$(r))l

UL

(1
13
a

11[ar -

, r2[ar - ln (1 + u2B(r))] _'l-6-'t
l#., (;* * ffi-,)1 . . l# (. ry)1,,.,
^ f nrln (1 - ug(r)) , n27n(1+ u2B(r))\
.t t 

.......................................................................................................- 
| 

- 

f

t a-u7 a*u2 )

r
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9.5 Modelos do tipo afim com factores latentes

Na secES.o anterior analisd,mos urn conjunto de modelos com estrutura do tipo afim para
a intensidade de mortalidade nos quais, verificadas determinadas condig6es, foi possfvel
derivar solugdes fechadas para a probabilidade de sobrevivOncia.

A esmagadora maioria dos modelos desenvolvidos at6 ao momento no campo da
mortalidade estocristica apresenta tr6s limitag6es fundamentais. Em primeiro lugar, a

modelagSo de pr(t) mediante (9.3.4) envolve um conjunto de hip6teses simplificadoras,
entre as quais o pressuposto de que os choques sd,o todos do mesmo tipo e afectam
todas as idades/gerag6es que comp6em o arco da vida humana de igual modo. Neste
sentido, uma formulagS.o mais realista deve ser capaz de reconhecer, nd,o apenas que as

intensidades p,r(t) sio influenciadas por mriltiplos factores de risco, mas tamb6m que
esses mesmos factores exercem, potencialmente, efeitos diferenciados sobre a evolugfi,o

de p"(t) nas vdrias idades/gerag6es.

Em segundo lugar, os modelos desenvolvidos por Milevsky e Promislow (2001), Dahl
(2004), Biffis (2005), entre outros, examinam a evolugSo da intensidade de uma fnica
idade/geragdo de cada vez. Uma formulagdo mais geral do problema deve permitir uma
andlise conjunta da dindmica da intensidade p,r(t) em todas as idades que integram o
arco da vida humana.

Em terceiro, os modelos desenvolvidos, quer num contexto dinS,mico mas determinfs-
tico (e.g., Lee e Carter (1992), Renshaw er a/. (1996), Brouhns et al. (2002a), Ren-
shaw e Haberman (2003c,d)), quer no contexto estociistico (e.g., Milevsky e Promislow
(2001), Dahl (2004), Cairns et al. (2006a)), ignoram a importdncia dos saltos (jumps)
na evolugdo da mortalidade. Em nossa opinid,o, a ocorr6ncia de saltos na mortalidade
nio deve ser desvalorizadana medida em que uma boa parte da racionalidade econ6mica
subjacente d compra e venda de contratos de seguro do ramo vida, d,s operag6es de titu-
lafizagio ou, at6 mesmo, d tomada de posig6es em derivados de mortalida.de, correspond.e
a estrat6gias de cobertur a (hedging) ou aumento da exposigS,o aos riscos de mortalidade
catastr6fica, i.e., aos riscos de mortalidade normalmente associados a saltos inesperad.os.

Em face destes argumentos, desenvolvemos nesta secgS,o uma abordagem onde con-
sideramos a evolugSo de prr(t) em todas as idades que integram o arco da vida humana
de forma simultdnea. O princfpio subjacente 6 o de que a intensidade p*(t) pode ser
representada por uma fungio do tipo afim de um conjunto de factores latentes, cujo
comportamento dinamico 6 determinado por equag6es de difusdo do tipo (9.8.4).

Esta solugSo 6 inspirada nos modelos do tipo afim com factores latentes propostos
na literatura sobre taxas de juro e risco de cr6dito e generaliza os mod.elos de Milevsky
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e Promislow (2001), Yang (2001), Schrriger (2006) e Ballotta e Haberman (2006).

Ao contrd,rio do que acontece, por exemplo, nos m6todos de Lee-Carter e de Pois-
son, onde a preocupa{A,o se centra fundamentalmente na anillise das propriedades das

s6ries temporais da mortalidade e na sua projecgSo (extrapolr,qeo), neste caso procu-

rarnos desenvolver uma formula46o te6rica que fundamente adequadamente o pricing
dos produtos e as opera46es de cobertura de risco.

A opg6o por esta metodologia apresenta algumas vantagens importantes. Em primeiro
lugar, ela catapulta para um contexto estocilstico algumas das mais conhecidas rela46es

de depend6ncia entre a idade e a intensidade p*(t) (leis de mortalidade), concedendo-lhes
uma riqueza te6rica impensiivel no passado.

Em segundo, os modelos assumem uma natureza multivariada e reconhecem, de

forma explfcita, que as intensidades p,r(t) s5o influenciadas por mriltiplos factores de

risco com impactos diferenciados sobre o comportamento do fen6meno nas viirias idades.

A flexibilidade dos modelos permite-nos inclusive contemplar uma estrutura de corre-
lagSo entre os distintos factores de risco. Em terceiro, a opgSo por modelos do tipo afim
preserva a riqueza e a flexibilidade analitica demonstrada na secgdo anterior e permite,
nalguns casos, a derivagS,o de solugdes fechadas paxa as probabilidades de morte e so-

breviv6ncia. Em quarto, um dos principais atractivos desta abordagem estd relacionado
com o facto dos modelos capturarem, de forma clara, os principais tipos de risco de
mortalidade com que se confrontam os gestores de carteira: risco de longevidade (i.e.,
de desvios sistemriticos face d mortalidade projectada), risco de processo ou volatilidade
(i.e. discrepdncias aleatdrias entre a mortalidade projectada e observada), risco de base
(i.e., carteira vs populagdo) e, ndo menos importante, risco de mortalidade catastr6fica,
menosprezado por exemplo por Schriiger (2006).

Por fim, a abordagem aqui descrita 6 compatfvel com uma interpreta,gS,o clara dos

factores de risco e 6 consistente com a aplicagSo dos tradicionais modelos de avaliagSo de

derivados financeiros no priczng e hed,ging dos riscos de longevidade. Se assumirmos que

os factores de risco demogrrificos e financeiros sio independentes, podemos facilmente
combinar esta metodologia com processos estocdsticos para a estrutura temporal de

taxas de juro visando a avaliagd,o de, por exemplo, opg6es incorporadas em contratos de

seguros.

9.5.1 FormulagSo te6rica

Considere-se o seguinte espago de probabilidade filtrado (0, .F,lF, P) , onde a filtragem iF

satisfaz as condiq5es habituais e F denota uma medida de probabilidade. Admitamos que
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a intensidade de mortalidade de um indivrduo com idade r * t no momento t, p*+t(t) ,

6 representada pela seguinte equagio param6trica geral

t"*+r(t) : eo(r,t) +f oi @,t) Xi Q) , (e.5.1)
j=L

onde gi : r - IR+ 6 uma fungEo real qualquer, potencialmente dependente da idade r do

indivrduo, e Xi (t) sd,o factores latentes que determinam a traject5ria da intensidade. A
dindmica muitidimensional dos Jly' factores 6 ditada pela equagS,o diferencial estociistica

dx(t):5(g -x(t)) dt+EJVdwY *dJ1, x(0) :X, (e.5.2)

onde W! 6 um movimento browniano M-dimensional, ,.I1 denota uma componente de

salto, de EsSo matrizes de dimensSo M xM e d 6umvector de dimens5,o M. Amatriz
V1 6 urna matriz diagonal contendo os coeficientes de difusao dos factores na diagonal,
i.e.,

V,(iil: ai + fitiX (t), i : !,2,...,M (e.5.3)

onde os 01 sda vectores de dimensS.o M.
Como se observa, a intensidade de mortalidade 6 uma firng6,o do tipo afim dos factores

latentes. Acresce que a tendOncia do processo, a matriz de vari6,ncias-covari6,ncias e a
intensidade de salto apresentam, tamb6m elas, uma depend6ncia do tipo afim em relagSo

aos factores latentes. Ao mencionarmos explicitarnente os valores iniciais dos factores,
J((0), podemos condicionar o modelo de modo a obter traject6rias plausiveis.

Ao contrd,rio de formulag6es anteriores, que consideram uma dnica idade de cada
vezl a equag5,o (9.5.i) permite modelar a intensidade pr*t(t) em todas as idades de

forma simultAnea. Por analogia com a formulagSo de Duffie e Kan (1996), admitimos
que a intensidade p,r*, (t) pode ser representada por uma firngd,o (exponencial) afim dos

factores latentes.

Formalrnente, consider+se o modelo (9.5.1)-(9.b.2) e definamos por g @ + s) o vector

g (n + s) : [9r (z + s) ,...,9M (r + s)]/. (e.5.4)

Neste caso, a probabilidade de sobreviv6ncia de um indivrduo com idade r * t
horizonte g - t) 6 dada por

r-tp,+t(t): m 
[u*n (- lr' r,*" 

(s) as) n)

438



9.5. Modelos do tipo afim com factores latentes

Com base no teorema de Feynman-Kac, sabemos e\e r_tpx+t(t) : ,1, (t, Xt) 6 solug6o

da seguinte equagSo diferencial parcial (abreviando a nota46o de Xi(t) para x4 e

{ (t, X) para t!)

ff + (e,t, - xt6,) #,.*8,(zul,)ui#O,
rn

+t ,th (Xr,r) ln [rb6r* z,t) -rb(xr,t)]du! (4 - lgo(r +t) + x'rg(r+t)]lt:0.
h:\

Em J1 : DLr $ o tipo de salto h tem uma fung6o de distribui gao u! no momento t,
dependendo apenas de f , e uma intensidade estociistica de salto {qn (t, X) : t > 0} nara
h e {t, -..,rn}, onde 4h e definido por qh (t, X1 : rtt @ + rl! Q) .X. A distribuigio da
dimensSo dos saltos u! do h6"i^o processo de salto 6 determinada pela sua Transformada
de Laplace

eh (t,") : / o*e"'"du! 
(z) (g.b.b)

definidaem t € [0,-), ce Cn e de modo aque o integral seja finito.
Representemos / (t, Xr) por uma fungao do tipo afim

r-tpt+t(t) - exp {A(r,t,T) + B (r,t,f) Xr}. (9.b.6)

Substituindo na equagSo acima, obtemos

t. 1 M M

l"t, + Blrxt + (0' 6' - xl6') &* ; D D {rro (q + l'rxr) Ei$txBti}(s.b.T)
I

L e,j:r i:L

x'rs (r+ t)'l ,1, : o.
h:l 'L ' -l

Se notarmos que

ii{E*n(oo+ gtxt) EyBt*Bt1}:i{@,* gix,) (ir*u*) fi+,ur) }k,j:t i:L ,:1 ( \t:1 / \r=r / )
eque 

M

L EroBrr : lE'B (r,t,T))r,
k:1
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a expressSo (9.5.7) pode ser simplificada para dar lugar a

.M
4 + six, + (0,5, - xlr,) B, + ;)- { tr,al? @, + o,rx,)} ro.s.al

i:1
rn

+I(r8*nlx,) [e'{,,rrir-l-go(*+r) - x;s@*r) :s,
h:l

onde os coeficientes At = A(r,t,T) e 81 = B (r,t,Z) constituem solug5es do seguinte

sistema de EDO

At : -\'d'Bt -;ilr'Btl?*, -in|le'(t,8,)- ,] * ss(r +t) (e.b.e)
i:1 h:7

.Mtrl
B, : d'Bt - il lr'u,)? 0, -D,rileo {r,8,) - L) * s @ +t), (e.5.10)

i:L h:7

onde.ri,1 =ff eBr=ff.
N5o obstante a sua flexibilidade e consist6ncia como os modelos tradicionais de avali-

aEd.o de activos contingentes, a formulagSo (9.5.1)-(9.5.2) do modelo do tipo afim com

factores latentes afigura-se bastante geral. De forma a adaptd-la ao contexto actuar-
ial, desenvolvemos nas secg6es seguintes parametrizag6es particulares, combinando um
modelo demogrri.fico tradicional (e.g., lei de Gompertz-Makeham) com equag6es de di-
fusio para a dinAmica dos factores latentes.

9.5.2 Caso I: Modelo de Makeharn

Para ilustrar a aplicagS,o desta metodologia na derivagS,o de solug6es fechadas para a

probabilidade de sobreviv6ncia num contexto estooi,stico, consideramos em primeiro lu-
gar a tradicional lei de Makeham (1867) caracterizada em detalhe no Capftulo 2. Na
formulagao original, a lei de Makeham estabelece que a relagS,o de depend€ncia entre a

idade e a intensidade de mortalidade 6 dada pela seguinte equagSo determinfstica

lttat: X1 I X2c'+t (e.5.11)

ondeXl)0,X2>0ec>1.
A lei de Makeham pode ser enquadrada na formulagSo geral (9.5.1) do modelo com

factores latentes como um caso particular notando que go(r):0, fi(fi):1e gz(r):
cn*t.
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Se admitirmos que a equagdo (9.5.11) ajusta adequadamente o comportamento da
mortalidade ao longo de todo o arco da vida humana, as modificaEses na intensidade

pr+t(t) podem ser expressas em termos de variag6es nos par6,metros que a caracterizam
(factores latentes). Por outras palavras, neste modelo a incerteza reflecte-se no facto de

desconhecermos as traject6rias futuras dos pardmetros da equa4io.

A escolha de uma forma funcional envolve naturalmente algum risco de modelo (ou

de processo estociistico). A verdade 6 que, neste caso, podemos quantificar e controlar

esse risco de forma sistemdtica, na medida em que 6 sempre possfvel escolher a fungdo

param6trica mais apropriada, i.e., aquela que minimiza o eruo de ajustamento.

Admitamos agora que todos (ou apenas alguns) os pardmetros da equagSo (9.5.11)

seguem processos estocd,sticos nos termos do definido em (9.5.2). Por forma a obtermos

solug6es analfticas fechadas para a probabilidade de sobreviv6ncia, restringimos num
primeiro momento a nossa aniilise a modelos din6micos do tipo gaussiano para os fac-

tores latentes, i.e., supomos que os factores seguem um processo de Ornstein-Uhlenbeck
multivariado com saltos. Por fim, e sem perda de generalidade, supomos que o par6,metro

c 6 constante no tempo. O resultado 6 o seguinte modelo

p*+t(t) : x{t) * x2(t){+t, (e.5.12)

onde os par6,metros Xi (j : L,2) t6m um comportamento dindmico ditado por

dxj(t) : ai @i - Xi$D d,t + ofiWf; + dJj (t), xj(o) : Nj (9.b.18)

dWfldWX : pd,t,

onde ar' ) 0, 0i ) 0, oi > 0, W{ 
" WY sio movimentos brownianos correlacionados e

"Ii (t) designa um processo de Poisson composto, independente deW6 com intensidade de

salto 4y > 0 e dimensSo dos saltos ditada por uma distribuigS.o assim6trica duplamente
exponencial com fungS,o de densidade deflnida em (9.4.14).

Representemos a probabilidade de sobreviv6ncia de um indivfduo com idade r *t no

horizonte g - t) por uma funq6o do tipo afim

r-t4r+tft) : : tl: (t, Xt)

(e.5.14)

Introduzindo a habitual mudanga de variiivel r : T - t, aplicando o Lemma de It6 e

u 
["*o (- I,',,(')")lo]

: 
"*, {rr,, 

t,r) +f-u,n,t,r)xi]!
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calculando as respectivas derivadas parciais, prova-se que a solugSo do problema admite,

neste caso, a seguinte representaqS,o de Feynman-Kac

( 2 2 12
tb (t,xt) I-oO - )-di(')xi + f aiQi - xift\?1ft) + iD"?u?t l

( i:r i:L ' i=r

+81(r)82(r)opzp.tr, Q;fup. ufu- r) - (Xr + xzc,+,) 
) 

: t

Dividindo ambos os lados da equagS,o por 1b (t, Xr) e arrumando as parcelas, obtemos

l-ak) -a1a1(r)-,] ,, +l-nrt l-a2l2(r) -"'*'f xz-A(r)

+f oiuislol +f"+uln, + Bt(r)Bz(r)op2p
j:t j:t

2-i,,(6-ffip-,) :0,
j:1

onde "4(r) e BiQ) (j :1,2) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

B{r) : -a181(r)-t (9.5.15)

Bz(r) : -a282(r) - ct+1 (9.b.10)

A(r) : fo,r,u,1r) *i "+ulnr+81(r)82(r)op2p (e.b.1z)
j:r j:r

f^r, .*#fu-r)
com condiq5es terminais

-4(0) : g, 6y(0) : g, j : L,2. (9.5.18)

Admitamos, por simplificagSo, eue 7112 : 0 (donde n22:1), ou seja, que apenas sflo

esperados choques negativos sobre o factor latente X2.
Resolvendo o sistema de equaE6es (9.5.15)-(9.5.16)-(9.5.tT) e (9.b.18), obtemos as
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seguintes solug5es fechadas para A(r) e QQ) U : t,Z)

e-alr _ LB{r): =^

Bz?) : .**'("G-"il'-t\. t:lnc-'\') 
\ az-€ )' 

s-

A(r) : -tu181(r)+ rl + *lrf*, - pz(r))

-_4 -2+#tlr +81(r)) - dufOl
-ffilar-€)r+ 2sc-ailr -!"26-o'1" -il
.ffff#{#{+81(r)*W.,}
+q, {r:nlatr +ln(t - urBt(r))) , n21las + ln (1 + u2181(r)))

r ", -'rtt at - uT

-r) + r,

Prova: Para confirmarmos a solugio do problema para h(r), notemos em primeiro
lugar que Br1r1 : -e-arr. Substituindo na respectiva EDO (9.5.15), obt6m-se

-Bt(r) - a1B1(r) : s-.a1r - orl"-"'" - Ll : u-o"+ 1 - e-ol' : L.Lql
Para verificarmos a soluEso do problema paxa Bz(r),assinalamos desde logo que -82(r) :
e+rE (ax:2=) + "'*'"{r-or)'. Substituindo na respectiva EDo (9.s.16) obt6m-se

-Bz(r) - a2B2(r)

^r+r, 
( 

"G-"')" - 1\, ^r+t ^(€-ac\r - -r+t ( .G-"il' - t\: . ( (__,'f ) 
+ 

""*r"te-oz), 
_ a2sr*t [";_tr-l

: -cr+t @z - €) ( 
eG-"zY - t) a 6,+t"tc -az)r - "r*t.\ a2-< /

A derivagSo da expressSo analftica de A(r) procede da forma habitual, i.e., integrando
a EDO (9.5.17) no intervalo entre 0 e r, como se demonstra no Anexo 9.A. r

(e.5.1e)

(e.5.20)

(e.5.21)
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O modelo (9.5.12)-(9.5.13) apresenta algumas vantagens face aos modelos de factor
rlnico do tipo afim analisados na SecgSo 9.4. Em primeiro lugar, se negligenciarmos

a importd.ncia dos saltos descontfnuos em (9.5.13) e admitirmos que Nj > 0i, os fan-

tores latentes apresentam uma tend6ncia exponencial decrescente, compatfvel com uma
traject6ria descendente para as taxas de mortalidade.

Em segundo lugar, o modelo captura, de forma relativamente simples, os quatro
principais tipos de risco de mortalidade com que se defrontam os gestores de carteira,
a saber, risco de flutuag6es aleat6rias, risco de longevidade, risco catastrdfico e risco de

base. Com efeito, o modelo estri, perfeitamente capacitado para isolar as caracterfsticas

dos viirios tipos de risco de mortalidade, usando para tal os parAmetros das equa,gSes de

difus6.o dos factores latentes. A tendOncia geral da mortalidade e o risco de longevidade

sd.o captados pelos par6,metros ai. O risco de flutuag6es aleatdrias 6 identificado pela

matriz de vari6ncias-covariAncias.

A direcgdo e a magnitude do risco de mortalidade catastr6fica estSo perfeitamente

identificadas e correspondem ds componentes de salto na equagSo de difus5,o dos factores.

Por fim, o modelo 6 compatfvel com um modelo relacional do tipo sugerido por Brass
(1971), onde se ligam as estimativas obtidas para a populagS,o em geral e para uma
subpopulagSo (e.g., de pessoas seguras), proporcionando uma quantificagS,o do risco de

base (efeito selecgSo adversa).

Por riltimo, n5o obstante a sua complexidade o modelo admite solug5es analfticas
fechadas e dispensa, por isso, a utilizaEso de m6todos num6ricos ou de simulagS,o para
resolver as EDO. Por esta razdo, ele pode revelar-se de grande utilidade para efeitos de

pricing e de quantificagio do risco de longevidade.

Em contrapartida, a utilizagdo de uma dindmica gaussiana para os factores latentes

ndo exclui a possibilidade de taxas pr*r(t) negativas, urna caracterfstica bem conhecida

na literatura sobre taxas de juro. Esta possibilidade n6,o 6, no entanto, suficiente para

rejeitarmos a dind.mica gaussiana na modelagSo da mortalidade estociistica. Desde logo
porque a sua flexibilidade analitica facilita, como vimos, a aplicagS,o em problemas de

pric'ing e medigio do risco de longevidade. Por outro lado, e n6,o menos importante,
os modelos apresentam uma boa capacidade de ajustamento aos dados empfricos, como

teremos oportunidade de constatar no Capftulo 10.

Ainda assim, uma (das mriltiplas) alternativa d especificageo (9.5.13) poderia pa,ssar

pela adopgSo de equag6es de Feller (com saltos) para os factores latentes, i.e.,

dxj(t) : ai@i - xi@)d.t*oirff1t1awf;+dJj(t), xi(0) : Xls.s.zz)

awfraw{, : pd,t,
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com todas as variS,veis a assumirem o seu significado habitual.

Representando a probabilidade de sobreviv€ncia por uma fungdo do tipo afim, apli-
cando o Lemma de It6 e calculando as respectivas derivadas parciais, prova-se que a

solug6o do problema admite, neste caso, a seguinte representa,gdo de Feynman-Kac

( z 2 -,2
,t'u,xt) i-or,l - I8,(,)xi + D ailLi - xi(t)lQ(r) + iD"?n?t t*,( i:1 i:7 ' i:r

+81(r) xgz(r) x20 p 2 o * ir, (;u . #m - r)j:r

-(Xr + X2cr+t)| :0.

N6o existindo evid6ncia empfrica que suporte a correlagS,o entre os pardmetros da
equag6o de Makeham, admitimos que os processos de Wiener s6o nd,o correlacionados,

i.e., p - 0.

Dividindo ambos os lados da equagSo pot th (t,Xr) e arruma^ndo as parcelas, obtemos

l-u,n, - a1,1(r) **u?ol- t] ,, *l-u*n - a2B2(r) **uZol - n*,f *
22/

-A(,)"E ai,iBlQ).E r,(t5+ *#fu-,) :o,

onde .4(r) e BiQ) (i :1,2) constituem solug5es do seguinte sistema de EDO

Bt(r) : *a181(r) *|"1s71r1 -, (e.b.2s)

Bz(r) : *a282(r) +;"24O) - "'*' (s.5.24)

22
A(,) : Ya10fi1(n*D,r,(=#p;ot. uffi6-r) rorzslj:r j=L

e respectivas condig6es terminais

.4(0; : g, B1(0) : g, j :1,2. (9.5.26)

Resolvendo o sistema de equag6es (9.5.23)-(9.5.24)-(9.5.2b) e (9.s.26), obtemos a
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seguinte solugSo fechada para B1(r)

L - e-hr
Kt:

B1(r) :
Qr* {p-nt'

(e.5.27)

enquanto qtrc B2(r,t,T) e A(x,t,?) poderS,o ser obtidos por resolugSo num6rica das

EDO (e.5.24) e (e.5.25).

Como se comprova, a versS,o n6o gaussiana do modelo de Makeham n6o proporciona
solug6es analfticas fechadas para a probabilidade de sobrevivGncia, uma caracteristica
que diflculta a sua estimagSo e aplicagSo no contexto actuarial.

9.5.3 Caso II: Modelo de Siler

Nesta secg5,o, analisamos a apiicagSo do modelo de Siler (L979, 1983) num contexto
estociistico. Recordamos que o modelo, descrito no Capftulo 2, assenta na seguinte

forma funcional para a intensidade de mortalidade

ltr*t : X1e-?r('+t) + Xz I X3e?s@+t) , (e.5.28)

onde todos os par6,metros s6o positivos.

Esta especificagio permite a modelagS,o do comportamento de p,**r(t) nas diferentes

faixas etiirias. O primeiro termo, decrescente com a idade, corresponde A, mortalidade nas

idades jovens. O segundo termo, independente da idade, considera que existem outras
influOncias sobre a mortalidade para al6m do envelhecimento, nomeadamente causas

acidentais, cuja incid6ncia 6 transversal a todas as idades. O terceiro termo corresponde

A cldssica lei de Gompertz e capta a evoluqSo normal da mortalidade nas idades adultas
(crescente com a idade).

O modelo de Siler pode ser enquadrado na formulaqSo geral (9.5.1) como um caso

particular, notando 9ue 9o (r) :0, gl(n): s-?Jt*t), gz(r) - | 
" 

gs(r) - s0t@+t1.

Para introduzir incerteza Lo modelo, admitimos neste caso a hip6tese de que os

parAmetros (factores) em (9.5.28) seguem processos de Ornstein-Uhlenbeck com coefi-
cientes constantes e sem saltos.

O resultado 6 o seguinte modelo

p,(t) : x1(t)e-0,@+t) + Xz (t) + 4(t)ess@*t) ,

com 

{

a - 
(or+rcr)

9r7 - - --r-c - 
(rr-tr)\t - ----r-
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onde os pard,metros Xi U : L,2,3) t6m um comportamento dind,mico ditado por

dxj(t) : ai(0i - xj(t))dt-t oidwf;, xj(o) : Xi (9.b.30)

/ Pl Ptz Prs \
dWEdWi N Ed,t: I o^ pzz pzz lat,

\ ,r, Psz Pr, )

onde a7 ) 0, 0i ) o, oi l0 e wf s5.o movimentos brownianos correlacionados.

RepresenterDos 7-1ps11(t) por uma fungSo do tipo afim, i.e., por

(t'l
r_tp,+t(t) - exp 1.q@,t,r) +Ds,@,t,nxj | . (9.b.g1)

[ ,:, ")

Introduzindo a habitual mudanga de variiivel r : T - t, aplicando o Lemma de It6 e
calculando as respectivas derivadas parciais, prova-se que a solugS.o do problema admite
a seguinte representagSo de Feynman-Kac

( z B 31
$ (t, xt) l -ot,- t Bi?)xi+ )- ee) [a1@1 - x)]+ I ]riu?@( j:1 j:l j:r -

33 )
* D t Bi(r)86(r)o iot pjt - (Xre-ar{"+t) * Xz * Xee13(z+t); } : O

j:18! 
)

ou, de forma equivalente,

l-sr{r) - a1?1(r) - s-gJ,*t)] ,, * l-sz|) - a2B2(r) - 17r,
t ^,..,1+ l-&(r) - a3Bs(r) - eet@+D)xs - A(r)+ I ailiBiQ)

J:L
3,33

+ t )"?s? f,l + ! \ s, 14st(r)o ioipii : o,
j:L j:18!

onde "4,(r) e BiQ) (j : I,2,3) constituem solug6es do seguinte sistema de quatro EDO

B{r) : _a181(r) _ u-01@1t1 (9.5.32)

Bz(r) : -a282(r)-L (9.5.33)
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9.5. Modelos do tipo afi.m com factores latentes

com condig6es terminais

.A(0) : 9, B1(0) :9, j : L,2,3. (e.5.36)

Resolvendo o sistema (9.5.32)-(9.5.35) e (9.5.36), obtemos as seguintes solug6es fechadas

para A(r) e Bift) (j : L,2,3)

-a3Bs(r) - "0s(r+t13 3, 3 3

I a10 fi 1(') + t :r'in? t l + t \ s, 1r1nr(r)o io6pi1j:r j:r - j:t i=.!

f s-(g.+at)r
l_

\ at*o
01+ar)r - 1\

-t

at* 0t )

B{r)

A(r)

(e.5.34)

(e.5.35)

(e.5.37)

(e.5.38)

(e.5.3e)

(e.5.40)

&(r) : 
"-0{x+t1

Bz(r) :

BzG) :

e-a2r - 1

-1)r_
,2
lr3

(fu,-as

aS-('"0s@+t)

3

A(r) : eer+!eiBi(r)*ea
j:1

onde

t a1l1s-gir+r) ^ a37ss1z@+t) o?e-2li,+t) o? o2"2Bs@*t)60 : i- ,1 +e--u2- "r-T-T1o;V7-fr-ffiy
, o1o2p12e-Blt+t) , o1o3p3e(Bs-B)@+t) o2ospne73(z+t) I-- (at+1r)a2 -@- a1";1;1

€t : _ at?t *o?e-?,@+t) - o1o2pt2 , orqple1t@+t)cr - 
", + h- 1"n uy - @n ot)"2- @tTm - h)
o, oZ, o1o2p12e-Br@'+t), o2o3prreoz@*t)cz -v2'T ;zr- 1a, a prl u - 

",r1", 
_ BS

€c : _ at7s * oTe?r@+t). J_ otogpge-0lr+t) _ ozospzl-u az-0s (rs- gi'' @t+lr)@s-gi' az(az-lil
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9.5. Modelos do tipo afim com factores latentes

€4:
ole-z?t@+r) (1 - e-2(?+ar)r) , o7(l - "-2azr)____{

4(ot + g)3

, o2rezge@+t) (l - ez(as-az)"1 oto2p,e-g{r+t) ( t - "-(pr*ar+azh \-6- @;+ot)"2 \-;+Er+", )
, o 1o 3 pse(p s- B ) (r+t) ( t - "ttA 

r-a3) -(p1 +41 )lr \-@\@)
, o2o3pye1s@+t) (1 - s(gs-as-az)r\
--"r1"r_ BS \-"r:F; )

Prova: A verificagS,o da solugdo do problema para fi(r) C simples, bastando para tal
a substituigS.o na respectiva EDO (9.5.32) e um pouco de rilgebra

-B{r) - a1fi(r)
: -g${r) y s-?Ja+t)s-(7t*ar)r - a1B1(r)

: - (oi + ,-re-a'@+t) 
(e-@'+ar)r - r\

3) 
ff 

a s-1lt+t) s-(Ft*ar)r - .-?t@+t)

A verifica4So da solugio para B2(r) 6 semelhante ii, apresentada para o modelo de Vasicek,
pelo que 6 omitida por uma questS.o de redundAncia. Em relagSo d, solugdo para Bs(r),
substituindo na respectiva EDO (9.5.34) deduz-se

- Bs(r) - a3ft(r)
: gsBz7) q s?z@*t).(Ft-as)r - a3fu(r)

: - (os - o^re?s@+t) (e(1s--as)r - l) 
1.Fz@+t).(02-as)r - eLr(,+t)-Vll q_08 -.c - (

Por rlltimo, a expressSo de "4(r) obt6m-se da forma habitual integrando a respectiva
EDO (9.5.35) no intervalo entre 0 e r, como se demonstra no Anexo 9.A. r

9.5,4 Caso III: Modelo de Thiele n5.o Gaussiano

Nesta secgSo, consideramos uma versd,o estocilstica da parametrizagda de pr+t proposta
por Thiele (L872) para todas as idades que comp6em o arco da vida humana. Esta lei,
descrita em detalhe no Capftulo 2, baseia-se na seguinte fungSo

ltx,+t : Xp-gl,+t) + Xr"G*p2@+t-{2) * X3egs@+t), r { t ) e, (g.S.41)
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9.5. Modelos do tipo afim com factores latentes

onde o;, h > 0 (i : L,2) e a3,02,€ > 0. Este modelo pode ser encaixado na formula4do
geral (9.5.1), notando que 9o (*): O, gL(n): s-7r(t+t), gr(*): eFlgr@+t-g)') e

%(r) - s7s@*t). Para garantir que a intensidade pr*(t) 6 sempre n5o-negativa, a nossa

opgSo recaiu neste caso pela utilizagS,o de processos de Feller com saltos para os factores

latentes Xi (j :1,2,3) . O modelo resultante pode ser formulado da seguinte forma

tr*+tft) : Xt(t)e-91(r+t) 1 Xz (t) 
"?i1r(,*r-C)') + Xs(t)egs@+t) , @.5.42)

onde os factores Xi U : L,2,3) tem um comportamento din6mico ditado por

dxj(t) : ai@i - xj(t))dt * ",1ff,1r1awf; + dJj (t), x1(o) : rt5

awffawf; N Edt. (e.5.43)

Representemos 7-1pat 1(t) por uma fungdo do tipo afim

r-tp*+t(t)- exp 

{r,r, 
t,r) +f-u,o,t,r)xjl (e.5.44)

Introduzindo a habitual mudanga de vari6vel T : T - f, aplicando o Lemma de ItO e
calculando as respectivas derivadas parciais, prova-se que a solugSo do problema admite
a seguinte representagSo de Feynman-Kac

,t,U,xt){-af,l -f,r,nr, *i aif;i - xi$))B1j)+D$uin r,
I( i:1 i:l j:I '

333.ii B1l)Btr)oiotpit+i ,, (;#iu,ot. *#bn- r) -r,r,l) : o
,:ri:; i:L \L-utiDi|t ) Lf'u2jDi\r) / 

)

ou, de forma equivalente

l-uun - a1l1(r) **ufol - s-a{r+t)] , * l-n*n - 
a2B2(r) **uer,l

-u-az(@+t)-o'f xz+ 
f-Atrl - a3Bs(r) * *uZfrl - eo,{,+o)", * i aililig)

- A(,). i f u,61u,(r)oioapi6. i ,,(-fu * #Fn- ,) : o,
t:t t:a!



9.5. Modelos do tipo afim com factores latentes

onde "4(r) e BiQ) (j :1,2,3) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO

Bt(r) : -a181(r) * *S?Ol - s-Lr*+t) (9.5.4b)2"',
Bz(r) : -a282(r) **rgOl - "-az(@+t)-€)z (9.b.46)

Bt(r) : -a383(r) * *4O - "g{a+t) (g.b.4l)
333

A(r) : \a17iBi(r)+tls,1r1nr(r)oioipii (9.b.48)
j:L j:l}l

3/-F-'' - '.ffifr-')
com condigSes terminais

"4(0; : 9, Bi(O) : g, j : L,2,3. (9.5.49)

A resolugSo do sistema de equag6es (9.5.45)-(9.5.48) e (9.5.49) s6 6 possfvel mediante
a aplicagSo de m6todos num6ricos, mesmo no caso em que admitimos que os processos

de Wiener s5,o nd.o correlacionados.
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9.A. Anexos

9.A Anexos

DemonstragSo da equagS.o (9.5.21)

A derivagSo da expressdo analftica de .4(r) requer a integragSo da EDO (9.5.17) no
intervalo entre 0 e r, i.e.,

A(,) : 
f-",r, fo" 

s,t)a"+}l + 1," @i(s))2d,s

fT
*po1o2 

Jo 
h(s)Bz@)ds

.,* qi I,' Gfu ., *#b,.-,) r"

Substituindo as solug6es analiticas de fi(r) e B2(r) derivadas em (g.b.19) e (9.5.20),

obtemos

A(r) : or0, [" 
e-o'" - L 

ds + a202 [" c'+tec-"')t - L 
dsJo o'r Jo a2-t

*+ 
1," (#)'0,*+ /," (u*d,ii,!_e 

,)'o"

*po1o2 /,, (-" r,- 
r) (.*#;1 r,

.ynrfo'(;A T 
21, _,) *t*uzt(+=)

-,) *
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9.A. Anexos

ou, de forma equivalente,

A(,): a,[-(#) -'] +a2o2c'+'L(tffiY)

.#,{,*,(#).t#}

.+{#1.*,ff;).+"#f11
pop2C+t ( s(€-az-ar)r-1 €-atr-L s6-,az)r_1 lr_]_'at(az-?) 

t ar*az-€ ar ' az-€ " l
, -. { n1[as - ln(a1) + ln (a1 - uy (e-ar" - i))]
-,r, I ,a +.r"

rzrlat * In(ar) +ln(at * uzt (e-atr - L))l
at - u2t

aZ-€-u22sa*t

u22c+tr -rn(a2- 6) + r., 
[tr, - €) (r + un

-')

Simplificando esta expressS,o, deduz-se finalmente a equagd,o (9.5.21)

A(r) : -ri-llrtr)+ rl + *rhlr",+, - az?))

.#,[r+81(,)] - f^urn,

;l
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9.A. Anexos

DemonstragSo da equagSo (9.5.40)

A derivagSo da expressS,o analftica de ,4(r) requer a integraqdo da EDo (g.s.35) no
intervalo entre 0 e r, i.e.,

A(,) : p_,{",', (/," u,u,o,)} . 
n{tu, (1," u,ur*)}

-ii [' 1s,1"1sn(s)oioip,i] ds
i:, E!'u

Substituindo as solug6es analfticas de 61(r), Bz(r) e fu(r) derivadas em (9.b.87),
(9.5.38) e (9.5.39), respectivamente, obtemos

A(,) : o,r, fo s-g1@+t) (#;;) r, * o,o, /o (#) -
,.a3tu 

fo' "u,{**,) (q#=) -
*+ 

1," ("-u*'*u (rT#=))'* *+ 
1," ("-"rr-')'o,

o? f" ( 
"o"t 

*r1 ( e@"-"il" - r\ \'r."*;Jo 
\ \ "r-u, ))ds

*o1o2p,, 
lo" ('u,,".,,(.'\;i'i;-r)) t.=l -

*o1o3p,, 
lo' (,-u,,,*, (-,'i,.i,i- t)) (r,,". ,, (ori;?, a;')) -

*o2osp,u 
1," (-";-') (,',o*', (W) ) 

-
Integrando no intervalo entre 0 e r, obtemos

A(,) : w#: 
l_.'lri,:u:, 

_,] . o, 
l_L",::J 

_,1

a303er.,,(x+0 | s(r.t-az)r -1 I- al-tu L--;;4--')
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.ffi1ffif.,(#) ..]

.#1.,(#).t#l
,olezg{,+t) | sz@r-"il,-l ^f e@r-"r)'-t\ l*iff6 L--rc4l *', [ ", -p, ) *')
, olo2ppe-pr(x+t) | e-@r+"r*a2)r - L e-@.+or), - 

.!. 
e-ar, _ Ll-- 

@1 + ot) a, L--;;+0* , - an or -t r t - )

, o1osp13e(Fs-a)@+t) | el@r"il-(p;a)lr - 1=@|W -lr*

, e@s-"s)r - 1l o2o3p2segs@+t) | s@"-"r-oz), - I
=- as - os )- -@ - pn l--;;4+ ",

s-(0*at)r - 1

at -t 0t

e-a2r - L

a2

s(12-az)r - 1
+ at-0s

Simplificando,

A(r) :

.r]

at?te-Ft@*t) r o' = leu'attFt L

as1ss?s@+t) r -o----l€P3at-Fs L

- 0z[Bz(r) + r]

+ ":: 'o:l-:) 
lzee,@+t) 61e) + r

2 (ot + 0.,)" L

(r+t)gr(r) + r]

(t+t)gr(r) + r]

, olo2pee-Pr(x+t) | t - u-@r*a1|a2)r-- (at + 0)a2 | "rTtr + ",
, o1o3p3e(Bs-B)(a+t) | t - ut@r-"s)-(81*a)lr+ffilffiasot@+t1*tT)+r
vs- e{x+'l) s,(')] + ry##) l#f + 82 (r)

t)s-Ps@+rUrfrl *rf

l sgr@*t)6r (") + Br(r) * rf

as-1t@+t)grtr) + r]
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deduz-se finalmente a equagSo (9.5.40)

A(r) : ,f -orTrc-g'@+') -.02-azlsels@+t) *o?e-2g'@+t) *4
L or+Br ot-1t 2(or+g)2'2o?,

- oTe2?r("+D_ * otqzprre 
_7r@+t) _ opzprre@s-g)(r+t) _ ozosprregs@+t) \

2(os - 0i" @t * 0) az (ri + 0) @t - 0i a2(ot - 0) I
+Br(r\[_ "rt, *o?e-7r@+t) + oro2pt2 - orozprre\s@+t) \r\/[ or+p, (ot+g), (or+0)oz '(or+gt)@e_HI

+82(r) { -r, * 
oZ * opzp"e-9'@+t) - ozozP2sep'(c+t) l

t ""' o7' @'+il;--M:NJ
+Bs(r) { -g+ ', ?3e9"@+t) * orosprre-h@*t) - ozospzs \' -o\' / t-A- - 

1", _ B; - G;+ oJ @ _ h) + &;VD I
oZ (t - e-2"")

a"Z

| - e-(1ftar*a2)r
at*0r*az
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Capftulo 10

Ensaios de Calibragem dos
Modelos Estocdsticos do Tipo
Afim na PopulagSo Portuguesa

"If I find 10.000 ways sornething won't work, I hauent failed. I am not
discouraged, because eaery wrong attempt di,scarded is another step forward."
(Thomas Edison, 1847-1931)

10.1 IntrodugSo

No capftulo anterior, argumentiimos que a adopgdo de uma perspectiva mais ampla e

realista sobre a evolugSo da longevidade humana no tempo e sobre a incerteza que encerra
a sua traject6ria futura pode ser conseguida modelando a intensidade de mortalidade
mediante processos estociisticos.

Para tal, investigiimos a adequagSo de um conjunto de processos estociisticos do tipo
afim para ajustar a traject6ria da intensidade p, (t), incluindo ou nd,o mecanismos de
reversS,o em direcqS,o a uma m6dia de longo prazo incorporando, nalguns casos, saltos
(positivos e negativos) descontfnuos, mas admitindo, em todos os modelos, solug6es
analfticas fechadas.

Neste capftulo, realizamos um primeiro ensaio explorat6rio quanto d capacidade
destes modelos para descrever adequadamente a traject6ria da intensidade p, (t) na
populagSo portuguesa, considerando a realidade reproduzida pelas t6buas de mortali-
dade prospectivas derivadas no Capftulo 7. A utilizagSo de processos estoctisticos no
pricing de contratos de seguros e na quantificagio do risco de longevidade exige a cali-
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bragem do modelo adequado e a estimagSo dos pardmetros que determinam a traject6ria
de p,, (t) .

O capftulo estri, organizado da seguinte forma. Na SecgS,o 10.2, descrevemos breve-
mente as caracterfsticas da amostra usada no estudo e a metodologia adoptada na cali-
bragem dos modelos. Na SecAdo 10.3, apresentamos os principais resultados do estudo.
Por fim, na Secgdo 10.4 resumimos as principais conclusSes dos ensaios efectuados.

LO.z Dados e metodologia de calibragem

LO.2.L Caracterizagdo da amostra

Para testar a qualidade de ajustamento dos modelos do tipo a.fim para a intensidade de
mortalidade na populagio portuguesa, consideramos as t6buas de mortalidade prospec-
tivas derivadas no Capftulo 7. Recordamos que as tribuas foram estimadas com base no
modelo de Poisson a partir dos dados brutos sobre o nfmero de 6bitos d2,1 e estimativas
de populagdo residento Pa,t, discriminados por idade e sexo no periodo (t-ir,,t-u*) :
(1970, 2004) , com intervalo de idades igual a (r*i.,, r**) : (0,84) , fornecidos pelo
Instituto Nacional de Estatfstica para o conjunto da populagdo portuguesa.

A aplicagdo da metodologia de Box-Jenkins na projecgSo do fndice temporal, por um
Iado, e do m6todo de fecho de tribuas proposto por Denuit e Goderniaux (2005), por
outro, permitiu-nos finalmente derivar uma matriz {q*i , z e [0, L20l , t € [1920, 2L24)],
constitufda pelos quocientes brutos para {r e [0, 84),t e [1920, 2004]] e por valores gra-
duados para {z € [85, L201,t € [1970,20041] e por valores projectados para {e e [0,120],
, € [2005,2L24]].

Conforme referimos no capftulo anterior, a perspectiva da mortalidade adoptada no
contexto dos modelos de mortalidade estociistica 6 uma perspectiva diagonal, relativa
a uma rinica gera4So r. Neste sentido, o procedimento de calibragem de cada um dos
modelos realizado neste capftulo reporta-se a uma rinica geragdo.

A base de dados ideal para testar a capacidade dos modelos para descrever o com-
portamento da intensidaAe p, (t) 6 uma base composta exclusivamente por taxas (ou
quocientes) estimadas a partir de estatfsticas demogrri,ficas observadas numa populagdo.

Esta tarefa requer o acompanhamento de uma geragdo desde o seu nascimento at6 d ex-
tingd,o. No caso da populagS,o portuguesa ndo existe, como vimos, informagS,o suficiente
para construir uma tribua prospectiva exclusivamente com base em dados observados,

sendo necess6rio recorrer a um m6todo de projecgS,o. Trata-se de uma limitagio que

restringe, mas ndo invalida, a nossa anrilise. No entanto, devemos ter em conta que
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Dados e metodologia de calibr

uma parte da matriz usada para calibrar os modelos cont6m quocientes suavizados pela
aplicagSo dos procedimentos de projecgSo e graduagSo.

LO.2.2 Metodologia de calibragem

Para testar a qualidade dos modelos, realizdmos um ensaio explorat6rio do procedimento
de calibragem considerando a intensidade pr(t) para uma rinica idade inicial e quatro
gerag6es diferentes. Em termos mais precisos, a calibragem dos modelos incide sobre as

probabilidades de sobreviv6ncia das gerag6es que em 1970, 1980, 1990 e 2004 atingiram
os 65 anos de idade.

A idade r :65 6 uma idade chave, quer para os sistemas priblicos e privados de segu-
ranQa social, quer na avaliagSo de rendas vitalfcias. A calibragem do modelo em quatro
momentos diferentes permite aferir a sua consist6ncia no tempo, verificando nomeada-
mente em que medida a qualidade do ajustamento 6 sensfvel as alterag6es na mortalidade
observadas no tempo.

No total, sdo testados 10 modelos diferentes, a saber, o modelo de Vasicek, o modelo
de Vasicek sem coeficiente de difusSo e com saltos, o modelo de Cox-Ingersoll-Ross, o
modelo de Dothan e os modelos de Merton, Feller e de Ornstein-Uhlenbeck com e sem
saltos descontfnuos. No caso dos modelos com saltos, adoptamos a hip6tese avangada no
capftulo anterior e supomos que a dimensS,o dos saltos segue uma distribuigao assim6trica
duplamente exponencial.

Na calibragem dos modelos, admitimos explicitamente a hip6tese de que podem
ocorrer, quer saltos positivos (com probabilidade zr.r ) 0 e dimensdo m6dia u1 ) 0),
quer saltos negativos (com probabilidade rz ) 0 e dimensdo m6dia ,z > 0) na inten-
sidade p"(t).Para definir as probabilidades de choques negativos (subidas) e positivos
(diminuig6es) sobre [1, (t) , simuldmos o procedimento de calibragem considerando dife-
rentes valores paxa 7r1 e 12 conrr o intuito de avaliar a sensibilidade dos resultados. Em
fungSo das conclus6es retiradas deste exercfcio e das tendOncias decrescentes observadas
na mortalidade, acabiimos por fixar finalmente zr1 :570 e nz: g\Vo.

A maior probabilidade atribufda a saltos negativos em Fa(t) 6 motivada pela expec-
tativa de melhorias inesperadas na mortalidade. Estes ganhos de longevida.d.e, correspon-
dentes a pontos de descontinuidade no processo estocdstico de pr(t), podem resultar,
por exemplo, da descoberta de uma vacina contra uma doenga letal. A frequ6ncia e a
dimensSo dos saltos sdo determinadas pelo procedimento de calibragem.

A estimagSo dos pardmetros 6 efectuada com recurso ao m6todo dos mfnimos quadra*
dos ordiniirios, minimizando os desvios quadrdticos entre as probabilidades de sobre-
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vivOncia estimadas pelos diferentes modelos 7-6pffioo"'(t) " as implfcitas nas tribuas
prospectivas ,-rrt{(t).Em termos formais, o vector de pardmetros O de cada modelo
6 o resultado do seguinte problema de optimiza4So:

6 : ar* %" 
{ 
r' :*''^F;)*' ('-,o&"0"'(r) -r-, rar" (r))' 

}
(10.2.1)

onde r*"* : L20 e t e {L970, 1980, L990,2004}.

O procedimento de minimizag6o 6 naturalmente condicionado pelas restrigdes im-
postas a,os pardmetros na definigSo dos modelos. A resolugSo do problema de optimiza-

Ei.o e os resultados dos testes de qualidade do ajustamento foram obtidos com recurso a

uma rotina informiitica especialmente escrita e implementada no package S-PLUS 2000

(Release 3).

10.3 Resultados

O Quadro 10.3.1 sintetiza, para ambos os sexos e momentos no tempo, o erro de esti-

magdo (ou de calibragem) Q2 apwado nos 10 modelos do tipo afim para p, (t) testados

nesta amostra. Nos Quadros L0.3.2 a 10.3.11 reportamos, para cada um dos modelos, o

valor 6ptimo dos pardmetros, o erro de calibragem e o valor inicial do processo estociis-

tico, 1t65(r).O valor inicial pas(t) foi estimado por -ln(p65(t)), ou seja, com base na
hip6tese de forga de mortalidade constante avangada em (6.9.4).

Nas Figuras 10.3.1 a 10.3.10 representamos, para os diferentes modelos, a fungEo de

sobreviv6ncia y-1p65(t) das geragSes que em 1970 e 2004 alcangaram os 65 anos de idade

e a estimada pelas tribuas prospectivas para a populagio portuguesa.

Como se observa, a qualidade de ajustamento varia substancialmente entre os mod-
elos analisados. A variante naive representada pelo modelo de Dothan proporciona,

conforme se esperava, os piores resultados em ambos os sexos e em todos os perfodos

analisados. Com efeito, o modelo revela-se irrcapaz de captar o natural crescimento da
intensidade p,r(t) com a idade.

Em face dos resultados obtidos nesta amostra podemos concluir, com alguma se-

guranga, que os processos estociisticos sem componente deterministica (tend6ncia) se

revelam, na amostra em estudo, desajustados para descrever a traject6ria da intensi-
dade de mortalidade.
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10.3. Resultados

Homens
Modelo t :1970 t: 1980 t: 1990 t :2004

Vasicek

Vasicek c/saltos
CIR
Merton
Merton c/saltos
Dothan
FeIler

Feller c/saltos
OU c/drift positivo
OU c/drift positivo e saltos

0.04235259

0.0163585

0.0427103L
0.04045i65
0.04027574

5.279403
0.000741098

0.000483312

0.000741105

0.000492032

0.06089494

0.02269447

0.0624767
0.05808783

0.05717108

4.842206

0.00504437

0.00113514

0.00504440

0.0012284s

0.09792257

0.03732777

0.1063244
0.09458064

0.09409978

5.095727

0.0t785774
0.00423265

0.0178578

0.00457461

0.1598514

0.0697703

0.773752
0.1561025

0.1559751

8.920934

0.0195093

0.00743112

0.0195094

0.00797233

Mulheres
Modelo t :1970 t: 1980 f : 1990 t :2004

Vasicek

Vasicek c/saltos
CIR
Merton
Merton c/saltos
Dothan
Feller
Feller c/saltos
OU c/drift positivo
OU cldrift positivo e saltos

0.7136527

0.0425649
0.1,77725

0.7099472
0.1090888

11.16352

0.00086477
0.00035363

0.00086480

0.00037507

0.1580783

0.0546209

0.1577336

0.1495434
0.7490257

11.37778

0.00540914
0.000713i9
0.00540923

0.00083302

0.2455139

0.08910286

0.2485609

0.2386794
0.2381378

12.48583

0.02129198

0.00348215

0.02129223
0.00403972

0.3832589

0.1461823

0.3872163

0.3743746
0.3739403

1.5.8944

0.03144563

0.00615531

0.03144625
0.00718258

Quadro 10.3.1: Erro de calibragem dos diferentes modelos estociisticos do tipo afim

Nos processos com tendOncia, verifica-se que os modelos que incorporarn o mecanismo

de reversSo em direcg5,o a uma m6dia de longo prazo apresentam? regra geral, uma per-

formance significativamente pior do que os modelos que n5o incluem essa caracterfstica.
Com efeito, se exceptuarmos o desempenho do modelo de Vasicek sem termo de difusdo
e com saltos face ao modelo de Merton com e sem saltos, constata-se que os modelos

com mecanismo de reverseo, que tio bons resultados proporcionam na modelagio das

taxas de juro, se revelam menos apropriados para modelar a intensidade p,r(t) que os

modelos sem esse trago distintivo.

Com efeito, verifi.ca-se inclusive que o erro de calibragem aumenta significativamente
quando passamos das geraE6es mais antigas (observadas em 1970) para as gerag6es mais
jovens (observadas em2004), um sintoma da incapacidade destes modelos para captar
adequadamente os fen6menos de rectangulaizagS,o e de expansS,o da fungdo de sobre-

viv6ncia registados neste perfodo.
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10:3. Resultados

Esta conclusdo 6 claramente confi.rmada nas Figuras 10.3.1, 10.3.2 e 10.3.3, onde
6 evidente que o ajustamento pouco satisfat6rio (em particular no casos dos homens)

conseguido em 1970 se deteriora significativamente na geragS,o que em 2004 alcanga os 65

anos. A inabilidade dos modelos com mecanismo de reversdo para captar o fen6meno de

rectangularizaql,o manifesta-se ainda atrav6s de probabilidades de sobrevivGncia bastante
inferiores ds implfcitas nas tribuas prospectivas at6 por volta dos 85-90 anos, e por uma
clara subestimagao da mortalidade nas idades avangadas.

Por outro lado, nos processos estocristicos com tend6ncia determimstica e sem meca-

nismo de reversS,o, observa-se que os modelos cuja componente determinfstica cresce de

forma exponencial (modelos de Feller e Ornstein-Uhlenbeck com e sem saltos) apresen-

tam um desempenho consistentemente mais adequado do que os seus hom6logos onde o
crescimento 6 linear (modelo de Merton). Acresce que a boa qualidade de ajustamento
destes modelos 6 preservada nas geraq6es mais jovens, onde o fen6meno de rectangula-
izag6.o 6 mais significativo.

Assinale-se que este resultado 6 consistente com os tradicionais modelos determinfs-
ticos analisados nos capftulos precedentes, que estipulam, como vimos, um crescimento

exponencial da mortalidade com a idade e ndo incluem mecanismo de reversS,o.

Outra conclusS.o interessante 6 a de que os modelos que incluem saltos na equagSo

de difus6.o apresentam sistematicamente melhores resultados do que aqueles que n5.o

admitem choques descontfnuos (positivos ou negativos) na tendOncia do processo e+
tociistico. Como se comprova pela observagao do Quadro 10.3.1 e das Figuras 10.3.8 e
10.3.10, a qualidade do ajustamento proporcionada por estes modelos 6 bastante boa,
mesmo perante a acentuagS,o do fen6meno de rectangulariza4do nas geraq6es mais jovens.

Este resultado sugere que a inclusSo de saltos descontfnuos (em particular de saltos
negativos) pode contribuir para, em conjunto com o termo de difusSo, descrever as

variag6es aleat6rias na intensidade de mortalidade no tempo. Esta conclusSo nio sur-
preende de todo uma vez que a intensidade p."(t) 6 uma vari6vel aleat6ria cuja volatili-
dade de curto prazo 6 pouco significativa, mas com potencial para grandes oscilag6es a

m6dio e longo prazo.

De entre os vdrios modelos analisados, o modelo de Feller com saltos apresenta, em
ambos os sexos e em todos os momentos analisados, os melhores resultados em termos

de ajustamento, seguido de perto pela equagSo de Ornstein-Uhlenbeck com saltos.

462



10.3. Resultados

Homens

t:1970 t: 1980 t: 1990 t:NM

o
Q2

pos(r)
a

0

0.02765901

0.002602931

1.99982

0.0000157

0.04235259

0.02774L25

0.003064172

1.499783

0.0000139
0.06089494

0.02558451

0.0025976:!1

1.410356

0.0000122
0.09792257

0.01689187

0.001E11042

1.4018110

0.00001r8

0.1598514

Mulheres

t: l97O t: 1980 t: 1990 t:2004
pos(r)

a
0

oq

o.01472793

0.002131906
1.979812

0.0000144

0.1136527

0.01375416

0.003882015
1.89738

0.mm133
0.1580783

0.01163745

0.002211804
1.478399

0.m00128
0.2455139

0.007780187

0.00197203
1.460733

0.0000125

0.3832589

Quadro 10.3.2: Estimativas dos par6metros do modelo de Vasicek

1970

g

q

q
?o
oi

ci

nl

q

q

q

q

oa

.!
o
q
o

q

q
o
q

o.q
o
q
o

c;

9o 100 'r0

ldealo

2044

90 100 'tio

ldad.

2004

q

q
o

c
*o
oi

ci

ci

od
go

ldade

ll0'n0 9o

ldade

Figura 10.3.1: Calibragem da probabilidade de sobreviv6ncia 7-1p6s(t) em fungAo da

idade c + T - t pa^ra t : L970 e t : 2004 pelo modelo de Vasicek (homens d, esquerda e

mulheres d, direita)
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10.3. Resultados

Homens
t:797O t: 1980 t : 1990 t:2ff]4

ltts t)(
a
0
rl

U1

U2
qf

0.02765901
0.007744907

7.023741
0.006723491
0.000013521
0.005939451

0.0163585

u.uz7't4tzb
0.007143821

0.9945932
0.002601993

0.0000091582
0.00&52496
0.02269Mt

u.uzbc64er
0.w6444377
0.9856125

0.0m01443609
0.0+339722

0.006440902
0.03732777

u.u1069rd/
0.006059281

0.9631203
0.02750041
0.00011292
0.003046289

0.0697703

Mulheres
t :1970 t: 1980 t: 1990 t:ZtJi.M

ltas (r)
a
0
rl

U1

U2

sl

u.07472793
0.00681621

1.058501
0.00401142

0.m09M6517
0.005747897

0.0425649

0.01375416
0.0063647&
0.99757t2

0.00,4294324
0.0009506174
0.005369336

0.0546209

0.01163745
0.005853443

0.9896934
0.00552713
0.00014321

0.004802932
0.08910286

U.T,lU77UUIU7
0.005433239

0.9820363
0.014{}7855
0.05&18119
0.003539567

0.1461823

Quadro 10.3.3: Estimativas dos pard,metros do modelo de Vasicek com incerteza ditada
exclusivamente por saltos

d,

q

c

d'-

q

it.
ci

q

r.
q

s
ldade

2004

110 1m

ldade

2004

110

- {2oO4
Vaec* d eltG

90 90

&
110

Figura 10.3.2: Calibragem da probabilidade de sobreviv6ncia 7-1p65(t) em fungdo da

idade r +T - t para t: L970 e t:2004 pelo modelo de Vasicek com saltos (homens d,

esquerda e mulheres d, direita)
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10.3. Resultados

Homens

t: l97O t : 1980 t : 1990 t:2004

qz

pas(t)

a

0

0.02765901

0.m3087752

1.695073

0.00001192125

0.04271031

0-02774125

0.004710139
0.9973636

0.00001163
0.0624167

0.02558451

0.00900145E

0.4687738
0.mm146337

0.1063244

0_01689r.87

0.008128622

0.4685706

0.m00103841

0.173152

Mulheres
t :1970 t: 1980 t: 1990 t:2O04

pas(t)

a

e

o
e2

0.0L472793

0.004110858
1.0059467

0.000009723
0.177t25

0.01375416

0.003726601

1.0039989

0.00001334t|21

0.15773:16

0.01163745

0.003188738
0.9963081

0.00001036019
0.%85609

0.007780187

0.002846031

0.9858996
0.0000465832

0.3872163

Quadro 10.3.4: Estimativas dos pardmetros do modelo de Cox-Ingersoll-Ross

1970 1970

q

co
q

or
<i

q

ci

q

ci

c
or

d
r!o
q
o

9o l(x) tro

ldrde

2004

1N

'r0 1m

90 r00 flo
ldad6

2001

q

q
o
q

r-
ci

Gt

q

q

co
q

^o5oa
ci

(.1

q

g(,

ldade

00

Had6

1't0

Figura 10.3.3: Calibragem da probabilidade de sobreviv6ncia 7-1p6s(t) em fungd,o da

idade r +T - t para t: L970 e t:2004 pelo modelo de Cox-Ingersoll-Ross (homens d,

esquerda e mulheres d direita)
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10.3. Resr-rltados

Homens

t: 1970 t: 1980 t: 1990 t --20M

o
d

pos(r)
a

0.02765901

0.005055519

0.00001192

0.04045165

0.02774125

0.m/,427015
0.0000116:|
0.05808783

0.02558451

0.003765256

0.00001146
0.09458ffi4

0.01689187

0.003545tr!1

0.00001091

0.1561025

Mulheres
t :1970 t: 1980 t: 1990 t:2004

t as(t)
a
o
e2

0,01.472793

0.004171711

0.0000107L

0.Lw472

0.01375416

0.m3725035
0.00001101

0.1495434

0.01163745

0.003237471

0.00001056
0.2386794

0.007780187
0.m2896283

0.00001083

o.3743746

Quadro 10.3.5: Estimativas dos par6metros do modelo de Merton

1970 1970

q

.i
q

^e
@a

.!o

co

q

q

q
^o
o-

ci

q
o
q
I

q

ci

q

oa.

.!

c

q

c

q

oa

q

c

90 r00

ldad!

2W

il0|l0 90 100

ldad.

200/

90

lda&

9o

ldedc

il0fi0

Figura 10.3.4: Calibragem da probabilidade de sobreviv6ncia 7-1p65(t) em fungdo da

idade r +T - t para t:1970 e t:2004 pelo modelo de Merton (homens d esquerda e

mulheres d, direita)
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10.3. Resultados

Homens
t: 1970 t : 1980 t : 1990 t:2004

Paslt)
a
o
Tl

Ul
U2

e2

0.02765901
0.005053242
0.000011071
0.00001115

0.m00451156
0.0000105816

0.04021574

0.02774125
0.004424883
0.000010393
0.00001104

0.0001"107311

0.000010499
0.05717108

0.02558451
0.003763314
0.000011229
0.m001087

0.0000100005
0.0000132623
0.09CI9978

0.01689187
0.003543845
0.0000101&[
0.00001067

0.0001939105
0.0000104505

0.1559751

Mulheres
t: 1970 t: 1980 t: 1990 t:2004

ltaa t)(
a
o
n

U1

U2
62

o-01472793
0.004169785
0.00001045
0.00009851

0.000108623
0.000094152

0.1090888

0.01375416
0.00372323
0.00001074
0.00010124

0.0001013144
0.0000879932

0.1490257

0.01163745
0.003235819
0.00000983
0.00009193

0.000106861
0.000087001

0.2381378

0.007780187
0.N2894764
0.00001161
0.00011012

0.000084690
0.000097976

0.3739403

Quadro 10.3.6: Estimativas dos par6metros do modelo de Merton com saltos

q

it-
ci

it.

q

c
it-

<i

q

q

d-

q

90 100 110

ldedc

200/.

90 100 1r0

ldad.

200/.

s
ldade

9o

ldadc

Figura 10.3.5: Calibragem da probabilidade de sobreviv€ncia 7-1p65(t) em fungdo da

idade n +T - t para t:1970 e t:2004 pelo modelo de Merton com saltos (homens d

esquerda e mulheres d direita)
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10.3. Resultados

Homens

t: 1970 t: 1980 t:1990 t:2004

gz

Fes t)(

o
0.02765901

0.00090181

5.219403

0.42n4L25
0.000010r.r.

4.Urzrc

0.02558451

0.00001817

5.095721

0.01689187

0.00001911

8.920934

Mulherw
t: 1970 t:1980 t: 19S0 t:20M

ttas(t)
o
e2

0.0t472793
0.00013215

11.16352

0.01375416
0.00001598

fi3n78

0.01163745

0.00006799

12.48583

0.007780187
0.00000921

15.8%4

Quadro 10.3.7: Estimativas dos pard,metros do modelo de Dothan

1970 1970

q

q
o
q

^o
'or ci

q
o

<i

q

e

q
^o
6r

ci

ci

ai

so 'tfl)

ldadr

2M

1'10 1m 90 t00

ld€d!

2W
q

q

o
^ci
o.q

q
o
q

q

e

q
^o
6i

ci

.!

q
o

90

ldad.

lto 90

ldadc

Figura 10.3.6: Calibragem da probabilidade de sobreviv6ncia, 7-1p65(t) em fungeo da

idade n +T - t pa^ra t:1970 e t :2004 pelo modelo de Dothan (homens d, esquerda e

mulheres d, direita)
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10.3. Resultados

Homens

t : l97O t : 1980 t:1990 t:2O0/,
pos(r)

a
o
e

0.02765901

0.09363077
0.000009721

0.m07410979

0.02nil25
0.08492182

0.000014591

0.m5044t74

0.02558451

0.07872597
0.00001071

0.0t785774

0.01689187

0.00258513
0.00001931

0.01950928

Mulheres

t: 1970 t: 1980 t: 1990 t:2004
t as(t)

a
oq

0.01472793

0.1103031

0.00001067
0.0008417697

0.01375416

0-1051975

0.m001123
0.005409142

0.01163745

0.1028372

0.00001198

0.02129198

0.00280r.87
0.1123945

0.m001ml
0.03144563

Quadro 10.3.8: Estimativas dos par8metros do modelo de Feller

1970 '1970

q

ci

c

oa

.!
o
q

q

q

q
^o
of

6t

q
o

c

c

^<t
oa

.l

q
o

c

q
o
q

6*
<i

q
o

ci

90

ldado

20M

90 't00

lda(b

20u

l10

90

ldad8

90

ldadr

110

Figura 10.3.7: Calibragem da probabilidade de sobreviv6ncia 7-1p65(t) em fung5o da

idade r *T - t para t : 1970 e t :2004 pelo modelo de Feller (homens i esquerda e

mulheres d direita)
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10.3. Resultados

Homens
t: 1970 t: 1980 t : 1990 t:2|J]4

(

o,

o
rl

U1

U2

Q,

Pas t) 0.02765901
0.09516212
0.m001013
0.0117887
0.02654017
0.001128449
0.00u83312

4.02774125
0.09033169
0.00001131
0.03936915
0.0287M:19
0.0001023

0.001135141

0.02558451
0.08739382
0.00000981
0.06544481
0.02726L95
0.m01102

0.00423265

0.01689187
0.09949474
0.00000978
0.05226689
0.0275763

0.m009724921
0.0074:i1117

Mulheres
t: 1970 t: 1980 t: 1990 t:21N4

Pas(t)
a
o
rl

U1

u2
qf

0.01.472793
0.1119171
0.0m01044
0.01180289
0.0284:i91
0.0001189

0.0003536312

0.01375416
0.1096041
0.00001033
0.03190069
0.02890383
0.0001098

0.0007131984

0.01163745
0.1101916

0.00001082
0.05536174
o.o2T2m89
0.m01072

0.003482145

0.007780187
0.1199389
0.00001049
0.05693019
0.0ru525
0.m01066

0.006155311

Quadro 10.3.9: Estimativas dos par6metros do modelo de Feller com saltos

't970

q

o+
d
q

c

c;

q

q

q

d-
ci

q

q

q

dt

q

90 100 110

ldadc

2004

so 100 110

lC.dc

2004

90

Hade

110 so

ldade

Figura 10.3.8: Calibragem da probabilidade de sobreviv€tcia r,-tp65(t) em fungdo da

idade r +T - t para t : L970 e t:2004 pelo modelo de Feller com saltos (homens A,

esquerda e mulheres d direita)
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10.3. Resultados

llomens
t :1970 t: 1980 t:19fl) t:frM

Pes(t)
a

o
qz

0.02765901

0.0936308

0.000012138

0.0007411049

0.02n4t25
0.08492186

0.000009750

0.005044397

0.02558451

0.078726

0.m000862

0.0178578

0.01689187

0.0925852

0.000011292

0.0195094

Mulheres
t : L970 t: 1980 t: 1990 t:M4

Pas@)
a,

oq

0.01.472793

0.1L03031

0.00001414
0.000864797

0.01375416

0.1051976
0.00001281

0.Nilw227

0.01163745

0.1028373

0.00001198
o.02729223

0.m7780187
0.1123947

0.00001125
o.o3LM625

Quadro 10.3.10: Estimativas dos pardmetros da equa{e,o de Ornstein-Uhlenbeck com

drift positivo

19701970
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q
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e
5oi
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o
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q

eo
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oa
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o
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q

co
c

^oir-
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.!
o
q
o

q

q
o

c
^o
@-

ci

d
q
o

90

t&(b

2004

110110 90

ldr&

2W

9o

ld.da

ltofio 90

ld.&

Figura 10.3.9: Calibragem da probabilidade de sobreviv6ncia y-1p6s(t) em firngAo da

idade r +T - t para t: t970 e t:2004 pela equagdo de Ornstein-Uhlenbeck com dri,ft

positivo (homens d, esquerda e mulheres d direita)
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10.3. Resultados

[Iomens
t:L970 t : 1980 t: 1990 t:2O04

Pas\t)
a
o
q
ul
u2
02

0.02765901
0.09502302
0.00001756
0.021&f396
0.00001095

0.001401751
0.0004920324

0.02n4125
0.08987547
0.m001279
0.07929218
0.mm1m9

0.001471971
0.001228453

u.u205u401
0.08663877
0.00001022
0.1301158

0.000009122
0.002069324
0.N4574614

0.016E91E7
0.09876713
0.00001018
0.09708766
0.00001198

0.000119
0.N7972327

Mulheres
t: 1970 t: 1980 t: 1990 t:2004

Por(t)
a
o
rl
ul
u2
62

0.01472793
0.1 117468

0.000013215
0.02105941

0.000009723
0.m00951

0.mm750678

0.01375416
0.1091729

0.000009158
0.05881956

0.000013348
0.0001024

0.00083302

0.01163745
0.1N424

0.00009679
0.09900384
0.00001036
0.0000993

0.004039717

0.m7780187
0.1190731

0.000011292
0.09759169
0.000@658
0.0001012

0.m7182579

Quadro 10.3.11: Estimativas dos pard,metros da equaqe,o de Ornstein-Uhlenbeck com
d,rift positivo e saltos
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Figura 10.3.10: Calibragem da probabilidade de sobrevivoncia y-1p6s(t) em fungdo da
idade r +T -t parat: Lg70 et:2004 pela equagflo de Ornstein-Uhlenbeck com drift
positivo e saltos (homens d esquerda e mulheres d direita)
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10.3. Resultados

Nas Figuras L0.3.11, 10.3.12, 10.3.13 e 10.3.14 oferecemos uma panord.mica geral

sobre o desempenho dos modelosl representando os desvios entre as probabilidades

r-rp&"d"I(t) " ,-rpffi(t). Assinalamos, em particular, os desvios significativos em torno

de r-rpffi(t) dos modelos com mecanismo de reversd,o d, m&ia.
Em relag6,o As estimativas dos pardmetros, o primeiro aspecto a realgar diz respeito

ao valor bastarrte baixo do coeficiente de difusdo a dos processos estocd.sticos. Em

contrapartida, a dimensS,o dos saltos (positivos ou negativos), expressa nos pard,metros

ur e uz, Elssume maior expressS,o, oscilando bastante entre um mfnimo de 0.0@01 e um
mdximo de 0.05, embora com uma frequ6ncia (dada pelo pardmetro 4) baixa.

Estes resultados constituem um sinal cla.ro de que os saltos descontfnuos assumem um
papel importante no processo de calibragem e de explicagSo da componente estocdstica

da intensidade p,,(t).
Nos modelos com mecanismo de reversS,o d, m6dia, observa-se que a velocidade de

converg6ncia dos processos estocdsticos (pardmetro o) 6 relativarnente est6,vel no tempo,

em particular nas duas variantes do modelo de Vasicek. Nestes modelos, a m6dia de

longo ptaz,o 0 apresenta, como se a,ntevia, uma tend6ncia decrescente no tempo, embora

o valor tenda a estabilizar nas gerag6es mais jovens.

Figura 10.3.11: Desvios entre a fung6o de sobreviv€ncia 7-1p65(1970) estimada pelos

modelos e a implfcita nas tS,buas prospectivas, Homens

ua clara desadequaqdo ao problema em and,lise.

- Vasicak
Vasi@k d slios
ctR
M€rton

- MtrtondsdfG-ou
OU d safios
ruhr- Feuerdsalbs
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Figura 10.3.L2: Desvios entre a firnqEo de sobrevir€ncia 2,-sp6s(1970) estimada peloe

modelos e a implfcita nas tdbuas prospectivas, Mulheres

Figura 10.3.13: Desvios entre a firnqdo de sobrevir€ncia r-tpos(2004) estimada pelos

modelos e a implfcita nas tdbuas prospectirns, Homens
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Figura 10.3.14: Desvios entre a fungSo de sobrevivOncia yap65!004) estimada pelos

modelos e a implfcita nas t6,buas prospectivas, Mulheres

10.4 ConclusSo

Neste capftulo, investigd,mos a utilizagdo de processos estocdsticos do tipo afim para de
screver a traject6ria da intensidade p, (t) na populagSo portuguesa. Para tal, calibrd.mos

as equaq6es de difirsdo de um conjunto variado de modelos usando a informagSo contida

nas tdbuas prospectivas derivadas no Capftulo 7.

Os resultados obtidos no procedimento de calibragem sugerem que os processos es-

tocdsticos sem componente determinfstica (tend6ncia) e os processos com mecanismo

de reversSo em direcgSo a uma m6dia de longo pra"zo n5,o podem ser considerados ad-

equados paxa caracterizar a trajectdria da intensidade pr(t). Em contrapartida, os

procmsos do tipo afim cuja componente determinlstica cresce de forma exponencial re-

velam um desempenho adequado e consistente no tempo, sobretudo quando comparados

com processos cuja tend6ncia determinfstica cresce de forma linear.

Os resultados dos testes de ajustamento indiciam igualmente que os modelos que

incluem saltos na equagSo de difirsSo apresentarn, sistematica^rnente, melhores resulta-

dos do que aqueles que ndo admitem choques descontfnuos (positivos ou negativos) na

tend6ncia do processo estocd,stico. Esta conclusd,o 6 reforgada pelo bom desempenho
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dos modelos com estas caracterfsticas em contextos de maior incid6ncia do fen6meno

de rectangulariza4So da fungS.o de sobreviv6ncia. Em consequOncia, conclui-se que a
inclusSo de saltos descontfnuos na componente estocdstica dos processos pode contribuir
para descrever as variag6es aleat6rias na intensidade de mortalidade.

Investigag6es futuras deverdo sei capazes de avaliar a sensibilidade destes resultados

a alterag6es na amostra, na idade inicial do procedimento de calibragem e de verificar a
import6,ncia de um eventual efeito geragio numa base mais alargada.
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Capftulo 11

Aplicag6es Actuariais e Cobertura
do Risco de Longevidade

" Longeaity risk is the nefi big fronti,er for financtal markets - unless of aurse
son'Leone rains it all in the meant'ime and discoaers the secret of eternal life."
(Blake et a1.,2006a)

11.1 Introdugfio

As alteragoes demogriificas registadas nas riltimas d6cadas tiveram impactos significa-
tivos no mercado de seguros e de fundos de pens5es. Empresas e entidades reguladoras
comegam a tomar consciOncia da import6,ncia que a inclusSo da incerteza em torno da
evolugS,o da mortalidade, em particular do risco de desvios sistemiiticos em relagSo aos

valores esperados, assume na correcta avaliagio da capacidade das instituig5es para rel.

speitarem os seus compromissos.

Este risco 6 acrescido pelos problemas de sustentabilidade financeira dos tradicionais
sistemas de seguranEa social, nos quais a moderagSo dos beneffcios concedidos pelos sis-

temas de repartigS,o, a progressiva conversdo dos planos de pens6es de beneffcio definido
em planos de contribuigSo definida e a tendOncia para a adopgS,o de sistemas de seguranga

social assentes em mecanismos de capitalizagSo, tenderSo a reduzir a parcela do rendi-
mento na reforma que 6 "garantida", aumentando a procura de solug5es de cobertura
individual.

No mercado de seguros, a determinagSo dos pr6mios dos contratos segue uma prritica
convencional que envolve a aplicagao do principio da equivalOncia e o uso de bases t6c-
nicas (demogrrificas e financeiras) deterministicas prudentes. No passado, esta prd,tica
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conduzia frequentemente a excedentes sistem6ticos, que eram usados para adquirir cober-

tura adicional ou redistribufdos entre os beneficiririos sob a forma de b6nus. Indepen-
dentemente da maior ou menor margem de seguranga que a escolha de uma t6bua de

mortalidade conservadora pudesse representar no momento da celebragSo dos contratos,

a verdade 6 que a evolugdo da mortalidade reforgou a ideia de que as companhias estSo

expostas ao risco de longevidade.

A natureza sistemritica deste risco faz com que a adopgSo dos tradicionais meca-

nismos de agregagS,o ("pooli,ng") dos contratos ni,o seja, neste caso, efrcaz, uma vez que

afecta todas as ap6lices na mesma direcgSo e ao mesmo tempo. Em consequ6ncia, as

companhias devem procurar mecanismos de cobertura do risco de longevidade diferentes,
que envolvam solug6es internas ou externas, usando t6cnicas cLissicas no mercado de

seguros ou clamando por solugSes inovadoras, que passem pela titularizaqdn dos riscos

ou pela criagio de um novo mercado de derivados de mortalidade.

Os problemas no prtcing e no crilculo das reservas criados pelas tendOncias demogrii-
ficas levaram as entidades reguladoras (em particular o International Accounting Stan-

dards Board) a advogar a avaliaqS,o de activos e responsabilidades pelo seu valor justo,

i.e., pelo seu valor de mercado. Em termos prriticos, esta proposigSo determina que as

avaliag6es devem considerar convenientemente todos os factores de risco (financeiros e
demogrrificos, diversificd.veis ou sistem6ticos) e fundamentar as hip6teses usadas na sua

medig5,o.

Neste capftulo analisamos a aplica4So de modelos de mortalidade estocdstica na
avaliagSo de contratos de seguro com cash flows contingentes d sobreviv6ncia ou morte
do indivfduo e discutimos variadfssimas t6cnicas de cobertura do risco de longevidade.

O capftulo est:i organizado da seguinte forma. Nas Secg6es 11.2 e 11.3 fazemos a

analogia entre contratos de seguro do ramo vida e activos sujeitos a risco de cr6dito e

descrevemos a estrutura do modelo de avaliagS,o num contexto estociistico, considerando

quer os factores de risco financeiros, quer os demogr6ficos.

Na SecgSo 11.4 discutimos a aplicagSo desta metodologia na avaliagSo de ap6lices

tradicionais do ramo vida e de produtos estruturados, dando especial atengio ao pro-

blema da determinagdo do prego de mercado do risco de longevidade. Em particular,
desenvolvemos um novo m6todo de estimagSo do prego do risco, recorrendo a um princi-
pio cliissico de determinagSo do pr6mio em contratos de seguro.

Por flm, na Secg6o l-1.5 discutimos um conjunto extenso de solugSes de cobertura do

risco de longevidade que as companhias podem adoptar para gerir a exposigSo das suas

carteiras.
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LL.2 Contratos de seguro e activos com risco de cr6dito

No capftulo anterior vimos que existem, grosso modo, duas grandes abordagens na avalia-

g5o de activos sujeitos a risco de cr6dito: a abordagem estrutural, que proclrra descrever

o evento de incumprimento modelando a dinA,mica do valor dos activos da empresa, e a

abordagem pela intensidade, que assenta na fixaqd,o ex6gena da probabilidade condicional

de incumprimento, materializada na especificagSo de equagoes diferenciais estociisticas

para a intensidade de incumprimento.

Um resultado fundamental na abordagem pela intensidade 6 aquele que estabelece

que a avaliagS,o de activos com risco de cr6dito pode ser realizaAa usando a mesma

construgSo te6rica adoptada na avaliaqS,o de activos financeiros sem risco. A rinica

diferenga diz respeito d necessidade de, num contexto de neutralidade face ao risco, se

efectuar a operagSo de desconto usando, nio uma taxa de juro sem risco, mas uma taxa
de desconto (ajustada ou fictfcia) que leve em linha de conta quer o momento, quer a
probabilidade de ocorr6ncia do incumprimento.

Em particular, designemos por .R o processo para a ta>ca de desconto ajustada e por
Bd (0,?) o preEo de uma obriga45o de cup6o zero comrisco de cr6dito, maturidade em 7
e valor nominal unitri.rio. Com base nos resultados de, por exemplo, Artzner e Delbaen

(1995), Lando (1998), Duffie e Singleton (1999), podemos escrever

Bd (o,T) : rE l"- 
t{ r"r"] * f' ."q"d,", (71.2.1)

onde o primeiro termo no lado direito corresponde ao prego de um activo que paga uma
unidade monetd,ria na maturidade em caso de respeito integral das obriga46es por parte

do emitente, tl" denota o montante recuperado em caso de incumprimento no momento s
e Q, a funEio de densidade do prego do activo no intervalo (s, s * ds) . O valor esperado

e a densidade sd,o ambos especificados com respeito a uma medida de probabilidade

"rislc-neutral" .

Se interpretarmos o incumprimento como o evento correspondente ao 6bito da pessoa

segura (e a intensidade de incumprimento como a intensidade de mortalidade), podemos

verifi.car que a equagS,o (11.2.1) cobre um conjunto significativo de contratos de seguro

tradicionais. Por exemplo, a equagS.o contempla dotes puros (endouments) de maturi-
dade arbitrdria e outros beneffcios de natureza andloga. Uma renda (tempordria ou

vitalfcia) pode ser representada por combinag6es de cash flows abrangidos pelo termo
valor esperado em (11.2.1), com diferentes maturidades (datas de pagamento). Recor-

damos que, da mesma forma que uma obrigagSo cliissica pode ser decomposta (stripped,)
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11.3. Estrutura do modelo de avalia,gSo

num conjunto de obrigagSes de cupSo zero, uma renda pode ser decomposta numa se-

qu6ncia de dotes puros.

Apesar das semelhangas na andlise, devemos ter em conta que a interpretagS,o do

evento de incumprimento deve, neste caso, ser invertida. Com efeito, enquanto que ilrma
renda vitalicia os pagamentos cessam quando a pessoa segura (o beneficiri,rio) morre,

numa obrigagSo os cup6es deixam de ser pagos quando o emitente (entidade responsrivel

pela liquidagSo dos cup6es e amortizagdo do principal) entra em incumprimento.l
A analogia que 6 feita entre um dote puro (renda) e uma obrigagS,o de cupSo zero

(obrigagdo cklssica) com risco de cr6dito comporta algumas vantagens. Em particular, ela
facilita a implementagio prritica de uma abordagem onde se conjugam, simultaneamente,

factores de risco demogr6ficos e fi.nanceiros. A metodologia de avaliagio resultante con-

cede maior riqueza te6rica a algumas t6cnicas actuariais tradicionais, ao mesmo tempo
que nos catapulta para a anillise de problemas mais complexos, como sejam o pnci,ng

de garantias e opgSes incluidas em contratos de seguro. Por exemplo, a avaliaqio das

denominadas guaranteed annur,ty opt'ions (GAO's), opg5es que concedem ao detentor da

ap6lice o direito de converter no futuro um determinado valor acumulado numa renda
vitalfcia a uma dada taxa garantida, requer o exame conjunto das dinAmicas da taxa de
juro e da mortalidade.

Assinale-se ainda que muitos dos conceitos adoptados na avaliagS,o de activos finan-
ceiros jii est6o, de certo modo, incorporados na priitica actuarial, o que pode facilitar a

preparagSo da documentagdo financeira segundo as normas definidas pelos IASB.2

11.3 Estrutura do modelo de arnaliageo

Nesta secEio descrevemos, separadamente, as fontes de incerteza que determinam o

valor dos contratos de seguro: a incerteza financeira e a intensidade de mortalidade.
O objectivo 6 combinri-las de modo a caracterizar adequadamente a dindmica inerente
a um contrato de seguros. A discussSo que se segue 6 parcialmente baseada em Dahl
(2004), Biffis e Millossovich (2004,2006) e Biffis (2005).

L1.3.1 Mercados financeiros

Considere-se um mercado financeiro composto por apenas dois activos: um activo com

risco 51 e um activo sem risco (money market account) Bt. De acordo com os postulados

IA hipdtese de incumprimeoto por parte da companhia de seguros n5o 6 concebida nesta aurilise.
2Por exemplo, o conceito de mudanga de medida de probabilidade est6 essencialmente associado d

escolha de bases t6cnicas adequadas.
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11.3. Estrutura do modelo de avaliaqSo

tedricos habituais, assumimos que o mercado se rege pelas seguintes condig6es: (i) o

mercado 6 completamente lfquido, i.e., 6 sempre possfvel comprar ou vender qualquer
quantidade de ambos os activos, (ii) ndo existem custos de transacgS,o, (iii) o spread

bi,d-ask 6 nulo e (iv) s6o admitidas posig6es curtas em ambos os activos.3

Seja (fl,F,lF,lP) um espaqo de probabilidade fechado fixo. A dinAmica dos pregos

dos activos 6 definida por

dSt : a' (t, 51) Stdt + o' (t, 51) S1dw1, ,90 > 0

dBt : ryB1d,t, Bo: l,
(11.3.1)

(11.3.2)

onde 81 simboliza o valor capitalizado no momento t de um depdsito inicial (t:0) de

uma unidade monetdria, remunerado a uma taxa de juro sem risco de curto prazo r) e
(Wr)oSrSr 6 um processo de Wiener standard.

Na aus6ncia de oportunidades de arbitragem, existe uma medida de probabitidade
equivalente (equi,ualent martingale rneasure) Q, com base na qual o processo B-t S 6

uma martingala (Duffie, 1996). Admitamos que o activo com risco gera dividendos e

denotemos por D o seu processo de acumulagSo. Neste caso) a dindmica de 56 6 definida
por

st : iEe 
lu- 

IT ,"0" ,, - [ u- Ii,"o" oo"l"] (11.3.3)

Suponhamos agora que a din6,mica dos pregos dos activos 6 ditada por um processo

estocristico do tipo afim (com saltos) Y em lRe. Em termos mais precisos, assumimos

que r 6 expressa mediante rt : r (Y1), onde Yt satisfaz uma equagSo do tipo (9.2.10)

e as condig6es af expressas e r(.) 6 uma fungdo real do tipo afim r(r) : po * pt. fi,
com p6 € IR e p, € Re. Em resultado, a estrutura temporal de taxas de juro pode ser

determinada em termos dos pregos de obriga46es de cupSo zero B (t,T) , T > t > O,

(11.3.4)

e assume, como se observa, uma estrutura exponencial de uma fungio do tipo afim.

LL.3.2 Mortalidade

Concentremo-nos na intensidade de mortalidade de uma pessoa segr[a pertencente a um
grupo homog6neo (i.e., integrando um grupo de pessoas segura,s com a mesma idade e
estado de saride, cuja vida residual se pode assumir que tem uma distribuigSo id6ntica).

3Admite-se igualmente que os mercados flnanceiros podem ser incompletos

B (t,r): u* 
l"- 

Ii'r]| ,*lnf : .aQ,\+aG,r).Y
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11.3. Estrutura do modelo de avaliagdo

Para uma dada base estociistica (Q,f,lF,lP), considere-se uma pessoa segura com

idade z no momento 0 (data de realizagSo do contrato). A duragS,o aleat6ria da sua vida
residual6 modelada em termos de um tempo de paragem r, admitindo uma intensidade
p. A semelhanga do que fizemos no Capftulo 9, assumimos que p: p(X1), onde X1 6
um processo do tipo afim (com saltos) com dindmica ditada por (9.2.10) u p (.) 6 uma

funqdo do tipo afim. Na pr6tica, a intensidade pode ser descrita por qualquer um dos

modelos analisados na Sec96es 9.4 e 9.5 do Capftuio 9.

11.3.3 Modelo combinado

Considere-se uma base estociistica (0, .F,lF, IP) suficientemente abrangente para suportar
os processos Y e X. De forma natural, assumimos que as varidveis de estado que

governam os pregos dos activos financeiros (Y em Rft) s6o independentes das variilveis
de estado que influenciam a dindmica da intensidade de mortalidade (X em IR.d). Trata-
se, como mencion6mos no capftulo anterior, de uma hip6tese conveniente, habitualmente

aceite na literatura, mas que 6 contestada por alguns autores (e.g., Miltersen e Persson

(2005) e Bauer e Russ (2006)).

A nossa anrilise incide sobre uma pessoa segura (representativa) com idade r no mo-

mento 0, com duragdo de vida residual descrita por um tempo de paragem r, admitindo
uma intensidade estocdstica p,.

O fluxo de informagSo disponivel no momento , > 0 6 representado pela filtragem
[' : (ft)r>0, que encerra elementos sobre a evolugio de todas as varidveis de estado at6

ao momento f e informag6o sobre se o 6bito da pessoa segura ocorreu entretanto. Seja

Z : (X,Y) o processo conjunto das variiiveis de estado em iR.&*d. Como X e Y sio
processos do tipo afim independentes, o processo Z tambbm o 6.

Para efeitos de avaliagao das responsabilidade pelo seu valor jtsto (fair ualue, nos

termos da definig5,o e metodologia sugeridas pelo IASB), considera-se que existem mer-

cados secund6rios onde as (res)seguradoras podem transaccionar carteiras de ap6lices,

de modo a que seja poss(vel tomar posig6es curtas ou longas em contratos de seguro.

Dependendo do tipo de contrato a avaliar, admite-se que 6 possfvel transaccionar

continuamente em mercado secundd,rio um conjunto de contratos de seguro biisicos,

que representam os activos "primitivos" usados no pricing segundo argumentos de n6o

arbitragem.a

Nos casos em que a avaliaEdo se destina a calcular o valor das reservas financeiras

ou ao pricing de produtos em mercado primririo a situagS,o 6 mais complexa, na medida
aPor exemplo, na avaliaqSo de rendas vitalfcias admite-se, implicitamente, que os dotes puros de

diferentes maturidades podem ser considerados activos primitivos.
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1L.4. Avaliaqdo de contratos de seguro do ramo vida

em que nos referimos a mercados onde as companhias de seguros assumem, regra geral,

posig5es curtas em contratos de seguro, a,o passo que as pessoas seguras apenas tomam

posig6es longas.5

A um outro nfvel, a transposigSo para um nfvel agregado (i.e., de uma carteira) dos

argumentos de n6o arbitragem usados no pri,cing de contratos individuais sd pode ser

considerada como uma aproximagSo, urna vez que cada apdlice se refere apenas a uma

determinada pessoa segura. De facto, os argumentos habituais, envolvendo cobertura

perfeita e carteiras replicantes, s6 se aplicam a cada uma das ap6lices consideradas de

per si,. Qualquer extensdo dos resultados a carteiras de ap6lices deve ser entendida

como uma aproximagio, cujo grau de precisS,o dependerii naturalmente da dimensS,o da

carteira e do grau de homogeneidade das pessoas que integram a populagdo.

1L.4 AvaliagSo de contratos de seguro do ramo vida

Nesta secgSo analisamos a avaliagio de contratos de seguro com cash flows contingentes

d, sobreviv6ncia ou morte do indivfduo. Para tal, exploramos a jd mencionada analogia

entre os conceitos de intensidade de incumprimento e de intensidade de mortalidade.

Designemos por .R, (t) a taxa de desconto actuarial que resulta da soma da taxa de juro
com a intensidade de mortalidade, i.e.,

R*(t):rt*p*(t), (11.4.1)

onde notamos que R, (t) 6 simultaneamente dependente da idade e do tempo cronol6gico.

Suponhamos que existe uma medida de probabilidade equivalente Q, com base na

qual todos os activos financeiros s6,o considerados martingalas ap6s desconto usando

a money market account como numerd.rio. Com base em Q, assume-se que o tempo

de paragem r, 6 duplamente estocdstico e condicionado por QxC IF com intensidade

p,,. Com base nos resultados de Lando (1998), Duffie e Singleton (1999) e Jamshidian

(2004), entre outros, a avaliagSo de um activo contingente d, sobreviv6ncia do indivfduo
reduz-se d. avaliaESo de um activo sem risco de incumprimento. Tal significa que, usando

argumentos de n5,o arbitragem, os pregos dos contratos de seguro sdo martingalas-Q ap6s

desconto usando a taxa de desconto actuarial (money market account ajustada pelo risco

de mortalidade) como numeriirio.

oAssinale-se, todavia, que as restrig6es no lado das companhias de seguros podem ser contornadas se
admitirmos que existe um mercado de resseguro ilimitado, permitindo assim uma tomada de posig5es
longas nos contratos vendidos. Outra solugS.o passa pela exploragS.o das chamadas "coberturas naturais",
um tema a que regressaremos na SecgSo L1".5.
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1L.4. Avalia4S,o de contratos de seguro do ramo vida

Conforme veremos em seguida, a avaliagS,o de contratos de seguro num contexto
estociistico assenta em dois activos base (ou primitivos). No primeiro caso, trata-se de

um activo que paga uma determinada quantia fixa em caso de sobreviv6ncia da pessoa

segura num dado momento futuro. No segundo, trata-se de um activo que paga uma
quantia fixa em caso de morte da pessoa segura num determinado perfodo de tempo.

A combinaqSo destes dois activos base permite-nos posteriormente alargar os resultados

em termos de avalia46o a diferentes tipos de contratos de seguro (ap6lices tradicionais,

do tipo uni,t-li,nk ou indexadas, contratos com opg5es incorporadas, etc.). Um aspecto

crucial na avaliagSo refere-se d determinagS,o do pr€.m'io de risco de mortalidade, problema
que nos remete para a discussSo em torno da aplicagSo de medidas de probabilidade

realistas ou, risk-neutral no contexto actuarial. Os resultados apresentados nas secg6es

seguintes s6,o parcialmente baseados Biffis e Millossovich (2004,2006), Biffis (2005) e

Ballotta e Haberman (2006).

LL.A.L Activos base

Consideremos em primeiro lugar a determinagSo do valor justo dos activos base envolvi-

dos na avaliagSo de contratos de seguro. Estes dois activos t6m uma matriz de payoffs

simples, que se resume, no primeiro caso, a um determinado cash flow num dado mo-
mento futuro, em ca,so de sobrevivOncia e, no segundo, a um dado cash flow caso o 6bito
seja registado num determinado perfodo de tempo.

O valor justo apresentado corresponde ao pr6mio puro estimado considerando apenas

os factores de risco financeiro e demogrri,fico. N5o inclui, por isso, quaisquer comiss6es

ou cargas adicionais cobradas pela seguradora para f.azet fane a encargos administrativos
ou financeiros. A estrutura de avaliagSo usada foi descrita na secgS.o anterior.

Designemos por SB1 (Cr;T) o valor justo, calculado no momento f, de um beneffcio

conhecido de montante C7 a receber no momento 7 em caso de sobrevivOncia, com

0 <, < 7. O seu valor 6 dado por

Sfu(C7;T) : (11.4.2)

onde o valor esperado 6 calculado com respeito a uma medida de probabilidade ns&-

neutral Q.
Em particular, se assumirmos a independ6ncia entre os mercados financeiros e o

comportamento da mortalidade e explorarmos a independ6ncia entre as filtragens GX :

,* 
["- 

[[,{vdaunr,,r*crlaf

II1,. ;,11lEQ l.- 
IT o'"' + t'6dd'' crlgtT,
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: [{,,>t} I:* l"- 
firrr"r+1.,'(xu))du r(x,) c"l orf a,

Se assumirmos, em particular, a independ6ncia entre os processos X e Y obtemos

DB1(c,,;?) : rr1",> r l:u. [, [irvdaus,lof] ,- l, t:r(x-)d,ur6)lq{1d,.
(11.4.6)

Admitamos agora que num contexto ri,sk-neutral r, p, X e Y s5,o processos do tipo
afim com respeito a IF, nos termos do descrito nas secg6es anteriores. Considerando que

X e Y sd,o independentes, o processo conjunto Z : (X,Y) assume, tamb6m ele, uma

estrutura do tipo afim. No caso de os beneffcios implfcitos nos contratos serem fungdes de

Z cobeftos pela transformada (9.2.18), as expressdes para o valor dos contratos ganham

uma flexibilidade analftica acrescida admitindo, nalguns casos, solug6es fechadas.

LL.4.2 Contratos de seguro do ramo vida

A combinagSo adequada dos activos base definidos na secE6,o anterior permite-nos derivar

resultados para um nfmero significativo de contratos de seguro do tipo cldssico (i.e.,

sem b6nus), do tipo uni,t-link e indexados. No primeiro caso, referimo-nos a contratos

em que o beneffcio C 6 determinfstico. No segundo caso, estamos perante contratos

(11.4.3)

(9{)r2o e GY: (9{)rro, com g{ : o(X":O<s<t)
podemos escrever

Sfu(cy;?) : rr1,,,trr* [" 
fl?.+u-)ao*|"]

Dfi(C,,;T) : ,* 
["

eO{: o(Y",0(s(t),

O valor do contrato SBx(Cy;?) 6 nulo no intervalo {r, ( t}. Restringindo-nos ao

intervalo {r, > t} , a natureza duplamente estoceistica do tempo de paragem permite-nos
escrever (Biffis, 2005)

sB1(c7;?) : i\,,>,rma 
[,- 

fl r(vdausrlrt] * 
l"- 

IT 
^*"""lnf]

- [ i r (vd au g r,o rr.r, =rtl n]

(11.4.4)

Representemos agora por DB1(C.,;T) o valor justo, calculado no momento t, de

um beneficio em caso de morte de montante Cr,, pag6vel caso o benefici6rio da apdlice

falega antes do momento ?, com 0 < , < 7. O seu valor 6 dado por

(11.4.5)
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em que o beneficio 6 aleat6rio, dependente da evolugd.o de um fundo de refer€ncia ou

de um fndice. Refira-se ainda que os processos estocristicos que descrevem os beneffcios
podem depender do vector de vari6veis de estado Z, o quLe possibilita lidar com contratos
de seguro diferidos e com beneffcios contingentes d evolugSo da mortalidade. Este 6,

por exemplo, o caso de seguros com retornos ligados, de alguma forma, d evolugSo de

indicadores demogrdficos.

Apresentamos, de seguida, uma vis6o geral sobre os contratos cobertos pela metodolo-
gia de avaliagdo, referindo-nos em todos os casos a acordos efectuados por individuos
com idade r no momento f : 0. Sempre que possfvel, usamos a notag6o actuarial clis-
sica para facilitar a sua comparaES,o com as correspondentes f6rmulas derivadas num
contexto deterministico.

Seguros de vida

Num seguro de vida, a companhia compromete-se a pagar ao beneficidrio o valor nomi-
nal da ap6lice em caso de morte da pessoa segura. Os seguros de vida sdo chamados de

tempord,rios se as responsabilidades da seguradora cessam ao fim de 7 anos, caso o segu-

rado esteja vivo, ou de uida i,nteira se as responsabilidades da seguradora se extinguem
apenas com a morte do segurado, independentemente da idade em que esta ocorra.

Tomando como referOncia o activo base definido em (11.4.6), o valor justo (pr6mio
puro pago de uma s6 vez) de um seguro de ai,da tempordrio garantindo um beneffcio C
em caso de morte da pessoa segura no periodo (0,T1, Aa,T1,6 dado por

A*,71: DBs(C",;T) . (11.4.7)

A equagdo (L1.4.7) 6 compardvel com a sua homdloga em contexto actuarial c}issico
(deterministico), definida por (e.g., Gerber (1995), Bowers et al. (lgg7))

T-l
A*,71 :Dur*'uo*'Qx*kt

&:0
(11.4.8)

onde u : (1 + i)-' , i, denota :uma tara d,e juro t\cnica fixa e se assume, por simplificagdo,

que o montante seguro 6 unitririo (i.e., C: 1).

No caso de um seguro de aida inteira, apenas precisamos de estender a maturidade
do contrato at6 d idade mrixima admissfvel ri, i.e.,

Ar: DBo(Cr.;u - r),
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1L.4. Avaliag[o de contratos de seguro do ramo vida

equa,g5,o que compara com a sua hom6loga em contexto actuarial cLissico

u-n-L
Ar: D ur*'rOx-er+k.

k:0
(11.4.10)

Dotes puros e seguros dotais

Um dote ptxo (pure end,oument) envolve o pagamento a uma pessoa segura de uma

determinada quantia numa data futura, desde que essa pessoa esteja viva para o receber.

O valor justo (pr6mio rlnico puro) de um dote puro de montante C a receber no momento

7 em caso de sobrevivdncia, TE*,6 calculado, nos termos da definiglo (L1.4.4), mediante

TEr: SBo(Cr;T). (11.4.11)

As vantagens decorrentes do recurso a modelos do tipo afim para a modelagSo do

comportamento din6,mico dos factores de risco tornam-se evidentes quando constatarnos

que, no caso de r, F, X e Y seguirem processos do tipo afim, a equa,gao (11.4.11) se

simplifica para dar lugar a

T E r : eA" (0'T ) + B. (O,T )'Yo e'4' p (o,a,T) + B p (0, t,7')' X s (11.4.12)

onde "4, (.) , B, (.) , Ar(.). Br (.) r- solugSes de um sistema de EDO's para os processos

rep.
A expressS,o (11.4.11) compara) no contexto actuarial cleissico, com (para C : t)

TEr : uT 'T Pr. (11.4.13)

Um dote gen6rico (endowmenf) 6 um contrato que combina um dote puro de mon-

tante Ct a receber ao fim de 7 anos com um seguro de vida temporiirio de valor C" no

intervalo (0,7].Se conjugarmos as equag6es (1L.4.4) e (11.4.6), o seu valor justo 6 dado

por

A,,r1 (C" C") : S Bs(C7;r) + DBo(ci ;r). (17.4.14)

Como se observa, esta definigSo gen6rica inclui os dotes puros (C" : 0) e os denomi-

nados seguros dota'is (C' : C") como casos particulares, assim como combinag6es mais

complexas. Por exemplo, o valor justo de um chamado dote duplo (double endourment),

i.e., de um dote em que o beneficio em caso de sobreviv€ncia 6 o dobro do beneffcio em

caso de morte 6 obtido a partir de (11.4.14) considerando C' -- 2Ct' .

487



7L.4. AvaliaqSo de contratos de seguro do ramo vida

Rendas vitalfcias

Uma renda ur,taltci,a (life annuitg) 6 um contrato mediante o qual a companhia de seguros

se compromete a pagar a um beneficiSrio com idade inicial z um conjunto de rendimentos

(uma renda) de forma peri6dica (mensalmente, trimestralmente, anualmente, etc.) en-

quanto este estiver vivo, cessando as obrigag6es da companhia apenas ap6s a sua morte.
Em contrapartida, o benefici6rio entrega d companhia um ou mais pr6mios, conforme o
acordo estabelecido. Nos casos em que o contrato estabelece que as obriga46es da segu-

radora terminam ao fim de um determinado nfmero de anos, mesmo que o beneficiririo

esteja vivo, falamos de rendas u,italtcias tempori,rias.

Uma renda vitalfcia pode ser decomposta numa sequ6ncia de dotes puros com difer-

entes maturidades. Considere-se, por exemplo, uma renda vitalfcia antecipada que paga

um beneficio de montante C no irucio de cada perfodo t:0,L,2,. .. em caso de sobre.

viv6ncia do beneficidrio da ap6lice. O seu valor justo, assumindo pagamentos discretos,6

6 dado por
u-t-l a-*-L

a,(C): D hEr: t SBs(Ch;h)
h:O h:0

ou, admitindo uma estrutura do tipo afim para os processos r e pr, por

(11.4.15)

u-t-l

ii, (C) : I C 7eA" 
(0,h) +B,(o'h)'Yo uA*(o'x,h)+B p(o,t,h)' xs

h:0
(11.4.16)

(11.4.17)

Estas express6es comparam com a sua equivalente actuarial cLissica (com C: 1),

definida por

'd,"(C) -- L un-n0,.
h=0

Consideremos agora o caso de uma renda uttaltcia di,ferida t anos, que envolve o
pagamento contfnuo de um beneficio indexado em caso de sobrevivOncia do beneficiririo

da ap6lice. Suponhamos que o beneffcio 6 composto por um montante fixo e por uma
parcela varidvel igual a uma percentagem ? do nfvel de taxa de juro de curto prazo

observada em cada momento no tempo.T

6Se admitirmos que a renda paga continuamente um beneficio a uma taxa instantdnea C durante a
vida do beneficiririo da ap6lice, o valor justo do contrato 6 dado por:

ii, (c) : [--' sao1c";r1a,
Jo

TPara uma andlise detalhada de rendas vitalicias com diferentes mecanismos de indexagio do beneficio
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O valor justo deste contrato 6 dado por

(11.4.18)

Contratos do tipo Uni.t-Li.nk

Considere-se um dote puro com maturidade em 7 do tipo uni,t-li,nk, que paga um benefi-

cio dependente da evolugSo de um activo financeiro com processo de prego ,S : exp (ffO;
e taxa de retorno e (t,Y) : qo (t) + q (t) .Y. O seu valor justo 6 dado por (Biffis, 2005)

Contratos com garantias de retorno

A inclusio de garantias de retorno em contratos de seguro 6 hoje prritica comum em

muitos mercados, em especial no caso de rendas vitalfcias diferidas dependentes da

evolugS.o de um fundo de refer6ncia durante o perfodo de diferimento. As garantias

assumidas estipulam beneffcios mfnimos em caso de morte (Guaranteed, Minimurn Death

Benefits, GMDB) ou em caso de sobreviv6ncia (Guaranteed Mi,nimum Liui,ng Benefits,

GMLB).

As garantias previstas em caso de morte da pessoa segura contemplam, por exemplo,

a devolugio do lalor dos pr6mios pagos, do valor acumulado da conta no momento do

6bito ou do valor acumulado d. taxa garantida. Por seu turno, as garantias definidas em

caso de sobreviv6ncia podem ser classificadas em tr6s grandes grupos. As denominadas

GMAB (Guaranteed Minirnum Acumulat'ion Benefits) proporcionam um beneficio mfni-
mo em caso de sobrevivOncia num dado momento futuro Gf e destinarn-se a proteger os

beneficiririos das apdlices de performances negativas nos mercados bolsistas.

No caso das GMIB (Guaranteed Minimum Income Benefits), os produtos estabelecem

um valor mfnimo GIy no momento ?, com a diferenga de que a garantia apenas se aplica
no ca,so do beneficiririo exercer a sua opg6o de conversS,o do valor garantido numa renda

vitalfcia a determinadas taxas fixadas no irucio do contrato.8

veja-se, por exemplo, Hardy (2003).
8Ou seja, para al6m da possibilidade standard de receber o valor acumulado (sem garantia) ou de

converter o valor de mercado do fundo numa renda vitalfcia usando as taxas em vigor no mercado no
momento 7, as GMIB oferecem ao detentor da ap6lice uma terceira opg6o, nomeadamente a conversSo
de um determinado montante garantido numa renda vitalfcia ds taxas observadas aquando da celebragS.o
do contrato (t: O).

u-n-l
SBs(C1;t) : t Eal,

h:t L

' {!'*au 1r + ,r"n)] ,. 
[" 

II r"o").

sBs(eYi;?) : pa 
l"- 

II'"0".n] mo l; 
tI -",")
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O terceiro tipo de garantias em caso de sobreviv6ncia corresponde d,s denominadas

GMWB (Guaranteed Mini,mum Wi,thdrawal Benefits). Nestas, 6 assegurado um mon-

tante mfnimo para levantamentos (resgates) durante a vida dos contratos, desde que o

montante retirado em cada ano e durante a dura,gSo da ap6lice permanega dentro de

determinados limites.

O interesse pela avaliagSo deste tipo de contratos 6 relativamente recente (veja-se,

e.g., Milevsky e Posner (2001), Miievsky e Salisbury (2002,2006), JPMorgan Q}Aq,
Lehman Brothers (2005), Schriiger (2006)), e s5,o escassas as refer6ncias em que a mor-

talidade 6 tratada num contexto estociistico.

Para ilustrar a avaliagSo deste tipo de contratos no contexto da metodologia acima

descrita, consideremos um contrato que garante, daqui a n anos, o maior de dois valores:

o valor de um investimento de refer6ncia 51 ou um determinado valor garantido K, em

caso de sobreviv6ncia da pessoa segura. Para um beneficiiirio com idade r, o valor no

momento t da garantia incorporada neste contrato, G"(t), 6 dado por

G* (t) : *P 
[*o C l:Ra+u(t 

+,) a,) (r - s,*,)*] (11.4.1e)

: 
"py O) . B (t,t + n).EP'*" lfx -,sr+,)*] ,

onde (r)+ : max (r,0) , Q'+' d"nota uma medida de probabilidade prospectiva (no

momento t + n) e as demais variSveis assumem o significado habitual.
Como se observa, num contexto mslc-neutral o va\ot desta garantia obt6m-se descon-

tando para o momento da avaliagS,o o valor intrfnseco de uma opg6,o de venda, usando

uma taxa de desconto que considera simultaneamente os factores de risco demogriificos

e fi.nanceiros.

Guaranteed Annuity Options

As Guaranteed Annu'ity Opti,ons (GAo's), tamb6m conhecidas nos E.U.A. por Guaran-

teed Annu'ity Rates (GAR), diferem de uma GMIB pelo facto de ndo assegurarem que

o valor acumulado pelo fundo de refer6ncia no fim do perfodo de diferimento da renda
vitalfcia 6, no mfnimo, igual a um determinado valor pr6-estabelecido.

Uma GAO concede ao detentor da ap6lice o direito, mas ndo a obrigagdo, de con-

verter, no vencimento do contrato (opgdo do tipo Europeu), um dado montante seguro

(capital acumulado, n6o garantido) numa renda vitalfcia a uma taxa de juro correspon-

dente ao maior de dois valores: d taxa de juro em vigor no mercado nesse momento ou

a uma determinada taxa de conversS,o definida no irucio do contrato.
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A opg6o 6 exercida na maturidade, contingente d sobreviv6ncia do indivfduo, se o

valor dos beneffcios gerados pela renda vitalfcia calculada d taxa garantida no irucio do

contrato for superior a.o montante seguro na maturidade. Por outras palavras, a opg6,o

(put option) 6 exercida se a taxa garantida no momento da realizagS.o do contrato for, na
data de exercfcio (maturidade), superior d taxa de juro em vigor no mercado para rendas

vitalfcias. Na pr6tica, o valor da opgSo depende ndo apenas do prego das rendas vitalfcias
negociadas no mercado (determinado pelas taxas de juro, niveis de mortalidade e cargas

aplicadas), mas tamb6m das preferOncias e expectativas dos detentores das ap6lices,

elementos ni,o captados pelos pregos de mercado.9

O problema complexo da avaliaEs.o de opg6es de conversS,o em renda vitalfcia a
taxa garantida 6 analisado na literatura por infmeros autores (veja-se, e.g., Milevsky
e Promislow (2001), Ballota e Haberman (2003, 2006), Boyle e Hardy (2003), Olivieri
e Pitacco (2003a), Pelsser (2003), Wilkie et al. (2003), Biffis e Millossovich (2006),

Schrtiger (2006)).

Formalmente, considere-se um indivfduo com idade r e vida residual [, que entra

no contrato no momento t:0. O montante do beneffcio disponfvel na maturidade, i.e.,

no momento T > 0, 6 dado pelo valor de um fundo de refer6ncia com processo de prego

,S, enquanto que a taxa de conversSo garantida 0 < r9 ( 1 6 fixada no infcio do contrato.
Designemos por ru,? (fi = A (t,T) /a[-t (t) a taxa de juro forward implfcita no prego de

uma renda vitalfcia com irucio em 7 para um indivrduo com idade z.
Com base nos resultados de Pelsser (2003), o valor no momento t de uma opg6o de

venda GAO sobre uma renda vitalfcia com data de exercfcio 7, 6 calculado segundo

GAo(t,r,n) : *P 
[".n (- l:- R*+,(t+da,),T*F-,(D(,f -rr*r-t

: 
"T-r 

(t) EP [(rf - rr*r-t,r("))*] ,

onde a[-t (t) denota o preqo de uma renda vitalfcia com primeiro pagamento diferido

7 - t anos. Demonstra-se que, no caso em que se assume uma estrutura gaussiana para

as taxas de juro e para a intensidade de mortalidade estocdstica, o prego de uma GAO
pode ser aproximado por uma solugio analftica (Schrager, 2006).

gAs 
GAO's assumiram uma relevAncia muito grande na segunda metade dos anos 90, em consequoncia

da redugS,o das taxas de juro e da diminuigS.o, ndo antecipada, das taxas de mortalidade nas idades mais
avangadas. Em resultado do efeito combinado destes dois movimentos, muitas companhias de seguros no
Reino Unido que haviam vendido macigamente apdlices com GAO's experimentaram graves problemas
de solv6ncia, que requereram a constituigS.o de reservas adicionais e conduziram, por exemplo, a mais
antiga companhia de seguros de mundo (Equitable Life Assurance Society) a cancelar a venda de novos
contratos em 2000.

,r(r))*]

(11.4.20)
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LL,4.3 Ri.sk-neutnzl valuation e determinagio do prego de mercado do
risco de rnortalidade

Nas secg6es anteriores argument6mos que a metodologia de avaliag6o preconizada as-

sentava no crilculo de um valor esperado com respeito a uma medida de probabilidade

risk-neutral Q. Esta medida deve, naturalmente, incorporar as preferOncias dos indi-
vfduos em relagSo ao nfvel de risco dos beneffcios gerados pelos contratos de seguro,

possibilitando a utilizagSo dos habituais argumentos de ndo arbitragem e o desconto dos

cash flows usando uma taxa de juro sem risco.

A avaliagS,o dos contratos de seguro 6 condicionada pela evolugSo estociistica dos

factores de risco financeiros e demogrdficos. Em relaEdo aos factores de risco financeiros,

a prritica habitual consiste em inferir a medida Q, restringida a G[, a partir dos pregos

observados nos mercados para os activos fi.nanceiros.l0 A especificagS.o da medida Q,
restringida a GI, revela-se, pelo contrririo, bem mais diffcil e complexa, uma vez que

n6o existem (por enquanto) nos mercados activos contingentes d, evolugdo da intensidade

de mortalidade, com base nos quais seria possfvel calibrar o modelo de modo a ter em

conta o risco de longevidade. Com efeito, a incompletude dos mercados impede, neste

caso, o pricing dos produtos com base no custo da carteira replicante.

Nos capftulos anteriores assinaldmos que existem, grosso modo, quatro fontes de risco

de mortalidade que afectam os contratos de seguro: risco de base, risco n5,o sistemd.tico,

risco sistemritico (risco de longevidade) e risco de rnortalidade catastr{fica. Uma questio

natural que resulta desta classificagao 6 a de saber se todas estas fontes de risco estSo

efectivamente incorporadas no pric'ing dos produtos. Por outras palavras, e usando um

conceito chave na avaliagS,o de activos financeiros, importa saber se existem ou n5,o pregos

de mercado para o risco de mortali,dade associado a cada uma destas fontes.

A primeira observagS,o a fazer a este respeito 6 a de que o risco de base apresenta

uma natureza manifestamente n6o sistemdtica, na medida em que depende fundamen-

talmente das caracterfsticas da popula46.o segura inclutda na carteira. O mesmo se pode

afirmar em relagS,o ao risco de mortalidade catastr6fica, associado a eventos extremos

imprevisfveis e com uma periodicidade relativamente pouco frequente. Por esta razd,o,,

admitimos que quer o risco de base, quer o risco catastrdfico sd,o riscos de mortalidade

n6.o sistemriticos, pelo que centraremos a nossa discussSo apenas na distingSo entre riscos

de mortalidade sistemdticos e nd,o sistemiiticos.

Em relagdo ao risco n6o sistemritico, n6o existe um consenso na literatura sobre se

este deve ou n6o ser considerado no pricing dos produtos. Tratando-se de um risco

loPara uma revis6o da literatura sobre esta mat6ria veja-se, por exemplo, Duffie (1996).
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claramente diversificiivel ("pooli,ng ri,sk"), a teoria econ6mica sustenta que ele ndo deve
ser recompensado em termos de retorno adicional. Por exemplo, o modelo CCAPM
(Consurnption CAPM) ndo considera o risco diversific6vel (idiossincrritico) para efeitos
de determinaESo do preEo (Cochrane, 2005). Outro exemplo 6 o dos contratos do tipo
uni,t-link, onde o risco financeiro assume um papel preponderante (veja-se, e.g., Bacinello
e Persson (2002) e refer6ncia nele citadas). Nestes, assume-se que a medida de probabi-
lidade risk-neutral coincide com a medida real, baseada na estimagSo estatfstica.

O argumento por detrds desta escolha 6 o de que a seguradora estd, exposta a um
risco de mortalidade que decorre, sobretudo, de flutuag6es aleat6rias nas tarcas d.e mor-
talidade em torno dos seus valores esperados, um risco que pode, no limite, ser eliminado
aumentando o nrlmero de contratos similares na carteira. Se o risco 6 completamente
diversificiivel, num mercado eficiente o pr6mio de risco associado deve ser nulo.

Se, pelo contrdrio, se considerasse justificrlvel a inclusSo de uma compensagdo pelo
risco de mortalidade n6o sistemritica, esta dependeria naturalmente da dimensS,o da
carteira. Nesse caso, o pr6mio seria tanto maior quanto menor fosse o nfmero de ap6lices
na carteira. Seguindo este raciocfnio, as grandes seguradoras estariam em condig6es de
oferecer os seus produtos a pregos mais competitivos do que as pequena.s companhias
conduzindo ) a ptazo) a um mercado dominado apenas por grandes players. Na priitica,
verificamos que no mercado de seguros operam um grande nfmero de companhias, de
dimensS,o muito variada, o que significa que, ou nd,o existe qualquer pr6mio pelo risco de
mortalidade n6,o sistem6tico, ou todas as companhias t6m uma dimensSo suficientemente
grande para negligenciar a importdncia deste tipo de risco.

Por outro lado, a diversificagSo do risco 6 uma das fung6es centrais da actividade segu-

radora, nomeadamente pelo uso da lei dos grandes nfmeros e pelo recurso a instrumentos
de cobertura sofisticados. Neste sentido, exigir um pr6mio pelo risco de mortalidade ndo
sistem6tica seria entendido como uma "recompensa" pelo mau desempenho dos gestores

de carteira na redugSo e/ou eliminagS.o deste tipo de risco. Em face destes argumen-
tos, assumiremos daqui em diante que as companhias n5o exigem qualquer prdmio pela
assungdo do risco de mortalidade n6o sistemiitica.

Pelo contrdrio, existe uma (quasell) unanimidade relativamente d, necessidade de
exigir uma compensagdo pelo risco de longevidade no prici,ng de activos contingentes
d, evolugSo da mortalidade. De facto, o risco de mortalidade sistemritica 6 um risco
ndo diversificrivel que a seguradora ndo consegue eliminar aumentando a dimensd,o da

rlBallotta e Haberman (2006) assumem que o mercado 6 completamente risk-neutral com respeito ao
risco de mortalidade. Refira-se, no entanto, que a sua escolha 6 motivada sobretudo pelo facto de ndo
conseguirem desenvolver uma forma adequada de incluir este risco no modelo, e n6o tanto pela convicAso
de que o risco de mortalidade sistemd,tica ndo requer uma compensagdo.
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carteira ou apelando d, lei dos grandes nfmeros. Por exemplo, no mercado de rendas
vitalfcias o risco de flutuag6es aleat6rias na mortalidade assume um papel secunddrio,
quando comparado com a importdncia que os desvios sistem6ticos face a,os valores pro.
jectados representam para a rentabilidade do neg6cio. Neste caso, aumentar a dimensfio
da carteira n5,o s6 n5o elimina o risco de mortalidade como aumenta a exposigSo da
companhia.

A um outro nfvel, a modelaEso da mortalidade mediante processos estociisticos

fornece um novo enquadramento para o risco de longevidade. Com efeito, neste contexto
o risco de mortalidade sistem6tica refere-se ao risco associado a oscilag6es na intensidade
pr(t), enquanto que o risco de mortalidade nio sistemdtica respeita ao risco associado

d aleatoridade dos 6bitos numa carteira com intensidade p, (t) conhecida.

O risco de mortalidade sistemiitica nd,o 6 negociado eficientemente nos mercados
financeiros ou no mercado de resseguro. Em consequOncia, a medida de probabilidade

Q n5o pode ser inferida a partir dos pregos dos activos como acontece, por exemplo,
no czlso das obrigag6es e outros activos financeiros. A questSo que se coloca 6, pois,

a de definir a estrutura do pr6mio de risco de mortalidade a aplicar e a forma como
este deve ser incorporado na avaliagSo, quer de contratos de seguro tradicionais, quer
de derivados financeiros contingentes d evoluqio da longevidade. N6o existe, a este
respeito, um consenso entre os investigadores. Analisamos, de seguida, os principais
m6todos recentemente sugeridos na literatura actuarial e financeira para determinar o
pr6mio de risco. A juntar a estes, desenvolvemos um novo m6todo de estimagflo do
pr6mio de risco, inspirado num dos princfpios cldssicos de determina,gSo do pr6mio em
contratos de seguro.

Ab ordage rn ri,s k - neutral

A adopgSo de uma abordagem risk-neutral no pricing de contratos de seguro e na de-
terminaqSo do prego de mercado do risco de longevidade 6 defendida na literatura por
infmeros autores (veja-se, e.g., Milevsky e Promislow (2001), Dahl (2004), Dahl e Mctller
(2005), Miltersen e Persson (2005), Cairns et al. (2006a,b), Schriiger (2006), Bauer e

Russ (2006)). Esta posigSo 6 sustentada em princfpios te6ricos consolidados na teoria
fi.nanceira, nos quais se estabelece que, mesmo num mercado incompleto, se o mercado
como um todo exclui oportunidades de arbitragem, existirri pelo menos uma medida de
probabilidade risk-neutral Q que pode ser usada para calcular os pregos te6ricos dos

activos. O problema reside, neste sentido, na identificagdo desta medidade prici,ng risk-
neutral, dada a aus6ncia de activos de refer6ncia com base nos quais calibrar o modelo.
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Em termos formais, para um dado espago de probabilidade filtrado (Q,f ,lF,lF), ad-

mitamos qtrc {W{}r26 6 um lP-movimento Browniano com filtragem natural {fr}rro.
que {01}r-o 6 um processo satisfazendo a condigS,o de Novikov'2, i.".,

€t : exp 
C f ro 

(,, p,*") dw" -; l rr (s, r,*") as) .

A medida de probabilidade equivalente Q 6 definida por

{r(w)P (du) .

Neste caso, segundo a medida de probabilidade Q o processo {W&r.r} definido por

wya - w{ + I'ot U, t ,+") d,s

a(A) : I o

u 
[".0 (* l:e?at)) < *

Considere-se a martingala {r, definida segundo

(11.4.23)

6 um movimento browniano standard.

O processo I representa o preqo de mercado do risco de mortalidade.l3 Note-se que,

como o mercado combinado (financeiro e de seguros) 6 incompleto, a medida de proba-

bilidade equivalente nio 6 rinica. Neste sentido, supomos que os ciilculos sdo realizados

com respeito a uma dada escolha de Q.

Um exemplo desta abordagem 6 sugerido por Cairns et al. (2006b), onde se assume

que o preqo de mercado do risco de longevidade 6 constante. Os autores adoptam um
modelo bifactorial em tempo discreto, onde o prego de mercado do risco de longevidade

6 determinado por um parAmetro de salto, calibrado a partir do pr6mio implfcito no
preEo de subscrigSo da emissSo de longeuity bonds estruturada (embora finalmente n5,o

emitida) pelo cons6rcio EIB/BNP em Novembro de 2004.14

O modelo de SchrEiger (2006) fornece uma soluEso alternativa, permitindo nomeada-

'2Para uma anrilise mais detalhada deste tema veja-se, por exemplo, Musiela e Rutkowski (1997),
Karatzas e Shreve (1991) e Braumann (2005).

i3Nos casos em que existe depend6ncia entre os factores de risco financeiros e demogrSficos (e.g.,
Miltersen e Persson (2005)), o pr6mio de risco global pode ser decomposto em tr6s parcelas: o pr6mio de
risco de taxa de juro, associado ao factor de desconto, o pr6mio de risco resultante da correlagSo entre
as taxas de juro e a mortalidade subjacente, e um pr6mio relativo ao risco de mortalidade especffica.

1aA hipdtese de pr6mio de risco constante 6, naturalmente, uma hip6tese simplificadora, aceitdvel
apenas num quadro em que n6,o existem nos mercados activos contingentes d evolug6o da longevidade.

(11.4.2L)

(11.4.22)
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mente que os pregos de mercado do risco de longevidade sejam escolhidos de maneira a

que a intensidade p,r(t) (e respectivas probabilidades de sobreviv6ncia), derivada com

base numa medida risk-neutral, seja "prudente" quando comparada com a derivada num

contexto real, i.e., r-rp}+r(t) >r_', d+r(t). Contudo, o autor ndo especifica um m6todo
para calibrar o modelo.

Em alternativa, Biffis (2005) sugere a utilizagSo de taxas de desconto ajustadas no

Ambito da metodologia embedded aalue method, habitualmente usada para avaliar com-

panhias de seguros.ls Refira-se que esta taxa ajustada incorpora, habitualmente, o custo

do capital regulamentar, as responsabilidades com impostos e pr6mios de risco para fazer

face a todos os riscos nd,o diversificriveis subjacentes.

No futuro, o previsfvel desenvolvimento dos mercados de activos contingentes d

evoluES.o da longevidade proporcionar6 informagSo suficiente para calibrar os modelos e

para a avaliar a adequagSo de hip6teses alternativas acerca do prego de mercado do risco

de longevidade. Entretanto, a escolha de Q continuar6 a depender de hip6teses subjec-

tivas, condicionadas em grande parte por julgamentos em rela4So A. sua razoabilidade

econ6mica.

A definigSo de uma nova medida de probabilidade tem consequOncias sobre a dindmica
da intensidade de mortalidade. Por exemplo, a versS,o risk-neutral do modelo de Cox-
Ingersoll-Ross pode ser escrita como

dp,(t) : (U* (t) - t, $) t *Q) - d'(t) ,l1r;t1r G, p,(tD) dt + d" g) 11p..(t)dw{'a,
(11.4.24)

onde consideramos um prego de mercado do risco do tipo

o(s,t,(t)) :6ft)JiO*m, (11.4.25)

onde d'(t) e 6. (t) si.o fung6es determinfsticas.

Substituindo na equagd,o acima, a dindmica de p num contexto rislc-neutral 6 dada

por

dp,(t) : (|u'a (t; - rr'o (q p,O)) di + y,a O) \rtp,e)dwfa, (1.1.4.26)

15O valor intrfnseco (embedded, ualue) de uma carteira de seguros corresponde d soma do valor dos
activos Iiquidos que suportam a carteira com o valor esperado descontado dos lucros distribuiveis (ou
free cash fl'ows) provenientes das ap6lices jri emitidas, calculados usando hip6teses realistas para as
responsabilidades futuras.
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onde

Bu,a (t)

,u'a $)

t'a (t)

0t' (t) + t (t) 6. (t)

'yt' (t) - d" (t) 5 (t)

d" (t).

Numa abordagem distinta, Beelders e Colarossi (2004) avaliam um activo com fluxos
de caixa contingentes d evolugS,o da mortalidade (mortali,ty bond) usa,ndo a teoria dos

valores extremos. Os autores assumem, em particular, uma distribuigSo de Pareto para

a mortalidade.

AdopgSo de princfpios cldssicos de determinagSo do pr6mio

Nesta secg6,o, desenvolvemos uma nova metodologia de estimagS,o do pr6mio de risco de

longevidade para uso na avaliagdo de contratos de seguro com beneficios de longo prazo

em caso de vida. A solugS,o 6 inspirada em princfpios consagrados na teoria actuarial e

na prritica habitual das companhias de seguros.

A determinagS,o do pr6mio comercial nos contratos de seguro baseia-se, regra geral,

na adigSo de cargas adicionais (loadi,ngs) ao pr6mio puro da ap6lice, determinado com
base na avaliagSo actuarial dos factores de risco subjacentes. Essas cargas destinam-se

a f.azer face a riscos ndo antecipados, despesas administrativas, impostos ou ao lucro dos

accionistas. No problema em aprego, a aplicagdo directa desta regra prritica exigiria a d+.

terminagSo da compensagS,o (monetdria ou outra) a exigir ao beneficiririo da ap6lice pela
transfer6ncia do risco de longevidade para a companhia. Uma solug6o ad-hoc consiste

em aplicar um factor multiplicativo (superior d unidade) ao pr6mio puro paxa chegar ao

pr6mio comercial.

No nosso caso, optiimos por uma solugS.o mais consistente, que envolve a estimativa
das probabilidades de sobreviv6ncia do beneficiririo da ap6tice incluindo uma compen-

saq6o (rzs& loadi,ng) pelo risco de longevidade, ou seja, contemplando um prego pelo risco

de mortalidade sistemritica. A soluESo encontrada para ajustar as probabilidades de so-

breviv6ncia assenta na utilizagao de um princfpio cliissico de determinagSo do pr6mio

em contratos de seguro.

Os princfpios te6ricos de determinagSo do pr6mio (premium principles) estabelecem,

grosso modo, regras explfcitas para a fixagd,o dos pr6mios associados a cada factor de

risco, estipulando quer os montantes monetd,rios a exigir ao segurado em contrapartida
pela assungSo dos riscos, quer os montantes adicionais impostos (risk loadi,ngs) para
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precaver desvios imprevistos nas perdas esperadas.

De entre o vasto catiilogo de premi,um principles existente, a nossa escolha recaiu so-

bre o tradicional Standard Deuiati,on Premium Principle (SDPP).to Segundo este princf-
pio, o pr6mio 6 determinado adicionando ao valor esperado (esperanga matemdtica) dos

riscos cobertos pela ap6lice uma compensaqio proporcional ao desvio padrSo desses mes-

mos riscos. Em termos formais,

lllxl: EP (x) + 0\M (n, p > o, (Ll.4.27)

onde 7{ [X] representa a regra de determinagSo do pr6mio, X denota o factor de risco
subjacente e B define a carga adicional (risk loading) exigida. Os operadores valor
esperado e variAncia sio calculados com respeito d medida de probabilidade real IF.

O princfpio do desvio-padr5,o apresenta algumas propriedades interessantes: inde-
pend6ncia,l7 risk loading (i.e.,'11 [x] > EP (x) ,YX),invaridncia de escala (i.e.,71[bx) :
b11[X),VX,b ] 0), encontrando-se entre os mais usados na prdtica, em particular na
tarifaqSo de contratos de seguro do ramo n5,o-vida.

Este m6todo aproxima o pr6mio obtido com base na aplicagSo do tradicional princ,tpio
da uti,lidad,e equ'iualende. Segundo este, o pr6mio Tl[x) deve ser fixado de modo a que

a seguradora seja indiferente entre aceitar ou nd,o cobrir o risco (i.e.,7t [X] constitui a
solugS,o da equag1o u(u):M[u(u - X +111X))1, onde u(.) denota a fungflo utilidade
e u a riqueza inicial da seguradora). O pr6prio princfpio de Wang, que analisaremos

mais adiante, reduz-se ao princfpio do desvio-padrdo em muitos casos (Young,2004).
Schweizer (2001) e Moller (2001a,c) discutem formas de adaptar o princfpio da vari6,ncia
e do desvio-padrSo no prici,ng de riscos financeiros em contexto estocd.stico.

Partindo de (9.2.7), a aplicagS,o directa do princfpio (L1.4.27) no crilculo de probabil-
idades de sobreviv€ncia ajustadas pela inclusSo de um pr6mio pelo risco de longevidade
conduz-nos A seguinte expressSo geral

r_rptr+r&): mn 
l"-/,'r,a"(s)dsl n) *O {v"ru l"- 

tf (L]..4.28)

A equagSo (LL.4.28) estabelece que a inclusSo do pr6mio de risco de longevidade
na avaliagSo de contratos de seguro 6 feita calibrando a probabilidade de sobreviw€ncia

'6Para uma revisSo detalhada deste tema veja-se, por exemplo, Landsmana e Sherris (2001) e Young
(2004).

lTSegundo esta propriedadell[X) depende apenas da distribuig6o de probabilidade de X, i.e., depende
apenas da probabilidade de ocorr6ncia do evento segurdvel e da perda monetriria resultante, e ndo da
causa da perda monetdria.

,.*"(")*l o]\+
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por um factor B proporcional d prdpria incerteza da estimativa (desvio-padrSo), e ndo

adicionando um montante ao pr6mio puro calculado usando bases t6cnicas ckissicas. Dito
de outro modo, o pr6mio de risco 6 incorporado directamente na estimativa do pr6mio
puro.

Para ilustrar a aplicagio prd,tica deste m6todo, admitamos que a intensidade pr+t(t)
6 modelada atrav6s de um processo do tipo Cox-Ingersoll-Ross, i.e.,

dp*+r(t) : a(0 - p,+t|))d, * ollunlt)dw(t), F,+t(o) : tt, (1r.4.2e)

Representando a probabilidade de sobreviv6ncia por uma fungdo do tipo afim

(11.4.30)

onde "4r (') " 
6r (') constituem solugSes de um sistema de EDO's nos termos do definido

em (9.2.16) e (9.2.17), respectivamente.

A varidncia de T-tpr+t(t) C dada por

vore ["- 
Il u,+"G)a'ln]:uu 

["- 
[{ 2p,*"(s)ds] - {r- l"- f ,,*"<",*]} . (11.4.31)

Considere-se agora urna nova intensidade de mortalidade p,r*r(t) : 2p.r*r(t). Cotra

base em (7L.4.29), a sua dindmica 6 determinada por

d lr, +, (t) : a (2 0 - p * + Jt)) dt + rfz 
" r[a +lt) dw (t) . (11.4.32)

Representando a probabilidade de sobrevivdncia calculada com base nesta nova in-
tensidade em termos de uma fungio do tipo afim, i.e., por

mP 
["*n (- I,' 

p,*"(s)ds)

mP 
["*n (- l,' it.*,(s)d,s)

.I

frl : eA1(t$,T)+BLO,r,T)' P,+t(t) j
l

rrl : eA2(t,a'r)+82(tp,T)' 
pr+tg) 

.

l
(11.4.33)

Aplicando o Lemma de It6 e calculando as respectivas derivadas parciais, prova-se

que a solugSo do problema admite a seguinte representagSo de Feynman-Kac

,b(r,lr*+r(tD {-Ar1a - Bz(r)ir,+t(r) + B2(r) la(20 - p,,+r(t))]

+o2it,*r(t)53(r) - ir*+r(t)\ :0.
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Dividindo os termos da equaqdo por {(r, t r+r(t)) e arrumando as parcelas, obtemos

l-uxrl - a*2(r) + o2Bl(r) - r] n,tt) + l-"t t ) + 2altu(r)] : o,

onde A2(r) e B2(r) constituem solug6es do seguinte sistema de EDO's

Bz(r)

Azt)
-aB2(r)+o2Bl(r)-t
2a082(r)

(11.4.34)

(11.4.35)

com condiq6es terminais

B2(0) : g, .42(0) :0. (11.4.36)

A solugSo do problema (fi.a3$-(11.4.35)-(11.4.36) remete-nos para as seguintes

express6es analfticas para A2(r) e B2Q)

Az(r) 'lo0"n a\ ao(Q+0' (: ,lA,-, -L) - .6€ -(##=r)) (11.432)

Bz(,): #ffi, com {i-W- (11438)

\ (:-z

Prova: A verifica46o das solugSes (Lt.4.37) e (11.a.88) paru A2(r) e B2(r) 6 seme.

lhante d apresentada no Capftulo 9 para o modelo de Cox-Ingersoll e Ross. I

Se substituirmos as express5es (11.4.30) e (11.4.$) em (11.4.28), obtemos a seguinte
expressS,o para a probabilidade de sobreviv6ncia ajustada

r*tpl+t1) : 
"Ar(to,T)+sv(t,t,T)'1.t,(t)

(11.4.3e)

+ 0 {eA, 
(t, *,T) +2Bz (t,*,r ). p. (t) 

- 
"2 

A 1 (t t,T) +28 r Q,r,r). p. 1t1 \*J,
onde .,41, Br, Az e fu sdo fung6es definidas em (9.4.27), (9.4.28), (LL. .ZT) e (11.4.88),

respectivamente.

Como se observa, a aplicagdo do princfpio ([.a.27) fornece uma solugio simples
para incluir o pr6mio de risco de longevidade directamente no prici,ng de contratos de

seguro. A incerteza em torno da probabilidade 7-1p*+r(r) (e implicitamente em torno da
traject6ria da intensidade pr, (t)) 6 incorporada directamente na avaliagSo admitindo-se,
no entanto, que o parAmetro p possa incluir julgamentos subjectivos sobre a dimensSo

do risco envolvido.
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Tlansformada de Wang

Uma solugdo alternativa para determinar o prego de mercado do risco de longevidade,
preconizada por Lin e Cox (2005a,b, 2006), Dowd et al. (2006), Blake et al. (2006b),

Denuit et al. (2007), entre outros, consiste em ajustar a distribuigS,o de probabilidade
recorrendo ii transformada de Wang (Wurrg, 1996, 2000, 2002,2003). Esta abordagem

"corrige" a distribuiEao do fndice de sobreviv€ncia para gerar valores esperados ajustados
pelo risco de longevidade (ou equivalentes certos), que podem ent6o ser usados para
descontar os cash flows futuros segundo uma taxa de juro sem risco.

A abordagem pela transformada de Wang difere substancialmente das anteriores.

Com efeito, em vez de usar modelos estocristicos para determinar o prego de activos
contingentes d evolugSo da longevidade, a metodologia usa os pregos observados no

mercado de rendas vitalicias para estimar o prego de mercado do risco de longevidade
implfcito nas cotaq6es. Esta estimativa, expressa em termos de um pardmetro de salto
da transformada de Wang, 6 entSo usada para derivar probabilidades de sobrevivoncia
ajustadas.

Formalmente, as probabilidades ajustadas pela transformada de Wang sdo dadas por

,4Y :. l.-',CA:") - )] , (L1,.4.40)

onde 1Q, : L -t F,, Q (.) denota a fungdo de distribuigSo de probabilidade Normal
estandardizada e ) 6 o pardmetro de ajustamento da transformada de Wang. Este
par6,metro simboliza, neste caso, o prego de mercado do risco de longevidade. Para
distinguir as probabilidades estimadas com relagS,o a diferentes medidas, denotamos por

,4P" o, valores estimados com base na informagSo mais recente e por fi{ os respectivos

valores ajustados pela transformada de Wang.

Como se depreende, a cada valor do par6,metro ,\ corresponde uma transformada
diferente. Uma solugio possfvel para derivar o valor "6ptimo" de ,\ consiste, como
referimos, em usar a informagSo contida nas cota46es de mercado das rendas vitalfcias.
Em termos formais, conhecida a estrutura temporal de ta:ras de juro, a estimativa do
pr6mio de risco corresponde ao valor do pardmetro ,\ que iguala o valor hipot6tico de

uma renda vitalfcia o, (l) que paga K unidades monet6rias anualrnente ao seu valor
observado no mercado, i.e., que respeita a igualdade

a, ()) : /( ,pY B(o,t; : /<f lt -, (*-,(,,a3") - r] B e,t) , (11.4.41)
t:l t:l
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onde B (0, t) denota o valor actual (, : 0) de uma obrigaqdo de cupSo zero com maturi-
dade em t.

Em suma, a ideia-base 6 a de que, ap6s a transformagdo, o prego tedrico de um activo
corresponde ao valor esperado descontado dos seus cash flows futuros, segundo uma ta;ra
de juro sem risco e uma distribuigSo de probabilidade ajustada.

A aplicagdo da transformada de Wang na obtengSo de estimativas do pr6mio de risco
e na avaliag6o de activos com fluxos de caixa contingentes d evolugSo da longevidade
6 criticada pelo facto de carecer de uma fundamentagS,o te6rica s6lida. Como assinala
Pelsser (2004), a transformada de Wang constitui um dos infmeros mecanismos arbi-
tr:irios que 6 possfvel usar para corrigir a distribuigSo da probabilidade de sobreviv€ncia,

n5o fornecendo, por isso, uma solugS,o universal para o prici,ng dos riscos nos mercados
financeiros e de seguros. O autor demonstra ainda, considerando processos estocdsticos
gen6ricos, que a transformada de Wang n5,o gera pregos consistentes com a aus6ncia de
oportunidades de arbitragem.

Outra limitagS,o apontada a esta abordagem est6 relacionada com o facto de ela

n6o clarificar o modo como os pregos dos activos ou as probabilidades de sobrevivon-

cia evoluem no tempo. Um outro aspecto que merece ser questionado diz respeito d

natureza da relagdo entre os preqos de rendas vitalfcias e os pregos de outros activos
financeiros contingentes d evolugSo da longevidade. Com efeito, nio 6 garantido que as

probabilidades implfcitas nos pregos das rendas constituam um bom ponto de partida
na avaliagio de outros activos, dada a natureza distinta das carteiras.

Por riltimo, e como assinalam Cairns et al. (2006a), na abordagem pela transformada
de Wang nio 6 clara a forma como as diferentes transformadas relativas a gerag6es e

maturidades distintas se relacionam entre si, formando um corpo te6rico (uma estrutural
temporal) coerente.

Recentemente, Cox et al. (2006) e wang (2006) propuseram a utilizagS,o de um
m6todo denominado multi,aariate eryonential tilting para avaliar activos contingentes i
evolugdo da longevidade. Este m6todo de avaliagSo, adoptado em contextos de mercados

incompletos, equivale d, aplicagio da transformada de Wang da fungd,o de distribuigdo
acumulada de uma varid,vel aleat6ria.

Ratio de Sharpe

Milevsky et al. (2005, 2006) desenvolvem uma nova abordagem para avaliar activos

contingentes d. evolugS,o da longevidade. A abordagem, decalcada de solug6es and.logas

adoptadas na avaliagS,o de activos sujeitos a riscos de mercado, assume que a incerteza

502



17.4. AvaliagSo de contratos de seguro do ramo vida

subjacente pode ser decomposta numa componente idiossincrS.tica (diversific:ivel) e numa
componente sistemritica (n6o diversificrivel).

Em conson6.ncia, os autores defendem que as companhias que comercializam apdlices

de seguro e rendas devem ser compensadas, na pa,rcela correspondente ao risco de

mortaiidade sistemritica, sob a forma de um determinado Ratio de Sharpe Instantd,neo

o (rt, F,t) definido, para uma dada carteira de cobertura, por

(11.4.42)

onde fI denota o valor da carteira de cobertura, r ataxa de juro instantdnea (sem risco)
e as demais variriveis assumem o significado habitual.

Em termos intuitivos, os autores assumem que as companhias de seguros escolhem

um determinado objectivo em termos de excesso de retorno por unidade de volatilidade
(desvio-padr5.o), definido por a(rt,p*,t), com base no qual estipulam o prego d.os con-

tratos. Dito de outro modo, os pregos dos contratos devem ser tais que as companhias
consigam alcangar os seus objectivos globais em termos de valor pr&determinado para
o ratio de Sharpe instantdneo da carteira. Os autores defendem, nomeadamente, que
o prego de mercado do risco de longevidade deve ser fixado de modo a que o ratio de
Sharpe seja consistente com o valor observado noutras classes de activos na economia.

Um resultado-chave nesta abordagem 6 aquele que estabelece que nos casos em que

a intensidade de mortalidade 6 estociistica, o valor financeiro dos activos contingentes d

evolugS.o da longevidade 6 maior do que o valor actual (descontado) dos seus cash flows
futuros num contexto de mortalidade determinfstica.

Bayraktar e Young (2007) ampliaram recentemente esta metodologia assumindo,
em particular, que as companhias de seguros avaliam de forma simultdnea uma carteira
constitufda por dotes puros e seguros de vida, atrav6s da especificagSo do ratio de Sharpe
instant6,neo para uma carteira de cobertura 6ptima.

Consumption CAPM

Webb e Friedberg (2006) preconizam uma soluES,o alternativa para determinar o prego de

mercado do risco de longevidade num contexto estocristico, assente no modelo CCAPM
(Consumption Capital Asset pricing Model).l8 Recordamos que no modelo CCAPM o
retorno esperado de um activo com risco deve igualar a taxa de juro sem risco acrescida

de um pr6mio ou compensa46o pelo risco sistemiitico.

'8Pa., uma revisdo detalhada do modelo CCAPM veja-se, por exemplo, Mehra e Prescott (2008).
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No modelo CCAPM, a compensagdo pelo risco sistemritico 6 determinada pela relagSo

entre o retorno esperado do activo e a utilidade marginal do consumo. Formalmente,

iBt ("&,r+r) : Rt,r+r +coo'{ u.' ("*') 

"!"''*'} 
.' IE, (U'("r+)) ) (11.4.43)

onde [// (c) representa a utilidade marginal do consumo, Ro o retorno esperado dos

activos e Ry a taxa de juro sem risco. Com base nesta relag6o, o pr6mio de risco

IEt (E",r+r) - Ry,t+r pode ser facilmente calculado.

O rationale por detrris da equag5o (11.4.43) 6 simples. Quando o consumo diminui
num determinado perfodo, a utilidade do consumo U (c) decresce, enquanto que a utili-
dade marginalU'(c) aumenta relativamente a perfodos em que o nivel de consumo 6 mais

elevado. Neste sentido, o consumo permitido por qualquer rendimento extra gerado pelo

investimento em perfodos de baixo consumo 6, em termos relativos, mais valorizado.

Em consequCncia, os investidores exigem um pr6mio de risco pela detengSo de activos

cujos retornos estejam positivamente correlacionados com choques sobre o nfvel global
de consumo, uma vez que esses activos geram fluxos de caixa maiores nos estados da

natureza em que o consumo e a utilidade s6.o elevados, mas onde a utilidade marginal
do consumo baixa. Inversamente, os investidores tomarS,o posiEses significativas em
activos que proporcionam retornos elevados quando o nfvel de consumo 6 baixo (e a
correspondente utilidade marginal elevada), e estd,o dispostos a adquiri-los mesmo no
caso em que o retorno esperado 6 inferior d, taxa de juro sem risco.

Webb e Friedberg (2006) sustentam, com base em evid6ncia empfrica para o mercado

norte-americano, que a correlaqS.o contempor6nea entre os choques sobre o consumo
agregado e os choques sobre a mortalidade 6 negativa. Em consequ6ncia, alegam que

os investidores devem estar dispostos a aceitar um desconto (pr6mio de risco negativo)
pela aquisigio de obrigag6es contingentes A. evolugS,o da longevidade.

O argumento chave 6 o de que a maior volatilidade nas taxas de mortalidade ocorre
nas idades avangadas, onde se regista o maior ndmero de 6bitos. Admitamos que um
nfmero inesperadamente baixo de idosos morre num determinado ano. Em resposta,

o rendimento nacional n5o deve aumentar significativamente, uma vez que o stock de

capital 6 maioritariamente fixo no curto prazo e um nfmero muito reduzido de pessoas

idosas trabalha. Em resultado, o rendimento per-capata diminuirS, dado que o produto 6
relativamente constante e deve agora ser partilhado por um nfmero de indivrduos maior
que o esperado.

Por outro lado, as redug5es na mortalidade podem implicar aumentos nas despesas

com safde, reduzindo desta forma o orgamento disponivel para consumo. Por fim, e na
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medida em que o aumento da longevidade for global um pafs poderd fi.nanciar-se

externamente para atenuar os efeitos do choque sobre o consumo.

Estrat6gias de minimizagdo do risco

Os contratos de seguro e outros activos contingentes A, evoluqSo da longevidade estSo

simultaneamente expostos a riscos financeiros e riscos de mortalidade. Como os mercados

s6o incompletos, ndo 6 possfvel fazer o pricing e hedgi,ng dos contratos com base na

avaliagSo da carteira replicante. Um dos m6todos sugeridos na literatura para lidar com

este problema envolve a adopgSo das chamadas estrat6gias (de cobertura) de minimizagS,o

do risco. Estas estrat6gias assentam, essencialmente, na minimizagio da varidncia da
carteira de responsabilidades da seguradora com respeito a uma determinada medida
de probabilidade equivalente (veja-se, e.g., Moller (1998, 2001a,c, 2002) e Dahl e Moller
(2005)).

Considere-se uma dada base estocristica (Q,f ,lF,lF) e um mercado financeiro consti-
tuido por uma obrigagS,o de cup6o zero (ZCB) com maturidade em ? e um activo sem

fisco (money market account). Designemos por (X1)o <t<T : B (t,T) o processo seguido

pelo prego da ZCB. Uma estrat6gia de negociagSo (tradi,ng strategy) 6 um processo

gt: (€t,41) , onde (, denota o nfmero de ZCB detidas e 4, o valor actualizado do activo
sem risco no momento t. O par gt: ({r,4r) representa a carteira detida no momento t.
O processo (descontado) associado d estrat6gia g 6 definido por

V(d:€tXt*rlt, 0<t<7. (11.4.44)

Considere-se um acordo entre duas partes (e.g., uma companhia de seguros e uma
pessoa segura), especificando determinados pagamentos simbolizados pelo processo A :
(Ar)o.r.r, ou seja, A estabelece o valor lfquido (actualizado) dos pagamentos efectuados
pela companhia ao comprador da ap6lice.

Considere-se uma companhia cujas responsabilidades num contrato sio definidas por
A e que aplica a estrat6gia g. Imediatamente apds a celebra4So do contrato, a empresa

paga As ao comprador efaz um investimento inicial Vo(p). O custo inicial associado

u (A,p), Co(p), 6 dado por C6 @) : Vo@) * Ao. No intervalo (0,?], a companhia
suportarii custos adicionais pelo que, em qualquer momento f, os custos acumulados do

processo em [0, t], Ct (rp), s5o definidos por

nao

rL
C'(p) :V(p) - I {udXu* A1,

Jo
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onde [ (rp) deve ser interpretado como o valor da carteira gt : (€t,rl) em t depois

de deduzidos os pagamentos A1. Em particular, Vr (p) denota o valor da carteira p7
ap6s liquidagdo de todas as responsabilidades, pelo que uma restrigSo natural consiste

em considerar estrat6gias que satisfazem Vr (p) : 0, i.e., carteiras que assegurarn o

matching perfeito entre activos e responsabilidades no horizonte ?.

Como base na equagSo (11.4.45), verificamos que Cr (rp) 6 igual ao valor actualizado

da carteira, subtrafdo dos ganhos de trading e somado dos pagamentos lfquidos efectua-

dos pela seguradora.

Uma estrat6gia diz-se minimizadora do risco se, para qualquer , € [0, ?] , minimiza
a quantidade

at@): r* 
| Qr (e) - cr(v))'ln) (tL.4.46)

entre todas as estrat6gias com o mesmo valor no momento T, Vr (rp). Dito de outro
modo, 6 uma estrat6gia que minimiza o valor esperado do quadrado dos seus custos

futuros. O processo A, (d pode ser entendido como uma medida do risco remanescente

da companhia.

Se admitirmos que Vr(p): 0, um custo inicial Co(p) e a prossecugS,o de uma
estrat6gia de negociagS,o rp conduz aum valor de carteira nulo ap6s liquidagdo de todas as

responsabilidades. Neste sentido, se a estrat6gia 6 admissfvel, o rinico prego que garante

a ausdncia de oportunidades de arbitragem (fai,r price) C Co (p). N6o existindo processos

admissfveis, n5,o 6 possivel determinar um preqo justo rinico, tornando-se necessd,rio o

recurso a estrat6gias de minimizaqdo do risco.

Estrat6gias de m6dia-variAncia

A aplica46o dos princfpios de m6dia-varidncia (mean-aariance ,indiference prici,ng) ot
de pricing ui,a equ'iualente certo na avaliaqio de contratos de seguro do ramo vida 6

sugerida por Schweizer (2001), Mciller (2001b, 2002) e Dahl e Moller (2005), entre outros.

Estes princfpios constituem um exemplo adicional da utilizagdo de m6todos desenvolvidos

em contexto de mercados incompletos no tratamento conjunto dos factores de risco

financeiros e demogrrificos. Nesta secgSo, enunciamos brevemente os principais resultados

obtidos neste domfnio.

Nas estrat6gias de m6dia-varidncia, o objectivo consiste simplesmente em encontrar

a estrat6gia autofinanciadora Qr: (tt,fir) qr" minimiza

mP 
f 
fa - v, (eD') ,
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onde .[/ denota as responsabilidades da companhia de seguros.

O objectivo central da estrat6gia 6 simplesmente o de aproximar o mais possfvel o

valor das responsabilidades do valor terminal da carteira de cobertura rp. Uma vez que

trabalhamos apenas com estrat6gias autofinanciadoras, a carteira 6ptima 6 determinada
pelo par (Vr(Q,),8), onde Vr(,Q) denota o prego aproximado para H (i.e., V7(Q) :
EA [H]) e 0 denota a estrat6gia de cobertura de m6dia-vari6,ncia 6ptima.

1L.5 Cobertura do risco de longevidade

O risco de longevidade, i.e., o risco de que os membros de uma dada populag6o de refer6n-

cia sobrevivam, em m6dia e em termos agregados, para al6m do estimado constitui uma
das principais fontes de risco com que se defrontam as companhias de seguros e os fundos

de pens6es. Por exemplo, no caso da populagSo de referOncia representar beneficiSrios

de rendas vitalfcias, o risco de longevidade corresponde ao risco de que os beneficiSrios

vivam sistematicamente para al6m do estimado pelas td,buas de mortalidade usadas pelas

companhias para determinar o pr6mio da renda.lg O risco de longevidade representa um
problema importante, quer pela incerteza em torno da evolugdo da longevidade humana,

quer pelo valor financeiro das responsabilidades exposto ao risco.

Apesar deste facto, s6 muito recentemente a procura de solug6es de cobertura (hedg-

ing) do risco de longevidade mereceu por parte da industria seguradora uma atengio
redobrada. Com efeito, no passado a,s companhias estavam habituadas a cobrir even-

tuais desvios demogrSficos desfavordveis com lucros generosos nos seus investimentos

financeiros.

A desregulagS,o e liberalizaqdn dos mercados de seguros, com o consequente aumento

da competigio entre as empresas e redug6.o das margens de lucro, e a diminuiEso das taxas

de rentabilidade dos investimentos fi.nanceiros, em resultado da redug6,o generalizada das

taxas de juro, tornou cada mais diffcil a camuflagem do problema por esta via.20

As companhias expostas ao risco de longevidade podem responder de forma diversa ao

problema. Podem simplesmente aceitri-lo como um risco legftimo inerente ao neg6cio, que

dominam quantitativa e qualitativamente e que est6,o dispostas e preparadas a assumir,

ou podem entender que a natureza da incerteza subjacente e as perdas potenciais a ela

associadas s5o demasiado importantes para dispensar solug6es de minimiza46o ou de

cobertura do risco.
teRefira-se que as companhias de seguros e os fundos de pens6es est6.o igualmente expostos ao risco

de longevidade via pens6es em pagamento e via coberturas de cuidados de saride de longo prazo.
20Nalguns pafses, as pr6prias entidades reguladoras n6,o permitem a cobertura de perdas t6cnicas com

mais-valias fi nanceiras.
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Nesta secg5,o, analisamos de forma sint6tica um conjunto de solugSes que as compan-
hias podem adoptar para gerir a sua exposigd,o ao risco de longevidade. As ferramentas
ao dispor das empresas compreendem:

O (re)desenho dos produtos e a adopgSo de estrat6gias de pricing distintas, que

passem eventualmente pela inclusdo de mecanismos de redistribuigdo de resultados

entre os beneficiririos;

A aplicagSo de regras de afectaEso do capital conducentes a margens de solvencia

adequadas;

A implementa4So de estrat6gias de hedging do risco de longevidade, entre as quais

destacamos:

Estrat6gias de diversificagSo entre diferentes coberturas suportadas pela mesma

companhia;

Mecanismos de transferoncia do risco para outras contrapartes,2l nomeada-

mente atrav6s de contratos de resseguro e solug6es de mercado de capitais;

O uso de ferramentas de gestdo do risco assentes em contratos de derivados.

As solug6es discutidas nesta secgS,o incluem, como veremos em seguida, mecanismos
de cobertura interna e externa, que fazem apelo a t6cnicas tradicionalmente usadas na
indristria seguradora, mas que apontam igualmente para a necessidade de desenvolver
solugSes de hed,gi,ng inovadoras, que envolvam a titulariza4ila dos riscos ou a criagS.o de

um mercado de derivados de mortalidade.

11.5.1 Desenho dos produtos e estrat6gias de pri.cirry

Uma das primeiras t6cnicas ao dispor das companhias para mitigar o risco de longevidade
passa por redesenhar as caracterfsticas dos produtos tradicionais por estas oferecidos.

Uma solugio possfvel, aplicrivel apenas aos novos contratos e n5o aos jri existentes passa,

por exemplo, pela aplicagSo de cargas (safety loadi,ngs) adicionais aos pr6mios puros

determinados segundo bases t6cnicas determinfsticas.

Outra solugSo envolve a oferta de rendas vitalfcias com pr6mios varid,veis, i.e., pr6mios
que tomam em consideragS,o a evolug5.o da esperanga de vida da geragao a que pertence

21Por exemplo, os pequenos fundos de pens6es estSo habituados a comprar rendas vitalfcias para os
seus participantes no momento da reforma. Esta solugSo simples permite-lhes eliminar totalmente o
risco de mortalidade (sistemiitico e idiossincrritico) da carteira de pensionistas, mantendo apenas o risco
de longevidade referente aos membros no activo.

1.

2.

3.
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a pessoa segura. Esta riltima solugSo permite transferir uma parte (ou a totalidade) do
risco de longevidade para os benefici6rios das ap6lices, mas nio surge frequentemente

como uma das estrat6gias preferidas. A justificaqS,o 6 simples: em mercados desenvolvi-

dos, ela colide com o desejo de manter uma posig6o competitiva no mercado.

Uma solugSo alternativa envolve a substituigSo das tradicionais rendas vitalfcias, que

garantem um beneficio certo, por contratos que incluam mecanismos de participaqeo
nos resultados (b6nus) dos fundos aut6nomos, ou cl6usulas que permitam a revisfio
dos pardmetros de crilculo durante a vida do contrato. Esta abordagem n6o elimina o

risco de mortalidade em termos agregados, apenas transfere uma parte do risco para os

detentores de ap6lices sobreviventes.

Autores como Wadsworth et al. (2001) e Blake et al. (2003) descrevem mecanismos
mediante os quais as rendas pagam b6nus (suruiuor credits) aos seus beneficiririos em

fungSo das taxas de mortalidade observadas na subpopulagdo abrangida. Este m6todo
contrasta, naturalmente, com as tradicionais rendas em que os beneffcios s6.o baseados

exclusivamente nas probabilidades de sobreviv6ncia no momento da compra do produto.
Com mercados perfeitos e consumidores bem informados, este tipo de produtos deve,

em equilfbrio, oferecer um retorno acrescido face as rendas tradicionais, em compensaqSo

pela exposigS.o ao risco de longevidade.

Uma outra solugS,o passa por estabelecer estrat6gias de pricing que diferenciam os

indivrduos de acordo com os seus factores de risco especfficos (e.g., estado de safde,
estilos de vida, factores gen6ticos), ou seja, que envolvem a aplicagSo de cargas dife.
renciadas (contingency loadings).22 Este tipo de pr6tica, possfvel apenas em mercados
com bastante profundidade e experiOncia, minimizaria a subsidiagilo cn:u;ada que existe
actualmente entre indivrduos com distintos estados de saride, que beneficia aqueles em
melhor condig6o, e atenuaria os fen6menos de selecg6o adversa.23

LL.5.2 Conceito de solv6ncia estociistica

O cumprimento integral das responsabilidades das companhias de seguros e dos firndos
de pens6es implica a constituigSo de reservas fi.nanceiras (i.e., de uma carteira de activos)

adequadas e a afectagS.o de uma determinada margem de solv6ncia (risk-based capital).
22Ettte os produtos que tipificam claramente esta abordagem, destaque para as denominadas impaireil

life annu'ities, rendas em que se antecipa que a pessoa segura vai experimentar taxas de mortalidade mais
elevadas do que a m6dia, seja devido ao seu estilo de vida (e.g., fumador, alcodlico), seja devido a doengas
cr6nicas.

23No futuro, a desagregaqdo da populagSo por grupos e factores de risco deve permitir ds companhias
oferecer melhores pregos aos individuos com menores perspectivas de sobrevivoncia.
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A abordagem tradicionalmente usada no c6lculo das reservas baseia-se na determi-
na45o do valor esperado das responsabilidades futuras (beneficios lfquidos de pr6mios)

adoptando bases t6cnicas (demogrri,ficas e financeiras) prudentes. As hipdteses ckissicas

nesta mat6ria contemplam taxas de juro determirusticas e nfveis de mortalidade relativos
a uma experiOncia recente, eventualmente projectados pa"ra o futuro no caso de produtos
com beneffcios de longo prazo.

A avaliagSo da solvabilidade das instituig6es assenta na comparagSo dos perfis aleatdrios
das carteiras de activos e de responsabilidades. Nos casos em que estd,o envolvidos benefi-
cios de longo prazo, exigfveis enquanto a pessoa segura sobreviver, esta abordagem pode
revelar-se insuficiente. Com efeito, nestes casos a incerteza em torno das tend6ncias de.
mogriificas (sobretudo nas idades adultas e avangadas) e em relaEso ao desempenho dos

mercados financeiros dificulta enormemente a avaliagSo da adequabilidade das reservas

considerando apenas cendrios determinfsticos sobre o futuro. Significa isto que a com-
paragSo entre os activos e as reservas pode revestir-se, neste caso, de pouco significado,
em particular quanto d capacidade dos activos para satisfazer as obriga46es futuras em
cendrios realistas.

Uma forma diferente de enfrentar o risco de longevidade, defendida por exemplo em
Faculty of Actuaries (1986) e Olivieri e Pitacco (2003b), consiste em ajustar o cii,lculo
das reservas matemd.ticas e da margem de solv6ncia desejada (ou imposta) de modo a
tomar em consideragdo a natureza estociistica dos factores de risco.

O modelo baseia-se num novo conceito de solvOncia, denominado de solu€ncia es-

tocd,st'ica, no qual a aferigSo da solvabilidade das instituig6es 6 feita comparando o seu

nfvel de activos com o valor (aleat6rio) actual das responsabilidades futuras, ou seja, sem

referOncia explicita d nogSo de reservas, qualquer que seja a base de avalia.gS.o adoptada
no c6lculo destas. Na prritica, trata-se de aplicar um procedimento do tipo mark-to-
market, quer para a carteira de activos, quer para a carteira de responsabilidades. Neste
contexto, uma empresa diz-se solvente se for capaz de, com uma determinada (elevada)

probabilidade, cumprir as suas obrigag6es futuras, avaliadas segundo uma estrutura
probabilistica realista.

Designemos por r o momento em que a solvabilidade 6 avaliada e por 7 o horizonte
temporal de andlise.2a Considerando valores anuais, o requisito de solv€ncia em termos
patrimoniais imp6e que o valor dos activos totais da empresa no momento da avaliagfio

2aRefira-se a este prop6sito que no contexto do Projecto Solvdncia II, a proposta aponta no sentido de
considerar 7: 1, i.e., de fazer a avaliagSo dos requisitos anualmente.
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T, Ar, deve ser tal que

(11.5.1)

onde fJfl representa o valor actual esperado das responsabilidades futuras e e simboliza
uma dada probabilidade de rufna. Desta definigao resulta que os requisitos de capital
(target capital) a exigir aos accionistas no momento r, Mr, s6o iguais a

Mr: A, -Ulnl (11.5.2)

A aplicaEao do conceito de solv6ncia estocristica envolve a especificagS,o de uma s6rie

de elementos (e.g., definigSo dos activos e das responsabilidades, respectivo horizonte

temporal, probabilidade de incumprimento tolerada, nattreza aberta ou fechada do
portfolio, periodicidade da avaliaEs.o da solvabilidade, ponto de vista do regulador ou

do accionista), cada um dos quais conduzindo a um nfvel de activos exigfvel distinto.
Esta carteira de activos deve ser fi.nanciada quer com pr6mios (ou contribuig6es), quer

com a afectagSo de capital. Numa perspectiva tradicional, o montante total dos activos

assim obtido (que deve, no mfnimo, igualar o montante requerido) pode ser decom-
posto num montante relativo ds reservas (calculadas segundo uma dada base t6cnica de

avaliagSo) e num montante respeitante ii, margem de solv€ncia (componente residual).
A definigi,o de solv6ncia expressa em (11.5.1) 6 mais exigente do que a tradicional,

na medida em que Y"[nl inclui nio apenas as responsabilidades decorrentes do neg6cio

(i.e., para com os beneficiiirios das ap6lices) mas tamb6m as obrigag6es corporativas
(i.e., para com os accionistas). Para al6m de permitir uma melhor aferigdo da solva-

bilidade do ponto de vista dos accionistas, esta definiESo 6 consistente com as novas

directrizes contabilisticas (e com o projecto solv6ncia II), que preconizam a avalia,gSo

das responsabilidades pelo seu valor de mercado.

Como n6o existe um mercado secundiirio desenvolvido para as responsabilidades, o

seu valor pode aqui ser entendido como traduzindo a melhor estimativa possfvel, derivada

num contexto estociistico e considerando uma estrutura probabilistica realista em rela46,o

aos factores de risco. Acresce ainda que o conceito de solv6ncia estociistica preconiza

o uso de bases t6cnicas consistentes na avalia4So de activos e responsabilidades. A
aplicagSo do conceito de solvOncia estociistica melhora a avaliag5o dos riscos mas envolve,

naturalmente, custos para o neg6cio e potencialmente maiores requisitos de capital, tazdn
pela qual n6o serii facilmente aceite pelos accionistas.

- 
{[ (o,*,- vJIl) 

= 
o} : L - €,
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11.5.3 Estrat6gia de diversificagSo e no,tural hed,ging

A diversificagSo das carteiras constitui uma das primeiras solug6es a adoptar na cober-
tura do risco de longevidade, em particular na sua componente idiossincr6tica. A diver-
sificagSo dos riscos de longevidade requer uma adequada gestSo da carteira da empresa,

balanceando a exposigSo aos diferentes produtos, a diferentes pafses ou, at6 mesmo, en-

tre grupos s6cio-econdmicos. Alguns autores (e.g., Dowd (2003)) argumentam que, pelo

facto da correlagSo entre os choques de mortalidade de diferentes pafses ndo ser perfeita,
as companhias de seguros podem aproveitar as vantagens da diversificaqSo internacional
e, desta forma, reduzir (pelo menos parcialmente) a exposigSo ao risco.

Uma das solug6es mais simples passa, no entanto, por tentar estruturar a carteira
de neg6cios de modo a explorar potenciais "coberturas naturais", que adv6m da ex-
posig5o simultAnea a produtos com reacg6es opostas d evolugSo da longevidade subja*
cente, nomeadamente seguros de vida em caso de morte (posigd,o longa) e rendas vitalfcias
(posig6o curta). Com efeito, se a mortatidade decresce relativamente ao esperado, a.s res-

ponsabilidades da companhia de seguros diminuem devido ao diferimento do momento
de pagamento dos beneffcios em caso de morte da pessoa segura. Pelo contrririo, as

companhias que comercializam rendas vitalfcias incorrem em perdas relativarnente ao

antecipado, na medida em que se v6m obrigadas a pagar beneffcios durante um perfodo
superior ao estimado inicialmente. Se o comportamento da mortalidade se deteriorar, a
situa45,o inverte-se, i.e., as companhias enfrentam perdas nos seguros em caso de morte
e ganhos potenciais no mercado de rendas.

O aproveitamento das coberturas naturais constitui, assim, uma solugdo interna
eficiente para reduzir os riscos de longevidade, um mecanismo de compensagSo entre
posig6es longas e curtas que oferece as companhias uma vantagem competitiva em ter-
mos de mercado.

A importdncia das coberturas naturais (natural hedgi,ng) na protecgio face ao risco de

longevidade 6 investigada, entre outros, por Frees et al. (1996), Marceau e Gailla,rdetz
(1999), Milevsky e Promislow (2001), wang et al. (2008), cox e Lin (2004), cairns
et al. (2006a) e Grtindl et al. (2006). A generalidade dos estudos realizados nesta
mat6ria explora as implica,g6es de alterag6es na mortalidade nos seguros de vida e nas

rendas vitalfcias de forma separada, ou analisa combinag6es simples entre seguros de

vida e dotes puros (e.g., Frees et al. (1996), Marceau e Gaillardetz (1999), Milevsky
e Promislow (2001, 2003), Cains et al. (2006a)). O prdprio foco da anrilise 6 muitas
vezes distinto nestes estudos, sendo que no caso dos seguros de vida o interesse se centra
sobretudo nas consequOncias dos choques "negativos" sobre a mortalidade (aumentos),
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enquanto que no caso das rendas a atengS,o estii virada para o impacto dos ganhos de

longevidade.

Wang et al. (2003) analisam as implicagdes decorrentes de altera4Ses nos factores
que determinam o processo seguido pelas taxas de mortalidade. Os autores desenvolvem

um modelo de cobertura do risco de longevidade que envolve a escolha da combinagSo

6ptima entre seguros de vida e rendas.

Marceau e Gaillardetz (1999), Milevsky e Promislow (2001, 2003) e Bayraktar e

Young (2007) analisam o problema do prici,ng e da constituigS,o de reservas num contexto
em que os factores de risco demogrdficos e financeiros s6o estociisticos. Os autores
desenvolvem um raciocfnio de arbitragem em carteiras que combinam seguros de vida e

dotes puros, concluindo que a diversificagS.o da carteira possibilita ganhos em termos de

reduqSo do risco.

Griindl et al. (2006) analisam as implicag6es dos riscos demogriificos na combina46o

6ptima entre capital pr6prio, estrat6gia de investimento adoptada (activos com e sem

risco) e carteira de produtos (seguros de vida/rendas vitalfcias), no dmbito de um modelo
de maximiza4ao do valor para os accionistas de uma seguradora. Os autores concluem
que a utiliza4So da estrat6gia de "cobertura natural" apenas pode ser considerada 6ptima
nos casos em que o capital 6 escasso.25

Cox e Lin (2004) estudam a eficiicia da cobertura natural na eliminagio dos riscos

de mortalidade e sugerem que as companhias que, pela sua natureza do seu neg6cio
principal, tenham exposig5es assim6tricas ao risco (e.g., maior peso do segmento de

rendas) devem realizar contratos de swap, intercambiando fluxos financeiros de modo a

conseguir o matching dos riscos. O objectivo 6 neste caso o de potenciar as vantagens
da cobertura natural, n6,o no seio de uma empresa, mas entre companhias especializadas

em determinados segmentos. Esta solugdo pode revelar-se mais l6gica (e exequfvel) e

menos dispendiosa do que a de alterar radicalmente a composigS,o do neg6cio de modo

a alcangar uma cobertura natural completa.

A eficricia da estrat6gia de diversificagS,o depende, em grande medida, da dimensSo da
empresa, da abrangdncia do seu portfolio de neg6cios, do seu grau de internacionalizagdo

e da homogeneidade das caracteristicas das populag6es de benefici6rios de seguros de vida
e de rendas. Em relagS,o a este riltimo aspecto, ndo 6 crfvel que as populag6es das duas

carteiras apresentem caracterfsticas semelhantes em termos de longevidade, pelo que

uma empresa que opere simultaneamente as duas linhas de neg6cio enfrenta uma esp6cie

25Os autores demonstram ainda que a estrat6gia dptima depende simultaneamente do montante de
capital disponivel, do grau de avers6o (d insolv6ncia) dos compradores de seguros, das cargas adicionais
definidas pela empresa e do modelo probabilistico usado para descrever a situagSo demogr:ifica.
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de "risco de base". A cobertura completa do risco de longevidade pode, neste sentido,
requerer o recurso a mecanismos alternativos, designadamente a sua transfer€ncia para
os mercados financeiros.

LL.5.4 Contratos de resseguro

Uma solugS.o alternativa para rca)izar a cobertura do risco de longevidade envolve a

cessSo (parcial ou total) dos riscos assumidos por um segurador directo perante os se-

gurados a uma resseguradora atrav6s de contratos de resseguro ou outras determina46es
Iegais. Refira-se, neste ponto, que o mecanismo do resseguro n6o conduz a uma redugS.o

global do risco de longevidade, devido d natureza sistemrltica deste, mas apenas a uma
mudanga na entidade que o suporta. Ainda assim, esta ferramenta constitui uma forma
vdlida de ajustar a exposigSo ao risco.

O recurso ao resseguro 6 uma estrat6gia comum na cobertura dos riscos "conven-
cionais" (e.g., riscos catastr6ficos, acidentes de viagio, a6reos ou marftimos). Pelo con-
trd.rio, s5,o escassos os registos priblicos sobre a realizaqda de contratos de resseguro

de risco de longevidade, pese embora comecem a surgir sinais claros do interesse de
seguradoras e resseguradoras pelo desenvolvimento deste mercado (veja-se, e.g., Dowd
(2003)).

Conforme referimos acima, apenas as grandes companhias estd,o em condigSes de

maximizar os beneffcios da estrat6gia de diversificagS,o pelo que, em principio, uma resse-

guradora, operando em vdrios mercados e 6reas geogrrificas, estard melhor capacitada
para suportar uma maior exposigS,o ao risco e para eliminar os riscos idiossincriiticos.
Por outro lado, a cess5,o dos riscos visa limitar as consequ6ncias de eventuais movimentos
adversos nos factores de risco, em particular os associados a catiistrofes.

Existem, em tese, infmeros acordos de resseguro que podem ser gizados para prG.
porcionar ds companhias de seguro uma cobertura adequada d, sua exposigSo a.o risco
de longevidade. Neste sentido, a nossa contribuigS,o neste domfnio consubstancia-se
na discussdo das potencialidades e desvantagens de um leque restrito de propostas de

resseguro.

Entre os acordos analisados, encontramos contratos do tipo proporcional (i.e., em
que existe uma proporgSo fixa que estabelece antecipadamente a repartigSo dos pr6mios
e responsabilidades entre segurador directo e o ressegurador) e contratos do tipo ndo-
proporcional, contratos que visam uma intervengS,o ao nivel individual e contratos que

interv6m ao nivel de uma carteira de ap6lices.
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Resseguro do tipo quota-parte

A proposta mais simples envolve um resseguro proporcional do tipo "quota-parte". Se-

gundo os termos deste contrato, o ressegurador assumiria a responsabilidade por uma
percentagem fixa (quota) de todas as apdlices de renda vitalfcia subscritas pelo segu-

rador directo. A quota negociada nos termos do acordo determinaria a repartigS,o das

reservas, dos pr6mios e dos beneffcios pagos aos detentores das apdlices entre segurador

directo e ressegurador. A contrapartida para o ressegurador poderia constituir-se sob a

forma de um pr6mio de resseguro rinico pago A, cabega, indexado d import6ncia segura

ou dependente do valor da quota-parte do risco assumida.

Segundo este acordo, existiria uma partilha dos riscos (financeiro e de longevidade)

e dos lucros entre segurador e ressegurador, que exigiria um alinhamento de interesses

muito grande entre as partes. Em particular, a celebrag6o do contrato exige um acordo

total quanto as hip6teses (comportamento da mortalidade e taxas de juro de referOncia)

usadas no prici,ng e na avaliagSo das reservas matemii,ticas e, nalguns casos (e.g., casos

em que as rendas envolvem beneffcios indexados d evolug6o do nivel de pregos) em rela4So

d evolugd,o da inflag5,o.

Os contratos de resseguro do tipo quota-parte apresentam, no entanto, algumas

desvantagens. Desde logo, o facto de o ressegurador avaliar globalmente a carteira,

n6,o considerando suficientemente as diferentes necessidades de resseguro do segurador

directo. Acresce que um contrato desta natureza nda contribuiria para a homogeneidade

da carteira uma vez que n5,o limitaria a exposigSo aos riscos de ponta, nomeadamente

aos eventos associados a uma longevidade superior ao estimado. O contrato limitar-se-ia

a reduzir a escala da exposigS,o ao risco, sem alterar as caracterfsticas da distribuig6,o

dos riscos. Nalgumas carteiras, o contrato ofereceria mesmo coberturas de resseguro

desnecessiirias, reduzindo inutilmente a margem de lucro do segurador directo.

Ainda assim, este tipo de contrato 6 indicado sobretudo para companhias em desen-

volvimento, sem um conhecimento profundo do mercado de rendas vitalicias, que n6o

dispSem de um capital de experiOncia na determinagd,o dos pr6mios adequado e que

procuram, por esta via, uma partilha dos riscos do neg6cio.

Resseguro do tipo Eucess of Loss em valor

Uma solugSo alternativa cldssica envolveria um resseguro ndo-proporcional do tipo Ez-

cess of Loss (XL re'insurance) em valor. Neste tipo de acordo, o ressegurador ndo

partilha todos os riscos como no caso do contrato do tipo quota-parte. Com efeito, no

caso especffico de uma carteira de rendas o segurador directo reteria todos os riscos
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at6 uma determinada quantia mdxima (prioridade), definida para cada ap6lice ou em
termos agregados para a carteira (contrato do tipo Aggregate Ercess of Loss), cedendo

ao ressegurador a parte da cobertura que excede a prioridade. Um acordo tipo poderia
ainda contemplar a exist6ncia de uma franquia, definida em termos de montante indi-
vidual (ou em termos agregados), discriminada ou nd.o por sexo e/ou por factores de
risco. Adicionalmente, a responsabilidade do ressegurador pode ser balizada incluindo
no acordo cldusulas de limitagao de perdas (Stop.Doss) definidas, por exemplo, atrav6s
de um mriltiplo da prioridade.

Da relagio entre a prioridade e os valores cedidos em resseguro resultaria um indi-
cador da proporgSo do risco que 6 ressegurado, com base na qual seria possfvel determinar
a repartiE6o dos pr6mios de seguro, das reservas e dos beneffcios gerados pelas rendas
entre seguradores directos e resseguradores.

Na priitica, com este tipo de contrato apenas as rendas vitalicias de valor mais elevado
seriam cedidas. A maior parte dos estudos empfricos realizados sugerem a existencia
de uma relagdo positiva entre valor das rendas e a esperanga de vida (Mitche\l et al.
(1999)). Neste sentido, a principal vantagem de um contrato desta natureza resid.iria
na possibilidade de reduzir os impactos financeiros resultantes da presenga de selecgfio
adversa na carteira. De facto, este contrato constituiria, para o segurador d.irecto, uma
forma de homogeneizar aexposigSo ao risco e de, ao mesmo tempo, restringir a exposigd,o

aos riscos mais significativos.

Resseguro do tipo Encess of Loss em duragSo de vida

Uma solugdo interessante na cobertura do risco de longevidade 6 aquela que 6 propor-
cionada por um resseguro do tipo Ercess of Loss (XL rei,nsurance) em duraqSo de vida.
Neste tipo de acordo, o segurador directo assumiria financeiramente (sozinho) todos os

pagamentos decorrentes dos eventos cobertos pelo contrato de renda vitalfcia at6 um
determinado limite, independentemente da importdncia segurada. Por sua vez, o resse-

gurador pagaria ao cedente a parcela "final" da renda, i.e., a parcela devida no caso do
beneficiririo sobreviver para al6m de uma determinada idade (prioridade) *o+, (e.g., g5

anos), onde rs representa a idade do indivrduo no momento da realizaqdo do contrato e r
denota o perfodo miiximo de pagamento da renda em que o cedente ndo recebe qualquer
beneffcio do ressegurador. Se o beneficid,rio estiver vivo d idade rs * r, o ressegurador
assume o pagamento da renda perante o cedente, um pagamento que perdurard. enquanto
este sobreviver (ou at6 a uma idade mdxima definida no contrato, fixada atrav6s de um
plafond de garantia ou medida em anos).
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O valor da prioridade seria calculado isoladamente para cada ap6lice que integra a
carteira, admitindo-se igualmente a exist6ncia de uma franquia, discriminada ou n5,o por
sexo e/ou outros factores de risco. Como se depreende, este tipo de resseguro estabelece

uma intervengSo de cobertura a um nivel individual.
A principal vantagem deste contrato para o cedente consistiria na possibilidade de

converter rendas vitalfcias em rendas temporiirias, sendo que apenas o risco de longev-

idade seria transferido (potencialmente na fntegra) para o ressegurador. Por seu turno,
em tazdo deste contrato o ressegurador adquire uma posiEd,o curta numa renda vitalfcia
diferida r anos no futuro.

A contrapartida para o ressegurador envolveria o pagamento d cabega de um pr6mio

de resseguro fnico, considerando eventualmente cl6usuias de revisio em momentos defini-
dos no contrato, no caso da mortalidade evoluir de forma significativamente diferente
da traject6ria prevista no momento de celebragdo do acordo. Admite,se igualmente
que o ressegurador possa financiar parcialmente o cedente permitindo que este reparta
o pagamento do pr6mio num intervalo de tempo mais ou menos alargado. O pr6mio
a pagar deve ainda contemplar uma estimativa do custo da longevidade adoptando,
desej avelmente, uma perspectiva estoc6stica.

No que diz respeito As reservas matem6ticas, como existe uma divis6o do perfodo de

cobertura entre as partes admite-se como razodvel que o cedente seja obrigado a consti-
tuir reservas apenas com referOncia aos beneffcios a pagar at6 d prioridade, enquanto que

o ressegurador deve constituir reservas apenas parafazet face aos pagamentos a efectuar
a partir dessa idade. Dito de outro modo, o contrato proposto envolve a transfer6ncia
de parte das reservas do cedente para o ressegurador.

A principal diferenga deste tipo de acordo em relagAo aos contratos do tipo propor-
cional nos quais, como vimos, o ressegrrador participa em todas as responsabilidades
decorrentes das ap6lices, refere-se ao facto do ressegurador apenas assumir o pagamento

das responsabilidades com as rendas ap6s a prioridade.

Um contrato deste tipo constituiria uma solugSo eficaz de redugSo do risco de longevi-
dade para o cedente. Pelo contrririo, o acordo apresenta-se d" partida como bastante
arriscado para o ressegurador, cuja intervengSo ocorre apenas no segmento do arco da
vida humana em que a avaliagSo das perspectivas de longevidade 6 mais diffcil, devido d,

escassez de informagS,o sobre o comportamento da mortalidade nestas idades. Significa
isto que 6 de prever que exista alguma retic6ncia por parte das resseguradoras em parti-
cipar neste tipo de contratos, pelo menos enquanto n6o estiverem disponfveis no mercado
outras solug6es de hedging do risco, que envolvam nomeadamente a sua transfer6ncia
para o mercado de capitais.
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Por fim, uma variante interessante deste contrato seria aquela que estipulasse uma
dupla prioridade, que seja simultaneamente funqio da duragSo de vida do beneficidrio
da renda e do valor do contrato. Trata-se, no fundo, de combinar um contrato do tipo
Ercess of Loss em duragSo de vida com um contrato do tipo Ercess of Loss em valor.
Esta variante constituiria uma forma de ter em conta a eventual heterogeneidade da
populagio segura em termos de nfveis de renda e de longevidade.

Resseguro do tipo Stop-Loss com base nos activos

Consideremos agora um tradicional contrato de resseguro do tipo Stop-Loss com base

nos activos, definido num horizonte de m6dio e longo prazo, em que as interveng6es do
ressegurador teriam como objectivo prevenir uma situagSo de insolvOncia por parte do

cedente em consequOncia de desvios significativos no comportamento da mortalidade.

O rationale por detrris deste contrato 6 simples. Assume-se que o efeito dos desvios

na mortalidade sobre o negdcio se torna perceptivel comparando, num dado momento,

o valor dos activos na carteira com o valor das reservas requeridas pata fazer face as

obrigag6es para com os beneficiiirios de rendas vitalfcias sobreviventes nesse momento.

Por outras palawas, a perda (Loss) materializa-se na insuficiOncia de activos.

Definido um horizonte temporal, se no final desse perfodo o valor dos activos for
inferior d.s reservas o ressegurador cobre uma parte (ou a totalidade, consoante o acordo)

da diferenEa, i.e., o ressegurador interv6m se no momento t se verificar que

A,<(I-n)Ulnl,

onde yr[tr] denota o va]or das reservas e rV]nl simboliza o valor da prioridade (em termos

de perda, Stop-Loss) fixada no acordo.

Uma vez que o objectivo 6 o de proporcionar cobertura face ao risco de longevidade,

o horizonte temporal a definir no contrato deve ser de longo ptazol de modo a exprugar
potenciais oscilaE6es no valor da carteira de activos devidas, n5o ao risco de longevidade,

mas a flutuag6es aleat6rias de curto prazo na mortalidade. Para compensar a significativa
exposigSo ao risco a que o ressegurador fica sujeito em consequ6ncia deste acordo, 6 de

esperar que o valor dos pr6mios de resseguro a cobrar (no momento da celebragSo do

contrato ou periodicamente) sejam elevados.

A implementaga.o de um contrato desta natureza exige, naturalmente, o acordo entre

cedente e ressegurador em relaES,o aos activos a comparar com as reservas, ao cdlculo

do valor das reservas, ao horizonte temporal do contrato e, no caso de cobertura parcial
das perdas, da prioridade Stop-Loss. A obrigatoriedade de constituigdo das reservas
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permanece no cedente, admitindo-se no entanto que o ressegurador possa exercer algum
controlo sobre a polftica de investimentos deste, uma vez que a sua intervengSo no

contrato depende directamente evolugSo da carteira de activos do segura.dor directo.
A principal desvantagem deste tipo de acordo para o cedente respeita ao facto de as

eventuais perdas registadas durante o perfodo de cobertura n5o estarem abrangidas pelo

acordo de resseguro, uma vez que o ressegurador interv6m apenas no final do horizonte
definido. Para o ressegurador, a principal limitagdo decorre da potencial falta de controlo
sobre a forma como o cedente gere os seus activos durante o horizonte do acordo.

Resseguro do tipo Stop-Loss com base nos fluxos de caixa

Uma alternativa ao resseguro do tipo Stop-Loss (SL) com base nos activos passa por
considerar que a intervengS,o do ressegurador ocorre apenas quando o valor dos beneficios
pagos pelas rendas vitalfcias 6 superior ao valor esperado no momento da celebragSo do

contrato. Por outras palawas, um contrato desta natureza determina que o ressegurador

interv6m apenas em caso de aumentos inesperados na longevidade das pessoas seguras,

tomando a seu cargo as responsabilidades adicionais que daf adv6m. No limite, se o
objectivo do contrato for apenas o de transferir a totalidade (ou pelo menos a maioria)
do risco de longevidade do cedente para o ressegurador, a prioridade deve ser fixada acima
do valor esperado dos fluxos de caixa da carteira, de modo a excluir a transfer€ncia do

risco de flutuag6es aleat6rias em torno da tendOncia de Iongo prazo.

Um acordo deste tipo deve ainda estipular, entre outros aspectos, o horizonte tempo-
ral da cobertura e a frequ6ncia da intervengSo nesse intervalo (e.g., no final de cada ano),
assim como a exist6ncia de eventuais limites para as perdas a assumir pelo ressegurador
(clriusulas stop-loss). O prici,ng deste tipo de acordos afigura-se decisivo, tendo em conta
o valor e a natureza (sistemritica) do risco envolvidos.

Os contratos do tipo SL apresentam, ao contrd.rio dos contratos do tipo XL, a van-
tagem de requerer o envolvimento do cedente e do ressegurador durante a totalidade
do perfodo de cobertura. Um acordo centrado nos fluxos de caixa afigura-se-nos mais
f6cil de implementar do que aquele assente nos activos, devido d, maior objectividade na
definigdo e medigio dos cash flows. Acresce ainda que um acordo baseado nos fllxos
de caixa torna mais fricil a sua titularizagdn, nomeadamente pela emissS,o de tftulos de

dfvida com cash flows indexados d evolugSo da longevidade.
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11.5.5 TitularizagS.o do risco: Longeaity/Suraiaor Bonds

A oferta limitada de resseguro e os previsfveis custos elevados associados a alguns dos

tradicionais acordos acima analisados, em conjunto com as crescentes preocupaq6es

quanto a,o risco de cr6dito dos resseguradores, levaram muito recentemente as compan-

hias de seguros a considerarem a titularizagSo como uma solug6o alternativa na cobertura
dos seus riscos de longevidade.

No passado, as companhias funcionavam como verdadeiros reservat6rios de riscos,

mais ou menos estanques, com muito pouca transferOncia para os mercados de capitais,
se exceptuarmos naturalmente a captagdo de capital e a emissSo de alguns instrumentos
de dfvida.

Nos riltimos anos, as companhias de seguros transformaram-se progressivamente em

intermediiirios financeiros, que colocam v6rios tipos de instrumentos junto dos mercados

de capitais, transferindo desta forma os riscos directamente para os investidores.

Os principais aspectos envolvidos na titularizaEs,o dos riscos de longevidade sdo anal-

isados por Cowley e Cummins (2005), Krutov (2006) e Lin e Cox (200ba,b). Entre as

principais finalidades da titularizagSo incluem-se o financiamento dos custos associados d

capta4So de novas apdlices, a libertagS,o de capital regulamentar "excessivo" em virtude
de pr6ticas conservadoras na constituigSo de reservas, a monetariza4Sa de um conjunto
de cash flows gerados pela carteira de neg6cios, a redugSo ou eliminagio da exposigdo

a riscos (catastr6ficos e sistemd.ticos) demogrrificos ou de mercado, ou ainda a oportu-
nidade de investir em novos activos e tipos de risco que melhorem a eficiOncia da carteira
pela via da diversifica4d,o.

As operagSes de titularizaqdo no ramo vida adoptam uma estrutura similar d obser-

vada nos denominados Catastrophe Bonds (CAT Bonds). Nestas operag5es, a seguradora
(ou resseguradora) transfere um conjunto de cash flows (e.g., pr6mios de rendas vitalf-
cias) para tm Special Purpose Vehi,cle (SPV), uma entidade passiva que 6 criada apenas

para emitir tftulos de divida (em que os cash flows s6o usados como colateral) e para os

colocar junto dos investidores. Estes contribuem com fundos para o SPV e assumem os

riscos do investimento. Os fundos sd.o por sua vez investidos e devem ser suflcientes para
pagar os cup5es aos investidores e para assumir as responsabilidades com as rendas.

No actual contexto, o interesse pela titularizagdn 6 justificado pelas potencialidades

que a emissdo de activos financeiros com cash flows contingentes d evolugio da longevi-

dade (em particular, dos chamados lorugeuity bonds) oferece na cobertura do risco.
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Longeaity (Surui.aor) Bonds

Propostas pela primeira vez por Blake e Burrows (2001), as Longeuitg Bonds (LB's)
ot Suru'iaor Bonds (SB's) s5,o instrumentos de dfvida cujos cash flows dependem da
realizagS,o de um determinado fndice de sobrevivoncia IIs,11; no momento t. Como o

nome sugere, este fndice representa a proporgSo de uma determinada populagSo com
idade r no momento t : 0 que sobrevive at6 ao momento t. Na sua formulagSo original,
a obrigagSo paga cup6es at6 d, extingdo de todos os elementos de uma dada gera,g6o.

Por outras palavras, trata-se na prri.tica de uma obrigagd,o cliissica com maturidade
estocdstica, em que a varidvel estocristica corresponde d dura45,o de vida do individuo
com maior longevidade entre a gerag6o de refer6ncia.26

Como se depreende, este tipo de obrigag6es de longo ptazo 6 desenhado de forma
a proteger o seu detentor contra quaisquer melhorias n5o antecipadas na mortalidade
at6 d maturidade do tftulo. Por esta tazda, constitui-se como um excelente instrumento
de cobertura para uma carteira dominada por rendas vitalfcias, i.e., de uma carteira
com uma exposigio predominantemente curta ao risco de longevidade. Com efeito, na
eventualidade dos beneficiririos das rendas viverem mais tempo do que o esperado, a

26N5o existem, at6 ao momento, registos priblicos sobre a emissdo de qualquer obrigagao com as
caracterfsticas de uma Longeuity Bond. Existemi contudo, dados precisos sobre uma emissdo anunciada
em Novembro de 2004 pelo Banco Europeu de Investimento (BEI) e estruturada pelo Banco frances BNP
Paribas (veja-se Blake et ol. (2006a)). A emissSo tinha um valor facial de 540 milh6es de libras, um
cupSo inicial de 50 milh5es de libras (X50m) e uma maturidade de 25 anos. Tratava-se de uma obrigagdo
perp6tua (annuity or amort'ising bonil) com cup6es variilveis, cuja caracterfstica inovadora consistia em
Iigar os cup6es a um fndice de sobreviv6ncia de uma geragSo JIs-111, baseado nas taxas de mortalidade da
populagSo masculina de Inglaterra e do Pais de Gales com 65 anos em 2002. Em termos mais precisos,
os fluxos de caixa gerados pela emissSo eram dados por:

/t(.9es(t)) : l50m Xnsos(r), t:L,2,...,25

O risco de longevidade seria coberto pela resseguradora Partner Re, que participava atrav6s de um
contrato de swap onde se comprometia a fazer pagamentos anuais variSveis (no valor de t50m x nsuu (t) )
ao BEI, calculados com base na mortalidade observada na populagSo masculina de Inglaterra e do Pafs
de Gales com 65 anos, recebendo do BEI um conjunto de pagamentos anuais fixos determinados com
base na mortalidade projectada para esta geragSo. IJma vez que o BEI desejava efectuar pagamentos
em euros, esta operag6o era ainda complementada com vm swap cambial (fired-sterling-Jor-fl,oating-
euro) entre o BEI e o BNP. Como se depreende, a emissSo estava estruturada para servir como activo de
cobertura do risco de longevidade para um investidor com uma carteira dominada por rendas vitalicias. A
obrigagSo de longo prazo estava desenhada para proteger o investidor contra diminuig6es n6o antecipadas
na mortalidade at6 A maturidade do tftulo. Por seu turno, o emitente realizaria lucros no caso de I[s,111
ser inferior ao antecipado. Ao contrririo do que se esperava, a emiss6o ndo teve grande sucesso junio
dos investidores (foi apenas parcialmente subscrita), acabando por ser retirada nos finais de 2008 para
reformulagd,o. Entre as explicag5es para este insucesso contam-se o prazo da emissSo (considerado curto),
o valor do capital exigido face aos beneficios da redugSo da exposigio ao risco, o risco de base subjacente
d definigio do fndice de mortalidade (n6o devidamerite compensado em termos de retorno) e o risco de
modelagdo elevado na avaliagSo do titulo.
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companhia de seguros 6 obrigada a efectuar pagamentos durante perfodos mais longos
do que o previsto recebendo, em contrapartida, cup6es mais elevados nas suas posig5es

em LB's.

Este tipo de obrigagoes constitui uma solug6o mais flexfvel e menos onerosa de cober-
tura do risco de longevidade do que os tradicionais contratos de resseguro. Com efeito, a
solugS,o permite a transfer6ncia do risco para um nfmero mais alargado de contrapartes,
dri origem a instrumentos financeiros que dependem apenas da evolugSo da mortalidade,
que ndo necessitam de ser forgosamente ajustados ds caracterfsticas da carteira de cada
companhia e que s6o negociiiveis em mercado secundiirio, o que permite uma gestSo mais
flexrvel das coberturas.

Para al6m do interesse previsivel das companhias de seguros, outros investidores
(e.g., bancos de investimento ot hedge funds) podem estar potencialmente interessados

em adquirir uma exposigSo ao risco de longevidade, uma vez que este apresenta uma
correlagS.o baixa com os tradicionais factores de risco. Neste sentido, a combinagS,o de

um parAmetro beta baixo, um pardmetro alfa potencialmente positivo e uma taxa de

retorno razodvel transforma os activos com cash flows contingentes i longevidade num
investimento atractivo do ponto de vista da diversificag6o da carteira.

Um mercado desenvolvido tenderii igualmente a atrair especuladores, que negoceiam
com base em expectativas sobre a direcgSo dos pregos dos activos (e da longevidade),
e arbitragistas, que procuram explorar eventuais anomalias no pricing dos produtos.
Saliente-se, no entanto, que a emissSo Ceste tipo de obrigagSes n5o elimina o risco d.e

longevidade da economia, apenas o transfere neste caso das seguradoras para as entidades
emitentes dos tftulos.

A emissdo de LB's levanta um nfmero significativo de quest6es, analisadas em detalhe
por Blake e Burrows (2001), Dowd (2003), Blake (2003), Lin e Cox (200ba,b), Milevsky
(2005), cairns et al. (2005, 2006a,b), Brake et al. (2006a,b), Brown e orzag (2006),
Stallard (2006), webb e Friedberg (2006), Bauer e Russ (2006), cox et al. (2006) e

Denuit et al. (2007).

A primeira questS,o importante refere-se d exist6ncia de um previsivel desequilfbrio
estrutural neste mercado. De facto, se do lado da procura parecem existir motivag6es
naturais para a aquisigSo deste tipo de activos por parte de companhias de seguros, fun-
dos de pensSes e outros investidores, do lado da oferta nd,o se vislumbra automaticamente
o universo dos potenciais emitentes.

A partida, entre os candidatos naturais a emitentes encontram-se entidades (prlblicas
ou privadas) com posigSes longas no risco de longevidade (e.g., empresas farmaceuticas,
empresas do sector da distribuigSo, empresas direccionadas para o fornecimento d.e bens,
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servigos ou alojamento a idosos, estados ou municfpios que atraem reformados ricos (e.g.,

Estado Americano da Florida)), eue desejem f.azer o hedgi,ng da sua posigdo vendendo
obrigag5es. Dowd (2003) sugere mesmo que entre o universo de potenciais emitentes
podem surgir companhias de seguros em que o peso da carteira de seguros de vida seja
relativamente superior ao da carteira de rendas vitaifcias. Ainda assim, 6 d.e prever
que este mercado seja caracterizado por um excesso natural de procura, que ndo deverd.

ser interpretado como uma falha de mercado, mas em que o prego das obrigaq6es e as

respectivas yi'elds ajustarS,o (pregos sobem e yields baixam) de modo a refrear a procura
eaencorajaraoferta.

Em alternativa, Blake e Burrows (2001), Blake (2008) e Brown e Orzag (2006)
prop6em que as LB's sejam emitidas pelos Estados. Para fundamentar a sua proposta
argumentam desde logo que o Estado, garante de ultima inst6.ncia, deve suprimir a falha
de mercado que representa a inexistOncia de mecanismos de cobertura do risco de longevi-
dade pelas empresas privadas. Sustentam ainda que a dispersSo do risco pela popula,gao

(pelos contribuintes) elimina o pr6mio de risco associado e que o Estado contribui para
o aumento da longevidade (e.g., atrav6s dos sistemas priblicos de saride), pelo que deve
suportar as consequ6ncias dessas polfticas. Por riltimo, defendem que o Estado tem,
ao contr6rio das empresas privadas, uma vantagem comparativa que lhe permite efec-

tuar a partilha intergeracional do risco de forma mais eficiente, nomead.amente atrav6s da
polftica fiscal (sistemas de protecgS,o social, impostos, presta46es sociais, dfvida priblica).
Na prritica, n5o 6 certo que da intervenEs,o do Estado resultar6 uma partilha 6ptima do
risco entre gerag6es, na medida em que os decisores polfticos podem, por razdes eleitorais,
ser tentados a proteger excessivamente a geragSo actual A custa das gerag6es futuras.

Em oposigS,o, alguns autores (e.g., Dowd (2003), Turner (2006)) questionam a trans-
fer6ncia de mais risco de longevidade para o Estado, na medida em que este jri estd
consideravelmente exposto, seja atrav6s dos sistemas de seguranga social (assentes em
mecanismos de repartigSo), seja atrav6s dos sistemas priblicos de saride. Estes autores
argumentam ainda que os mercados de capitais estSo melhor preparados para suportar e

partilhar riscos que o Estado, que apenas diversifica os riscos entre um grupo circunscrito
de indivrduos (contribuintes), enquanto que nos mercados 6 possfvel uma diversifica4do
internacional.

O segundo aspecto chave na emissSo de LB's prende-se com a escolha do fndice de
sobreviv6ncia (Blake et a1.,2006a,b). O sucesso deste tipo de emiss6es depende do grau
de ajustamento (matching) entre os cash flows da obrigagd.o e as responsabilidades da
seguradora. Por este motivo, o fndice seleccionado deve, desejavelmente, ter em conta
as caracterfsticas de mortalidade da populagSo cujo risco se pretende cobrir de maneira
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a minimizar o "risco de base", abranger o segmento do arco da vida humana a que as

empresas estd.o expostas e atender aos factores de risco da populagdo (u.g., sexo).
A construgSo de um fndice de sobreviv6ncia enfrenta ainda outros problemas. Em

primeiro lugar, os fndices s6o construfdos a partir de estatfsticas pouco frequentes e

obtidas com razodvel desfasamento temporal. Em segundo, os dados de base sdo muitas
vezes objecto de graduagSo, mediante m6todos que podem mudar no tempo. Em terceiro,
os resultados podem ser contaminados por erros nas observaq6es. Em quarto, devemos
ter em conta a importdncia do risco moral, que emerge neste contexto pela possibilidade
de manipular as estatisticas de base ou pelo acesso antecipado d informagio sobre o
fndice. Por riltimo, os fndices envolvem, em muitos casos, projecg6es de mortalidade que
estSo sujeitas a riscos de modelagSo.

Um terceiro aspecto-chave na emiss5,o de LB's respeita d escolha do m6todo de avali-
aqSo adequado quando os cash flows dos activos s6o contingentes d evolugS,o da mortal-
idade. Com efeito, enquanto que as obrigaE6es cliissicas podem ser avaliadas usando a
estrutura temporal de taxas de juro e os principios de ndo arbitragem, tal n6o 6 possfvel
neste contexto devido d natureza incompleta do mercado. Entre as solug6es apresentadas
na literatura encontram-se, como vimos na Secgd,o IL.A.J, a adopgd,o de uma abordagem
risk-neutral, a utilizagS,o de princfpios clissicos de determinagSo do pr6mio em contratos
de seguro, o uso de abordagens baseadas na Transformada de Wang, no Rritio de Sharpe
ou no modelo Consumption CAPM, estrat6gias de minimizagSo do risco ou estrat6gias
de m6dia-vari6,ncia.

Um riltimo aspecto a ter em conta refere-se ao risco de cr6dito das emiss6es. A
principal fungio das LB's (e de outros activos contingentes d evolugSo da longevidade que
analisaremos no capftulo seguinte) 6 a de proporcionar iis empresas uma oportunidade
de fazer o hedgi'ng do risco de longevidade. A procura desta cobertura n6o significa que
os investidores estSo dispostos a aumentar a sua exposigSo po risco de cr6dito ou a outros
tipos de riscos de mercado. Neste sentido, na eventualidade de as entidades emitentes
acarretarem risco de cr6dito devem ser consideradas solugSes para mitigar este problema
(e.g., SPV, credi.t insurance a,r"rangenxenfs, derivados de cr6dito).

M ortality - Linked B onds

Para al6m da obrigagio acima apresentada, outras modalidades de Longeai,ty Bond,
(LB) foram recentemente propostas e discutidas na literatura (veja-se, e.g., Blake et
al. (2006a,b), cairns et al. (2005, 2006a,b)). A LB "cldssica" 6 uma obrigagdo perp6tua
com pagamentos dependentes da evolugSo de um fndice de sobrevivdncia em que apenas
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os cup6es s5,o contingentes d evolugdo da mortalidade. A natureza desta dependOncia

pode, no entanto, ser distinta e ser especificada de modo a que o investidor esteja exposto

ao risco de perder parte ou a totalidade dos cup6es (e/ou do principal) se a mortalidade
ultrapassar um determinado patamar.

Uma variante interessante das LB's s5o as chamadas Zero-Coupon Longeuity Bonds
(ZCLB), uma modalidade decalcada das tradicionais obrigag5es de cup6o zero negociadas

nos mercados de taxa de juro e que poderiam ser obtidas por decomposigSo (stripping)
de uma LB clissica. No limite, podemos imaginar um completo espectro bidimensional

de ZCLB's, em que a primeira dimensdo est6 relacionada com a geragS,o em causa e
a segunda diz respeito d, maturidade do tftulo. A exist6ncia deste tipo de obriga46es

permitiria as companhias de seguros construir carteiras de cobertura adequadas ao seu

perfil (demogrri,fico e temporal) de responsabilidades.

A emissdo de obrigag5es em que os fluxos de caixa dependem inversamente da
evolugSo de um fndice de sobreviv6ncia (Inuerse Longeuity Bonds) constitui uma al-
ternativa possfvel (".g., /, (nr,frl) : o (1 - [r,tO), o > 0). Esta modalidade 6 inspirada
nas convencionais 'inuerse fioaters, obrigag6es de taxa varid,vel em que os cup6es variam
inversamente como os movimentos nas taxas de juro.

Outra das modalidades sugeridas refere-se ds denominadas Deferced Longeuity Bonds
(DLB), obrigag6es em que os cash flows sio diferidos no tempo em relagSo ao momento
da emissSo. Esta modalidade, que configura na prritica uma esp6cie de contrato forward
sobre a mortalidade, tem em conta o facto dos progressos na longevidade s6 assumirem

maior expressSo a m6dio e longo prazo.

Uma modalidade distinta 6 aquela representada pela primeira obrigagSo com cash

flows contingentes d evolugSo da mortalidade efectivamente emitida e subscrita nos mer-
cados de capitais. Esta emiss6o, langada pela resseguradora Swiss Re em Dezembro de

2003, tinha uma maturidade de apenas tr6s anos, um principal de 400 milh6es USD
($400m) e oferecia aos investidores um cupd.o vari6vel indexado a LIBOR, adicionado de

um spread de 135 basis poi,nts. A caracterfstica distintiva desta obrigagA,o referia-se, ro
entanto, ao facto do reembolso do principal depender do valor observado para um fndice

de mortalidade, M1, calculado com base na m6dia ponderada das taxas de mortalidade
registadas em cinco pafses, em ambos os sexos e num intervalo de idades.

Em termos mais precisos, o principal seria reembolsado na totalidade se o valor de

Mt ndn excedesse 130% do valor base (observado em 2002) durante a vida da obrigagS,o,

caso contrd,rio dependeria dos valores efectivamente registados para M1, de acordo com
a seguinte funge.o /r (.)
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r t \ | LIBOR* spread, t: L,...,7 - L
tt\') : 

\ tteoa* spread,*max{0, rooz -Lrtr} t: T, (11'5'3)

onde -L1 6 uma fungdo de perda definida segundo

onde M6 e M1 denotam os valores do fndice de mortalidade observados no ano base e
no ano t, respectivamente. Como se constata, o valor dos cup6es 6 imune A, evolugSo do
fndice M1, enquanto que o principal 6 uma fungi,o linear (por trogos) de M1.

Uma das caracteristicas mais distintivas desta emiss5,o 6, no entanto, o facto d.a

obrigagao configurar uma esp6cie de Catastrophe Mortali,ty Bond, estruturad.a, nio para
cobrir o risco de longevidade do investidor, mas para proteger o emitente do risco de
mortalidade catastr6fica. Com efeito, o emitente lucra numa situagSo em que M1 6,

extremamente elevado (e.g., numa catristrofe natural), ou seja, permite transferir para o
mercado de capitais o risco de mortalidade a que estd exposta uma carteira de ap6lices
de seguro/resseguro de vida. Neste caso, o risco para o emitente 6 o de que as responsa-
bilidades com as ap6lices se tornem exigfveis antes do previsto.

A obrigag6o foi emitida atrav6s de um SPV chamado Vita Capital, uma solugdo
conveniente para o emitente uma vez lhe permitia manter as responsabilidades fora do
balanEo ao mesmo tempo que reduzia o risco de cr6dito suportado pelos investidores.2T

27Ap6s o sucesso da primeira emissSo, a Swiss Re anunciou em Abril de 2005 que havia emitido, atrav6s
de um novo SPV chamado Vita Capital II, uma segunda Catastrophe Mortality Bond com um principal
de 362 milh5es USD ($362m), dividido em tr6s tranches: Classe B ($62m), Classe C ($200m) e Classe D
($100m), maturidade em 2010 e um indice ponderado de mortalidade calculado com base na populagdo
dos EUA, Alemanha, Jap6o e CanadS. A especificagSo da obrigagSo estipulava que o princifal estaria
exposto ao risco se, em dois anos consecutivos antes da maturidade, o fndice combinado de mortalidade
excedesse determinadas percentagens do nivel de mortalidade esperada (a saber, L20Vo pal:. a Classe B,
115% para a Classe C e LLl% para a Classe D). Esta emissSo foi, uma vez mais, totalrnente subscrita
e seria seguida, jri em 2007, de uma nova emiss6o de $390m e €240m com caracterfsticas semelhantes,
emitida dtrav6s de um SPV designado por Vita Capital IIL Em 2006, as companhias Axa e Scottish Re
emitiram, atrav6s de SPV's chamados de Osiris Capital e Tartan Capital, respectivamente, catastrophe
mortality bonds no valor de $350rn -f e1\rn e $155rn com base no comportamento da populagd,o de
(Franga, Jap5.o e EUA) e EUA, respectivamente.

( on e M1 l t.JMo
Lt: \ l(M, - L.3Mo) I @.2Md) x L}O% se 1.3M0 < Mt < L.|Ms Yt

I IOOZ se L.sMs { Mt,
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L1.5.6 Derivados de rnortalidade

A hip6tese, razodvel, de que as principais entidades expostas ao risco de longevidade
est5,o interessadas em precaver-se contra esta fonte de incerteza, permite-nos equacionar
a criagSo e desenvolvimento no futuro de um mercado de contratos derivados de mortali-
dade. Neste mercado, seria possfvel negociar um leque de novos instrumentos financeiros
com cash flows contingentes A evolugSo da longevidade, apresentando caracterfsticas si-
milares ds observadas nos tradicionais contratos de futuros, opg6es financeiras e de swap.

Em particular, podemos imaginar a tradicional segmentagSo entre produtos nego-
ciados em bolsas organizadas (e.g., futuros) e produtos transaccionados em mercados
ouer-the-counter (OTC) (e.g., swaps). Os primeiros apresentam como principais vanta-
gens a liquidez (que facilita a anulagSo das posig5es, curtas ou longas), a transpar6ncia
(decorrente da centralizagSo das operag6es em Bolsa), a eliminagdo do risco de cr6dito
(pela intervengS,o de uma CAmara de Compensagdo, que se constitui como contraparte
nos neg6cios) e a rapidez negocial, tendo no maior risco de base a sua maior desvantagem.

Por seu turno, os derivados de mortalidade negociados em mercados OTC t6m como
principal atractivo a possibilidade de serem estruturados d medida das necessidades dos
intervenientes, de modo a minimizar o risco de base, mas a sua negociagdo posterior 6
limitada pela quase inexist6ncia de mercados secundiirios, o que dificulta o rearranjo das
posig5es.

A criagSo e utilizagSo de derivados na gestio do risco de longevidade foi sugerida re-
centemente por Blake (2003), Dowd (2003), Cox e Lin (2004), Lin e Cox (2005a,b), Blake
et al. (2006a,b) e Dowd et al. (2006). Nesta secgS,o apresentamos uma breve descriEd,o

das principais caracterfsticas dos instrumentos financeiros (existentes ou hipot6ticos)
propostos na literatura.

Mortality Swaps

Um swap de mortalidade (mortality swap, MS) 6 um acordo no qual se estabelece o

intercAmbio de um ou mais cash flows no futuro com base na evolugSo de um fndice de
mortalidade ou de sobrevivOncia.2s Definidos desta forma, os suaps de mortalidade par-
tilham muitas das caracterfsticas dos acordos de resseguro. Com efeito, ambos envolvem
a troca de pagamentos com base em valores observados ou projectados para os factores
de risco, podendo ser usados para o mesmo prop6sito. Refira-se, no entanto, que existem
algumas diferengas importantes entre estes dois tipos de acordo. Em particular, os swaps

debngeuitg6ozdsanunciadapeloBEIem2004incorporava
tm swap de mortalidade.
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de mortalidade n5o s6,o contratos de seguro no sentido legal do termo, ndo estando por
isso sujeitos as disposig6es que regem este tipo de acordos, regulando-se por disposig6es
geralmente menos limitativas do mercado de capitais.

Os MS's constituem igualmente uma alternativa, com vantagens, ds LB's. Desde
Iogo pelo facto de poderem ser estruturados de forma mais simples e ajustada ds ne
cessidades das partes, e com maior facilidade na extingSo das posigSes. Por outro lado,
nio requerem mercados secunddrios lfquidos, bastando apenas que existam vantagens
comparativas para ambas as partes ou perspectivas distintas quanto ao desenvolvimento
da mortalidade no futuro.

Num mercado de derivados de mortalidade desenvolvido, podemos equacionar difer-
entes modalidades de MS, envolvendo o intercdmbio de apenas um pagamento depen-
dente da longevidade (por analogia com o que acontece num forward, Rate Agreement
(FRA)), ou multiplos pagamentos (como no caso de um cLissico plai,n aanilla ,interest

rate swap (IRS)).29 Neste riltimo caso, existem contud.o algumas diferengas que importa
realgar. Com efeito, enquanto que a componente fixa de um IRS especifica pagamentos
constantes no tempo, a componente fixa de um uani,lla mortality suap (VMS) envolveria
pagamentos pr6-determinados que oscilam no tempo de acord.o com a evolugSo prevista
(no momento de realizagS,o do acordo) de um fndice de sobrevivencia. Por outro lado,
a componente variiivel de um IRS estri, regra geral, ligada d evolugSo de um indexante
(e.g., LIBOR), enquanto que a parcela variiivel de um VMS dependeria da evolugao
observada no fndice de sobreviv6ncia.30

Os MS's podem ser usados com infmeras finalidades. As companhias de seguros po-
dem usar um MS para fazer a cobertura dos riscos de mortalidade a que est5,o expostas
as suas carteiras, explorando as vantagens comparativas que resultam da detengfio de
exposigdes opostas no activo subjacente, i.e., Iongas (seguros de vida) ou curtas (rendas
vitalfcias). Podemos inclusive conceber, como o fazemlin e Cox (2005a,b), que compan-
hias de seguros que exploram simultaneamente estes dois segmentos de neg6cio possam

2ePodemos ainda conceber formas mais elaboradas ou exdticas de MS: MS's do tipo fl,oating-for-
floating, suaps sobre o diferencial de mortalidade entre duas populag6es, cross-currezcg MS's, MS,s
em que um ou mais pagamentos dependem da evolugS,o de variriveis n6o demogriificas (e.g., taxas de
juro, indices do mercado de ac96es,...) e MS com opgSes incorporadas (e.g., opg5es). A um tutro nfvel,
Charupat e Milevsky (2001) apelidam de mortality suap uma estrat6gia de investimento que consiste na
aquisigSo de uma renda vitalicia imediata e na utilizagSo dos recebimentos peri6dicos gerados por este
contrato no financiamento da compra de seguros de vida. Reportando-se ao caso canadiano, os autores
concluem que a forma como o sistema fiscal do pafs estii desenhado permite a existOncia de oportunidades
de arbitragem, notando em particular que a estruturagSo de rm swap de mortalidade gera um retorno
superior A, taxa de juro sem risco.

3oRefira-se, ainda, que a avaliagS,o de VMS se afigura, d partida, mais dificil que a de um IRS na
medida em que' devido d natureza incompleta dos mercados, ndo 6 possivel recorrer aos tradicionais
argumentos de nd,o arbitragem.
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recorrer a MS's para explorar as oportunidades de cobertura natural criadas pela forma
como as posig5es respondem a varia46es na mortalidade.Sl

Os swaps de mortalidade oferecem ds companhias outras formas de gerir a sua ex-
posiEdo ao risco. Como os acordos de swap se reportam a um dado horizonte temporal e
ao comportamento da longevidade numa dada populagS.o, podemos conceber uma situa-
g5o em que as companhias utilizam este instrumento para ajustar a sua exposigSo entre
populag6es de refer6ncia distintas, ou at6 mesmo ao longo de uma estrutura temporal
da mortali'dade. Por exemplo, companhias de seguros sedeadas em diferentes paises e
expostas ao comportamento da mortalidade nas respectivas populag6es podem consi-
derar vantajosa a participaEs.o num acordo de swap. O fundamento para este acordo
6 simples. Como os factores de risco n5,o est5,o, muito provavelmente, perfeitamente
correlacionados, ambas as companhias beneficiam com a diversificag5o da sua exposig5o
entre distintas populag5es de refer6ncia.

Por outro lado, as companhias poderiam usar MS's para reduzir a sua exposigdo ao

comportamento da mortalidade num determinado segmento do arco da vida humana,
transformando as responsabilidades da carteira de modo a conseguir uma distribuigdo
mais equilibrada em toda a estrutura temporal.

A um outro nfvel, os MS's podem atrair a atengSo de investidores que, na busca de
uma melhor relagS,o risco-retorno? procuram incessantemente por novas oportunidades de
investimento em activos com correlagSo baixa (preferencialmente negativa) relativamente
ds suas carteiras, como 6 o caso dos instrumentos fi.nanceiros contingentes d, longevidade.

Por fim, e ndo menos importante, num mercado de derivados desenvolvido os MS,s
podem servir de base d implementaqio de estrat6gias de especulagSo, assentes em pro-
jecq6es sobre a evoluEio da longevidade no futuro, ou at6 mesmo sobre o seu comporta-
mento em determinados segmentos da sua estrutura temporal.

Mortality tr\ttures

A cria,g6o de contratos de futuros sobre a mortalidade (mortali,ty futures (MF)) enquanto
instrumento de cobertura do risco de longevidade 6 sugerida por Blake et al. (2006"). A
semelhanga do que acontece na generalidade dos contratos de futuros, a criagS,o de um
MF envolve a especificagd.o de um activo subjacente e de uma data de vencimento do
contrato. Segundo os autores, entre os diferentes factores que condicionam o sucesso de
um mercado desta natureza (dimens6o, liquidez e volatilidade do mercado spot, custos

3lNeste caso em particular, um swap do tipo floating-for-fl,oating seria o mais apropriado: uma das
componentes estaria ligada ds responsabilidades da companhia com a carteira de rendas, a outra depen-
deria dos.pagamentos a realizar na carteira de seguros.
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de transacgSo, etc.) o principal desafio coloca-se na escolha de um activo subjacente
(indice de sobreviv6ncia, longeui,ty bond, etc.) adequado de modo a garantir o sucesso

do mercado. Por exemplo, Cafuns et al. (2006a) e Blake et al. (2006a) discutem a
possibilidade de criar futuros sobre rendas vitalfcias.

Num cend,rio hipot6tico em que o mercado de LB's floresce, podemos igualmente
equacionar a possibilidade de oferecer contratos de futuros em que estas obriga46es se

constituem como activo subjacente, uma solugSo que n6o 6 virgem se considerzrmos os

contratos de futuros sobre obrigag6es cliissicas transaccionados com sucesso em bolsas

de derivados um pouco por todo o mundo. Uma solugSo alternativa passaria por con-
siderar um fndice de sobreviv6ncia como activo subjacente, replicando de certa forma o

que acontece nos futuros sobre fndices do mercado accionista. Esta solugdo tem como
principal vantagem o facto de n6o exigir um mercado lfquido e eficiente para o activo
subjacente.

Dito isto, os contratos de futuros sobre a mortalidade poderiam servir de base d

implementaqSo de estrat6gias de arbitragem, de especulaqSo e de cobertura do risco
de longevidade, de forma anriloga d observada nos mercados de derivados para outros
activos subjacentes.

Mortality Options

A criagS,o de um mercado de opgdes sobre mortalidade (mortali,ty options (MO)) ex-
ibindo as caracteristicas e a diversidade das opgSes financeiras cliissicas foi proposta por
Blake et al. (2006a). Segundo estes autores, as MO's s5,o especialmente interessantes
(por comparaqS,o com os MF's) para as companhias que desejam limitar as perdas decor-
rentes de movimentos adversos na mortalidade, ao mesmo tempo que beneficiam de uma
eventual evolugSo favor6vel nos factores de risco.

Podem ainda revelar-se atractivas para especuladores que implementam estrat6gias

baseadas na evolugSo da volatilidade e nio no nfvel das taxas de mortalidade (ou pro-
dutos relacionados, €.8., rendas vitalfcias). Uma questSo crucial na avaliaEso de MO's e

na gestSo do risco das posig6es prende-se com a utilizaqS.o de um modelo de mortalidade
estociistica adequado (veja-se a discussS,o no Capitulo g). A semelhanga do mencionado

acima para os MF's, um aspecto fundamental no desenvolvimento do mercado reside na
escolha do activo subjacente.

Se considerarmos um fndice de sobreviv6ncia IIg,py como activo subjacente e design-

armos por ]lscae(r) engLoo,111 a cap rate e a fioor rate para exercfcio no momento t, re.
spectivamente, podemos imaginar a cria45o de longeuity caplets e longeuity fi,oorlets com
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payoffs no momento t definidos por max{lis,(t)-lls;"r14;0} e por max{ng,,",1q-1.5,14;0},
respectivamente. A combinagSo de vd,rias longeuity caplets e longeuity fi,oolets com dife-

rentes datas de exercfcio permite-nos igualmente engendrar a criagSo de longeui,ty caps

e longeui,ty fl,oors, de forma aniiloga ao que acontece nos mercados de opg6es sobre ta>ras

de juro.

A utiliza46o de um fndice II5,14 em produtos financeiros apresenta, no entanto, uma

debilidade fundamental. Com efeito, neste caso o activo subjacente seria observado com

muito pouca frequ6ncia (e.g., uma vez por ano) e com erro apresentando, previsivelmente,

pouca volatilidade.

Em alternativa ao uso de um fndice IIs,(4, podemos equacionar a utilizagSo de outras

varid,veis como activo subjacente. Desde logo o recurso a longeu,ity bonds. Outra solug6o

passa por criar mortali,ty futures options (MFO) usando os pr6prios pregos de contratos

de futuros sobre a mortalidade. Uma hip6tese ainda mais ex6tica, considerada por Blake

et al. (2006a), passa por especificar uma esp6cie de mortali,ty swaption (MSW), um

contrato em que o activo subjacente seria um swap de mortalidade, de um determinado

tipo e maturidade.

Em suma, a criagSo de um mercado de opg6es colocaria ao dispor das companhias de

seguros, dos especuladores e dos investidores em geral instrumentos poderosos na gestEo

do risco de longevidade.

LL.5.7 Mercado de rendas vitalfcias e cobertura individual do risco de
longevidade

Nos tradicionais sistemas de seguranga social do tipo pay-as-you-go (PAYGO), a cober-

tura do risco de longevidade 6 assegurada pela provisS,o de uma pensio priblica de bene-

ficio definido, determinada em funES,o de um conjunto de pardmetros do sistema (e.g.,

perfodo contributivo do indivfduo, carreira salarial, idade de reforma,...). Esta promessa

de beneficios futuros, mais ou menos credfvel consoante o grau de insustentabilidade

econ6mica e financeira do sistema, configura, na priitica, uma renda vitalfcia, regra

geral de termos vari6veis.

Os beneficios recebidos sob a forma de uma pensSo desempenharam, historicamente,

uma funqSo importante ao garantir aos cidadSos um seguro base contra situag6es de

aus6ncia completa de rendimentos na velhice. As tend6ncias demogr:i,ficas registadas

nas riltimas d6cadas, caracterizadas por um envelhecimento acentuado, pela diminuigfio

da taxa de fecundidade, pela diminuigSo da relagSo entre trabalhadores activos e de-

pendentes e pelo significativo aumento da esperanga m6dia de vida d nascenga e nas
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idades adultas, amea4am a sustentabilidade dos tradicionais sistemas de seguranga so-

cial assentes no mecanismo de repartigSo contempor6,nea e tornam cada vez mais diffcil
a manutengSo dos actuais ruveis de vida das populag6es ap6s o fim da sua vida activa.

Financiar o aumento da longevidade e garantir a liberdade de escolha dos cidaddos

em relagS,o aos seus rendimentos de ciclo de vida, em especial durante o perfodo de de-

sacumulagS.o de poupanga, criando-lhes condig6es para o exercfcio pleno dos seus direitos

sociais, s6o alguns dos principais dilemas com que se deparam os actuais modelos sociais.

No domfnio da Seguranga Social, a tend6ncia para a implementagS,o de novos modelos,

assentes numa estrutura multipilar que combina os tradicionais mecanismos de repartigSo

intergeracional com sistemas complementares priblicos e/ou privados de contribuigio
definida, baseados em contas individuais em regime de capitalizagS,o (real ou virtual),
vai de encontro ds doutrinas que sustentam que a actuagdo do Estado social deve ser

pautada pelo respeito do princfpio da subsidiariedade, neste caso no que toca d, relagSo

entre o Estado e o sector privado na oferta de protecgS.o de rendimentos na velhice.

Na prd,tica, o fim do papel monopolista do Estado neste domfnio, com a criagS,o de

mecanismos de concorr6ncia efectiva entre os vririos subsistemas, assegurando a liber-
dade de escolha dos cidadSos e a sua co-responsabilizagSo pelos rendimentos na reforma

depende, em boa medida, da exist€ncia no mercado de instrumentos financeiros que

permitam uma adequada cobertura do risco de longevidade.

Nos sistemas do tipo PAYGO esta fungSo 6, como vimos, assegurada pela provisSo

de uma pensS,o prlblica de beneficio definido. A moderagS,o dos beneffcios concedidos

pelos sistemas de repartigSo, a progressiva conversdo dos planos de pens6es de beneffcio

definido em planos de contribuiqe,o definida e a tenddncia para a adopg6o de sistemas de

seguranga social assentes em mecanismos de capitalizagdo, tenderio a reduzir a parcela

do rendimento na reforma que 6 "garantida". Neste cend.rio, a cria,gSo de um mercado

privado de rendas vitalfcias competitivo e eficiente emerge como um substituto natural
da fungSo de seguro social desempenhada pelas pens6es prlblicas.32

Os ganhos (teOricos) de bem-estar decorrentes da possibilidade de converter a riqueza

acumulada numa renda vitalfcia s6o bem conhecidos desde o artigo pioneiro de Yaari
(1965).33 Com base numa s6rie de hip6tese fortes (nomeadamente que os consumidores

32Saliente-se que o papel da famflia emerge, neste contexto, como um segundo substituto natural, sendo
que esse papel pode ser descrito como um mercado de rendas incompleto, onde 6 possivel implementar
um conjunto de vfnculos informais que proporcionam muitos do beneffcios associados d compra de uma
renda. Refira-se, no entanto, que nas sociedades modernas, maioritariamente urbanas, o papel da famflia
na provisSo de um seguro de velhice diminui consideravelmente face ds tradicionais sociedades rurais.

33Para uma discussSo actualizada sobre a import6ncia das rendas vitalfcias enquanto mecanismo de
cobertura do risco de longevidade e de desacumulagdo da poupanga veja-se, por exemplo, Brown ef al.
(2001) e refer6ncias af citadas.
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maximizam a sua utilidade esperada, que as suas prefer6ncias s6o independentes do

tempo, que o rinico risco que enfrentam 6 o risco de longevidade, que a cobertura total
deste risco 6 possfvel atrav6s do mercado de rendas, que o prego destas 6 actuarialmente
justo, que existe um rinico activo que remunera a uma dada taxa de juro, e que os con-

sumidores podem emprestar e pedir emprestado a esta taxa), o modelo de Yaari conclui
que a aquisigSo de rendas vitalfcias 6 uma decisSo 6ptima na ausGncia de motiva,g5es

relacionadas com herangas.

O principal atractivo das rendas vitalfcias 6 o de que estas oferecem aos indivrduos

avessos ao risco a possibilidade de se protegerem contra o risco de esgotarem os seus ac-

tivos em vida (ou simplesmente contra o risco de diminuigSo do rendimento na reforma),

em troca do pagamento de um pr6mio (inicial ou peri6dico).

Num mundo sem incerteza, e na aus6ncia de qualquer sistema formal de reforma,

o modelo do ciclo de vida estipula que os indivfduos racionais tomam as suas decis6es

de consumo e poupanga de forma 6ptima. Uma vez chegados d, reforma, dividem a sua

riqueza acumulada pelos anos de vida restantes, de modo a garantir um nfvel de consumo

dptimo (e a salvaguardar eventuais preocupagSes para com os descendentes).

Na realidade, existem muitas fontes de incerteza que dificultam a escolha do nivel
6ptimo de consumo na reforma. Um dos principais riscos 6 aquele que decorre de uma
longevidade incerta: os reformados podem sobreviver para al6m dos horizontes espera-

dos, esgotando a sua riqueza em vida. Neste cendrio, os reformados podem sempre

reduzir as suas despesas de consumo, mas tal estrat6gia aumenta a probabilidade de que

se esteja a sacrificar "excessivamente" o nfvel de vida, n6o aproveitando de forma 6ptima
a riqueza acumulada

Ao proporcionar a um indivrduo avesso ao risco um rendimento certo enquanto este

sobreviver, a compra de uma renda vitalicia elimina o risco de mortalidade individual
enquanto fonte de incerteza financeira e aumenta as garantias quanto d manutengSo do

nfvel de vida e de um padrdo de consumo est6veis durante todo o ciclo de vida.

Um mercado de rendas vitalfcias competitivo deve ser capaz de oferecer aos cidad6,os

um leque de produtos financeiros variado, proporcionando fluxos de rendimento alterna-

tivos, estruturados segundo planos de pr6mios ajustados as necessidades e motiva.g5es de

cada indivfduo, gerando beneffcios em termos nominais ou reais, constantes ou varid,veis,

incluindo eventualmente garantias adicionais que cubram, por exemplo, as despesas de

saride na velhice.

Do ponto de vista colectivo, na aus6ncia de um mercado privado de rendas vitalfcias
os indivfduos podem ter um incentivo para gastar a sua riqueza financeira e patrimo-
nial muito rapidamente face aos horizontes de vida esperados, sabendo que em caso de
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esgotarem prematuramente as suas reservas podem sempre reclamar dos governos benefi-

cios adicionais (e.g., pens6es de sobrevivOncia) para fazerem face a situag6es de pobreza

extrema. Por outras palavras, na ausOncia de um mercado de rendas, os tradicionais

fen6menos de risco moral e miopia geracional podem acentuar-se, limitando a efectiva

liberdade de escolha dos cidaddos.

Apesar dos inquestioniiveis ganhos de bem-estar associados d aquisigSo de rendas

e do potencial de crescimento existente, a verdade 6 que nos pafSes desenvolvidos os

mercados privados de rendas vitalfcias se encontram ainda num estri,gio de relativo sub-

desenvolvimento. As explicagoes para este facto abundam na literatura.34 O facto de

as rendas vitalfcias terem sido, durante muito tempo, encaradas como um instrumento

financeiro de acumulagS,o de poupanga e nd,o como um mecanismo de cobertura contra o

risco de longevidade na reforma ajuda, em parte, a explicar este fen6meno. A verdade,

todavia, 6 que existem um conjunto de factores que, actuando ora ao ruvel da oferta, ora
ao nfvel da procura, condicionam de forma decisiva a criagdo e desenvolvimento de um

mercado de rendas lfquido, competitivo e transparente.

Ao nfvel da procura, a inexist6ncia de um mercado competitivo e a adopgS.o de pr6ti-
cas conservadoras em termos de pri,ci,ng faz com que os individuos percepcionem muitas
vezes as rendas vitaifcias como sendo "caras" face aos beneffcios que proporcionam em

termos de retorno e, sobretudo, de protecgSo contra o risco de longevidade.

Por outro lado, nos mercados competitivos modernos as decis5es fi.nanceiras dos

cidad6,os s6,o influenciadas pela sua percepgS,o quanto d atractividade de diferentes alter-
nativas de investimento, n[o apenas durante a vida activa, mas tamb6m ap6s a reforma.

Por exemplo, alguns indivfduos n5o encaram a compra de rendas vitalicias sob o argu-

mento de que sio capazes de gerir melhor os seus activos do que os gestores de firndos.

Alguns autores defendem que o ti,mi,ng de aquisigS.o de uma renda deve ser posteci-

pado para as idades mais avangadas, de modo a beneficiar do potencial de valorizagSo

das carteiras, enquanto outros argumentam que os reformados devem investir as suas

poupangas em activos financeiros e nd,o em rendas, uma vez que assim conseguem lidar
melhor com a inflag5o.

Neste sentido, uma das formas de estimular a compra de seguros contra o risco de

longevidade passa, por exemplo, pela criagSo de incentivos fiscais que sinalizem uma
preocupa4So priblica para com este tipo de risco e desequilibrem as escolhas em favor da

compra de rendas vitalfcias.

Outro dos motivos pelos quais os indivfduos podem ser levados a n6o comprar rendas

3'Veia-se, por exemplo, Mitchell et at. (1,999), Blake (1999), James e Vittas (2000), Mitchell e Mc-
Carthy (2002) e Davidoff et al. (2005).
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prende-se com o desejo de reservar uma fracgSo significativa da sua riqueza em activos

com liquidez elevada para fazer face, por exemplo, a despesas significativas inesperadas

com cuidados de saride, uma opgSo n6o contemplada nas rendas cliissicas. Esta preocu-

pagSo deve ser tida em conta pela industria seguradora e pode ser mitigada, por exemplo,

desenvolvendo produtos estruturados que combinem rendas vitalfcias com coberturas de

saride e cldusulas de liquidez apropriadas.

Outro exemplo interessante 6 o das denominadas hipotecas reversfveis (reaerse mort-
gages), em que o valor da habitaEso subjacente a um cr6dito hipotecririo pode, em deter-

minado momento, ser convertido numa determinada quantia monetdria (lump-sum) ott
numa renda vitalfcia paga enquanto o individuo sobreviver (ou uma combina,geo destas

duas opg6es), assegurando ao mesmo tempo o direito a habitar o im6vel.

Por riltimo, e n6o menos importante, o desenvolvimento do mercado de rendas carece

de uma politica activa de educagSo dos cidadSos e do priblico em geral, quanto ds ca-

racterfsticas dos produtos e suas potencialidades em termos de cobertura do risco de

longevidade. Tal pode ser conseguido, por exemplo, atrav6s de campanhas prlblicas de

esclarecirnento, de difusSo de informa4S,o atrav6s das novas tecnologias ou pela via da
actua4So das associa46es de defesa do consumidor/investidor.

Ao nfvel da oferta, a principal razd,o apresentada na literatura para a exiguidade do

mercado de rendas prende-se com a exist6ncia de problemas s6rios de selecg6o adversa.

Com efeito, existe uma ampla evid6ncia (confirmada, como vimos no Capftulo 8, no caso

portuguOs) que sustenta que os indivfduos que compram rendas vitalfcias apresentam,

em m6dia, uma longevidade superior aos que n5o o fazem, o que leva as seguradoras a

aumentar os pregos de modo a compensar estes diferenciais de mortalidade. Nalguns

pafses (e.g., Reino Unido) a solugSo encontrada para lidar com este fen6meno passou

pela adopqSo de t6buas de mortalidade especfficas para este tipo de populag6es, em

detrimento das adoptadas para a populagdo em geral.

A selecgSo adversa pode ser entendida como uma falha de mercado que pode, em

princfpio, ser regulada pela intervengio do Estado, nomeadamente impondo a todos os

indivfduos a obrigatoriedade de converter uma determinada parcela da sua riqueza acu-

mulada em renda. Esta solugio apresenta algumas vantagens, nomeadamente o aumento

da cobertura face aos riscos de longevidade, a redugSo dos fen6menos de selecgS,o adversa

e dos problemas derivados da exist6ncia de informagio assim6trica entre seguradores e se-

gurados, contribuindo igualmente para eliminar os riscos de mortalidade idiossincrriticos.

Adicionalmente, a conversdo em renda (anuitiza4So) promove a transfer6ncia dos riscos

de mercado (investimento) dos cidadios para entidades especializadas e o diferimento

do momento de pagamento de impostos.
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11.5. Cobertura do risco de longevidade

Em contrapartida, a conversd,o obrigat6ria em renda apresenta algumas desvantagens

que ndo podem ser negligenciadas. Em particular, ela aumenta o risco de afectagS.o sub-

6ptima da riqueza, pode promover uma redistribuigio indesejada de rendimentos entre
grupos da populaESo, favorecendo nomeadamente os grupos de maior rendimento (e

maior esperanga de vida), exp6e os indivfduos ao risco de insolv6ncia das seguradoras,

negligencia a importdncia de motivag6es pessoais em relagSo ao legado patrimonial a

deixar aos descendentes e tende a aumentar os custos burocriiticos e administrativos.

O desenvolvimento adequado da oferta no mercado de rendas ca.rece ainda da exis-

t6ncia de bases t6cnicas adequadas aa prici,ng dos produtos, nio apenas em termos de

modelos de longo ptazo para o comportamento das taxas de juro, mas sobretudo em
termos de tribuas de mortalidade que permitam estimar correctamente a longevidade de

cada gerag6o. A este prop6sito, nos capftulos anteriores argumentiirnos que as t6buas
a adoptar devem ser prospectivas, atendendo i natureza dindmica do fendmeno, e con-
siderar .desejavelmente as diferengas entre gerag6es. De facto, a incerteza quanto ao

comportamento da mortalidade leva, na prdtica, as companhias de seguros a adoptarem
uma posigSo conservadora no pricing das rendas, desincentivando por esta via o acesso

ao mercado e agravando os jri, mencionados problemas de selecgS.o adversa.

Por outro lado, a inexistOncia de estimativas credfveis quanto d,longevidade humana
leva muitas vezes os indivfduos a subestimar seriamente as suas perspectivas de sobre-

viv6ncia levando-os, por seu turno, a subavaliar a importdncia da cobertura contra o risco

de longevidade. Por exemplo, nalguns pafses (e.g., Reino Unido) as entidades regulado-
ras exigem (por raz6es constitucionais) a utiliza.gSo de t6buas de mortalidade unisexo
para calcular os beneffcios associados aos planos de pens6es, uma solugSo que gera uma
esp6cie de subsfdio cnr-ado entre reformados do sexo masculino e feminino e ndo favorece

a transparOncia do mercado. Em suma, a disseminagSo de informa,qeo credivel sobre a

longevidade humana deve ser considerada uma mat6ria de interesse prlblico e fazer parte
da polftica de supervisio das autoridades competentes.

Ainda no lado da oferta, uma das principais limitaE5es ao desenvolvimento do mer-

cado refere-se d (quase) inexist€ncia de activos que sirvam de base d adopES,o de estrate.
gias de cobertura contra variag6es nos factores de risco de longo prazo subjacentes. Com
efeito, as companhias que oferecem rendas no mercado enfrentam duas grandes fontes
de risco: risco de taxa de juro e, principalmente, risco de longevidade.

Em relagSo ao risco de taxa de juro, a teoria da imunizagSo financeira cliissica sug-

ere que, para proteger a carteira contra choques inesperados na estrutura temporal de

taxas de juro, as companhias devem ajustar as carteiras de activos de modo a que as

suas caracterfsticas em termos de risco (e.g., duraE6o, stochasti,c durati,on,M-Square,...)
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igualem as da carteira de responsabilidades com rendas, salvaguardadas as restrig6es em
relaqS,o d,s condig6es de segunda ordem (convexidades).35

Na prritica, a implementagdo desta estrat6gia 6 dificil, na medida em que requer a

negociagSo nos mercados de obrigagoes com maturidade muito longa. Acresce ainda
que a oferta de rendas vitalfcias com garantia de rendimento real exige que no mercad.o
estejam igualmente disponiveis obrigag6es com cup6es indexados d inflag5o, algo que

ndo se verifica na generalidade dos paises. Em suma, a emissdo de obrigagSes de drvida
priblica de longo prazo contribui para criar condig6es pa.ra o desenvolvimento do mercado
de rendas, pese embora exemplos recentes (e.g., Rrissia e Argentina) chamem a atengfio
para a necessidade de monitorizar a qualidade dos activos envolvidos face ao risco de
incumprimento acrescido que esta solugS,o representa.

Por outro lado, o risco de longevidade, i.e., a possibilidade de gerag6es inteiras
viverem sistematicarnente mais do que o projectado no passado, afigura-se como uma
das principais preocupa,g6es com que se deparam as companhias que deseja.m expandir
a sua d,rea de neg6cio no mercado de rendas. Ta^l 6 assim porquanto aumentos inaspe-
rados na longevidade configuram riscos sistemriticos (n6o diversific:f,veis), que arnea,garn

seriamente a rentabilidade e a solvOncia das empresas.

Conforme menciond,mos nas secg6es anteriores, as companhias de seguros disp6em
de alguns mecanismos para minimizar a exposigS,o a este risco, como sejarn a venda
simultd,nea de seguros de vida e rendas, a adopgSo de estrat6gias de diversifica4So entre
grupos de idades, de diversificagdo internaciona.l (e.g., atrav6s de contratos de resseguro),
a possibilidade de partilha do risco com os beneficiririos das rendas mas n5.o conseguem,
regra geral, eliminar completamente o risco de longevidade. Tal s6 se tornar{ possfvel,

como sa.lientd,mos anteriormente, com o desenvolvimento de um mercado de instrumentos
financeiros contingentes d evolugS,o da longevidade.

A um outro nfvel, o desenvolvimento do mercado de rendas exige a criagSo d.e uma
polftica de regulagSo e de solv6ncia adequadas, que oferega garantias de seguranga aos

cidadS,os que adquirem este tipo de produtos, que regule as condigdes de solv€ncia das
companhias de seguros que operam no mercado e que monitorize o risco moral das
instituig6es. De facto, a necessidade de ga-rantir o provisiona.mento e o pagarnento de
responsabilidades a muito longo prazo coloca novos desafios d, regulagSo nestes mercados.

Em suma, as alterag6es demogrifficas e as modificag6es nos sistemas priblicos e priva-
dos de seguranga social permitem perspectivar um crescimento significativo na proclra
de rendas e de solug6es que cubram o risco de uma longevidade acrescida. Em paralelo,

35Para uma discussS.o detalhada sobre as estrat6gias de imunizagS,o financeira considerando modelos
unifactoriais e multifactor e modeios estoc6sticos veja-se, por exemplo, Bravo (2002).
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11.5. Cobertura do risco de longevidade

6 de prever igualmente um crescimento da oferta neste mercado, sendo que para tal os

poderes prlblicos tem um papel fundamental, seja pela divulga4So e disseminagS.o de in-
formagSo de qualidade sobre a mortalidade, pela criagSo de incentivos fiscais, pelo desen-

volvimento do mercado de derivados de mortalidade ou pela sensibiliza4So dos cidadSos

em relagSo d necessidade de se protegerem em relaEso a uma longevidade acrescida.
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Capftulo L2

ConclusS.o

"Se nd,o rece,io o eryo, € porque estou sempre di,sposto a corrigi,-1o.,, (Bento
de Jesus Caraga, Matemdtico Calipolense, 1901-1948)

Os avangos na medicina, a melhoria nos niveis de vida, a tendOncia para a adopgdo

de estilos de vida mais sauddveis e a aus6ncia de conflitos militares globais e de surtos
epid6micos graves explicam o significativo aumento da longevidade humana registado nas
riltimas d6cadas. Estas tend6ncias, combinadas com nfveis de fertilidade bastante baixos
desafiam as sociedades, as empresas e os indivfduos a lidar com o risco de longevidade,
refundando os tradicionais sistemas de seguranga social do tipo pay-as-you-go, aumen-
tando a import6.ncia do sector privado na oferta de solug5es flnanceiras adequad.as as

fases de acumulagS.o e desacumulagS,o do ciclo de vida, adaptando os pressupostos ac-
tuariais usados no pricing e no hedging dos riscos e desenvolvendo mecanismos mais
eficientes e transparentes de cobertura dos riscos de mortalidade e de longevidade.

Nesta dissertaEio desenvolvemos um conjunto de m6todos, t6cnicas e algoritmos
visando a medigSo e gestSo dos riscos de mortalidade e de longevidade. As ferramentas
discutidas ao longo do documento s5o especialmente riteis em aplica4Ses de natureza
actuarial mas podem ser adoptadas em mriltiplos domfnios, em particular em exercfcios
de projecAdo demogriifica, em estudos de saride priblica, na biologia, entre outros.

Os resultados obtidos nos estudos de projecgS,o da longevidade da populagSo por-
tuguesa confirmaram a exist6ncia de diferengas significativas entre os valores da esper-
anga de vida calculados segundo as 6pticas transversal e longitudinal. Em contextos
de aumento da longevidade, a adopgS,o de pressupostos actuariais cLissicos cond.uz as-

sim a uma sistemdtica subestimaqao dos pr6mios e das responsabilidades nos produtos
com beneficios de longo prazo em caso de vida. Este facto torna cada vez mais urgente
a necessidade de Portugal adoptar t6buas de mortalidade prospectivas regulamentares,
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12. Conclusdo

homologadas pelas respectivas autoridades de supervisS,o.

Os estudos empfricos sobre a importA,ncia do efeito selecgEo adversa na carteira de

beneficiririos de fundos de pens6es em Portugal permitiram-nos derivar tdbuas de mor-

talidade prospectivas para esta subpopulagS,o e detectar a presenga de uma clara sub-

mortalidade nos indivfduos do sexo ma,sculino face d registada na populagS,o masculina
portuguesa em geral. A curta dimensS,o da s6rie recomenda a sua repetigSo no futuro
para confirmagS,o dos resultados agora obtidos.

A modelagdo da mortalidade atrav6s de processos estocdsticos representa um salto

importante na aplica4S,o de metodologias condizentes com a verdadeira natureza do fen&
meno: dind,mico e com traject6ria incerta no futuro. Ela vai igualmente de encontro ds

orientag6es mais recentes das autoridades de supervisio na 6rea dos seguros e fundos

de pens5es que recomendam a explicitagSo de todos os factores de risco (financeiros,

demogrSficos, operacionais,...) a que est6o expostas as carteiras e a avaliagS,o das re-

sponsabilidades pelo seu justo valor, incorporando princfpios consolidados na avaliagSo

de activos financeiros. A progressiva introdugS,o destes princfpios na ciOncia actuarial

constitui um marco importante e um sinal da sua crescente intera46o com o corpo te6rico
produzido em economia financeira.

Por outro lado, a quantificagS,o da componente sistemdtica do risco de mortalidade

coloca-nos em condig6es de investigar novas solugSes de cobertura do risco, que passem

nomeadamente pela sua transferOncia para outras contrapartes, em especial para o mer-

cado de capitais. A este nfvel, 6 previsivel que num futuro pr6ximo se desenvolva a nfvel

mundial um mercado de produtos com cash flows contingentes d evolugSo da longevidade,

correspondendo desta forma as necessidades dos intervenientes no mercado.

No decurso deste longo projecto, foram sendo identificadas um conjunto de novas lin-
has de investigagSo que pretendemos explorar num futuro pr6ximo. Elas compreendem

o desenvolvimento de novas variantes dos modelos de projecgSo da mortalidade analisa-

dos neste documento, o aprofundamento da modelagS,o da mortalidade num contexto

estocdstico e o teste empirico dos modelos.

Chegado a este ponto, s6 me resta felicitar o leitor que ultrapassou o "Cabo das Tor-

mentas" e "resistiu" at6 d, riltima p6gina. Espero, sinceramente, que todo o investimento

realizado tenha, no futuro imediato, o retorno almejado.

540



Bibliografia

[1] Ammann, M. (2001). Credi,t Risk Valuation: Methods, Models and Applications.
2nd Edition, Springer, New York.

[2] Anson, J. (1988). The parameters of death: a consideration of the quantity of
information in a life table using a polynomial representation of the survivorship
curve. Stati,st'ics r,n Med,ici,ne, 7, 895-912.

[3] Artzner, P. e Delbaen, F. (1995). Default risk insurance and incomplete markets.
Mathematical Finance, 5(3), 187-195.

[ ] Babbage, C. (1823). O" the Tables of Single and Annual Assurance Premiums.
Journal of the Institute of Actuarie.s, 6, 1-85.

[5] Bacinello, A. e Persson, S. (2002). Design and pricing of equity-linked life insurance
under stochastic interest rates. The Journal of Risk and Insurance, 3(2), G2l.

[6] Bailotta, L. e Haberman, S. (2003). Valuation of guaranteed annuity conversion
options. Insurance: Mathematics and Economics, 33 (1), 87-108.

[7] Ballotta, L. e Habermarr, S. (2006). The fair valuation problem of guaranteed an-
nuity options: The stochastic mortality environment case. Insurance: Mathematics
and Econom,ics, 38, I95-2L4.

[8] Batten, R. W. (1978). Mortali,ty table construct'ion. Prentice.Hall Inc, Englewood
Cliffs, New Jersey.

[9] Bauer, D. e Russ, J. (2006). Pricing longevity bonds using implied survival pro-
babilities. Worki,ng Paper, Ulm University and Institut ftir Finanz und Aktuar-
wissenchaften.

[i0] Bayraktar, E. e Young, V. (2007). Hedging Life Insurance with Pure Endowments.
Insurance M athematics and E co nomics, forthcoming.

[11] Beard, R. (1959). Note on some rnathematical mortality models. In: G. E. W.
Wolstenholme and M.O'Connor (Eds.). The Lifespan of Animals. Little, Brown,
Boston, 302-311.

541



Bibliografia

[12] Beard, R. (1971). Some aspects of theories of mortality, cause of death analy-
sis, forecasting and stochastic processes. In W. Brass (Ed.). Biological Aspects of
Demography. Taylor & Francis, London.

[13] Beelders, O. e Colarossi, D. (2004). Modelling mortality risk with extreme value
theory: The case of Swiss Re's mortality-indexed bond. Global Association of Risk
Professi,onals, 4, 26-30.

[14] Bell, W. (1997). Comparing and assessing time series methods for forecasting age
speciflc demographic rates. Journal of Official Statistics,lS, 279-303.

[15] Benjamin, B. e Pollard, J. (1980). The analysis of mortali,ty and other actuarial
statisti.cs. Heinemann, London.

[16] Benjamin, B. e Soliman, A. (1993). Mortality on the Moue: methods of mortality
projection. City University, London.

[17] Bielecki, T. e Rutkowski, M. (2002). Cred,r,t Ri,sk: Modelling, Valuati,on and Hedg-
zzg. Springer, New York.

[18] Biffis, E. (2005). Affine processes for dynamic mortality and actuarial valuations.
Insurance: Mathemati,cs and Economics, 37, 443-468.

[19] Biffis, E. e Denuit, M. (2005). Lee Carter Goes Risk-Neutral: An Application to the
Italian Annuity Market. Actuarial Research Paper N." 166, Faculty of Actuarial
Science and Statistics, Cass Business School, City University, London.

[20] Biffis, E., Denuit, M. e Devolder, P. (2006). Stochastic mortality under measure
changes. Actuarial Research Paper, Faculty of Actuarial Science and Statistics,
Cass Business School, City University, London.

[21] Biffis, E. e Millossovich, P. (2004). A Bidimensional Approach to Mortality Risk.
W orlci,ng P aper, Universitd Bocconi

[22] Biffis, E. e Millossovich, P. (2006). The fair value of guaranteed annuity options.
S candinau'ian Actuarial Journal, l, 23-4I.

[23] Bjork, T. (1998). Arb'itrage Theory in Cont'inuous Time. Oxford University Press
Inc., New York.

124) Black, F., e Karasinski, P. (1991). Bond and Option Pricing When Short Rates
are Lognormal. Financial Analy st J our"nal, July-Augus t, 52-59.

[25] Blake, D. (1999). Annuity Markets: Problems and Solutions. The Geneua Papers
on Risk and Insurance,24 (3), 358-375.

[26] Blake, D., (2003). Reply to "Surruiuor Bonds: A Comment on Blake and Burrows".
The Journal of Risk and Insurance,70,349-351.

542



Bibliografia

[27] Blake, D. e Burrows, W. (2001). Survivor Bonds: Helping to Hedge Mortality Risk.
The Journal of Risk and Insurance,68,339-348.

[28] Blake, D., Cairns, A. e Dowd, K. (2003). Pensionmetrics II: Stochastic pension plan
design during the distribution phase. Insurance: Mathematics and Economics,33,
29-47.

[29] Blake, D., Cairns, A. e Dowd, K. (2006a). Living with mortality: longevity bonds
and other mortality-linked securities. British Actuarial Journal, forthcoming

[30] Blake, D., Cairns, A., Dowd, K. e MacMinn, R. (2006b). Longevity Bonds: Fi-
nancial Engineering, Valuation, and Hedging. The Journal of Risk and Insurance,
73(4),647-672.

[31] Blaschke, E. (i923). Sulle tavole di mortalitd, variabili col tempo. Gionrale d,i,

Matemat'ica Finanziaria, 5, l--31.

[32] Bloomfield, S. e Haberman, S. (1987). Graduation: some experiments with kernel
methods. Journal of the Institute of Actuaries, L14,339-369.

[33] Boleslawski, L. e Tabeau, E. (2001). Comparing theoretical age patterns of mor-
tality beyond the age of 80. In E. Tabeau et al. (Eds). Forecasting Mortali.ty i,n
Deueloped Countries: i,nstghts from a stat'istical, demographical and epidemiolog,ical
perspecti,ue. Kluwer Academic Publishers, 727 -L55.

[34] Bongaarts, J. (2004). Long-Range Trends in Adult Mortality: Models and Projec-
tion Methods. Policy Research Division Population Council, Working Paper lg2.

[35] Booth, H. (2006). Demographic forecasting: 1980 to 2005 in review. Internati,onal
Journal of Forecastr,ng,22 (3), 547-581.

[36] Booth, H., Maindonald, J. e Smith, L. (2002). Applying Lee-Carter under condi-
tions of variable mortality decline. Populati,on Studies,56, 32b-830.

[37] Bourgeois-Pichat, J. (1952). Essai sur la mortalit6 biologique de l'homme. Popu-
lat'ion, 7(3), 1-31.

[38] Bowers, N., Gerber, H., Hickman, J., Jones, D. e Nesbitt, C. (1gg7). Actuarial
Mathemati,cs. The Society of Actuaries, Schaumburg, Illinois.

[39] Box, G. e Pierce, D. (1970). Distribution of Residual Autocorrelations in
Autoregressive-Integrated Moving Average Time Series Models. Journal of the
American Statistical A s sociation, 65, 1509-1526.

[40] Boyle, P. e Hardy, M. (2003). Guaranteed annuity options. ASTIN Bulleti,n, 3J
(2), 125-152.

[41] Brace, A., Gatarek, D. e Musiela, M. (1997). The Market Model of Interest Rate
Dynamics. Mathematical F,inance, 7, No. 2, L27-55.

543



Bibliografia

[42] Brass, W. (1971). On the scale of mortality. lrr: Biotogical Aspects of Demography,
London Taylor and Francis.

[43] Brass, W. (1974). Mortality models and their uses in demography. Transactions of
the Faculty of Actuaries, 33, 123-132.

[44] Braumann, C. (2005). Introdugd,o d,s Equagdes Di,ferencia,is Estocd,sti,cas e Apli,-
cag6es. Edig6es Sociedade Portuguesa de Estatfstica, Ericeira.

[45] Bravo, J. M. (2002). Modelos de Ri,sco de Taxa de Juro: EstratEgias de Cobertura
e Imunizagdo. DissertagSo de Mestrado em Economia Monetilria e Financeira,
Instituto Superior de Economia e Gest6o - Universidade T6cnica de Lisboa.

[46] Bremaud, P. (1981). Poi.nt Processes and, Queues - Martingale Dynamics.
Springer-Verlag, New York.

[47] Brigo, D. e Mercurio, F. (2001). Interest Rate Models: Theory and Practice.
Springer-Verlag, Berlin.

[48] Brillinger, D. (1961). A justification for some common laws of mortality. Transac-
ti,on of the Society of Actuarie.s, 13, 116-119.

[49] Brillinger, D. (1936). The natural variability of vital rates and associated statistics.
B,iometrics, 42, 693-734.

[50] Brockett, P. (1991). Information Theoretic Approach to Actuarial Science. A Uni-
fication and Extension of Relevant Theory and Applications. Transactions of the
Society of Actuaries, XLIII, 73-136.

[51] Brouhns, N., Denuit, M. e Keilegom, v. (2005). Bootstrapping the poisson log-
bilinear model for mortality projection. Scandi,nau'ian Actuarial Journal, forthcom-
ing.

[52] Brouhns, N., Denuit, M. e vermunt, J. (2oo2a). A Poisson log-bilinear regression
approach to the construction of projected lifetables. Insurance: Mathematics and
Econom,ics, 31, 373-393.

[53] Brouhns, N., Denuit, M. e vermunt, J. (2002b). Measuring the longevity risk in
mortality projections. Bulleti,n of the Suiss Association of Actuaries, 105-130.

[54] Brown, J. e Orzag, P. (2006). The Political Economy of Government-Issued
Longevity Bonds. The Journal of Ri,sk and Insurance,TJ(4),611-691.

[55] Brown, J., Mitchell, o., Poterba, J. e warshawsky, M (2001). The role of annuity
markets ,in fi,nanctng retirement. MIT Press.

[56] Buettner, T. (2002). Approaches and experiences in projectrng mortality patterns
for the oldest-old. North American Actuarial Jour"nal, O(J),14.2b.

544



Bibliografia

[57] Butt, Z. e Haberman, S. (2004). Application of frailty-based mortality models
using generalizad linear models. ASTIN Bulletin, S4(1), 175-797.

[58] Cairns, A., Blake, D. e Dowd, K. (2005). Pricing the Risk on Longevity Bonds.
Li,fe and Pens'ions, October, 4L-44.

[59] Cairns, A., Blake, D. e Dowd, K. (2006a). Pricing Death: Frameworks for the
Valuation and Securitization of Mortality Risk. ASTIN Bulletin, 36,79-L20.

[60] Cairns, A., Blake, D. e Dowd, K. (2006b). A Two-Factor Model for Stochastic
Mortality with Parameter Uncertainty: Theory and Calibration. The Journal of
Risk and Insurance, 73(4), 687-718.

[61] Carriere, J. (1992). Parametric models for life tables. Transactions of the Society
of Actuaries, 44, 77-99.

[62] Carriere, J. (1994). An investigation of the Gompertz law of mortality. ARCH,2,
t6L-777.

[63] Carrilho, M. (1980). Tribuas Abreviadas de Mortalidade, 1941-1975. INE, SCne
Estudos, N.o 56.

[64] Carrilho, M. e Patrfcio, L. (2004). Tii,buas de mortalidade em Portugal. INE,.Ee-
uista de Estudos Demogrd,f,cos, N.o 36,2o Semestre.

[65] Carter, L. (1996). Forecasting U.S. mortality: a comparison of Box-Jenkins
ARIMA and structural time series models. The Soc,iologi,cal Quarterly, ST(1), L27-
r44.

[66] Carter, L. e Prskawetz, A. (2001). Examining structural shifts in mortality using
the Lee-Carter method. Max Planclc Institute for Demograph,ic Research WP 2001-
007, Germany.

[67] Chan, F., Chan, L., Falkenberg, J. e Yu, M. (1986). Applications of linear and
quadratic programmings to some cases of the Whittaker-Henderson graduation
method. Scand,inauian Actuarial Journal, 1, 141-153.

[68] Charupat, N. e Milevsky, M. (2001). Mortality Swaps and Tax Arbitrage in the
Canadian fnsurance and Annuity Markets. The Journal of Ri,sk and Insurance,
68(2), 277-302.

[69] Chen, N. e Kou, S. (2005). Credit spread, optimal capital structure, and implied
volatility with endogenous default and jump risk. Worki,ng Paper, Columbia Uni-
versity.

[70] Cheung, S., e Robine, J. (2007).Increase in common longevity and the compression
of mortality: The case of Japan. Population Studies,6l(1), 85-gZ.

545



Bibliografia

[71] Cleveland, W. (1979). Robust Locally-Weighted Regression and Smoothing Scat-
terplots. Jour-nal of the American Stati,sti,cal Assoc,iation, T4, BZ}-BZO.

[72] CMIB (1974). Considerations affecting the preparation of standard tables of mor-
tality. Journal of the Institute of Actuaries, 101, 135-216.

[73] CMIB (1976). Mortality Inuest'igation Reports, CMIR 2. The Institute of Actuaries
and Faculty of Actuaries, UK.

[74] CMIB (1978). Mortality Inaestigation Reports, CMIR 3. The Institute of Actuaries
and Faculty of Actuaries, UK.

[75] CMIB (1990). Mortali.ty Inuesti,gat'ion Reports, CMIR 10. The Institute of Actu-
aries and Faculty of Actuaries, UK.

[76] CMIB (1999). Mortality Inuesti,gatton Reports, CMIR 17. The Institute of Actu-
aries and Faculty of Actuaries, UK.

[77] CMIB (2005). Projecting Future Mortality; Towards a proposal for a stochastic
methodology. Working Paper N." 15, 2005.

[78] Coale, A. e Demeny, P. (1966). Regi,onal model li,fe tabtes and stable population.
Princeton University Press, Princeton.

[29] Coale, A. e Guo, G. (1989). Revised regional model life tables at very low levels
of mortality. Population fnder,55, 613-643.

[80] Coale, A. e Kisker, E. (1990). Defects in data on old age mortality in the United
States: new procedures for calculating approximately accurate mortality schedules
and life tables at the highest ages. As,ian and Pacific Population Forum,4, L-81.

[81] Cochrane, J. (2005) . Asset Prici,ng. Princeton university Press, Princeton.

[82] Coelho, E. (2001) . O m€todo Lee-Carter para a mod,el'izagd,o e preuisd,o d,a mor-
tali,dade. DissertagSo de Mestrado em Estatfstica e GestSo da InformaqSo, Lisboa,
ISEGI.

[83] Congdon, P. (1993). Statistical graduation in local demographic analysis and pro-
jection. Journal of the Royal stati,stical Society, 756(2),237-270.

[84] Copas, J. e Haberman, S. (1983). Non-parametric graduation using kernel methods.
Journal of the Institute of Actuane.s, 110, 135-156.

[85] Cossette, H. Delwarde, A., Denuit, M., Guillot, F. e Marceau, E. (2005). pen-
sion plan valuation and dynamic mortality tables. Working paper 04-L7, Insti,tut
des Sciences Actuarielles, Universit6 Catholique de Louvain, Louvain-la-Neuve,
Belgium.

546



Bibliografia

[86] Cowley A., e Cummins, J. (2005). Securitization of Life Insura,nce Assets and
Liabilities. The Journal of Risk and Insurance, T2, tgg-220.

[87] Cox, D. (L972). Regression Models and Life Tables (with discussion). Journal of
the Royal Stati,stical S oc,iety, B,34, L87-220.

[88] Cox, J., Ingersoll, J. e Ross, S. (1985). A Theory of the Term Structure of Interest
Rates. Econometr.r,ca, 53, 385-407.

[89] Cox, S. e Lin, Y. (2004). Natural Hedging of Life and Annuity Mortality Risks.
Proceedings of the 14th AFIR Colloquium. Boston, 4gg-497.

[90] Cox, S., Lin, Y. e Wang, S. (2006). Multivariate exponentiai tiiting and pricing
implications for mortality securitization. The Journal of Ri,sk and Insurance,TS(4),
719-736.

[91] Cram6r, H. e Wold, H. (1935). Mortality variations in Sweden: a study in gradu-
ation and forecasting. Skand,inauislc Aktuari,etidskrift, 1-.B, LGI-241.

[92] Currie, I., Durban, M. e Eilers, P. (2003). using P-Splines to extrapolate two-
dimensional Poisson data. Proceedings of the 18th Intemati,onal Workshop on Sta-
ti,stical M od elli.ng, Louvain, Belgium, gT -I02.

[93] Currie, I., Durban, M. e Eilers, P. (2004). Smoothing and forecasting mortality
rates. Statistical Modell,ing, 4, 279-298.

[94] Cutler, D. e Meara, E. (2001). Changes in the age distribution of mortality over
the 20th century. NBER Worki,ng Paper N.o 8bb6, NBER.

[95] Czado, C., Delwarde, A. e Denuit, M. (2005). Bayesian Poisson log-bilinear mor-
tality projections. Insurance: Mathematics and Economics,, 26, 26vzg4.

[96] Dahl, M. (2004). Stochastic Mortality in Life Insurance: Ma.rket Reserves and
Mortality-Linked Insurance Contracts. Insurance: Mathematics and, Eanomics,
35, 113-136

[97] Dahl, M. e Moller, T. (2005). Valuation and hedging of life insurance liabilities
with systematic mortaiity risk. In Proceed,ings of the 15th Internationat AFIR
Colloqui,um, Z:urich.

[98] Dai, Q' e Singieton, K. (2000). Specification analysis of affine term structure mod-
eLs. Journal of Fi,nance, 55(5), 1943-LgT8.

[99] Das, S. (1998). Poisson-Gaussian processes and. the bond markets. Worki,ng Paper
6631, NBER.

[100] Davidoff, T., Brown, J. e Diamond, P. (2005). Annuities and individual welfare.
The American Econom,ic Reuiew, gb(b), lb7g-1590.

547



[101] Davidson, A. e Reid, A. (L927). On the calculation of rates of mortality. Transac-
tions of the Faculty of Actuar.tes, 11(L05), L8J-2J2.

[102] De Boor, C. (2001). A Practical Guide to Splines. Reuised Edi,tion. Applied Math-
ematical Sciences 27, Springer-Verlag, New York.

[103] De Jong, P. e Tickle, L. (2006). Extending Lee.Carter mortality forecasting. Math-
ematical Population Studies, 13(1), 1-18.

[10a] De Moivre, A. (1725). Annu'it'ies on l'iues or the ualuation of annu,ities upon anA
number of li.ues as also of reaersions. Witliam Person, London.

[105] Dellaportas, P., Smith, A. e Stawopoulos, P. (2001). Bayesian analysis of mortality
data. Journal of the Royal stati,sti,cal Society, t64(2),225-ZgL.

[106] Delwarde, A., Kachachidz€, D., olie, L. e Denuit, M. (2004). Moddles lin6aires et
additifs g6n6ralis6s, maximum de vraisemblance local et m6thodes relationnelles
en assurance sur la vie. Bulletin Franga,is D'Actuariat, 6(12), ZT-102.

[107] Denuit, M., Devolder, P. e Goderniaux, A. (2007). Securitization of Longevity Risk:
Pricing Survivor Bonds With Wang Transform in the Lee-Carter Framework. ?he
Journal of Risk and Insurance,T4(1),87-113.

[108] Denuit, M. e Goderniaux, A. (2005). Closing and projecting lifetables using log-
linear models. Bulleti.n de I'Associati,on Su,isse des Actuari,es,1,,2g-4g.

[109] Di Lorerno, E., Sibillo, M. e Tessitore, G. (2006). A Stochastic proportional hazard
model for the force of mortality. Journal of Forecasting,2b, S29-586.

[110] Dormoy, E. (1878). Th6orie math6matique des assurances sur la vie. In Dormoy, E
(Eds). Th1orie math€.mat'ique des assurances sur la uie,vol.1. Paris: GauthierVil-
lars, L-47

[111] Dothan, L. (1978). On the term structure of interest rates. Joumral of Fi,nancial
Econom,ics,6, 56-69.

[112] Dowd, K. (2003). Survivor Bonds: A comment on Blake and Burrows. The Journal
of Risk and Insurance, 70(2), 339-348.

[113] Dowd, K., Blake, D., cairns, A. e Dawson, P. (2006). Survivor swaps. The Journal
of Risk and, Insurance,73, L-L7.

[114] Duch6ne, J. e Wunsch, G. (1988). From the demographer's cauldron: single decre-
ment life tables and the span of llfe. Genus, Vol. XLIV, n.o B-4, L-LT.

[115] Duch6ne, J. e Wunsch, G. (1991). Population aging and the limits to human life.
In WolfgangLttz (Eds). Future dernographi,c trends in Europe and North America:
what can we assltrne today?. Academic Press: San Diego, California/London, Eng-
land; International Institute for Applied Systems Analysis, Laxenburg, Austria,
27-40.



Bibliografia

[116] Duffie, D. (1996). Dynarnic Asset Prici,ng Theory. Princeton University Press,
Princeton, 2nd Edition.

[117] Duffie, D. (2005). Credit risk modeling with affi.ne processes. Journal of Banking
and Finance, 29, 2751-2802

[118] Duffie, D., Filipovic, D. e Schachermayer, 'w. (2003). Affine processes and their
applications in finance. Annals of Applied Probabi,li.ty,13(3), 984-1059.

[119] Duffie, D. e Kan, R. (1996). A yield-factor model of interest rates. Mathemati,cal
F,inance, 6(4), 379-406.

[120] Duffie, D., Pan, J. e Singleton, K. (2000). Transform analysis and asset pricing for
affine jumpdiffusions. E conometrica, 68 (6), 1343- 1376.

[121] Duffie, D. e Singleton, K. (1999). Modeling term structures of defaultable bonds.
Reuiew of Financial Stud,ies, L2(4),687-720.

[122] Durban, M., currie, I. e Eilers, P. (2002). Using P-splines to smooth twe
dimensional Poisson data. Proceedings of the t7th International Workshop on Sta-
tisti,cal M odelli,ng, Crete, 207-2L4.

[fZe] niters, P. e Marx, B. (1996). Flexible smoothing using B-Splines and penalized
likelihood (with comments and Rejoinder). Stati.stical Sc,ience,IL(2),89-121.

[124] El Shaarawi, A., Prentice, R. e Fobes, w. (1974). The goodness of fit of certain
aging models. Journal of Chroni,c D,iseases,27,377-385.

[125] Elandt-Johnson, R. e Johnson, N. (i980). Surai,ual mod,els and data analysis. Wiley
Classics Library, John Wiley & Sons, New York.

[126] Faculty of Actuaries' solvency working Party (1986) (Hardie, A. C., Limb, A. p.,
Loades, D.H., Lumsden, I. C., Mason, D. C., Pollock, G., Robertson, E. S., Scott,
W. F. e Wilkie, A. D). The solvency of life assurance companies. Tfansacti,ons of
the Faculty of Actuaries, 39, 251-340.

[t2Z] nan, J. e Gijbels, I. (1996). Local Polynomi,al Modelling and its Appli,cations. Chap
man and Hall, London.

[128] Felipe, A. e Guill6n, M. (1999). Evolucidn y predicci6n de tablas de mortalidad
dinrimicas para la poblaci6n espafrola. Fundacidn Mapfre Seguros, Cuadernos de
la Fundaci,dn N.'46.

[129] Felipe, A., Guillen, M. e Nielsen, J. (2001). Longevity studies based on kernel
hazard estimation. Insurance: Mathematics and Econom,ics, 28, lgL.204.

[130] Felipe, A., Guilldn, M. e Perez-Marin, A. (2002). Recent mortality trends in the
Spanish population. Briti,sh Actuarial Journal, 8, 757-786.

549



[131] Ffgoli, M. (1998). Modelando e projectando a mortalidade no Brasil. Reuista
Brasi,le,ira de Estudos de Populagd,o, Lb (l).

[132] Filipovic, D. (2005). Time-inhomogeneous affine processes. Stochasti,c Processes
and the,ir Appli,cati,ons, 115, 639-659.

[133] Fleming, T. e Harrington, D. (1991). Counti.ng Processes and, Suruiual Analysis.
Wiley series in probabiiity theory, John Wiley & Sons, New york.

[f3a] nlesaker, B. e Hughson, L. (1996). Positiae interest. Risk, 9(1), 46-49.

[135] Forfar, D., McCutheon, J. e wilkie, A. (1988). on Graduation by Mathematica,l
Formula. Journal of the Institute of Actuaries, 118, I-L49.

[136] Forfar, D.e Smith, D. (1987). The changing shape of English life tables. Transac-
ti,ons of the Faculty of Actuaries, 40(1), 98-198.

[137] Frees, E., Carriere, J. e Valdez, E. (1996). Annuity valuation with dependent
mortality. The Joum,al of Ri,sk and Insurance,6Z(2),229-261.

[138] Friedman, J. e Silverman, B. (1989). Flexible parsimonious smoothing and additive
modelling. Technometrics, 31, 3-39.

[139] GAD - Government Actuary's Department (2001). National Population Projec-
tions: Review of Methodology for Projecting Mortality. Repor"t, N., 8, London.

[140] Gavin, J., Haberman, s. e verrall, R. (1993). Moving weighted Average Gradu-
ation using Kernel Estimation. Insurance: Mathematics and Economics, L2, Ltg-
726.

[141] Gavin, J., Haberman, S. e Verrall, R. (1994). On the choice of bandwith for kernel
Graduation. Journal of the Insti,tute of Actuaries, l2L, LLg-184.

[142] Gavin, J., Haberman, S. e Verrall, R. (1995). Variable Kernel Graduation with a
Bounda"ry Correction. Transact'i,on of the Soci,ety of Actuaries, XLVII, llg-209.

[143] Gavrilov, L. e Gavriiova, N. (1991) . The bi,ology of trfe span: a quanti,tati.ue ap-
proach. Ha"rwood Academic Publishers, London.

[144] Gerber, H. U. (1995). Li,fe i,nsurance mathematics. Second-Edition, Springer-
Verlag, Berlin.

[145] Girosi, F. e King, G. (2005). Demographi,c Forecastirzg. forthcoming.

[146] Gompertz,B. (1825). On the nature of the function expressive of the law of human
mortality, and on a new method of determining the value of life contingencies.
Philosophi,cal Tlransactions of the Royal Soci,ety,11b, 513-58b.

[147] Gompertz,B. (1860). On one uniform law of mortality from birth to extreme old
age and on the law of sickness. Journal of the Insti,tute of Actuaries,76,32g-3M.

550



Bibliografia

[1a8] Goodman, L. (1979). Simple models for the analysis of association in cross classifi-
cations having ordered categories. Journal of the American Statistical Assoc'iation,
74,537-552.

[149] Greville, T. (1969). Theory and Applications of Spli.ne Functions. Academic Press,
New York.

[150] Greville, T. (1981a). Moving-weighted average smoothing extended to the extrem-
ities of the data I: Theory. Scandinauian Actuartal Journal, L, Bg-Sb.

[fSf] Greville, T. (1981b). Moving-weighted average smoothing extended to the extrem-
ities of the data II: Methods. Scandinauian Actuarial Journal,2,6b-B:..

[152] Griindl, H., Post, T. e schulze, R. (2006). To Hedge or Not to Hedge: Managing
Demographic Risk in Life Insurance Companies. The Journal of Ri,sk and Insur-
ance,73(l), L9-4L.

[153] Gutterman, S. e Vanderhoof, I. (1998). Forecasting changes in mortality: a search
for a law of causes and effects. North American Actuarial Joumal,2, 135-138.

[154] Haberman, S. (1996). Landmarks in the history of actuarial science (up to 1g1g).
Actuarial Research Paper N.o 84, Department of Actuarial Science and Statistics,
City University, London.

[155] Haberman, S. e Renshaw, A. (1996). Generalised linear models and. actua.rial sci-
ence. The Stati,sti,cian, 45, 407-436

[156] Haberma,n, S. e Sibbett, T. editors (1995). History of Actuarial Science.l0 Vol-
umes, Pickering and Chatto, London.

[157] Hamilton, J. (1994). Tr,me Senes Analysi,s. Princeton University Press, Princeton,
New Jersey.

[158] Hannan, E.J. and Rissanen, J. (1-982). Recursive Estimation of Mixed Autoregres-
sive Moving Average Order. Bi,ometrika, Og (1), 81-94.

[159] Hannerz, H. (1999). Methodology and application of a new law of mortali,ty. De
partment of Statistics, University of Lund, Sweden.

[160] Hannerz, H. (2001). Presentation and derivation of a five-parameter survival func-
tion intended to model mortality in modern female populations. Scandinauian Ac-
tuarial Journal, 2, L76-L87.

[161] Hardy, M. (2003). Inuestment Guarantees: Modeling and, Ri,sk Managem,ent for
Equity-Li,nked Life Insurance. New Jersey: John Wiley & Sons.

[162] Hartmann, M. (1987). Past and recent attempts to model mortality at all ages.
Journal of Offici,al Statistics, S(1), 19-36.

551



Bibliografia

[163] Hastie, T. e Tibshirani, R. (1990). Generalized Additiue Models. Monographs on
Statistics and Applied Probability 43, Chapman & Hall, New york.

[164] Heath, D., Jarrow, R. e Morton, A. (1992). Bond Pricing and Term Structure of
Interest Rates. Econometrica, YoL 60, 77-10b.

[165] Heligman, L. (1984). Construction of the new United Nations model life table
system. In Vallin et al. (Eds). Methodologies for the collecti,on and analys,is of
mortali,ty data. Ordina Editions, l7g-201.

[166] Heligman, L. e Pollard, J. (1980). The age pattern of mortality. Journal of the
Institute of Actuaries, 107, 49-80.

[167] Henderson, R. (1915). Mortality laws and stati,stics. Wiley and Sons,Inc. NY.

[168] Henderson, R. (1924). A new method of graduation. Transactions of the Actuarial
Society of Amenca, Vol. 25, 29-40.

[169] Hoem, J. e Linnemann, P. (1988). The tails in moving average graduations. Scan-
dinau,ian Actuarial Journal, 4, L93-229.

[170] Horiuchi, S. e Wilmoth, J. (1998). Deceleration in the age pattern of mortality at
older ages. Demography, 35 (4), 3gl-412.

[171] Hull, J. e White, A. (1990). Pricing Interest Rate Derivative Securities. Review of
Fi.nanci,al Studi.es, 3, N'. 4, 573-592.

[172] Hurlimann, W. (1990). On life tabte applications of ordering fisls. Insurance:
Mathemati,cs and Economics, 9, 277-279.

[iZS] Uynaman, R. e Ullah, M. (2007). Robust forecasting of mortality and fertility
rates: a functional data approach. Computational Statistics and Data Analys,is, to
appear.

ll74) IAA (2001). Graduated Mortality Tables. Mortality Inaesti,gati,on IA g5-g7 M and
F, Institute of Actuaries of Australia.

[175] IASB (2001). Draft Statement of Princi,ples.International Accounting Standards
Board, London.

[176] IASB (2004). Internat'ional Fi,nanci,al Reporli,ng Stand.ard, N.o 4. International Ac-
counting Standards Board, London.

[177] INE (2003). ProjecA6es de Populagd,o Residente 2000-2050, Lisboa.

[178] ISP (2000). Relat1rio do Sector segurador e Fundos de Pens1es 1999. Instituto de
Seguros de Portugal, Lisboa.

[179] ISP (2003). Relat,rio do Sector segurador e Fundos d,e Pens1es 2002. Instituto de
Seguros de Portugal, Lisboa.

552



Bibliografia

[180] James, E. e Vittas, D. (2000). Annuities Markets in Comparative Perspective:
Do Consumers Get Their Money's Worth?. Poli,cy Research Working Paper WPS
2493, The World Bank.

[181] James, J. e webber, N. (2000). Interest Rate Modelling.wiley, Chichester.

[182] Jamshidian, F. (1997). LIBOR and Swap Market Models and Measures. F,inance
and Stochastics, 7, 293-330.

[183] Jamshidian, F. (2004). Valuation of credit default sv/aps and swaptions. Finance
and Stochastics, 8, 343-371,.

[184] Jones, M. (1993). Simple Boundary correction for Kernel density estimation. ,Sta-
tisti,cs and Computing, 135-146.

[185] JPMorgan (2004). Variable annuity guarantees - increased volatility lisk. European
Li,fe Insurance,28, April 2004.

[186] Kannistd, V. (1992). Deuelopment of oldest-old mortati,ty, 1950-1990: Euid,ence

from 28 deueloped countries. Odense University Press.

[187] Kannistd, V. (1996). The Aduancing Fronti,er of Suruiual: Life Tables for Old, Age.
Odense University Press, Odense, Denmark.

[188] Karatzas, I. e Shreve, S. (1991). Brownian Moti,on and Stochastic Calculus.
Springer-Verlag, Berlin.

[189] Keyfitz, N. (1982). Choice of function for mortality analysis: effective forecasting
depends on a minimum parameter representation. Theoretical Population Biology,
27,329-352.

[190] Keyfitz, N. (1985). Appli,ed Mathematical Demographg. springer-verlag, New york.

[191] King, A. e Reid, A. (1936). Some notes on the double geometric formula. Trans-
actions of the Faculty of Actuaries, L5,229-234.

[192] Kinsella, K. e Gist, Y. (1998). Gender and aging: mortality and health. Inter"na-
ti,onal Brief 98-02, US Bureau of Census.

[193] Kostaki, A. (1992). Methodology and applications of the Hell,igman-Potlard, for-
mula. University of Lund, Department of statistics, Sweden

[tga] Xou, S. (2002). A jump-diffusion model for option pricing. Management Sc,ience,
48, 1096-1101.

[t95] Kou, S. e Wang, H. (2003). First passage times of a jump diffusion process. .4d-
uances in Applied Probability,35, 504-531.

[196] Krutov, A. (2006). Insurance-Linked Securities: An Emerging Class of Financial
Instruments. F,inanc,ial Engineering News, 48, 7-L6.

553



Bibliografia

[197] Lambert, J. (1776). Dottrina degli, azzardi. Gaeta and Fontana, Milan.

[198] Lancaster, P. e Salkaukas, K. (1986). Curae and Surface Fi,tting: An Introduction.
Academic Press, London.

[i99] Lando, D. (1998). On Cox processes and credit derivative securities. Reuiew of
D eriuat'iu es Res earch, 2, 99-120.

[200] Lando, D. (2004). Credi,t Risk Modetl'ing: Theory and Applications. Princeton Se-
ries in Finance, Princeton University Press, Oxford.

[201] Landsmana, Z. e Sherris, M. (2001). Risk measures and insurance premium prin-
ciples. Insurance: Mathematics and Econom,ics, 29 (l), 103-115.

12021 Lazatus, W. (1862). The law of human mortality. Journal of the Institute of Ac-
tuaries,10, 283-298.

[203] Le Bras, H. (1976). Lois de mortalit6 et age limit6. Population 331, 655-692.

[204] Lederman, S. e Breas, J. (1959). Les dimensions de la mortalit6. Population,l4(4),
637-682.

[205] Lee, R. (2000). The Lee-Carter method for forecasting mortality, with various
extensions and applications. North Arnerican Actuarial Journal,4(1), 80-93.

[206] Lee, R. e Carter, L. (1992). Modelling and forecasting the time series of US mor-
tality. Journal of the Amertcan Stati,sti,cal Assoc,iati,on, 87, 659-6TL.

[207] Lee, R. e Miller, T. (200i). Evaluating the performance of the Lee-Carter approach
to modelling and forecasting. Demography, 38, 537-549.

[208] Lehman Brothers (2005). Variable annuity living benefit guarantees: over complex,
over popular and over here?. European Insurance,22, Aprll 2005.

[209] Lemaire, J. (2001). Why do females live longer than males?. Belgian Actuarial
Bulletin,l, 1-19.

[210] Lidstone, G. (1935). The practical calculation of annuities for any number of joint
lives on a mortality table following the double geometric law. Joumtat of the Insti-
tute of Actuaries,66, 4L3-423.

[211] Lin, Y. e Cox, S. (2005a). Securitization of mortality risks in life annuities. ?he
Journal of Ri,sk and Insurance,72,227-252.

[2I2) Lin, Y. e Cox, S. (2005b). A mortality securitization model. Working Paper, Geor-
gia State University. Atlanta.

[213] Lin, Y. e Cox, S. (2006). Securitization of Catastrophe Mortality Risks. Worki,ng
Paper, Georgia State University. Atlanta.



Bibliografia

[21a] Lindbergson, M. (2001). Mortality Among the Elderly in Sweden 1988-1997. Scan-
di,nauian Actuarial Journal, L, 79-94.

[215] Lindsey, J. (1997). Applying Generalized L,inear Models. Springer-verlag, New
York.

[216] Littrow, J. (1852). Uber Lebensversicherungen und Andere Versorgungsanstalten.
F. B eck's chen Uniuersi,tats- Buchhandlung, Vienna, 52.

[217] Ljung, G. e Box, G. (1978). On a Measure of Lack of Fit in Time S6ries Models.
B'iometrika, 66, 67 -72.

[218] London, D. (1997). Surui,ual models and their estimation. ACTEX Publications,
Winstead, Connecticut.

[2t9] Lopez, J. (2001). Cuanfficaci,dn de riesgos y andli,s'is global de la empresa asegu-
radora ui,da. Editorial Dykinson, Madrid.

[220] Lowrie, W. (1982). An extension of the Whittaker-Henderson method of gradua-
tion. Transactions of the Soci,ety of Actuaries, XXXIV, 329-3JT.

l22ll MacDonald, A. (1997). The Second Actuarial Study of mortality ,in Europe. Groupe
Consultatif des Associations d'Actuaires des Pays des Communautes Europeennes,
Oxford.

[222] MarDonald, A., Cairns, A., Dwilt, P. e Millers, K. (1998). An international com-
parison of recent trends in population mortality. British Actuarial Jour"nal, 4, 3-
L4l.

[223] Makeham, W. (1860). On the law of mortality and the construction of annuity
tables. Journal of the Institute of Actuaries, 8, 301-310.

l22al Makeham, W. (1867). On the law of mort ality. Journat of the Institute of Actuaries,
13, 325-359.

[225] Makeham, W. (1889). On the further development of Gompertz's law. Journal of
the Institute of Actuaries, 28, 152-159.

[226] Marceau, E. e Gaillardetz, P. (1999). On life insurance reserve in a stochastic
mortality and interest rates environment. Insurance: Mathematics and Economics,
25,261-290.

12271 Marccco, P. e Pitacco, E. (1998). Longevity risk and life annuity reinsurance.
Transactions of the 26th Internat'ional Congress of Actuari,es, Birmingham, 453-
479.

[228] Marques, F. (1970). O pouoamento d,a Metrdpole obseraado atrauds d,os Censos.
INE, Centro de Estudos Demogrdficos.

555



Bibliografia

[229] Martinelle, S. (1987). A generalized Perks formula for old-age mortality. Research-
Methods-Deuelopment Report, N.o 38, Statistiska Centralbyran: Stockholm, Swe-
den.

[230] Marx, B. e Eilers, P. (1998). Direct generalized additive modeling with penalized
likelihood. C omputational Statistics and D ata Analy s,is, 28, 1gg-209.

[231] McCarthy, D. e Mitchell, O. (2003). International Adverse Selection in Life Insur-
ance and Annuities. NBER Worlci,ng Paper No. gg7b, NBER.

[232] McCullagh, P e Nelder, J. (1989). Generali,zed Linear Mod,els. Second Edition,
Chapman & Hall, Lond

[233] McCutcheon, J. (1987). Experiments in graduating the data for the English Life
Tables N.o 14. Transactions of the Faculty of Actuanes, 40, LJ5-L42.

[234] McNown, R. e Rogers, A. (1989). Forecasting mortality: A parameterized time
series approach. Demography, 26 (4),, 64b-060.

[235] Mehra, R. e Prescott, E. (2003). The equity premium in retrospect. In Constan-
tinides, G., Harris, M. e Stulz, R. (Eds). Hand,book of the Econom,ics oJ Finance.
London, Elsevier, 887-936.

[236] Menthonnex, J e Wanner, P. (1998). Tables de Mortali,td Longitud,i.nales pour la
suisse (G€.n4rations 1880-1980). office F6d6ral de la statistique, Berne.

[237] Merton, R. C. (1973). An Intertemporal Capital Asset Pricing Model. Economet-
rica, 4L, September, 867-886.

[238] Mesrine, A. (2000). La surmortalit6 des chdmeurs: un effet catalyseur du chG
mage?. Econom,ie et Stati,stique, 334,33-48.

[239] Mexia, T. e Corte-Real, P. (1995). Tabelas de Mortalidade Auto-Correctivas: o
caso Portugtds. Boletim do Instttuto dos Actud,rios Portugueses, Bb, t-lzo.

[240] Milevsky, M. (2005). The Imptied Longevity Yield: A Note on Developing an Index
for Life Annuities. The Journal of Ri,sk and Insurance, T2, g01-320.

[241] Milevsky, M. e Posner, S. (2001). The Titanic option: valuation of the Guaranteed
Minimum Death Beneflt in variable annuities and mutual funds. The Journal of
Ri,slc and Insurance,68 (1), 97-126.

[242] Milevsky, M. e Promislow, S. (2001). Mortality derivatives and the option to an-
nuitise. Insurance: Mathemati,cs and Econom,ics, 29, 2gg-318.

[243] Milevsky, M. e Promislow, S. (2003). Can Life Insurance be used to Hedge Payout
Annuities? Part 1: Modeling Longevity Risk. IFID Worki.ng Paper, York Univer-
sity.

556



[244] Milevsky, M., Promislow, S. e Young, V. (2005). Financial valuation of mortality
risk via the instantaneous Sharpe rutio. Working Paper,IFIDC Center, Toronto,
Canada.

[245] Milevsky, M., Promislow, S. e Young, V. (2000). Killing the law of large numbers:
mortality risk premiums and the Sharpe ratio. The Journal of Ri,sk and Insurance,
73(4),673-686.

[246] Milevsky, M. e Salisbury, T. (2002). The real option to lapse and the valuation
of death-protected investments. Working Paper York University and The Fields
Institute, Toronto.

[247] Milevsky, M. e Salisbury, T. (2006). Financial valuation of Guaranteed Minimum
withdrawal Benefits. Insurance: Mathernati,cs and Econom,ics, 88, 21-38.

[2a8] Miltersen, K. e Persson, S. (2005).Is mortality dead? Stochastic force of mortality
determined by no arbitrage. Worki,ng pape\ University of Bergen.

[249] Mitchell, O. e McCarthy, D. (2002). Annuities for an Ageing World. CERP Work-
i,ng Paper 2L/02, center for Research on Pension and welfare policies.

[250] Mitchell, o., Poterba, J., warshawsky, M. e Brown, J. (1ggg). New Evidence on
the Money's Worth of Individual Annuities. American Economic Reuiew,, Sg(b),
1299-1318.

[251] Mode, C. e Busby, R. (1982). An eight-parameter model of human mortality - The
single decrement case. Bulleti,n of Mathemati,cal Biology, 44(S),647-659.

[252] Mt Uer, T. (1998). Risk-Minimizing Hedging Strategies for Unit-Linked Life Insur-
ance Contr acts. ASTIN Bulletin, 28, 17-47.

[253] Mtiller, T. (2001a). Hedging Equity-Linked Life Insurance Contracts. North Amer-
'ican Actuarial Joumta\ 5(2), 79-95.

[254] MoUer, T. (2001b). On Transformations of Actuarial Valuation Principles. Insur-
ance: Mathematics and Economics, 28(3), 281-303.

[255] Moller, T. (2001c). Risk-Minimizing Hedging Strategies for Insurance Payment
Processes. Finance and Stochasti.cs, 5(4), 4Lg-44G.

[256] Moller, T. (2002). On Valuation and Risk Management at the Interface of Insurance
and Finance. British Actuarial Journal,8(4), Z8T-928.

[257] Morris, J., Cook, D. e Shaper, G. (1994). Loss of emplo5rment and mortality. British
Medi,cal Jour"nal, 308, 1135-1139.

[258] Moser, L. (1839) . Die Gesetze der Lebensdauer. Verlag von Veit und Comp, Berlin,
315.

557



Bibliografia

[259] Mnsiela, M. e Rutkowski, M. (1997). Marti.ngale Methods in Fi,nancial Mod,etli,ng.
Springer-Verlag, Berlin.

[260] Nadaraya, E. (1964). On estimating regression. Theory of Probabi,li,ty and, Its Ap-
pl,icati,ons, 9, l4L-42.

[261] Nolfi, P. (1959). Die Beriicksichtigung der Sterblichkeitsverbesserung in der
Rentenversicherung nach der Optimalmethode der Spieltheoie. Bulleti,n d,e la As-
sociation Suisse des Actua,ires, L.

[262] Olifiers, E. (193!). Graduation by double geometric laws supplementary to Make-
ham's basic curve, urith an application to the graduation of the A lg24-29 (r1ti-
mate) table. Journal of the Institute of Actuaries, 68, b26-b34.

[263] Olivier, P. e Jeffery, T. (2004). Stochastic Mortality Models, Presentation to the
society of Actuaries of lreland (dispomvei em http://www.actuaries.ie).

[264] Olivieri, A. (2001). Uncertainty in mortality projections: an actuarial perspective.
Insurance: Mathematics and Economics, Zg, 23I-245.

[265] Olivieri, A. e Pitacco, E. (2003a). Annuitisation guarantee and uncertainty in
mortality trends. worki,ng Paper N.o 30, cERAP-universitd Bocconi.

[266] Olivieri, A. e Pitacco, E. (2003b). Solvency requirements for pension annuities.
Pens,ion Economics and Fi,nance, 2(2), L2T-lbZ.

[267] olshansky, s. e Carnes, B. (1997). Ever since Gompertz. Demography,z4(l),L-lb.

[268] Oppermann, L. (1870). On the Graduation of Life Tables. In Haberman, S. e
Sibbett (1995), T. (Eds) (1995). History of Actuarial Sc,ience. Pickering k Chatto,
Vol. 2, London.

[269] Panjer, H. e Tan, K. (1995). Graduation of Canadian Individual Insurance Mor-
tality Experience: 1986-1992. canadi,an Insti,tute of Actuaries, Toronto.

[270] Pe]sser, A. (2003). Pricing and hedging Guaranteed Annuity Options via static
option replication. Insurance: Mathematics and Economics, 23, 28z-296.

[271] Pelsser, A. (2004). On the Appiicability of the Wang Tramsform for Pricing Finan-
cial Risks. Worki,ng Paper, Erasmus University, Roterdam.

1272) Perks W. (1932). On some experiments in the graduation of mortality statistics.
Journal of the Institute of Actuaries, 63:L2-57.

[273] Petrioli, L. (1975). Connection among fertility distribution by the Gompertz func-
tion. Quad,ern'i n.19, Isti,tuto di Statisti,ca della Facoltd, di SEJB, Universiti degli
Studi di Siena.

558



Bibliografia

1274) Petrioli, L. (1996). Relational methods in demography. Quaderni, di, Popolaz,ione,
Ambiente e Metodi, Matemati,co-Statistici, N.o 1, Novembre, Universitd, degli Studi
di Siena.

[275] Petrioli, L. e Berti, M. (1975). Modelli di mortalitd". Quaderni. n.77, Istituto di,

Statisti,ca della Facoltd di SEB, Universitd degli Studi di Siena.

[276] Petrioli, L. e Berti, M. (1979). Modelli di mortalitd e loro impiego. Quad,erni n.37,
Isti,tuto di. Stati.sti,ca della Facoltd di SEB, Universitd degti Studi di Siena.

l2fZl Piazzesi, M. (2005). Affine term structure models. In Y. Art-Sahalia and L. P.
Hansen (eds). Handbook of Fi,nanci,al Econometrics, Amsterdam: Elsevier-Science.

[278] Pitacco, E. (2000). Matemati,ca e tecn'ica actuariale della assicurazioni sulla durata
di, uita. Lint - Editoriale Associati, Trieste.

[279) Pitacco, E. (2004). Survival models in a dynamic context: a survey. Insurance:
Mathematics and Economics, 35, 279-298.

[280] Pollard, A. (1949). Methods of forecasting mortality using Australian data. Journal
of the Institute of Actuaries,75, 15L-182.

[281] Pollard, J. (1987). Projection of age-specific mortality rates. Population Bulleti,n
of the Uni,ted Nations, 2L122,55-69.

[282] Pollard, J. e Valkovics, E. (1992). The Gompertz distribution and its applications.
Cenus, 48(3-4),15-28.

[283] Powel, M. (1981). Approrimat'ion theory and methods. Cambridge University
Press, Cambridge.

[284] Promislow, S. (2006). Fundamentals of Actuarial Mathematics. John Wiley & Sons,
Chichester.

[285] Quiquet, A. (1893). Apergu h'istonque sur les forrnules d'i,nterpolation d,es tables
de suruie et de mortali,t6.. Deuxidme 6dition, Paris, Warnier et Companhie.

[286] Ramlau-Hansen, H. (1983). The choice of kernel function in the graduation of
counting process intensities. S candinauian Actuarial J ournal, 165- 182.

[287] Rebonato, R. (1993). Interest-rate option models. Second Edition. Wiley, Chich-
ester.

[288] Rempala, G. e Szatzschneider, K. (2004). Bootstrapping Parametric Models of
Mortality. Scandi,nau,ian Actuarial Journal, 1, 53-78.

[289] Renshaw, A. (1991). Actuarial graduation practice and generalized linear and. non-
linear models. Journal of the Institute of Actuaries, vol. 118, 2gb-312.

559



[290] Renshaw, A. (1992). Comments on some results on the Gompertz and Heligman
and Pollard laws of mortality. Journal of the Institute of Actuaries, 119, 107-11J.

[291] Renshaw, A. e Haberman, S. (1996). Dual Modelling and Select Mortality. Insur-
ance: Mathemati,cs and Economi,cs, l8(2), 1BG13O.

[292] Renshaw, A. e Haberman, S. (2000). Modelling for reduction factors. Actuarial
Research Paper N.o 127, cass Business School, city university, London.

[293] Renshaw, A. e Haberman, S. (2003a). On the forecasting of mortality reduction
factors. Insurance: Mathematics and Econornics, AZ, BZg-401-.

[294] Renshaw, A. e Haberman, S. (2003b). Lee-Carter mortality forecasting, a pa"rallei
GLM approach: England and Wales mortality projections. Journal of the Royal
Statisti,cal Soc,iety Series C (Applied Statistics), 52, Llg-LgT.

[295] Renshaw, A. e Haberman, S. (2003c). Lee-Carter mortality forecasting with age.
specific enhacement. Insurance: Mathematics and Economics, JZ, 2b5-272.

[296] Renshaw, A. e Haberman, S. (2003d). Lee-Carter mortality forecasting incorporat-
ing bivariate time series. Actuarial Research Paper N.o 153, Cass Business School,
City University, London.

[297] Renshaw, A. e Haberman, S. (2005). Mortality reduction factors incorporating
cohort effects. Actuarial Research Paper lf.o 160, Cass Business School, City Uni-
versity, London.

[298] Renshaw, A. e Haberman, S. (2006). A cohort-based extension to the Lee-Carter
model for mortality reduction factors. Insurance: Mathematics and Economics,38,
556-570.

[299] Renshaw, A., Haberman, S. e Hatzopoulos, p. (1996). The modelling of recent
mortality trends in United Kingdom male assured lives. Briti,sh Actuarial Joumtal,
2 (rr),449-477.

[300] Renshaw, A., Haberman, S. e Hatzopoulos, P. (1ggz). On the duality of assump-
tions underpinning the construction of life tables. ASTIN Bulleti,n,27(I),5-22.

[301] Renshaw, A. e Hatzopoulos P. (1996). On the Graduation of Amounts. Briti,sh
Actuarial J ournal, 2, L85-205.

[302] Rogers, A. e Little, J. (1994). Parameterizing age patterns of demographic rates
with the multiexponential model schedule. Mathematical Population Stud;ies, 4,
L75-L95.

[303] Rogers, A. e Planck, F. (1984). Parametrized multistage population projections.
Proceedi,ngs of the 1981 Annual Meeting of the Populati,on Association of America,
Minnesota.

560



Bibliografia

[304] Rogers, L. (1997). The potential approach to the term-structure of interest rates
and foreign exchange tates. Mathemati,cal Finance, T, LbT-164.

[305] Rolski, T., Schmidli, H., Schmidt, V. e Teugels, J. (1999). Stochastic Processes for
Insurance and Finance. Wiley series in probability and statistics, John Wiley &
Sons, New York.

[306] Ruetr, F. (1955). Ableitung von stervetafeln ftir rentenversicherung und sonstige
versicherungen mit erlebensfailcharakter. Special Publication N.' 2 of the Deutsche
Gesellschaft fiir Versi,cherungsmathematilc, Konrad Triltsch Verlag, Wurzburg.

[307] Rutkowski, M. (1997). A note on the Flesaker & Hughson model of the term
structure of interest rates. Applied Mathematical F,inance, 4, 1b1-16a.

[308] Schonbucher, P. (1998). Term structure modelling of defaultable bonds. Reu,iew of
D enu atia es Res earch, 2, 16l-792.

[309] Schtinbucher, P. (2003). Credi.t Deriaatiaes Pric,ing Mod,els. Wiley Finance, Chich-
ester.

[310] Schrager, D. (2006). Affine Stochastic Mortality. fnsurance: Mathematics and, Eco-
nomics,38, 81-97.

[311] Schuette, D. (1978). A linear programming approach to graduation. Transacttons
of the Soci,ety of Actuaries, XXX, 407-431.

[312] Schweizer, M. (2001). From Actuarial to Financial Valuation Principles. Insurance:
Mathernati,cs and Econom,ics, 28, 3L-47.

[313] Shannon, C. (1948). A mathematical theory of communication. Betl System Tech-
nical Journal, 27, 379-423.

[314] Siler, w. (1979). A competing-risk model for animal mortality. Ecology,60, zsG
757.

[315] Siler, W. (1933). Parameters of mortality in human populations with widely vary-
ing life span. Statistics in Medicin,2,3Tg-990.

[316] Sithole, T., Haberman, S. e Verrall, R. (2000). An investigation into parametric
models for mortality projections, with applications to immediate a.nnuita"nts' and
life office pensioners' data. Insurance: Mathematics and Econom,ics,27,285-2L2.

[317] Smith, A. (2005). Stochastic mortality modelling. Presentation at the Worleshop
on the Interface between Quanti,tatiue F'inance and Insurance, Edinburgh, April
2005 (disponfvel em http : //www.icms. org.uk) .

[3f8] Society of Actuaries Group Annuity Valuation Task Force (lggb). 1gg4 Group
Annuity Mortality Table and 1994 Group Annuity Reserving Table. Tbansactions
of the Societg of Actuaries, 47, 865-91,3.

561



Bibliogra.fia

[319] Spencer, J. (1904). On the graduation of the rates of sickness and mortality pre.
sented by the experience of the Manchester Unity of Oddfellows during the period
1893-1897. Journal of the Institute of Actuaries, 38, 38443.

[320] Stallard, E. (2006). Demogrpahic Issues in Longevity Risk Analysis. The Journal
of Ri,sk and Insurance, 73(4), 5Zb-609.

[321] Tabeau, E. (2001). A review of demographic forecasting models for mortality.
In E. Tabeau et al. (Eds), Forecasti,ng Mortali,ty ,in Deueloped Countri,es: i,nsights
from a stat'isti,cal, demographi,cal and epidemiolog,ical perspectiue,I{luurer Academic
Publishers, 1-32.

[322] Taylor, G. (1992). A Bayesian interpretation of the Whittaker-Henderson gradua-
tion. Insurance: Mathematics and Economi,cs, LL, T-16.

[323] Tenenbein, A. e Vanderhoof, I. (1980). New Mathematical Laws of Select and
Ultimate Mortality. Transact'ions of the Soci,ety of Actuaries, XXXfI, 119-183.

[324] Thatcher, R., Kannistd, V. e Andreev, K. (2002). The Survivor Ratio Method
for Estimating Numbers at high ages. Demographic Research,6 (1), Max-Planck
Institute for Demographic Research.

[325] Thatcher, A, Kannisto, v. e vaupel, J., (1998) . The force of mortali.ty at ages g0 to
120' Odense Monographs on Population Aging, Odense University Press, Odense.

[326] Thiele, P. (7872). O, a mathematical formula to express the rate of mortality
throughout the whole life. Journal of the Insti,tute of Actuaries, 16, 313-329.

[327] Tsay, R.S' e Tiao, G.C. (1984). Consistent Estimates of Autoregressive Pararneters
and Extended Sample Autocorreiation F\rnction for Stationary and Nonstationary
ARMA Models. JASA,79 (385), 8+9G.

[328] Tsay, R.S. e Tiao, G.C. (1985). Use of Canonical Analysis in Time Series Model
Identificatiorr: B,iometrika, 72 (2), 2gg-31b.

[329] Ttrljapurkar, S. e Boe, C. (1998). Mortality change and forecasting: how much and
how little do we know?. North American Actuarial Journal, z(4), Lg-47.

[330] T\.rljapurkar, J., Li, N. e Boe, C. (2000). A universal pattern of mortality decline
in G7 countries. Nature, 405,789-T92.

[331] Turner, A. (2006). Pensions, Risk, and Capital Markets. The Joumal of Ri,sk and,
Insurance, T3(4), b\g-57 4.

[332] United Nations (1955). Age and sex patterns of mortaiity: Model life tables for
underdeveloped countries. Populati,on Studies, 22, Department of Social Affairs,
Sales N.' 1955.XIII.9.

562



Bibliografia

[333] United Nations (2002). World Populati,on Prospects 2002. New York: United Na-
tions.

[334] Vallin, J. (1973). La mortalit6 par g6n6ration en France depuis L889. INED. Paris.

[335] Van den Berg Jeths, A., Hoogenveen, R., De Hollander, G. e Tabeau, E. (2001).
A Review of Epidemiological Approaches to Forecasting Mortality and Morbidity.
In E. Tabeau et al. (Eds), Forecasting Mortality in Deueloped Countries: i,nsi,ghts

from a statistical, demograph,ical and epi,demi,ologi,cal perspectiue, SS-b6.

[336] Vandeschrisck, C. (2001). The Lexis diagram, a misnomer. Demographic Research,
4(3),97-124.

[337] Vasicek, O. A. (L977). An Equilibrium Characterization of the Term Structure.
Journal of Fi,nancial Economics, No. 5, 177-188.

[338] Vaupel, J. (1997). Trajectory of mortality at advanced ages. In Between Zeus and
the Salmon: The Bi,odemography of longeui,ty, L7-37, National Academy of Science.

[339] vaupel, J., Manton, K. e Stallard, E. (L979). The impact of heterogeneity in
individual frailty on the dynamics of mortality. Demography, L6, 43g-454.

[340] Venables, W. e Ripley, B. (2002). Modern Applied Stati,sti,cs uith S,4th Edition,
Springer-Verlag, New York.

[341] Verrall, R. (1993a). A state space formulation of the Whittaker-Henderson gradu-
ation, with extensions. lnszrance: Mathemat'ics and Economics,73, T-L4.

[342] Verrall, R. (1993b). Graduation by dynamic regression methods. Journal of the
Insti,tute of Actuaries, L20, 153-170.

[343] Verrall, R. (1994). Whittaker graduation and dynamic generalized linear models.
Insurance: Mathematics and Econom,ics, L3, 7-L4.

[344] Verrall, R. (1996). A unified framework for graduation. Faculty of Actuarial Sci-
ence and Statistics Actuarial Research Paper N.o 91, Cass Business School, City
University, London.

[345] Vincent, P. (1951). La mortalit6 des vieillards. Population,6, L8l-204.

[3a6] Wadsworth, M., Findlater, A. e Boardman, T. (2001). Rei,naenti,ng Annu,ities.
Staple Inn. Actuarial Society.

[347] Wang, J. , Yang, M. , Pan, S. (2003). Hedging longevity risk in life insurance
companies. The Asi,a-Pacifi,c Risk and Insurance Assoc'iation Annual Meeti,ng.

[3a8] Wang, S. (1996). Premium calculation by transforming the layer premium density.
A S TIN Bulletin, 26, 77-92.

563



Bibliografia

[349] Wang, S. (2000). A class of distortion operations for pricing financial and insurance
risks. The Journal of Ri,sk and Insurance,67,15-36.

[350] Wang, S. (2002). A universal framework for pricing financial and insurance risks.
A S TIN Bulleti,n, 32, 213-234.

[351] Wang, S. (2003). Equilibrium pricing transformsr new results using the
Buhlmann's 1980 economic model. ASTIN Bulleti,n, ZJ, \T-TB.

[352] Wang, S. (2006). Normalized exponential tilting: pricing and measuring multivari-
ate risks. Working Paper ERMII.

[353] Watson, G. (1964). Smooth regression analysis. Sankhya, 4(26), Abg-172.

[354] Webb, T. e Friedberg, L. (2006). Life is Cheap: Using Mortality Bonds to Hedge
Aggregate Mortality Risk. NBEP" Working Paper No. 11984, NBER.

[355] Weibull, W. (1939). A statistical theory of the strength of materials . Ing. Vetenskap
Akad. Handl.,7ll (1), 1-45.

[356] Whittaker, E. (1923). On a new method of graduation. Proceedi.ngs of the Edinburg
Mathemati,cal Soci,ety, Vol. 41, 63-75.

[357] Witkie, A. (1976). The Rate of Interest as a Stochastic Process -Theory and Ap
plications, Proceedings of the 20th International Congress of Actuaries, Tokyo, 1,
1976, p.325-338.

[358] wilkie, A., waters, H. e Yang, S. (2003). Reserving, pricing and hedging for policies
with guaranteed annuity options. Briti,sh Actuarial Jourtta\ g (z),26J-29r.

[359] Willekens, F. (2001). Gompertz in context: the Gompertz and. related distribu-
tions. In E. Tabeau et al. (Eds), Forecasti,ng Moriali,ty i,n Deaeloped Countries:
insights fro* o stat'istical, demographical and epi,demiologi,cal perspectiue,IOs-126.

[360] Willemse, W. e Koppelaar, H. (2000). Knowledge elicitation of Gompertz's law of
mortality. Scandi,nauian Actuarial Journal, 2, L68-lZg.

[361] Willets, R. (2004). The cohort effect: insights and explanations. Briti,sh Actuarial
Journal,10, 833-877.

[362] Willets, R., Gallop, A., Leandro, P., MacDonald, A., Miller, K., Richards, S.,
Robjohns, N., Ryan, J. e waters, H. (2004). Longevity in the 21st Century. British
Actuarial Joumal, 10, 685-832.

[363] Wilmoth, J. (1993). Computational methods for fitting and extrapolating the Lee-
Carter model of mortality change. Techn'ical Report, Department of Demography,
University of California, Berkeley.

564



[364] Wilmoth, J. (1995a). Are mortality projections always more pessimistic when dis-
aggregated by cause of death?. Mathemati,cal Population Studi.es,5(4), 293-319.

[365] Wilmoth, J. (1995b). Are mortality rates falling at extremely high ages? An
investigation based on a model proposed by Coale and Kisker. Populati,on Stud,ies,
49(2),281-295.

[366] wilmoth, J., Andreev, K., Jdanov, D. e Glei, D. (200s). Method,s protocol for the
Human Mortality Database. Human Mortality Database.

[367] Wilmoth, J. e Horiuchi, S. (1999). Rectangularization revisited: variability of age
at death within human populations. Demography, J6(4), November, 4lb-4gb.

[368] Wilmoth, J. e Valkonen, T. (2002). A parametric representation of mortality dif-
ferentials over age and time. Fi.fth seminar of the EAPS Working Group on Dif-
ferentials i,n Health, Morbidity and Mortali,ty in Europe, Pontignano, Italy, April
2001.

[369] Wittstein, T. (1883). The Mathematical Law of Mortality. Journal of the Insti,tute
of Actuaries, 24, 753-173.

[370] Wong-Fupuy, C. e Haberman, S. (2004). Projecting mortality trends: recent devel-
opments in the United Kingdom and the United States. North American Actuarial
Journal, 8(2), 56-83.

[371] Yaari, M. (1965). Uncertain lifetime, life insurance, and the theory of the consumer.
The Reaiew of Economic Stud,ies, A2(2),187-150.

[372] Yang, S. (2001). Reseru'ing, prici,ng and, hedgi,ng for guaranteed, annuity options.
PhD Thesis, Heriot-Watt University, Edinburg.

[373] Yashin, A. (2001). Mortality models incorporating theoretical concepts of aging.
In E. Tabeat et al. (Eds), Forecasti,ng Mortality i,n Deueloped Countries: i,nsights
from a statisti,cal, demograph'ical and ep,idemi,ological perspecti,ae,26L-2g0.

[374] Young, V. (2004). Premium Principles. In Encycloped,ia of Actuarial Science. New
York: John Wiley & Sons.

565


