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Jorge Miguel Ventura Bravo

Abstract

The spectacular improvements in life expectancy documented over the last decades
constitute an invaluable achievement of modern societies but pose new challenges in
multiple areas, threatening in particular the financial sustainability of classic pay-as-
you-go social security systems. Traditionally, actuaries have been calculating
premiums and reserves using a deterministic mortality intensity, which is a function of
the age only (i.e., considering moment lifetables), and a constant interest rate. This
approach is simple and pragmatic but fails to account for the trends observed in
mortality intensity. In this thesis, we aim to provide an integrated and systematic
approach to the problem of measuring and managing mortality and longevity risks. The
thesis offers a detailed review of classic and recent parametric and non-parametric
methods used for graduating the mortality curve and for building moment lifetables,
including the results of applying parametric methods to the actual mdrtah'ty éxperience
of life insured and pension beneficiaries in Portugal. We extensively review traditional
methods used to project mortality and investigate new solutions for building dynamic or
prospective lifetables. These tools were empirically tested and then used to build
prospective lifetables for both the Portuguese and pensioners populations and to
address the importance of adverse selection effects in the Portuguese market. We
develop a dynamic and stochastic approach to longevity risk by admitting that the
mortality intensity can be modelled, either by affine-jump stochastic processes, or by
an affine function of latent factors whose dynamics is given by ordinary differential
equations with jumps. This allows us to capture two important features of the mortality
intensity: time dependency and uncertainty of the future development and provides us
with closed-form solutions for the survival probability. The analytical tractability of affine
processes is explored in actuarial applications. We evaluate a number of both internal
and external strategies designed to hedge and transfer longevity and mortality risks,
including capital markets-based solutions ’an.d the development of mortality-derivatives.
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Resumo

Os espectaculares ganhos de esperanga média de vida registados nas ultimas
décadas constituem uma inquestionavel conquista das sociedades modernas mas
colocam novos desafios em mdltiplas areas, ameagando em particular a
sustentabilidade dos tradicionais sistemas publicos e privados de segurangca e
protecgao social. Nas companhias de seguros do ramo vida, a abordagem tradicional
ao calculo dos prémios e das reservas matematicas baseia-se na utilizagdo de uma
intensidade de mortalidade deterministica, fungdo apenas da idade do individuo (tabua
contemporanea), e de uma taxa de juro técnica constante. Esta abordagem simples e
pragmatica revela-se, no entanto, desajustada nos casos em que a mortalidade evolui
no tempo. Esta dissertagdo procura constituir-se como uma abordagem integrada e
sistematica sobre o problema da medigdo e gestdo dos riscos de mortalidade e de
longevidade. O documento oferece uma revisdo detalhada sobre os principais
métodos paramétricos e ndo-paramétricos de graduagdo de tabuas de mortalidade
contemporaneas, incluindo um estudo sobre o seu desempenho na populagdo de
pessoas seguras e de beneficidrios de fundos de pensdes em Portugal. Sao
analisadas técnicas classicas de projeccdo da mortalidade e investigadas novas
solugbes para a construgdo de tabuas prospectivas. Os resultados sédo aplicados na
elaboragdo das primeiras tabuas prospectivas para as populagdes portuguesa e de
pensionistas e na avaliagdo do efeito seleccdo adversa. E desenvolvida uma
abordagem simultaneamente dinamica e estocastica do risco de longevidade
admitindo que a intensidade de mortalidade pode ser modelada, quer por processos
estocasticos do tipo afim, quer por uma fungao do tipo afim de um conjunto de factores
latentes com dinamica ditada por equagdes diferenciais estocasticas com saltos. Esta
solugdo permite-nos captar duas caracteristicas importantes da mortalidade:
dependéncia temporal e incerteza sobre a trajectéria futura, e possibilita a derivagédo
de solugdes fechadas para a probabilidade de sobrevivéncia, de facil aplicagdo no
contexto actuarial. S&o ainda analisadas um conjunto de estratégias internas e
externas de cobertura do risco de longevidade, envolvendo a transferéncia do risco
para os mercados de capitais e a criagdo de um mercado de derivados de mortalidade.
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Capitulo 1

Introducao

“O comego é a parte mais importante do trabalho.” (Platdo, 427-347 BC)
“We don’t do it for the glory. We don’t do it for the recognition. We do

it because it needs to be done. Because if we don’t, no one else will. And
we do it even if no one knows what we’ve done. Even if no one knows we
erist. Even if no one remembers we ever existed.” (Supergirl (Kara Zor-El)
- Christmas With The Superheroes #2, Dec 1989)

1.1 Relevancia e oportunidade do tema

1.1.1 Tendéncias demograficas e consequéncias econémicas

A evolugéo da longevidade humana nos pafses desenvolvidos nas tltimas décadas é mar-
cada por um aumento notével da esperanca média de vida em todas as idades, resultado
de uma diminuicao assinaldvel nas taxas de mortalidade em todo o arco da vida hu-
mana, em especial nas idades mais jovens, e por uma redugdo na variabilidade da idade
de 6bito, que conduziu a uma progressiva rectangularizacao da fungio de sobrevivéncia.

Estes ganhos na longevidade humana constituem, naturalmente, uma alteracio posi-
tiva para os individuos e uma significativa conquista civilizacional das sociedades mo-
dernas. Tratando-se de um objectivo individual e colectivo inquestiondvel, o aumento
da longevidade humana coloca, no entanto, novos desafios em muiltiplas dreas de inter-
vengao, quer no domfnio piblico, quer na esfera da actividade privada.

Ao nivel dos sistemas publicos de protecgdo e seguranca social, as tendéncias de-
mogréficas registadas nas tiltimas décadas, caracterizadas por um envelhecimento acen-
tuado, pela diminuigdo da taxa de fecundidade, pela diminuicdo da relacio entre traba-
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lhadores activos e dependentes e pelo significativo aumento da esperanca média de vida
em todas as idades, ameacgam a sustentabilidade dos tradicionais sistemas financiados
com base no principio da reparti¢do contemporanea (“pay-as-you-go”). A progressiva
moderagao dos beneficios concedidos pelos sistemas de reparticdo, a conversio dos planos
de pensodes de beneficio definido em planos de contribuigéo definida, baseados em contas
individuais em regime de capitalizacdo (real ou virtual), tenderdo a reduzir a parcela
do rendimento na reforma que é “garantida”. Neste contexto, a criacio de um mercado
privado de rendas vitalicias competitivo e eficiente emerge como um substituto natural
da funcgdo de seguro social desempenhada pelas pensées publicas. No sector privado, o
aumento da longevidade humana tem consequéncias 6bvias no pricing e no valor das
responsabilidades financeiras das companhias de seguros e de resseguro e dos fundos de
pensoes com produtos que envolvem beneficios de longo prazo em caso de vida (e.g.,
rendas vitalicias e pensdes de velhice e/ou invalidez de beneficio definido), constituindo
um motivo de preocupag¢io para todos os stakeholders envolvidos.

A um outro nivel, é de prever que estas tendéncias demograficas afectem os niveis
de crescimento econémico, modificando a dimensdo e a estrutura da oferta de trabalho
e do emprego, a acumulacdo de capital e a produtividade total dos factores, a dimensao
e a composi¢ao da despesa piblica, o comportamento do consumo e da poupanca e a
evolucdo dos mercados financeiros. O prolongamento da vida humana aumenta igual-
mente a pressao sobre os sistemas de satide e de apoio social e refunda o papel da familia

na sociedade.

1.1.2 Tébuas de mortalidade contemporéaneas vs tdbuas prospectivas

A determinacdo do prémio puro de um contrato de seguros do ramo vida assenta no
principio da equivaléncia, segundo o qual o valor actual esperado das prestacoes devidas
pela seguradora deve ser igual ao valor actual esperado dos prémios puros pagos pela
pessoa segura. Ao prémio puro assim obtido, é habitual as companhias adicionarem um
conjunto de cargas (margem de seguranca, comissdo de gestdo, comissdo de emissdo,
etc.) de modo a obter um prémio comercial.

Nos iltimos anos, a problemética dos métodos e pressupostos usados na avaliacdo
actuarial dos activos e das responsabilidades ganhou uma importancia acrescida, nao
apenas para as empresas, mas também para as entidades reguladoras do sector a nfvel
nacional e internacional. Tradicionalmente, os actudrios baseiam o cslculo dos prémios
de seguro em tdbuas contemporéneas ou de momento, construfdas a partir de quocientes
de mortalidade estimados com base nas estatisticas demograficas observadas num dado
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momento. Esta abordagem simples e pragmética revela-se claramente desajustada nos
casos em que a mortalidade evolui no tempo. Com efeito, os prémios assim calculados
nao reflectem o risco real de nenhuma das pessoas seguras da carteira (salvo na hipétese,
pouco provével, de que a mortalidade permanece estdtica no tempo), pelo que em con-
textos de aumento da longevidade a realizacdo do pricing nestes termos conduz a uma
subestimacao sistemadtica dos prémios e das responsabilidades com operacoes em caso de
vida.

No passado, as companhias lidavam com o problema escolhendo taxas de juro e
tdbuas de mortalidade prudentes (do ponto de vista da empresa), o que fazia com que &
medida que o retorno dos investimentos e o comportamento da mortalidade eram con-
hecidos se gerassem excedentes, posteriormente distribuidos (parcial ou totalmente) as
pessoas seguras sob a forma de bénus. A natureza fixa e de longo prazo de muitos
dos compromissos assumidos nos contratos significou que aquilo que no inicio se con-
sideravam estimativas prudentes quanto a evolugdo dos factores de risco (financeiros e
demogréficos) se revele, hoje, perfeitamente desajustado da realidade e susceptivel de
gerar perdas técnicas considerdveis. No actual contexto, marcado pelo incremento da
volatilidade nos mercados financeiros e pelo aumento da longevidade humana, a ne-
cessidade de garantir o matching entre os activos e as responsabilidades passa, em boa
medida, pela utilizagdo de bases técnicas que espelhem, de forma fiel, os factores de risco
a que se encontram expostas as carteiras. Em particular, as companhias devem recorrer a
tdbuas de mortalidade dinamicas ou prospectivas, que antecipam a evolugao provivel da
lei de sobrevivéncia dos individuos de uma populagio. Neste campo, o debate centra-se
em torno da selecgao do método de projeccdo adequado de entre as multiplas abordagens
de natureza epidemiolégica, explicativa ou extrapolativa adoptadas na prética.

Em Portugal, néo existem tibuas de mortalidade (contemporaneas ou prospectivas)
regulamentares, nem para a populagdo portuguesa, nem para as subpopulagdes de pes-
soas cobertas por contratos de seguro ou de beneficidrios de fundos de pensdes. Em re-
sultado, as companhias de seguros que operam o ramo vida sdo “forcadas” a recorrerem,
nos seus pressupostos actuariais, a tdbuas de mortalidade adoptadas noutros paifses
(e.g., Franca, Suica, Inglaterra, Espanha,...). Pese embora se trate de uma pratica per-
mitida pelas autoridades de supervisio, a utilizacao de uma lei de sobrevivéncia relativa
a populagao de um outro pafs, tendencialmente desajustada das condigdes demografi-
cas observadas no pafs e na carteira em que é aplicada, envolve naturalmente riscos de
base significativos, em particular o risco de sobrestimacio da taxa de mortalidade da
populacao.

As novas disposicoes contidas nas normas contabilfsticas IFRS e no projecto Solvén-
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cia II reforcam a necessidade de se proceder a uma avaliacio mais criteriosa das re-
sponsabilidades das empresas. Em particular, elas reforcam a importancia dos modelos
internos de avaliagdo do risco, abrindo a porta & possibilidade de as companhias de
seguros adoptarem tdbuas de mortalidade especificas, devidamente calibradas ao com-
portamento da lei de sobrevivéncia observado nas populacées que constituem as suas
carteiras, designadamente nos casos em que o actudrio responsdvel considera que as
caracteristicas das populagdes envolvidas néo se encontram devidamente espelhadas nas
tdbuas regulamentares. Neste contexto, é inadidvel a construcao de tdbuas regulamenta-
res em Portugal, quer para a populacéo em geral, quer para as subpopulagoes de pessoas
seguras e dos fundos de pensoes.

A um outro nivel, a presenca do fenémeno de selecgéo adversa no mercado de seguros
manifesta-se através de taxas de mortalidade superiores as da populagdo em geral nos
individuos que adquirem seguros de vida e de taxas inferiores nas carteiras cobertas por
rendas vitalicias. Neste sentido, a desvalorizagdo da importancia deste risco de base
pode gerar perdas técnicas importantes para as companhias, e requer uma adaptacio
das tdbuas de mortalidade relativas & populagdo em geral ao comportamento especifico

observado nas carteiras de seguros.

1.1.3 Risco de longevidade e risco de mortalidade

Os termos “risco de longevidade” e “risco de mortalidade” sdo muitas vezes usados
de forma indistinta apesar de representarem, na pratica, duas faces da mesma moeda.
Com efeito, enquanto que a expressdo risco de longevidade denota colectivamente o
risco de desvios sistemdticos da mortalidade face aos valores esperados (projectados),
em particular que um individuo ou uma populagio sobrevivam sistematicamente para
além do esperado, o termo risco de mortalidade é usado, regra geral, para descrever o
risco de que uma populagéo viva, em termos agregados, menos do que o esperado, i.e.,
que a mortalidade seja superior ao previsto.

A incerteza em torno da longevidade humana pode decompor-se em diferentes fontes
de risco: flutuacdes aleatérias nas taxas de mortalidade (risco de volatilidade), desvios
sisteméticos (trend risk), mortalidade catastréfica (jump risk) e risco de base. Se é
verdade que algumas destas fontes de incerteza podem ser eliminadas aumentando a
dimenséo das carteiras (homogéneas), apelando 4 lei dos grandes nimeros (pooling risk),
no caso do risco de longevidade a sua natureza sistemdtica faz com que nio possa ser
eliminado diversificando a carteira. Pelo contrério, o seu impacto financeiro aumenta

4 medida que a carteira cresce, na medida em que os desvios afectam todas as pessoas
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seguras da mesma forma e no mesmo sentido. Em consequéncia, as companhias devem
procurar novos mecanismos de cobertura do risco de longevidade, que envolvam solucdes
internas ou externas, usando técnicas cldssicas no mercado de seguros ou clamando por
solugdes inovadoras, que passem pela titularizacdo dos riscos ou pela criagcio de um novo
mercado de derivados de mortalidade.

Os riscos de longevidade e de mortalidade tém uma natureza distinta da dos riscos
financeiros. Com efeito, enquanto que a volatilidade dos precos dos activos financeiros
tende a ser elevada, as alteragdes na longevidade ocorrem de forma lenta no tempo. Se a
volatilidade nos mercados financeiros representa um problema imediato, as tendéncias na
longevidade traduzem um desafio que, sendo de longo prazo, é persistente e permanente.
Esta diferenga, combinada com o facto de se tratar de um risco pouco conhecido nos
mercados financeiros, medido e analisado de forma distinta da dos riscos financeiros, e
com um impacto nas responsabilidades dos fundos de pensdes ocultado durante muito
tempo, fez com que a atencéo dada ao risco de longevidade tenha sido menor no passado.
Esperamos que ao catapultar a discusséo sobre a mortalidade para um contexto dindmico
e estocdstico esta dissertacdo contribua para atrair a atencéo sobre a incerteza que subjaz

a evolugao da longevidade.

1.1.4 Modelos deterministicos vs modelos estocdsticos

Uma das formas de lidar com o problema da longevidade passa pela utilizacdo de
tdbuas de mortalidade prospectivas. A sua construgdo assenta num conjunto variado
de metodologias que permite, ora em tempo discreto, ora em tempo continuo, a imple-
mentagdo de uma abordagem que, sendo dindmica &, na sua esséncia, determinfstica.
Nesta dissertagdo, adoptamos uma perspectiva mais ampla e consideramos que a
intensidade de mortalidade pode ser modelada através de processos estocdsticos. Esta
abordagem, simultaneamente dindmica e estocéstica, permite-nos captar de forma mais
realista duas caracteristicas importantes da mortalidade: dependéncia temporal e in-
certeza sobre a trajectéria futura. Esta op¢do comporta ainda outras vantagens im-
portantes, desde logo o facto de permitir a derivacdo de prémios de seguro e reservas
mais realistas face & natureza dos factores de risco (demogréficos e financeiros) subja-
centes. Por outro lado, ela corporiza as novas orientagdes emanadas pelo International
Accounting Standards Board, nas quais se reconhece a necessidade de quantificar ade-
quadamente todas as fontes de risco, incluindo os riscos ndo financeiros, sejam estes
idiossincraticos ou néo diversificdveis, e onde se advoga a contabilizacio das responsabi-

lidades das companhias de seguros pelo seu valor de mercado.
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A adopgdo, no contexto actuarial, de uma estrutura conceptual mais rica para a
intensidade de mortalidade, incorporando argumentos consolidados na avaliacio de ac-
tivos financeiros, em especial do princfpio da auséncia de oportunidades de arbitragem,
permite ainda equacionar, de forma mais rigorosa, um conjunto de estratégias de cober-
tura do risco de longevidade, que envolvem designadamente a sua transferéncia para
outras contrapartes. Entre estas, destacam-se a possibilidade de transferir o risco de
longevidade para a pessoa segura (e.g., através de contratos com prémios e/ou benefi-
cios indexados & evolugdo da intensidade de mortalidade), para o mercado (e.g., mediante
a emissao de obrigagdes com cupdes e/ou principal indexado & evolugio da longevidade),
as tradicionais opgdes de resseguro e securitizacgo, e a adopgao de estratégias de hedging
assentes em derivados financeiros (opgdes, futuros, swaps, etc.) contingentes & evolugéo

da intensidade de mortalidade.

1.2 Objectivos e principais contributos da dissertacao

Esta dissertagdo procura constituir-se como uma abordagem integrada e sistemé&tica
sobre o problema da medicdo e gestdo dos riscos de mortalidade e de longevidade em
diferentes contextos, sejam estes estdticos ou dinamicos, determinifsticos ou estocésticos.
Os métodos e técnicas discutidos neste documento devem, por um lado, contribuir para
um melhor conhecimento sobre a natureza da exposicao a este tipo de riscos de carteiras
de seguros e dos fundos de pensdes e, por outro, constituir-se como ferramentas de
estruturacgéo e de avaliacdo de estratégias de cobertura do risco de longevidade.

A dissertagéo inclui um conjunto amplo e diversificado de contributos originais. O
documento oferece, em primeiro lugar, uma revisao critica detalhada sobre os principais
métodos paramétricos e néo-paramétricos de graduagio de tdbuas de mortalidade con-
temporéneas e sobre os principais métodos de projec¢éo da mortalidade e de construcéo
de tdbuas de mortalidade dinamicas ou prospectivas. Nesta revisdo sio fornecidas pistas
importantes para a implementacao préatica dos modelos, designadamente os algoritmos
necessérios & estimacgdo dos parametros.

Em segundo, realizamos nesta dissertago o primeiro exercicio sistemético de gradu-
acao paramétrica da mortalidade das pessoas seguras e dos beneficidrios dos fundos de
pensdes efectuado em Portugal, tomando como referéncia os dados disponibilizados pelo
Instituto de Seguros de Portugal para o periodo 2000-2004.

Em terceiro, sdo desenvolvidas duas variantes do modelo Poisson Lee-Carter para
a projeccao da mortalidade. Na primeira, é ensaiada uma nova técnica que incorpora

as preocupagbes quanto ao alisamento das séries no procedimento de estimacio dos
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parametros do modelo de Poisson. A solucdo, inspirada na técnica de P-Splines desen-
volvida por Eilers e Marx (1996), envolve a estimativa dos parametros mediante um
procedimento que envolve a maximizagio da fungio de log-verosimilhanca penalizada,
com a penalizagao a incidir sobre a diferenca finita entre os coeficientes estimados do
modelo. Na segunda variante do modelo Poisson Lee-Carter admitimos, explicitamente,
que existem limites naturais para a longevidade humana, dos quais decorrem niveis de
mortalidade minimos abaixo dos quais se assume ser impossfvel descer no futuro. Em
consequéncia, introduzimos no modelo uma restricdo segundo a qual as projeccdes de
mortalidade sdo balizadas por uma determinada tédbua limite, que representa os limites
impostos pela biologia & longevidade da espécie humana.

Em quarto, esta dissertacao desenvolve pela primeira vez as bases que sustentam a
adop¢do de uma abordagem longitudinal no estudo da mortalidade da populagio por-
tuguesa. Em particular, comparamos o desempenho de um conjunto de métodos de
projecgdo da mortalidade e elaboramos as primeiras tdbuas de mortalidade prospectivas
para a populagdo portuguesa. Estas tornam possivel, quer o estabelecimento de bases
técnicas adequadas a uma correcta quantificagdo e controlo do risco de longevidade por
parte das companhias de seguros, quer a avaliacdo da sustentabilidade financeira dos
sistemas de seguranca. social.

Em quinto, investigamos pela primeira vez a importéancia do efeito seleccio adversa
no contexto do problema de projec¢do da mortalidade, considerando a carteira de bene-
ficidrios de fundos de pensdes em Portugal. A adopgio de uma metodologia assente
num modelo relacional, incorporado num modelo linear generalizado com distribuicéo
de Poisson, permitiu a derivagao pela primeira vez de t4buas de mortalidade prospectivas
para a populagdo de beneficidrios de fundos de pensdes.

Em sexto, desenvolvemos uma abordagem simultaneamente dindmica e estocdstica
do risco de longevidade admitindo que a intensidade de mortalidade pode ser mode-
lada através de processos estocdsticos. E estabelecido um paralelo entre o conceito de
intensidade de incumprimento derivado na literatura sobre risco de crédito e o con-
ceito de intensidade de mortalidade. Esta analogia permite-nos equacionar a adaptacio
de um conjunto de modelos do tipo afim propostos na literatura sobre taxas de juro
na modelagdo da intensidade de mortalidade e a obtencdo de solugdes fechadas para a
probabilidade de sobrevivéncia. Para testar a capacidade destes modelos para descrever
adequadamente a trajectéria da intensidade de mortalidade, conduzimos igualmente um
primeiro ensaio de calibragem dos modelos considerando a realidade representada pelas
tdbuas de mortalidade prospectivas derivadas para a populagio portuguesa.

Em sétimo, exploramos uma nova abordagem teérica ao problema da modelacio
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da mortalidade num contexto estocéstico onde consideramos, de forma simulténea, a
evolucéo da intensidade em todas as idades que integram o arco da vida humana. Esta
formulacéo assenta no principio simples de que a intensidade de mortalidade pode ser
representada por uma fun¢éo do tipo afim de um conjunto de factores latentes, com
dinédmica ditada por equagoes diferenciais estocdsticas com saltos. Sdo analisados trés
casos particulares, onde se catapulta para um contexto estocéstico algumas das mais
conhecidas leis de mortalidade determinfsticas.

Em oitavo, analisamos a aplicacdo de modelos de mortalidade estocsstica na avaliacdo
de contratos de seguro com cash flows contingentes & sobrevivéncia ou morte do individuo
e de produtos estruturados, dedicando especial atengéo ao problema da determinacio do
preco de mercado do risco de longevidade. Neste ponto, desenvolvemos um novo método
de estimagdo do preco do risco, recorrendo a um principio cldssico de determinacéo do
prémio em contratos de seguro (principio do desvio-padrdo). Esta solucdo envolve a
modelagéo da intensidade de mortalidade por processos estocésticos do tipo afim e a
derivagdo de probabilidades de sobrevivéncia ajustadas pela inclusdo de um prémio pelo
risco de longevidade.

Por dltimo, esta dissertagdo inclui uma discuss@o detalhada sobre as estratégias e
solugoes que particulares e empresas podem adoptar para gerir a sua exposicio ao risco de
longevidade. As estratégias analisadas incluem nao apenas solucdes de cobertura interna
mas também mecanismos de transferéncia do risco para outras contrapartes (beneficisrios
das apdlices, resseguradores e mercado de capitais). Neste 1iltimo caso, equacionamos a
aplicagao de um conjunto de tratados de resseguro e o desenvolvimento de um mercado de
activos financeiros com cash flows contingentes & evolugdo da longevidade/mortalidade,

incluindo a oferta de derivados de mortalidade.

1.3 Organizacao e estrutura do documento

Este documento est4 dividido em trés partes e doze capitulos no total. Na Parte I intro-
duzimos os principais conceitos e a formalizacdo matemaética adoptada ao longo de toda
a dissertacdo (Capitulo 2) e efectuamos uma revisio critica detalhada sobre os princi-
pais métodos paramétricos (Capitulo 3) e ndo-paramétricos (Capitulo 4) de graduagio
de tdbuas de mortalidade contemporaneas. Esta parte inclui ainda, no Capitulo 5, a
metodologia e os resultados dos testes de graduacdo paramétrica da mortalidade das
pessoas seguras e dos beneficidrios dos fundos de pensdes em Portugal.

A Parte II compreende uma extensa andlise dos diferentes modelos de projecgéo da

mortalidade e de construgdo de tédbuas prospectivas, incluindo a projeccdo da morta-
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lidade nas idades avangadas (Capitulo 6). No Capitulo 7 comparamos o desempenho
dos diferentes métodos de projecgdo da mortalidade e elaboramos as primeiras tdbuas
prospectivas para a populagao portuguesa. No Capitulo 8 investigamos a importancia
do efeito seleccao adversa no contexto do problema de projecgdo da mortalidade e desen-
volvemos tdbuas prospectivas para a populagio de beneficidrios de fundos de pensdes.
Na Parte III consideramos a aplicagdo de processos estocdsticos na modelacdo da
intensidade de mortalidade e discutimos um conjunto de aplicagées actuariais e de cober-
tura do risco de longevidade. No Capftulo 9 descrevemos o enquadramento teérico adop-
tado para modelar a mortalidade num contexto estocéstico e equacionamos a adopcao
de processos do tipo afim com saltos na derivagio de solugées analiticas para a probabil-
idade de sobrevivéncia. No Capftulo 10 testamos o desempenho empirico destes modelos
na realidade representada pelas tdbuas de mortalidade prospectivas derivadas para a po-
pulacao portuguesa. No Capitulo 11 ilustramos a aplicacio de modelos de mortalidade
estocéstica no contexto actuarial, nomeadamente na avaliagdo de apdlices tradicionais
do ramo vida e de produtos estruturados. Neste capitulo, sao ainda analisadas um con-
junto de estratégias internas e externas de cobertura do risco de longevidade. Por fim,

o Capitulo 12 resume as principais conclusdes da dissertacao.
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Capitulo 2

Modelos Probabilisticos para a
Descricao da Duracao da Vida

Humana

“Most of us retain, consciously or unconsciously, a feeling that, underlying
all the roughnesses in our data referable to errors of observation and an ever-
changing environment, there may be an inherent mathematical system of law
and order, which if it could be discovered would give such insight into the

meaning of unadjusted figures...” (Perks, 1932)

2.1 Introducao

No estado actual do conhecimento cientifico, 0 momento em que a vida humana cessa a
sua existéncia fisica é certamente uma informagao desconhecida. Apesar disso, é possivel
avaliar o risco de morte numa dada populagio e intervalo de tempo. Neste sentido, &
natural o recurso ao formalismo matemdtico do célculo de probabilidades para descrever
a duragdo de vida dos individuos. O tempo que medeia entre a idade do individuo e o
momento da sua morte é modelado como uma varigvel aleatéria, 4 qual estdo associadas,
como ¢é habitual, um conjunto de fungdes como sejam a fun¢do de densidade, a funcio
de distribuicdo, a fungdo de sobrevivéncia, entre outras.

Igualmente comum no contexto actuarial e demogréfico é o recurso ao modelo proba-
bilistico em tempo discreto, materializado nas denominadas tdbuas de mortalidade ou
de sobrevivéncia, um modelo tabular que sintetiza um conjunto de funcdes bésicas que

permitem analisar, numa determinada populacio, o fenémeno da longevidade e efectuar

11
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juizos probabilisticos sobre a evolugdo da mortalidade. Num e noutro modelo é possivel
calcular diferentes indicadores de longevidade como sejam a esperanca de vida, a vida
mediana, a entropia, entre outros.

A caracterizagio da fungéo de sobrevivéncia e/ou do padrao de mortalidade regista-
dos numa populagao pode, em alternativa, passar pela utilizacdo de funcdes parameétri-
cas que exprimam o comportamento do fenémeno em termos da idade e de um conjunto
limitado de pardmetros, estimados com base nas estatisticas demogréficas disponiveis.

Neste capitulo, introduzimos os principais conceitos e a formalizacdo matemdtica
adoptada ao longo de toda a dissertagdo. Estes elementos serdo fundamentais na ex-
posicado dos diferentes modelos analisados e na avaliacio dos resultados dos estudos
empiricos realizados. Na Secgado 2.2 sdo definidos os principais conceitos usados para
caracterizar a duracao de vida remanescente de um individuo e discutidas as principais
hipéteses usadas para repartir os 6bitos nas idades fraccionadas. Na Secgao 2.3 sdo apre-
sentados os principais indicadores adoptados na literatura demogréfica e actuarial para
resumir as caracterfsticas da distribuicdo de probabilidade da vida restante. Na Seccdo
2.4, & introduzido e discutido o conceito de tdbua de mortalidade enquanto modelo tabu-
lar de anélise de sobrevivéncia. Por fim, na Secgdo 2.5 é apresentada uma sintese critica
relativamente exaustiva das principais leis de mortalidade desenvolvidas desde o século
XVIII até ao presente para parametrizar o comportamento da longevidade humana. Por
fim, na Secgéo 2.6 discutimos brevemente o problema da heterogeneidade na populagio
na modelacao da mortalidade.

2.2 Anadlise de sobrevivéncia

2.2.1 Duragao de vida restante

Designemos por T a varidvel aleatéria positiva que representa a duraciao de vida de
um individuo pertencente a uma dada populagio de referéncia. Definamos de seguida
uma sequéncia de varidveis aleatérias {T, : £ =0,1,2,...,w}, onde T} simboliza a vida

residual de um individuo que atinge a idade z, i.e.,
PIy>t)=P[T>z+t|T > x] (2.2.1)

e onde w tem o significado de “idade extrema”.!

' Por idade extrema (ou maxima) entende-se a idade em que néo é admitida a hip6tese de sobrevivencia
do individuo. No limite, se atribuirmos ao evento {T > w} uma probabilidade nula ou muito reduzida,
podemos escrever w = o0o.

12



2.2. Anslise de sobrevivéncia,

Daqui resulta que um sobrevivente 4 idade z falecers & idade z+T;. A probabilidade
de um individuo viver ¢ anos aumenta com a idade por este alcancgada, i.e., para duas

idades x5 > z; podemos escrever
Pz + Tz, > 1) 2P (21 + Ty, > t), Vt>ax. (2.2.2)

Analisemos o caso particular de um recém-nascido (i.e., com idade z = 0). A funcéio
de distribui¢do de probabilidade (f.d.) da sua vida residual Tp, Fo(-) : Ry +— [0, 1], vem
dada por

Fo(z)=P(Tp<z), z>0. (2.2.3)

A fungio Fyp(x) representa a probabilidade de um individuo recém-nascido perecer
antes de atingir os z anos. Na ciéncia actuarial (e na demografia), é habitual o recurso
a uma fungdo complementar de Fy(-) para especificar a distribuicdo de Tp. Essa funcao,
designada por funcdo de sobrevivéncia (FS), 8(-) : Ry +— [0, 1], exprime a probabilidade
de um individuo recém-nascido sobreviver pelo menos z anos. E definida da seguinte
forma

SE)=P(Thp>z)=1- P(To < z) =1 - Fy(x). (2.2.4)

A fungéio z + S(-) é decrescente (i.e., S(z1) > 8(x2), 71 < x3) e satisfaz as habituais
condigbes S(0) =1 elimy_, o S(x) = 0. Tal & assim porquanto se assume que Fp(0) =0
e que limy o Fy(z) = 1. Vamos admitir que a distribuicdo de probabilidade de Tp é
contfnua e dotada de fungdo de densidade de probabilidade (£d.p.) fo() (i.e. Fy(t) =
fot fo(u)du para t > 0). Neste caso, podemos escrever

dFp(z) _ dS(z)

fo(z) = ——= =

0 - (2.2.5)

O gréfico da funcio de densidade de probabilidade z +— f;(-) é denominado de
curva de 6bitos (curve of deaths). Usando Fy(z) ou S(z) & possivel efectuar jufzos
probabilisticos sobre a idade de falecimento do individuo. Por exemplo, a probabilidade
de um recém-nascido pereger entre as idades z e 2 (z < z) & dada por

Pz <Tp <2} = Fy(z) - Fo(z) = S(z) - S(z). (2.2.6)

Consideremos agora, em termos mais gerais, um individuo de idade z e vida residual
aleatéria {T; : z € A}, onde A denota o conjunto de valores possiveis para a varigvel
idade. Uma familia particular & aquela em que {T3 : z € (0,w]}. Por definicdo, T, =
(T~ 2)|T > z, pelo que a funcio de probabilidade acumulada de T, F;(t), pode ser

13
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definida por

Fir(t) = P(I <t)=P{T <z+t|T >z}
Plz<T<z+t) Flz+1t)— Fp(z)

P(T>z) 1-Fy(z)
_ S@)-S(@x+1t) _S(z+1)
- 50 =1-Zg 120, (2.2.7)

onde S () representa a funcdo de sobrevivéncia definida em (2.2.4). Constata-se assim
que, a partir do conhecimento da fungéo de distribuicao de T, é possivel determinar a
funcéo de distribuigdo de T para qualquer idade = > 0. Verifica-se igualmente que, no
caso de T admitir funcdo de densidade f; (-) (i.e. Fy(t) = fot fz(u)du para t > 0), esta

¢ definida por?
fo(z +1)

fz(t) = S@) (2.2.8)
Combinando (2.2.5) e (2.2.7), podemos escrever
dF; 1 d

rol) = 220 - ESE@+Y (2.2.9)

parat > 0.

2.2.2 Quocientes de mortalidade

A comunidade internacional de actudrios recorre a uma notagio prépria para caracteri-
zar as varidveis de interesse acima apresentadas. Por exemplo, as probabilidades de

sobrevivéncia ;p; (t > 0) e de falecimento ;g; (t > 0) sdo definidas, respectivamente,
3

por
_ _P(T>z+1)
tpm_P(Tz>t)—P[T>x+t|T>x]_P(T—>x) (2210)
e por
1@ =PIz <t)=P[T<z+tT>z]=1—;ps. (2.2.11)

O termo ;p, define a probabilidade de um individuo vivo & idade z sobreviver até &

idade z + ¢, enquanto que ;g; determina a probabilidade de um individuo que atinge a

?Esta conclusio é facilmente verificavel se notarmos que

x — Fol(x =+t olu TT+u
0 BEIERD [ Ml [ s

$Para uma introdugdo mais detalhada & andlise de sobrevivéncia no contexto actuarial veja-se, por
exemplo, Gerber (1995), Bowers et al. (1997), Pitacco (2000) e Promislow (2006).
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idade x falecer antes de alcangar a idade z +t. O termo g, é igualmente conhecido por
quociente de mortalidade. Uma defini¢do alternativa de ¢p; e ;g,, baseada na funcdo de

sobrevivéncia, é dada por*

_ S(x+1t)
tPx = “S@) (2.2.12)
S+t) (2.2.13)

Os actudrios usam frequentemente uma notacdo abreviada considerando o valor de

= 1 (ano), omitindo nesse caso o indice ¢, i.e., pondo 1p; = p; e 14z = ¢,. Note-se
igualmente que as relagdes og; = 0 e gp; = 1 s&o respeitadas.® Conhecida a sequéncia
{gz :x=1,2,...} (ou {pz}), é posstvel reconstruir a funcio de sobrevivéncia para idades
z inteiras. Com efeito, se reformularmos a equagdo (2.2.13) obtemos, recapitulando a

condicao inicial S(0) = 1,
Sx+1)=8@)(1~-¢), z=0,1,2,.. (2.2.14)

A probabilidade de um individuo com idade z sobreviver t anos e perecer nos
seguintes s anos, conhecida na literatura por probabilidade diferida (ou forward), e

designada por 444z, ¢ definida da seguinte forma

ts@z = P <Tp<t+s)=Plr+t<T <z+t+s|T>1]
Sx+t)—S(z+t+s)
S(SC) “t+s 9z —t 9z =t Px —t+s Px
= (tpm) X (SQz—H) . (2.2.15)

No célculo actuarial, existem ainda outras varidveis de interesse para a andlise da

longevidade do individuo. Uma delas, conhecida na literatura por curtate-future-lifetime,

“Refira-se ainda que as probabilidade de morte e de sobrevivéncia acima definidas podem ser expressas
em termos da fungdo de densidade de probabilidade f,(t), i.e., mediante

+o0 t
e = [ folu)du e g = [ folu)du.
/ !

°*Para dois momentos t,tz > 0 quaisquer, podemos igualmente escrever a relacio

t1+t2Px =t; Pz "ty Pz4ty,

que exprime o facto de que, para sobreviver t; + t2 anos suplementares, é preciso, em primeiro lugar,
sobreviver até 4 idade z + t1, e depois mais t; anos.
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K., respeita ao nimero de anos inteiros futuros vividos por um individuo com idade z

antes de falecer. Como K corresponde ao maior valor inteiro em Ty, a sua distribuicéo

de probabilidade pode ser escrita da seguinte forma®

PlK,=k = P(k<T,<k+1)

= kPz —k+1 Pz
= kPzxletk =kj 9z k=0,1,2,... (2.2.16)

2.2.3 Taxa de mortalidade instantanea

Definicao

A taxa de mortalidade instanténea & idade = + ¢t (também conhecida por forca de mor-

talidade), representada por p, ., é definida pelo seguinte limite

. Plt<T; <t+ AT, >t
Mypip = lim .

Alim A7 (2.2.17)

De forma intuitiva, podemos interpretar y, ., como a probabilidade de um individuo
que sobrevive até & idade = + ¢ falecer antes de alcancar a idade = + ¢t + At, i.e., no
intervalo [z +t,z + t + At).

Relagao com as probabilidades de sobrevivéncia e 6bito

Se recordarmos que

Plt <T, <t+ At _ t+Atds —t 4z
P [Tm > t] tPx

Plt<Tz <t+ AT, >t =

é possivel estabelecer a seguinte ligagdo entre p,; e as probabilidades de sobrevivéncia

Pz € de 6bito 1q,

- 1 d
= ljm &A% ~t% L 4 2.2.18

Com base numa expanséo em série de Taylor de primeira ordem e na equagio (2.2.18),

podemos escrever as seguintes relacGes

AtQr =0 Gz + [tpx . ,uz_,_t] t=0 At + o (At) = u, At + o (At) (2.2.19)

8A troca de desigualdades em (2.2.16) é possivel na medida em que a hipétese de que T & uma
varigvel aleatdria continua garante que P ([T, = k] = P[T; = k + 1] = 0. Refira-se ainda que a equacéo
(2.2.16) é um caso particular de (2.2.15) em que s = 1 e k assume valores inteiros nio negativos.
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AtPz =0 Pz — [tp:z : /J'a:—{—t] t=0 At+o(At) =1~ pAt+o (At),

onde o(At) é uma quantidade tal que lima_[o(At) /A] = 0. De forma intuitiva,

podemos considerar o (At) negligencigvel, pelo que as aproximacoes

Atz = :uzAt
N2 el TAVAN

sdo vilidas em intervalos At suficientemente pequenos. Em suma, as taxas instantaneas
de mortalidade governam (numa aproximacdo de primeira ordem) as probabilidades ;p;
e ;g em intervalos de tempo reduzidos.

Se admitirmos que T, é uma varidvel aleatéria contfnua, é possivel deduzir a sua
fungdo de densidade de probabilidade a partir de (2.2.18) segundo

d
pTs tdz =t Px * Hzyt- (2.2.20)

A relagdo (2.2.20) pode ser interpretada como uma equacdo diferencial. Recordando
a condicao inicial og; = 0, da resolugéo de (2.2.20) deduz-se a seguinte representagio

para ;q;"

t
tdx = / sz/-l'm+TdT'
0

Raciocinio andlogo pode ser usado para derivar as probabilidades de sobrevivéncia
em funcdo das taxas de mortalidade instantanea. De facto, partindo de (2.2.18) podemos
escrever

d
Et- In (tp:z:) = —Hzii-

Se considerarmos novamente esta relagdo como uma equagao diferencial da fungéo

t ~¢ pr, com z fixo, e recapitularmos a condigéo inicial, gp; = 1, obtemos a seguinte

"Também com base na equacio (2.2.9) e na relacdo

- _ 4@z _ _d

/J’z - S(I) dx]'ns(z)’
podemos ainda escrever a fun¢éo de densidade de probabilidade de T} em termos da forca de mortalidade
1 d S(z +1) 1 d
f=() S & =t S(@) [S(z+t) @@t )]

I

=]
tPz * Hgyy, 20, com / TPzl 4T = 1.
0

17



2.2. Anilise de sobrevivéncia

solugéo

t
tPr = €Xp <— /0 /Lz+,,.d’7'> . (2.2.21)

Relagao com o conceito de taxa de mortalidade

A taxa de mortalidade instantdnea pode ser deduzida a partir do conceito cldssico de
taxa de mortalidade. A taxa de mortalidade no intervalo [z,z + t), designada por ym,,

é definida por
tdz

?
th

onde id; e F; denotam, respectivamente, o ntimero de ébitos registado e a respectiva

(2.2.22)

tMy =

exposicao ao risco. A taxa de mortalidade distingue-se do quociente de mortalidade pelo
facto do mimero de 6bitos se reportar a uma exposi¢ao ao risco média, e nao ao efectivo
inicial. A taxa ;m; exprime o nimero de 6bitos por pessoa e por ano, sendo por vezes
denominada de taxa central de mortalidade.

Dito isto, partindo de (2.2.22) podemos escrever

Atdx lw - lz+At
Aty = =

E At
Atz / la:-}—-r dr
0

onde [; simboliza o nimero de sobreviventes de uma geracao inicial lg.

Em termos assintéticos, demonstra-se finalmente que®

d
2]
i = ______dz z =
A%E}I(l)_'. Aty = - - (2.2.23)

2.2.4 Hipéteses para idades fraccionadas

A prética actuarial requer, frequentemente, o cdlculo de probabilidades de sobrevivéncia
e/ou de morte para idades e/ou intervalos de tempo ndo inteiros, por exemplo p,
1-uPz+u, com z inteiro e 0 < u < 1. Na maioria dos casos, os dados de que dispdem os

actudrios sdo fruto de um agrupamento por perfodo temporal. Esta limitacio impde,

8Na derivacdo deste resultado, note que

1At
AEB}W E/ lotrdr =1ls

=0
e que

—l = = =—lzu_.
dz ® Az—0 Az Az—0 Az T Az—0 Az oHa
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regularmente, o recurso a modelos probabilisticos em tempo discreto, em particular a
tdbuas de mortalidade tabuladas apenas para idades inteiras.

Na auséncia de informagao sobre a reparticio dos 6bitos e outras varidveis de in-
teresse no intervalo de tempo considerado, o actudrio recorre a premissas de trabalho
de modo a prolongar a aplicagdo do modelo probabilistico a idades fraccionadas. Uma
solugdo alternativa, que analisaremos mais adiante neste capitulo, envolve a adopgao de
um modelo paramétrico ou lei de mortalidade. Resumimos, nesta seccao, as principais

hipéteses avancadas na literatura para resolver este problema.?

Hipétese de reparti¢io uniforme dos 6bitos durante o ano

Numa das primeiras tentativas para descrever a evolugdo da mortalidade mediante
fungbes paramétricas, Abraham de Moivre propds, em meados do século XVIII, que
a funcdo de sobrevivéncia (I;;) de uma tdbua de mortalidade fosse representada por uma,
linha recta. De acordo com esta hipétese, o mimero de sobreviventes de uma determi-
nada geracio (cohort) inicial diminui de forma linear e uniforme todos os anos, até a sua
extingao total. Por outras palavras, segundo esta hipétese todos os anos registar-se-ia o
mesmo mimero de 6bitos, um pressuposto que é rejeitado pela generalidade dos estudos
empiricos.

No entanto, uma variante desta hipétese, segundo a qual o nimero de sobreviventes
entre duas idades inteiras consecutivas diminui linear e uniformemente durante o ano, é
hoje largamente adoptada pelos actusrios. Segundo esta formulagéo, admite-se que, em
média, os 6bitos sio registados a meio do ano. Em termos formais, a hipétese estabelece

que a fungdo g(u) =y ¢; ¢ linear no intervalo u € [0, 1), i.e.,
wdzr = a+bu, ue€]l0,1). (2.2.24)

Se avaliarmos a funcioemu =1 (1g: =a+b=gy) eu=0 (og; =a = 0) e resolver-
mos o sistema de equagdes obtém-se (a, b) = (0,¢;). Substituindo em (2.2.24), deduz-se
finalmente que

uwdz =U-qz, u€l0,1). (2.2.25)

Com base na hipdtese (2.2.25), prova-se-se que (Batten, 1978)

q
Hzqu = T__;f?, uc [Oa 1)

€T

9Para uma anélise detalhada deste tema recomendamos a leitura de, por exemplo, Batten (1978),
Elandt-Johnson e Johnson (1980), Hiirlimann (1990), Gerber (1995), Bowers et al. (1997) e Pitacco
(2000).
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e que
lu‘z = q-’L‘,
dz
= > y
Hzy1 1— e dx
logu = lg—u-dy, uwe€0,1),comd; = d,
1-s
1-sqz+u = _(]_-___ﬂ =(1-5s) Hztus 0<u<s< 1)
— u . qz

uPz Hety = Gz U S [0, 1)

Entre os resultados acima derivados, destacamos o facto de (i, se constituir como
uma funcéo (hipérbole) crescente de u, um comportamento plausivel em termos empiricos
se exceptuarmos o extremo inferior da curva de mortalidade. Realce ainda para o facto
da probabilidade de ébito em perfodos inferiores a um ano ser funcéo linear da duracéo.

Por fim, e para u € [0,1), é possivel deduzir as seguintes relacdes equivalentes

249z
m —_ludxr 2.2.26
“rE U(2 —y gz) ( )
_ UMy
uwdz = T umy’ (2.2.27)

Hipétese de Balducci

A hipétese sugerida pelo actudrio italiano Gaetano Balducci (dita de interpolagcdo har-
mdnica) é a de que a fun¢do g(u) =1-u gr+u € linear no intervalo u € [0,1), i.e.,

1—u@ztu =a+bu, uwel0,1) (2.2.28)

Avaliando a funcdoem v = 0 (1¢z =a =¢;) eu = 1 (9gz+1 = @ + b = 0) e resolvendo
o sistema de equagdes, obtém-se (a,b) = (g, —¢z). Substituindo em (2.2.28), deduz-se

1—uletu = (1 —u) gz, uw€]01) (2.2.29)

Da aplicacao do pressuposto de Balducci, decorre que

dz

= — 0,1
/J':z:-i-u 1_(1_u)qm ’U,E[ )
Hzy1 = dx,
lz ) l:l:+1
l _ 1
T+u lz+1 Tu- d:c, u e [0> )
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e que
(1 —-8) qz
ISQm+u 1_(3—u)qz, (O_U’_S_ )
= _— 1
uqz 1—(1—’11:)(]3;’ UE[O, )
1-uPrdu " Bgyy = Gz UE [0, ].).

Como se observa, a hipétese de Balducci imp&de um comportamento para a fungio
My, OPOSto a0 anteriormente derivado a partir da hipétese de distribuicao uniforme dos
6bitos. Com efeito, segundo Balducci a representacéo de p, ., configura uma hipérbole
decrescente no intervalo u € [0,1), ou seja, produz taxas de mortalidade instantineas
decrescentes entre duas idades consecutivas, um resultado que apenas se observa nas

idades infantis e que é, por esta razao, evidentemente criticavel.

Hipétese de forca de mortalidade constante

Uma outra hipétese, alternativa as anteriores, consiste em supor que a taxa de mortali-
dade instanténea é constante em cada intervalo de tempo unitério, i.e., para qualquer

idade inteira se observa
Moy = Mgy UE [07 1). (2.2.30)

Esta hipétese equivale a admitir, para u € [0, 1), que

wle = l—exp(—pg-u),
1-u@stu = L—exp(—p, (1 -u),
ln,p, : élinear em u,
lotw = lgexp(—pg-u),
We = —In(l—gz) = py.

Assinale-se, em particular, a igualdade entre os conceitos de taxa de mortalidade e
de taxa de mortalidade instantdnea. Tal permite estimar p, com base no ratio entre o

nimero de 6bitos observado e a correspondente exposicdo ao risco.

Comparagao das hipéteses

A opgao por uma das hipéteses (2.2.25), (2.2.29) ou (2.2.30) néo é neutra do ponto de
vista actuarial, como se evidencia em seguida. Designemos por T;‘, TE e TS a duragéo
de vida restante de um individuo com idade z calculada com base nas hipéteses (2.2.25),
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2.2. Anélise de sobrevivéncia

(2.2.29) e (2.2.30), respectivamente. Seja K, uma varidvel que mede o nimero de anos
inteiros que um individuo sobrevive antes de alcancar a idade z, i.e.,

K; = |T;| = max {n inteiro| T}, > n}.

Definamos igualmente por U, a fracgio do ano que esse individuo vivers para além
dos K anos, i.e., Uy = T, — K,. Neste caso, para qualquer idade inteira T, as expressoes

das fungdes de sobrevivéncia associadas as trés varidveis aleatérias sio dadas por

]P[TzA >t] = kDPz (1'_“‘13:+k)
1—qpik
P[TE >t =
7> 1 kP (1—(1—u)qm+k)

P [T:zc > t] = kpe(1- qz—Hc)u .
Demonstra-se que, para qualquer idade inteira z e t > 0, a seguinte relacdo existe
P[TS>¢) >P[TC > t] >P[TF >1].

Como se observa, a hipétese de reparticdo uniforme dos 6bitos & aquela que propor-
ciona a maior duragdo de vida restante, enquanto que a hipétese de Balducci produz o
menor valor. Tal significa, por exemplo, que nos contratos de seguros em caso de vida a
utilizacdo da hipétese (2.2.25) produzird um prémio tnico mais elevado. Pelo contrério,
nos seguros de vida em caso de morte a hipétese de Balducci sers aquela que gerars um
prémio puro mais elevado, uma vez que é neste caso que se estima que as pessoas seguras

sobreviverdo, em média, menos tempo.

2.2.5 Pressupostos do modelo probabilistico

O modelo probabilfstico acima formulado incorpora trés principios fundamentais que
importa definir de forma clara. S3o eles o principio da homogeneidade, o principio da
independéncia e o principio da estacionariedade.

O principio da homogeneidade pressupde que todos os individuos que integram o
grupo sobre o qual se analisa o fenémeno da sobrevivéncia sio equivalentes no que se
refere & mortalidade, ou seja, t8m a mesma funcio de distribui¢do de probabilidade para
a varidvel idade de morte £. Tal equivale a afirmar que o grupo é homogéneo e que as
probabilidades de morte e de sobrevivéncia dependem unicamente da idade.

Dizem-se equivalentes, na medida em que tém a mesma funcio de distribuiciao de
probabilidade para a varigvel £. Refira-se, contudo, que na prética é comum a diferen-
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ciago das probabilidades de acordo com outros factores, que néo apenas a idade (e.g.
sexo, profissdo, tipo de seguro, estado de saide ou a pertenga a determinados grupos de
risco).10

O principio da independéncia estabelece que os individuos que integram o grupo
em andlise constituem varidveis estocasticamente independentes. Este principio estipula
que a probabilidade de um determinado individuo sobreviver até uma determinada idade
nao depende da sobrevivéncia de qualquer outro elemento no grupo. O alcance desta
hipétese traduz-se na inexisténcia de qualquer tipo de interac¢io ou “contédgio” entre os
elementos que integram uma mesma populacéo.

Segundo o principio da estacionariedade, a probabilidade de um individuo no so-
breviver a uma idade concreta é independente do seu ano de célculo. Esta hipétese &
muito forte na medida em que, como veremos nos Capitulos 6 e 7, as probabilidades de
sobrevivéncia oscilam, ndo apenas com o tempo biolégico, mas também com o tempo
cronolégico (tempo fisico ou de calenddrio), ou seja, apresentam um comportamento
din&mico no tempo. Refira-se no entanto que, regra geral, se admite que as probabili-
dades estimadas com base numa experiéncia recente sio vilidas para um determinado
momento posterior. Ao longo deste capitulo, e salvo referéncias explicitas, admitiremos
que estamos perante uma populacdo homogénea, para a qual a probabilidade de sobre-
vivéncia é fungdo apenas da idade, e um perfodo de tempo no qual as probabilidades

podem ser consideradas constantes.

2.3 Indicadores caracteristicos

A literatura demografica e actuarial propde diversos valores caracteristicos para sintetizar
a distribuigdo de probabilidade de T7. Nesta secgéo descrevemos, de forma breve, alguns

dos principais indicadores usados para este efeito.

2.3.1 Esperanca de vida

O valor esperado de T3, denotado por é,, representa a esperanca de vida (completa) de
um individuo com idade z!!

o0

o0 x
& = B[] = / P[T, > f] dt = /0 Doty ppdt = /0 Padt. (2.3.1)
0

0Para uma breve introdugéo a este tema veja-se a Seccio 2.6.
1Para compreender este resultado, recorde-se que

d _dS@E+t) S+t) £S@E+1t)
&)= F 5w — s@ Sw+t) Pt
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Em particular, quando z = 0, é representa a esperanca de vida & nascenca.!?

Conforme salientdmos na Secgéo 2.2.4, o cslculo de é; exige a formulagio de hipéte-
ses quahto a repartigao dos 6bitos entre idades inteiras e perfodos de observacio. Se
designarmos por é2 a esperanca de vida é; calculada a partir da hip6tese (2.2.25) de

reparticdo uniforme dos ébitos durante o ano, prova-se que a sua expressio é dada por

i (2.3.2)

k=1

t\.’)lr—-

Se considerarmos a hipétese de Balducci (2.2.29), a esperanca de vida correspondente

&B

é; é calculada mediante

, 1 = Inp,
¢B = Pz OPs +Z sz 4 | Bexk DPotk 1+’°. (2.3.3)

Por fim, se usarmos a hipétese de forga de mortalidade constante (2.2.30), a esperanca

de vida correspondente éC ¢ calculada pela expressio

o0
sC _ Pz — Dotk — 1
é + E I I ] == 2.3.4
z Inp, Pt _Opxﬂ Inpyix ( )

Integrando por partes, obtemos

oo d =~
é; = —/ ta— (tpz) dt = _ttpz]go +/ tpxdt.
0 i 0

Uma funcdo de sobrevivéncia realista respeita a condigéo lim: .. tS(z+t) = 0 ou, de forma equivalente,
lim¢ oo ttpx = 0. Neste sentido, —t:pz];° = 0, obtendo-se assim a equacgdo (2.3.1). Para mais detalhes
veja-se, por exemplo, Gerber (1995), Bowers et al. (1997) e Pitacco (2000).

2No caso em que se consideram apenas idades (discretas) inteiras, é comum a utilizacio do conceito
de esperanca de vida truncada (Curtate Ezpectation of Life), ey :

ez—lE[K]—ZklP‘[K =k = Zkkpz kapm—zkpz,

k=0

onde, na dltima equagéo, fizemos uso da condigéo lims—ce &k (—&pz)]5° = 0. Por definicdo, K. satisfaz
as desigualdades K; < Tz < K, + 1, pelo que aplicando o operador valor esperado obtemos E(K,) <
E(Tz) < E(K:) + 1, donde é possivel escrever, para todas as idades

er < ér <ep+1.

Denotemos novamente por U a fracgéo do ano da morte durante o qual (z) vive. Nesse caso, T, =
K; +U. U ¢ uma varidvel aleatéria com distribuicio continua entre 0 e 1. Aproximando o seu valor
esperado por 1/2, podemos escrever

€z e +l
x — Cx 2
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Demonstra-se igualmente que os valores da esperanca de vida completa calculados

mediante (2.3.2), (2.3.3) e (2.3.4) respeitam a seguinte relagio
& > &0 > e8.

2.3.2 Variancia da vida residual

A variéncia de T; fornece informag&o sobre a dispersdo da duracao da vida residual do

individuo. Definida por Var [Ty], o seu valor é calculado mediante

Var[L = E[T)] - (&)= /0 TRt (8)?
1

— oo2 4 — (& 2
- S(x)/o 28'(z + t)dt — (&)

— 5 |50l -2 [ iste ] -

o0
= 2 / t pedt — (65)2, (2.3.5)
0
onde, na tltima equagdo, se admite que lim;—,o t2S(z + t) = 0.13

2.3.3 Vida mediana e ponto de Lexis

A vida mediana, ou vida provével, corresponde 4 idade que um individuo com z anos
alcangard com 50% de probabilidade. Dito de outro modo, um individuo mediano tem
igual probabilidade de alcangar essa idade e de ndo a atingir. Designada por vmg, a
vida provdvel 4 idade z é definida por

S(z+vmg) _1
T 5@ Ty (2:35)

P[T; > vmy| =

No caso particular em que x = 0, vmg é obtido resolvendo S(vmyp) = 1/2. A vida

mediana & idade = pode ainda ser interpretada como a idade que 50% dos individuos da
populagdo com essa idade alcancaréo.

A moda da distribuicdo de T, conhecida na literatura actuarial por ponto de Lezis,

é determinada encontrando o valor ¢ que maximiza a grandeza ;pgy, ;. Designada por

mLe®is & calculada em cada idade z resolvendo o problema

Lezxis

Mg = max {tPotiz 1} - (2.3.7)

'3Veja-se Pitacco (2000).
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2.4. T4buas de mortalidade

2.4 T4éabuas de mortalidade

2.4.1 Introducao e enquadramento histérico

A tédbua de vida ou de sobrevivéncia (life table) ou, como é usualmente conhecida entre os
actudrios portugueses, tdbua de mortalidade, ¢ um modelo tabular de andlise demografica
que sintetiza um conjunto de fungoes bdsicas que permitem analisar, numa determinada
populagao, o fenémeno da longevidade e efectuar juizos probabilisticos sobre a evolucdo
da mortalidade. A tdbua de mortalidade constitui uma ferramenta estatistica usada
frequentemente por actudrios, demégrafos, médicos e outros investigadores no domfnio
da satide publica.

Entre outras aplicagoes, as tdbuas de mortalidade sdo fundamentais para. a veracidade
das bases técnicas em que assentam os cdlculos relativos as operacdes de seguros do
ramo vida, devendo por isso constituir uma das preocupagdes primordiais do actudrio.
Destaque ainda para a importéncia que as tdbuas assumem na elaboragdo de projecgdes
demogréficas para a populacao, um tema que retomaremos no capitulo 6.

O interesse pela andlise da longevidade humana remonta ao inicio da civilizacdo
moderna.!* Os primeiros escritos sobre anslise de sobrevivéncia e sobre aquilo que mais
tarde viria a ser chamado de tdbua de mortalidade surgem na época dos Césares, na
antiga Roma, com a chamada Tébua Ulpiana, datada do ano 220, assim designada em
tributo ao seu criador, o romano Domitius Ulpianus, prefeito da cidade de Roma. Apesar
de rudimentares, e de revelarem uma imagem provavelmente distorcida da mortalidade
na época, estas primeiras tdbuas serviram ainda assim de base ao cdlculo de rendas
associadas a legados, tendo sido usadas até finais do século III no norte da Itslia.

A elaboracdo de tdbuas de mortalidade com algum rigor sé se tornou possivel a
partir do momento em que se iniciou o processo de recolha de informacio estatfstica
sobre a mortalidade das populagdes. Deste modo, nio é de estranhar que as primeiras
tdbuas com algum rigor matemético surjam associadas as denominadas “Tontinas”!® e
aos chamados “bills of mortality”, uma espécie de certificados de 6bito, coligidos pelas
paréquias de Londres a partir do século XVI, onde se registava o nimero de ébitos, as

“Para uma anélise histérica detalhada sobre a evolugio da ciéncia actuarial recomenda-se a leitura
de Haberman (1996) e Haberman e Sibbett (1995).

%0 termo “Tontina” designa um sistema idealizado pelo banqueiro napolitano Lorenzo Tonti, que
consistia num fundo comum constituido pelas contribui¢des dos subscritores que, mediante a entrega de
um capital, adquiriam o direito a uma renda anual vitalicia. Na morte de um subscritor, o seu quinhso
era adquirido pelos restantes até que, falecido o wltimo beneficidrio, o capital revertia para o Estado,
gestor da Tontina. As Tontinas aparecem pela primeira vez em Itdlia em 1650, na Holanda em 1671, em
Franca em 1684, em Inglaterra em 1692 e na Priissia em 1698.
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~ respectivas causas e, mais tarde, a idade do falecido. E com base nestes registos que
John Graunt (1620-1674), um merceeiro londrino, considerado por muitos o percursor
da dembgraﬁa, publica em 1662 o primeiro tratamento estatfstico sobre dados demogra-
ficos e constréi a primeira tdbua de mortalidade. Na sua construcao, foram usados 230
000 registos ocorridos entre 1629-1638 e 1647-1658, procurando-se desta forma inferir a
distribuicdo de probabilidade da mortalidade em grandes populacdes. Apesar de apre-
sentar algumas fragilidades metodoldgicas, o seu trabalho pioneiro despoletou muiltiplas
investigagoes em vérios domifnios da demografia e conduziu, em 1ltima anslise, & criacao
de organismos estatisticos governamentais.

Christian e Lodewijk Huygens formulam uma interpretacio probabilistica da tdbua
de mortalidade elaborada por Graunt, desenvolvendo os conceitos de idade média de
morte, de esperanca de vida e de mediana da vida residual. Em 1671, o primeiro-ministro
holandés Jan de Witt publica um relatério onde apresenta um método de célculo do valor
de anuidades, onde combina a taxa de juro e a idade do subscritor com estimativas sobre
a probabilidade de sobrevivéncia extraidas de uma tdbua de mortalidade hipotética.

Mais tarde, em 1693, Edmund Halley, um astrénomo real britanico, publica uma das
primeiras tdbuas de mortalidade conhecidas, construida a partir do niimero de 6bitos,
classificados por causa de morte, observados na cidade polaca de Breslau, entre 1687 e
1691. A metodologia adoptada assentava no pressuposto de que a populacio da cidade
era estaciondria, i.e., com taxa de crescimento nulo. No entanto, é a Milne que, em 1815,
¢ imputada a elaboracao da primeira tdbua considerada cientificamente correcta, apoiada
em populacdo e 6bitos classificados por idade de duas paréquias da cidade britanica de
Carlisle, para o periodo 1779-1787.

Nos cem anos que se seguiram aos trabalhos de Halley foram divulgadas vérias tdbuas,
com destaque para a tdbua londrina de John Smart em 1738, para a primeira tdbua
francesa de William Kersseboom e Antoine Deparcieux em 1746, para as tibuas de
Estocolmo, Northampton e da Suécia divulgadas por Richard Price (1783), e para a
primeira tédbua elaborada para os Estados Unidos da América por Edward Wigglesworth
em 1789, com base em dados para os Estados do Massachusetts e New Hampshire. Desde
entdo, a publicacdo de tdbuas de mortalidade tornou-se prética comum um pouco por
todo o mundo, em especial nos momentos em que ocorrem censos de populagao.

Em Portugal, o Instituto Nacional de Estatistica (INE) publica t4buas de mortalidade
desde 1930. As primeiras tdbuas utilizavam a populacdo censitdria, dada a maior fia-
bilidade da estrutura etdria da populacdo observada nestes momentos. Existem tdbuas
completas para o perfodo de 1930-31, 1939-42, 1949-52, 1959-62, 1969-72 e 1979-82,
periodos em que a populagio utilizada foi a do Censo de 1930, 1940, 1950, 1960, 1970
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e 1980, respectivamente, e os 6bitos correspondiam, na maioria dos casos, & média dos
valores registados nos quatro anos centrados em cada Censo.!6

Carrilho (1980) calcula tdbuas abreviadas de mortalidade para Portugal (territério
continental, Agores e Madeira), desagregadas por sexo e por distrito, para o perfodo
1941-1975. As tdbuas abreviadas de mortalidade utilizavam as tabelas de Reed e Merrell,
tendo ainda sido ensaiados outros métodos de transformagao da taxa de mortalidade em
quocientes (e.g. métodos de Canedo, Chiang e da O.N.U.). Actualmente, as tdbuas
de mortalidade, sobretudo as abreviadas, calculam-se anualmente, sendo a esperanca de
vida um dos indicadores chave na anélise da evolugdo da situacio demogréfica (Carrillho

e Patricio, 2004).

2.4.2 Definicao e conceitos basicos

Imaginemos um conjunto (cohort) de l, individuos recém-nascidos no mesmo ano. O
valor de [, é chamado de radiz (ou raiz) da tdbua e toma, regra geral, valores convenientes
(e.g. 100.000 ou 1.000.000) de forma a facilitar a interpretacio da informacdo contida
na tdbua.!” Admitamos que se trata de um cohort fechado a novos ingressos (i.e.,
ndo sao admitidos novos nascimentos e nao sdo observados fenémenos de emigracio
ou imigracdo), pelo que apenas pelo falecimento é possivel deixar de fazer parte desta
'geracdo’. Com o passar do tempo, a dimensdo deste cohort diminui gradualmente em
consequéncia da morte dos seus membros. A informagio recolhida permite-nos entéo
construir uma tdbua de mortalidade geracional, uma forma simples de representar a
evolugdo da mortalidade de um cohort ideal.

Como se depreende, a construcao de tdbuas geracionais s6 é possivel apds a extingao
integral da geragao. Por esta razao, a maioria das tdbuas publicadas funda-se, por um
lado, na utilizacao de dados sobre a populagdo contemporanea e, por outro, na definicao
de um cohort ficticio, que apresenta uma evolugido da mortalidade estimada a partir dos
valores observados na populacéo.

Designemos por Téj ) a duracio (aleatdria) residual da vida do j%™° individuo, j =
1,...,lq. Admitamos que a probabilidade de sobrevivéncia de cada um dos I, membros
deste grupo é descrita por S(z). O nimero de sobreviventes (de um conjunto inicial de

18Marques (1970) publicada tébuas abreviadas de mortalidade para os periodos 1950-51, 1960-61,
1962, 1963, 1964, 1965, 1966 e 1967, para o total do pais e por sexo. Também foram publicadas pela
primeira vez tdbuas de mortalidade abreviadas por estado civil e sexo. Segundo o autor, as tdbuas foram
elaboradas utilizando as tabelas de Reed e Merrell e as relacbes funcionais aproximadas entre taxas e
quocientes de mortalidade (no sentido probabilfstico) de mortalidade.

'"No caso particular em que a tdbua tem inicio nas idades referentes aos recém-nascidos, o radix da
tdbua é representado por lo.
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lo) aidade z (x > a), L4, é dado por
Ly = Z 19), (2.4.1)

onde 1(J ) ¢ um indicador de sobrevivéncia (fungdo indicatriz) da vida j, i.e.,

10) = 1 se TS > (z — )
? 0seT <(z-a)

Representemos por D, o nimero aleatério de falecimentos entre as idades x e x +t.

Nesse caso,
th = £z - ['m+t- (242)

Com base nesta informagao, é possivel calcular os seguintes valores esperados

E (L) Z 19 Z]E (10)) g E“”; = ly e Pa (2.4.3)
E (tDz) = ]E( m) -E (£m+t) =lq (w—apa —r+t—a Pa) = lq ‘z—alt Jo- (2.4.4)

Admitindo que as varidveis aleatérias T(J ) (j =1,..,,1ly) sdo mutuamente indepen-

dentes, é facil de ver que £, segue uma distribuicio Bmomial,18 ie.,

P [cm = k] = (l]j) (z—apa)k (]- —r—a pa)la—k . (245)

Representemos por [, o nimero esperado de sobreviventes 4 idade  de um conjunto

inicial de Iy, i.e., E(L;) = l;. Nesse caso, a equagao (2.4.3) d4 lugar a

(2.4.6)

e, em particular, para a = 0, [y = [pS (z) . Denotemos por P, a proporg¢io de sobre-

viventes na idade exacta z, i.e.,

P == = S(x). (2.4.7)

'8 Veja-se, por exemplo, Bowers et al. (1997).
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De modo andlogo, podemos escrever
tdav =E (tDz) = l:z: - lm+t (248)

e, em particular, para t = 1, dy = l; — lz4+1. A tabulagio das fungdes I, para idades z

—., com w definido de forma a que I, ~ 0, constitui a base das tdbuas

de mortalidade (ou de sobrevivéncia). Registe-se igualmente que a sequéncia {dz}::z'l

inteiras, {l;}7

respeita a relagio S 5= d, = I,

2.4.3 A tdbua enquanto modelo probabilistico de sobrevivéncia

Na sec¢do anterior descrevemos a construgao de uma tédbua {l, } usando um procedimento
puramente dedutivo, elaborado a partir de um modelo probabilistico baseado na funcao
de sobrevivéncia S (z) . Na prética, a construgdo de {l,} assenta na recolha e tratamento
de informacao estatistica. Contudo, o conhecimento de {l;} comporta em si mesmo um
modelo probabilistico construido em tempo discreto, em particular para idades e duracao
de vida inteiras.

Admitamos que a func¢do de sobrevivéncia S (z) é descrita pela sequéncia {l;}7—w
da tdbua de mortalidade e consideremos, por simplificagdo, que o = 0. Com base na
equacao (2.4.6), é possivel expressar as probabilidades condicionadas de sobrevivéncia e

de morte no intervalo (z,z + t] para um individuo com idade exacta z segundo

t—1
!
o = [[peri = (2.4.9)
A
e = l—ypy =55 =2 (2.4.10)
ly ly

Com base em (2.4.10), podemos redefenir o conceito de forca ou intensidade de

mortalidade p, segundo!?

____1_% _dlnl;
Ha = l, dx dr

(2.4.11)

1¥Na derivacio deste resultado recorde-se que

. la: - l:+A:z: . . l:+Az — lz
Ail—g})+ ( . Az ) - ﬁAiIE%H( l. Az

1 i lepne =1z 1dl;  dlnl;
Az -

I

Hy

ly Ax=04

—ZE= dz
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representa, neste contexto, a funcao de densidade ou, como referimos anteriormente, a

curve de mortes. Integrando (2.4.12), obtém-se

o0 o0
I = / pylydy = / JTR Y (2.4.13)
T 0

De forma anéloga, se integrarmos (2.4.11) obtemos

T
l; =lgexp (—/0 /,Lydy) (2.4.14)

e, se integrarmos (2.4.11) entre x e x + n, obtemos

T+n
lg —lgyn = / lyp, dy. (2.4.15)

As tébuas de mortalidade comportam ainda outras funcdes bésicas. O sfmbolo L, &
usado para denotar o niimero total (esperado) de anos vividos entre as idades z e (z + n)

pelos I; sobreviventes de um grupo inicial de ly. Formalmente??
‘3
nLy = / Ly podlt. (2.4.16)
0

Com base na fungéo ,L;, podemos igualmente redefinir o conceito de taxa de mor-
talidade®! no intervalo (z,z +mn), nmy. O seu valor representa, neste contexto, a taxa
de mortalidade média experimentada pelos [, sobreviventes de um grupo inicial de [y

f(;n l$+tp'w+tdt l:l: - lm+n
= = . 2.4.17
nMa fon lpyedt nLz ( )

Denotemos por w o ano de vida tal que l,_1 > [, = 0. O sfmbolo T, denota,
na literatura actuarial, o nimero total de anos vividos para além da idade z pelos

W Este resultado é derivado notando que

ot

— tlz+¢]g +/ lz+tdt +nl:+n = / lz.Hdt.
[} o

nlx = / tlz+t"”z+tdt + ’nlz+'n. == / tal:+t dt + nl3+‘n
0 ]

2 Também conhecido por taxa de mortalidade central.
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sobreviventes de um grupo inicialmente constituido por {y membros??

e} o0 dlz+t o0
Tm = / tlz+t,u.z+tdt = —/ t dt dt = / lx+tdt (2418)
0 (] 0

ou, em alternativa,

0
Tp =) Lo (2.4.19)
t=0

onde L, =1 L,.
Registe-se que T = limp—,00 (nLz). O mimero médio de anos de vida futura dos I,
sobreviventes de um grupo inicial de lo (i.e. a sua esperanga de vida completa, é;) &

dado, para cada idade x, por?3

>l predt o0 >
&y = L _ _IO_i = / eprdt = 1 E 'Lyis. (2.4.20)
lz lz 0 la: t=0

2.4.4 Classificacao das tdbuas de mortalidade

As tibuas de mortalidade diferenciam-se pelas caracterfsticas da populacio analisada
(sexo, tipo de seguro, grupo de risco, etc.) e por um conjunto de aspectos metodolégicos
que presidem & sua construgéo. Entre estes factores, destacamos a referéncia a geracdes
reais ou ficticias, a amplitude do intervalo de idades no qual assenta a informacdo, a
possibilidade de considerar a idade em que o individuo passa a integrar a populagéo,
a indexagdo (ou néo) da tdbua a um tempo cronolégico e a consideracio de outras
formas de exclusdo da populagdo. A possibilidade de nos referirmos a geracdes reais ou
ficticias permite-nos efectuar a distin¢io entre tdbuas contemporaneas (transversais ou

de momento) e tdbuas geracionais (ou longitudinais):

e Tabuas contemporaneas (transversais ou de momento): assentam na anslise
cross-section de uma geracéo ficticia (composta, normalmente, por 100 000 indi-

viduos), que é sujeita as condigbes de mortalidade observadas para cada idade

(ou agrupamentos de idades) num determinado ano (ou num perfodo de tempo).

220 significado do sfmbolo T; ndo deve aqui ser confundido com o de duracio aleatéria da vida humana
usado desde o inicio deste capitulo.

23Um conceito préximo na literatura actuarial & aquele que se refere a0 mimero médio de anos de
vividos entre as idades = e (z + n) pelos I, sobreviventes de um grupo inicial de ly. Designado por
esperancga de vida completa tempordria de (), é;.4], € definido por

" lI dt x — dz4n ™
nLs _ Jg Lot _To—Tes =/ padt.
0

€x:n] = In Ia ln
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Estas tdbuas baseiam-se na utilizagdo de estatisticas referentes a um perfodo de
tempo curto quer para os 6bitos, quer para a populagdo exposta ao risco. Se a
informagao se reporta a um dnico ano de calendério, denominam-se tdbuas anuais.
Para contornar as oscilagoes anuais no mimero de 6bitos, recorre-se frequentemente
a uma média de dois ou mais anos, sendo que nesse caso as tdbuas sao chamadas

de plurianuass.

e Tabuas geracionais (ou longitudinais): assentam no célculo das taxas de
mortalidade averbadas por uma mesma geracgio, ou seja, por individuos nascidos
no mesmo ano. A construgdo deste tipo de tdbuas pressupde o acompanhamento
dos individuos desde o seu nascimento até & morte, naquilo que se denomina em

demografia por anilise longitudinal.

Se considerarmos a amplitude do intervalo de idades em que assenta a informacao,

podemos distinguir entre tdbuas completas e tdbuas abreviadas:

e Tdbuas completas: contém dados para cada idade singular (idade ano a ano)

desde o nascimento até ao limite superior (idade médxima) adoptado.

e Tdbuas abreviadas: reportam dados para grupos de idades (quinquenais ou

decenais).

A incorporagdo na anslise da idade em que o individuo passa a integrar a populacéo
(i.e., é seleccionado) permite-nos construir t4buas bidimensionais, em que os fndices sdo
a idade de selec¢do (e.g., a idade em que se realiza a apélice de seguro) e a duragdo desde

esse momento. Neste caso, podemos distinguir entre tdbuas seleccionadas e tdbuas finais:

e Tdbuas seleccionadas (select life tables): sao tdbuas em que as probabilidades
sao tabuladas considerando a idade = do individuo e outras informacdes (e.g. tempo

decorrido desde a realizagdo de uma apdlice de seguro).

e Tabuas finais (ultimate life tables): corresponde & tltima coluna de uma tdbua
seleccionada, ou seja, aquela em que se admite que a duragdo (ou perfodo de

seleccao) deixa de ter efeito sobre a mortalidade.

A possibilidade de considerar o tempo cronoldgico na elaboraco e apresentacio das
tédbuas permite-nos distinguir entre tdbuas estdticas e tdbuas dinidmicas ou prospectivas:

e T4buas est4dticas: sdo tdbuas unidimensionais onde todas as fungoes se reportam

apenas 4 idade biolégica z.
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¢ Tédbuas dindmicas (ou prospectivas): sio tdbuas bidimensionais em que todas
as fungdes estdo indexadas, em linha, pela idade biolégica e, em coluna, pelo ano

de calendério (tempo cronolégico).

Por fim, a consideragdo de outras formas de exclusdo (decremento) da populagio que
néo apenas a morte (e.g., retirada de plano de pensdes) ou de outros factores (ou esta-
dos) que afectam materialmente o valor de uma apélice ou obrigacao do plano de pensoes
(e.g., estado de saude, estado civil), permite-nos falar em tdbuas multi-decremento
e tabuas multi-estado. Por exemplo, uma tdbua multi-estado pode indicar a proba-
bilidade de um individuo transitar da condigéo de saud4vel para a condi¢do de doente.

2.5 Leis de mortalidade

Uma solugao alternativa para caracterizar a funcio de sobrevivéncia e o padrio de mor-
talidade registados numa populacio passa pelo recurso as denominadas “leis de mortali-
dade”, expressoes analiticas que descrevem as caracterfsticas de mortalidade em termos
da idade e de um conjunto limitado de parimetros.

O interesse pelo desenvolvimento de funcdes paramétricas no contexto da ciéncia
actuarial e na demografia é justificado por razdes de ordem filoséfica e por motivos de
natureza prética (Tenembein e Vanderhoof, 1980; Keyfitz, 1982; Pitacco, 2000).

Por razdes de ordem eminentemente “filoséfica”, na medida em que alguns autores
sustentam, com recurso a argumentos de natureza biolégica, que o fenémeno da sobre-
vivéncia humana é governado por uma “lei”, universal e imut4vel, semelhante aquelas
que ¢ possivel identificar, por exemplo, na fisica ou na qufmica.

Por motivos de ordem pratica, uma vez que a utilizacio de leis de mortalidade:

1. Facilita a apresentacdo e anslise da fungdo de sobrevivéncia de uma populagio,
expressa neste caso em termos de um nimero restrito de parametros e nio através

de centenas de valores, como no caso de uma tdbua de mortalidade;

2. Proporciona um método de graduagéo (smoothing) do comportamento erratico dos
dados, assim como a remogao e eliminagéo de irregularidades (e.g., erros amostrais)

na informagao estatistica;
3. Facilita a elaboracéo das préprias tdbuas de mortalidade;

4. Possibilita a realizacdo de inferéncia estatistica nos casos em que a informacéo &

incompleta;

34



2.5. Leis de mortalidade

9. Permite comparar de forma simples experiéncias de mortalidade no tempo;
6. Constitui um método simples de realizar projeccdes demogrificas;

7. Permite efectuar juizos probabilisticos envolvendo mais do que uma vida.

Mais recentemente, é possivel encontrar na literatura a referéncia a novas dreas de
aplicagao dos modelos paramétricos. Entre elas, destaco a abordagem epidemioldgica da
mortalidade (Van den Berg Jeths et al., 2001), a modelacio da heterogeneidade, esto-
casticidade e homeostasis (Yashin, 2001) e o desenvolvimento de modelos demograficos
com incluséo de efeitos geracionais (Renshaw e Haberman, 2005).

A investigacao sobre leis de mortalidade remonta 4 primeira metade do século XVIII
e ndo mais terminou. Nesta seccdo, apresentamos uma sintese critica dos principais
modelos desenvolvidos até ao presente. Para uma anélise mais detalhada deste tema
recomenda-se a leitura de, por exemplo, Benjamin e Pollard (1980), Elandt-Johnson e
Johnson (1980), Keyfitz (1982), Gavrilov e Gavrilova (1991), Gerber (1995), Haberman
e Sibbett (1995), London (1997), Bowers et al. (1997), Pitacco (2000, 2004), Tabeau
(2001) e Lépez (2001).

Os modelos analiticos propostos podem ser agrupados segundo indmeros critérios.
Em primeiro lugar, é possivel identificar modelos ezplicativos, i.e., modelos que sugerem
um mecanismo tedrico para explicar a mortalidade, e modelos meramente descritivos, ou
seja, modelos que se limitam a ajustar os dados num determinado momento do tempo e
para um dado intervalo de idades.

Em segundo, os modelos podem ser distinguidos de acordo com o nimero de com-
ponentes que incorporam. Os modelos assentes numa unica componente nio efectuam
qualquer distingdo quanto s “causas” de morte dominantes nas diferentes etapas em
que se decompde a vida de um individuo, algo que os modelos multi-funcio permitem.
Em terceiro, podemos destringar entre leis que cobrem a totalidade do espectro da vida,
humana e leis que se reportam apenas a idades (ou intervalos de idades) seleccionadas.

Por fim, as leis de mortalidade diferenciam-se segundo a fungéo escolhida para mode-
lar a mortalidade humana. Assim, ¢ possfvel encontrar modelos de ajustamento para
a funcdo de sobrevivéncia S(z), modelos que parametrizam a forca de mortalidade [T
modelos de ajustamento para quocientes de fungdes de mortalidade (e.g. ¢;/p;) e mode-
los que ajustam a funcdo de densidade de probabilidade f; (-). Adoptaremos este dltimo
critério na apresentacdo dos modelos, por considerarmos que é aquele que introduz maior
clarividéncia na exposicdo ao mesmo tempo que facilita a identificagio das semelhancas

e diferengas entre as abordagens.
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2.5.1 Modelos de ajustamento para a funcio de sobrevivéncia
Lei de De Moivre

A primeira tentativa de formular uma lei de mortalidade é atribuida a Abraham De
Moivre (1725). O autor admite a existéncia de uma relagio proporcional entre o nimero
de sobreviventes numa dada idade z e o nimero de anos que a separam da idade méxima
admissivel w (w = 86 na versdo original). Em termos mais precisos, admite-se que a vida
residual T é uniformemente distribufda entre as idades 0 e w — x, 0 que pressupde uma

funcgao de sobrevivéncia linear do tipo

_J1-% zel0uw
suy_{o o (2.5.1)

A expressao (2.5.1) estabelece que o niimero de sobreviventes de uma geracao decresce
linearmente com a idade, uma hipétese irrealista face aos valores observados, postula
que a forca de mortalidade é crescente para todas as idades e, ndo menos significativo,
determina uma funcdo de densidade constante. Com efeito, com base em (2.2.23) e em

[z (1) = pS(z) = —%S’(x), deduz-se que

45
Py = _sz(:z(::)E) = w—im—’ z € [0,w] (2.5.2)
f-(t) = wixpmam<t<m (2.5.3)

Em termos de tdbua de mortalidade, o modelo de De Moivre estipula um nimero de
6bitos constante entre duas idades actuariais consecutivas, i.e.,

dy =l —lz11=1 [S(III) — S(.’B + 1)] =lp (1> , (2.5.4)

w
um resultado dificilmente aceitdvel em termos empiricos, e a seguinte expressao para as

probabilidades de sobrevivéncia (para z +t < w)?*

t
tpz:=1"':)—':'; parraz <t <w-—=zx. (255)

?4Demonstra-se ainda que os indicadores é; e ym, derivados do modelo sdo iguais e dados por

s _ _w—2)
€x = UMy = 2 .
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Lei de De Graaf

De Graaf (1729)%5 desenvolveu uma generalizagio do modelo de De Moivre em que
admite que a vitalidade de um individuo diminui a uma taxa crescente 4 medida que a

idade = avanca. Esta teoria materializou-se na seguinte formulagio para S(z)

T > w,

S(z) = { ! B ()" =&l (2.5.6)

com n > 1 e, na versao original, w = 92. Note-se que, no caso particular em que n = 1,
obtemos a lei de De Moivre. O parametro n representa a velocidade de diminui¢do
da vitalidade do individuo, ou seja, determina o grau de concavidade da fungdo de
sobrevivéncia e condiciona a forca de mortalidade que apresenta, como referimos an-
teriormente, um crescimento exponencial, sobretudo nas idades mais avancadas. Pode
ver-se que u, é dado, neste caso, por

’I”L.’En—l

Py = —— 2z €[0,u]. (2.5.7)

w'l’L — x'ﬂ
Lei de Lambert

Lambert (1776) desenvolveu uma férmula para aproximar uma tibua de mortalidade
construfda a partir dos ébitos registados nos London Bills of Mortality no perfodo 1728-
1757. O seu modelo é decalcado da lei de De Graaf, com n = 2, corrigido com duas

funcgoes exponenciais

z\2 —0hr _ ,~box w
S(x):{(;—; e —eE) zeu

z>w,

com w = 96 e a,b;,bs > 0. O autor ndo fundamentou a sua lei, mas verifica-se que a
sua concepgao bésica é a de que a capacidade do ser humano para “resistir” 4 morte vai
diminuindo com a idade de forma quadrética (e néo linear, como assumia De Moivre),

uma explicacdo que seria retomada cinquenta anos mais tarde por Gompertz.

Lei de Babbage

Em alternativa aos modelos anteriores, Babbage (1823) sugere a seguinte funcao polino-
mial de segundo grau

2% Citado por Pitacco (2000) e Lépez (2001).
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) 1= (5—)2+am(1—-3) z € [0,w]
S(z) = { . e (2.5.8)

com a > 0.2 Prova-se que a expressio de i, é dada, neste caso, por

_ 2z(1 4+ aw) — aw?
z2(1 + aw) — w3(1 + ax)

Uy = z € [0,w]. (2.5.9)

Lei de Sang

Sang (1868)%7 propde uma funcio de sobrevivéncia do tipo exponencial, com valores

nulos para a idade extrema w

&=a. z € [0,w]
S(x) = 1-a ’ 2.5.10
() { 0 T > w, ( )

com a > 0. O paradmetro a condiciona a forma da fungéo de sobrevivéncia e, em par-
ticular, determina a sua convexidade (0 < @ < 1) ou concavidade (a > 1). Demonstra-se

que u, é dado, neste caso, por

In (a)

a“% —1

Py = a>0e z€[0,u]. (2.5.11)

Leis de Dormoy

Em alternativa a Lei de Sang, Dormoy (1878) alvitra uma expressio mais simples para
a fungao de sobrevivéncia, mantendo contudo a sua natureza exponencial

S(z) =exp(—mz) = >0, (2.5.12)

com 7 > 0. Note-se que a equagdo (2.5.12) pode ser considerada um caso particular de
(2.5.10) com @ < 1 ew — +00. A expressdo de u, é dada, neste caso, por u, =7, n > 0Oe
z > 0. Assinale-se, ém especial, o facto de o modelo estipular uma forca de mortalidade
constante ao longo de todo o espectro de vida. A expressio da probabilidade ;q; é
independente da idade atingida pelo individuo

S(z +1)

tdz = 1— _‘—SW =1-el=m), (2.5.13)

26 Littrow (1852) desenvolve uma extensdo da lei de Babbage em que considera um polinémio de grau
superior a 2.
?"Citado por Pitacco (2000) e Lopez (2001).

38



2.5. Leis de mortalidade

um resultado que, no campo actuarial, é aceitdvel apenas como aproximagdo “local” ao
fenémeno da mortalidade, nomeadamente no cédlculo de probabilidades de sobrevivéncia
ou de morte para idades fraccionadas e intervalos de tempo de curta duracéo.

Em resposta as criticas dirigidas & constancia de p,, o autor propde uma segunda
lei, conhecida por 2% Lei de Dormoy, assente em exponenciais de polinémio para S(z)

S(z) = exp [~ (nz+2%)] =z >0. (2.5.14)
com 7 > 0 e v > 0, donde resulta que y, e g, sdo dados por

Py = n+2yx >0 (2.5.15)
gz = 1—eltm2e+t)] (2.5.16)

Note que, neste caso, a forga de mortalidade ¢ linear e crescente com a idade enquanto

que tg; depende agora da idade z atingida pelo individuo.

Lei de Laurent

Laurent (1892)28 propde uma extensio das Leis de Dormoy ao sugerir um modelo expo-

nencial generalizado para S(x)

k
S(z) = Zaj exp (—bjz) x>0,

=1

comaj >0,b; >0 (j =1...k). Vé-se que u, ¢ dado, neste caso, por
1 k
ke = 5y ;ajbj exp (—b;z) z>0. (2.5.17)

Lei de Moser

Moser (1939) sugere uma fungdo com cinco pardmetros do tipo
Sz)=1- azt +brt — cxd —dz'¥ + ez%, (2.5.18)

onde (a,b,c,d, e) sdo pardmetros a estimar.??

*8Ibidem.
**Uma solugsio distinta para a modelagio da mortalidade é proposta por Steffenson (1930) e por
Harper (1936) (citados por Tabeau (2001)), que adoptam uma transformagéo logaritmica para a funcio

39



2.5. Leis de mortalidade

Lei de Petrioli

A Lei de Petrioli (1979) baseia-se na seguinte representagio para a fungio S(z)
-1
S(z) = [m“ (w— x)_b exp (ca:2 +dz + k) + 1] , (2.5.19)

onde w representa a idade méxima admissivel e a, b, ¢, d e k sdo parametros a estimar. A
lei de Petrioli é criticada por Anson (1988), que considera desnecesssria e contraprodu-
cente a hipétese de uma dada idade maxima admissivel estdtica. Em alternativa, propée

a seguinte parametrizacao

2 3 4 5
S(z) = exp (—~b0:c + b1 + ba” | sz + baz ) .

5 1 - (2.5.20)

Mais recentemente, Hannerz (1999, 2001) propde, entre outros modelos, uma refor-
mulagdo da lei de Anson, com o objectivo de ajustar a evolugdo recente da mortalidade

da populagdo feminina. O modelo baseia-se na seguinte formulagio analftica

-1
S(z) = [1 + eG(”)] (2.5.21)
onde b b b
G(z) = 0——1+52x2+?3e“

2.5.2 Modelos que parametrizam a forca de mortalidade

As leis de mortalidade incluidas nesta categoria apresentam um notsvel interesse, tanto
histérico como actual. Na maioria dos casos, sdo leis que incorporam hipéteses biologi-
camente plausiveis, mas carecem de algumas correccdes de modo a possibilitar a sua

utilizac@o em todo o arco da vida humana.

Lei de Gompertz

O modelo desenvolvido por Gompertz (1825), um dos mais influentes e utilizados em
dreas téo distintas como a ciéncia actuarial ou a biologia, é considerado o primeiro modelo
explicativo da mortalidade. Recorde-se que os modelos explicativos estdo alicergados em
teorias epidemiolégicas ou biomédicas para descrever os mecanismos que influenciam o
processo de envelhecimento do individuo. Estes modelos incorporam ainda abordagens

de sobrevivéncia.
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que encaram o processo de envelhecimento do organismo como uma acumulacio de
defeitos ou falhas, que reduzem a capacidade deste para evitar a morte.

Gompertz assume que existem apenas duas causas de morte:

“It is possible that death may be the consequence of two generally co-existing
causes; the one, chance, without previous disposition to death or deteriora-
tion; the other, a deterioration, or an increased inability to withstand de-

struction.” (Gompertz, 1825, pp.7)

O autor admite ainda que a capacidade do organismo para “resistir & morte” diminui
exponencialmente com a idade. Em consequéncia, o autor admite que p, aumenta

(também de forma exponencial) com a idade.

“If the average exhaustion’s of a man’s power to avoid death were such that at
the end of equal infinitely small intervals of time, he lost equal portions of his
remaining power to oppose destruction which he had at the commencement
of those intervals, then at age x his power to avoid death, or the intensity of
his mortality might be denoted by a - ¢*...” (Gompertz, 1825, pp.8)

Em termos formais, se admitirmos que ;71— simboliza aquilo que Gompertz designa

or capacidade para “resistir & morte”, a lei pode ser escrita como 4 (L) = —g (-1 ).
p p ) dz Hx Ha

Resolvendo esta equagéo, obtém-se a seguinte parametrizagdo para
¥

e =aexp(Bz) x>0, (2.5.22)

com a >0 e 3 > 0.3% Como se observa, p, tende, no limite, para o infinito, pelo que o
modelo ndo estipula uma idade méxima para a vida humana. A funcdo de sobrevivéncia

decorrente do modelo é facilmente derivével recorrendo a (2.2.21)

S(z) = exp (— /0 ’ usds) — exp [% (1- eﬂz)] . (2.5.23)

O modelo de Gompertz dominou a modelagio da mortalidade humana durante mais

30A lei de Gompertz é frequentemente adoptada na ciéncia actuarial com base na sua formulacio
original
p = Bc®

com B > 0 e c > 1. Sublinhe-se, no entanto, que as duas representacdes sdo equivalentes considerando
B=ae g=(c).
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de um século sendo, ainda hoje, extensamente aplicado noutras espécies animais.3! Como
veremos em seguida, uma boa parte das leis de mortalidade que se lhe sucederam in-
cluem o modelo de Gompertz como uma das suas componentes. Nao obstante a sua
simplicidade, o modelo apresenta um desempenho empirico assinaldvel, sobretudo nas
idades adultas intermédias.

Um dos principais atractivos do modelo de Gompertz reside na sua flexibilidade e
abrangéncia. Willekens (2001) procede a uma anélise detalhada das caracterfsticas do
modelo e demonstra: (i) que este é facilmente generalizdvel de modo a incluir outras
causas de morte; (ii) que este é um caso particular da distribuicio logfstica generalizada;
(iii) que este é uma versdo truncada (z € [0,40o0)) de uma distribuicdo de valores ex-
tremos do Tipo I; e (iv) que uma transformagdo (logarftmica) da varidvel idade permite
relacionar o modelo de Gompertz com a distribuicdo de Weibull.

Pollard e Valkovics (1992) notam que a forga de mortalidade no ponto corresponde
4 moda da funcdo de densidade Iy u, (curva de mortes) coincide com o parametro 3 da

lei de Gompertz, sugerindo a seguinte reformulagéo de (2.5.22)

be =Bexpl(z—m)p] 20,

onde m denota a moda da curva de mortes.32

Leis de Makeham

Reconhecendo as dificuldades da lei de Gompertz em captar o comportamento da mortal-
idade nas idades extremas do arco da vida humana, William Makeham (1860, 1867), um
actudrio britanico, apresenta em 1860 uma primeira generalizacio da lei de Gompertz.33
O modelo, conhecido na literatura por lei de Makeham, considera que existem outras
influéncias sobre a mortalidade para além do envelhecimento, nomeadamente causas

acidentais, cuja incidéncia é, em certa medida, independente da idade do individuo.

31Para uma analise detalhada do modelo de Gompertz recomenda-se a leitura de Pollard e Valkovics
(1992), Carriere (1992, 1994), Olshansky e Carnes (1997), Willemse e Koppelaar (2000), Willekens (2001)
e referéncias citadas.

32Veja-se Carriere (1992) e Willemse e Koppelaar (2000) para duas reformulacoes alternativas da lei
de Gompertz.

33 Gompertz (1960) desenvolve, ele préprio, uma segunda formulagio destinada a representar a mor-
talidade em todo o arco da vida humana. O modelo estava assente na seguinte parametrizacio da funcéo
de sobrevivéncia

S(z) = —Bc® + GH®™ — zDF* — JK™ &~

Trata-se, como se observa, de uma férmula assente em dez parimetros, bastante mais complexa e

dificil de estimar.
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2.5. Leis de mortalidade

“The formula for F; (“u,”), according to Mr. Gompertz is Bq®. For this I
propose to substitute A + Bg®, where A is the sum of certain partial forces
which we assume to be, in the aggregate, of equal amount at all ages.”
(Makeham, 1867, pp. 335)

A solucao encontrada por Makeham para incorporar estes factores na explicacio da

mortalidade passou pela inclusdo de um termo constante § em (2.5.22), i.e.,
py=0+aexp(Bz) x>0, (2.5.24)

com @, > 0e @ > 0.3 No caso particular em que 6 = 0 obtemos, naturalmente, a lei de
Gompertz. No caso em que 3 = 0, a equagdo (2.5.24) traduz uma forca de mortalidade
constante, uma hipétese irrealista como referimos anteriormente a propésito da primeira
lei de Dormoy. A fungéo de sobrevivéncia correspondente & lei de Makeham ¢é definida
por
(8% Bz
S(z) = exp [E (1 —e ) - 03:] . (2.5.25)

A semelhanca da lei de Gompertz, a lei de Makeham revelou-se desajustada para
descrever a mortalidade em todo o espectro da vida humana, sendo aplicdvel apenas as
idades adultas. Ainda assim, o modelo de Makeham é pioneiro na medida em que sugere,
pela primeira vez, a estruturagio da for¢a de mortalidade por causas de morte.35

Apés os trabalhos de Makeham, surgiram miltiplas tentativas de adaptar a lei de
Gompertz. O préprio Makeham (1889) generaliza o seu modelo adicionando um termo
linear & equacédo (2.5.24), dando assim lugar 4, menos conhecida e divulgada, sequnda
Lei de Makeham

Py =60+ ¢z +aexp(fz) x>0, (2.5.26)

com a,8>0e @ >0. A funcdo de sobrevivéncia correspondente é definida por

S(z) = exp {— [Ox + %¢x2 - % (1 - eﬁz)] } . (2.5.27)

%4 Na formulacdo original, a lei de Makeham baseava-se na seguinte equagio
pu, = A+ Bc”,

com A, B>0ec>1.

%5 A analise da mortalidade por causas de morte constitui hoje um campo de investigagdo impor-
tante na demografia, representando igualmente uma drea de interesse crescente no dominio actuarial,
nomeadamente em relagio a formas de seguro onde é desejével a discriminaciio do capital seguro néo
apenas segundo a duragio da vida humana, mas também de acordo com a causa de morte.
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2.5. Leis de mortalidade

Lidstone (1935), King e Reid (1936) e Olifiers (1937) formulam uma lei duplamente

geométrica com base na seguinte fun¢fo de cinco parametros
Py = A+ Bc® + Mn®, (2.5.28)

numa generalizagdo do modelo proposto uns anos antes por Henderson (1915) para o
caso em que A # 0.

Reformulacées adicionais da férmula de Gompertz-Makeham podem ainda ser en-
contradas em Van der Maen (1943),36

By = 0-+¢z+nz?+ ﬁ (2.5.29)

e, ¢
Ly 6+ e + (2.5.30)

e em El Shaarawi et al. (1974), numa versdo quadrética da equacao de Gompertz
py =0+ aexp (Bx +£&z®) x>0, (2.5.31)

com o, > 0 e § > 0. Em alternativa, Le Bras (1976) e Keyfitz (1982) propdem a
utilizagdo de exponenciais de polinémio para a for¢a de mortalidade

k=0

n
U, = 0 + aexp (Z kak) z >0, (2.5.32)

coma>0ef >0.
Gavrilov e Gavrilova (1991) desenvolvem um modelo, que apelidam de lei de mor-

talidade binomial generalizada, formulado através da seguinte equacio
py =0+ (a+Bz)"  z,n>0. (2.5.33)

Lei de Quiquet

Quiquet (1893) propde um modelo assente na seguinte representacio paramétrica

iy =Y Piz)exp(B;z), (2.5.34)

t=1

36 Citado por Tabeau (2001).
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2.5. Leis de mortalidade

onde P;(x) representa um polinémio de grau k (k =0, .., K) e 3; é constante para cada 1.
Registe-se, em particular, que com polinémios de grau 0 ou 1 e valores apropriados para
as constantes 3; é possivel deduzir a lei de Gompertz (com n = 1), a lei de Makeham

(com n = 2) e a lei da Lazarus e segunda lei de Makeham (com n = 3).

Lei de Lazarus

Lazarus (1862) expande a lei de Makeham com a adi¢do de um termo exponencial, do
tipo “Gompertz negativo” a respeito da modelagdo da mortalidade nas idades infantis e
juvenis

pg = a1exp (—f1z) + a3 + azexp (Bx) x>0, (2.5.35)

com o;,3; >0 (i=1,2) e a3 > 0. A funcéo de sobrevivéncia correspondente & definida,

neste caso, por

S(z) = exp {—aga: - g—i (1 - e‘ﬂlm) + %—z— (1 - 632’”)} . (2.5.36)

Um século mais tarde, Siler (1979, 1983) desenvolve um modelo de causas de morte

competitivas para a mortalidade animal que é virtualmente idéntico ao modelo de Lazarus.

Lei de Oppermann

Oppermann (1870) adopta uma representagio alternativa para a mortalidade infantil e

juvenil, nomeadamente

py = 01272 £ 05 + 63212z €[0,20], (2.5.37)

donde resulta a seguinte expressao para a fungdo de sobrevivéncia
1/2 2, 32
S(z) =exp [~ [ 2012/ + Oz + 39333
Em alternativa, Wittstein (1883) propde a seguinte expressdo para a fungéo ¢,
1 —tmay | g~(w—2)
gz = —a +a , (2.5.38)

m

onde w denota a idade médxima admissivel e a e m sdo pardmetros a estimar. A lei de

Wittstein é desenhada de modo a reflectir a mortalidade decrescente na infincia, seguida

de um ligeiro aumento na adolescéncia e de um aumento crescente nas idades avangadas.
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Lei de Thiele

Thiele (1872) sugere uma parametrizacdo da forca de mortalidade que cobre todas as
idades que compoem o arco da vida humana. A sua abordagem assenta no pressuposto
de que as causas de morte podem ser classificadas em trés categorias distintas, que
exercem a sua influéncia de forma particular sobre a mortalidade infantil, juvenil e

adulta, respectivamente. Em termos formais, a lei é defnida por
1
Uy = a1 exp (—B1z) + ag exp (—§ﬁ2 (x — £)2> +agexp (B3z) z >0, (2.5.39)

com a;,3;, >0 (1=1,2) e a3, B5,& > 0.

O primeiro termo no lado esquerdo de (2.5.39) representa a mortalidade decrescente
nas idades mais jovens. O segundo termo, que traduz genericamente a funcdo de densi-
dade de probabilidade para uma distribui¢do normal, é usado para modelar a mortalidade
juvenil, muito afectada pela mortalidade acidental (o denominado accident hump). O
terceiro termo espelha a mortalidade nas idades adultas, e replica a tradicional lei de
Gompertz. Registe-se ainda que, no caso particular em que 8; = as = 0, obtemos a lei
de Makeham.

Mode e Busby (1982) adoptam a formulacdo original de Thiele mas substituem o

segundo termo por uma func¢édo do tipo parabdlico

a1 exp (—B1x) z € [0, 10
Py =1 ag—By(x—¢)? z € (10, 30] (2.5.40)
o3 + 3Bz exp (—Fzz) z > 30.

Em alternativa, Rogers e Planck (1984) propdem a adigdo de um termo independente

da idade e a substitui¢do do segundo termo por uma fun¢do duplamente exponencial

P =ag+my(z) +ma(z)+mg(z) x>0, (2.5.41)
onde
my (z) = ajexp(—pF;ir)
ma(z) = azexp{—By(z—¢&) —exp[-A2(z —&)]}
m3(z) = oazexp(Bsz).

Alguns anos mais tarde, Rogers e Little (1994) agregam todas as tentativas ante-
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riores e desenvolvem um modelo multiexponencial, suficientemente geral para capturar
as multiplas configuragbes possiveis da mortalidade ao longo de todo o arco da vida
humana. O modelo assenta na seguinte especificacdo paramétrica

py =0 +my (z) +ma (z) + mg () + my(z) x>0, (2.5.42)
onde

) = orexp(—pz)

ma(z) = oagexp{—PB;(z—§) —exp[-do(z &)}
) = oagexp{—PF;(x—n) —exp[-A3(z —n)]}
)

= ayexp (B,x)-

As tédbuas de mortalidade Inglesas (ELT 11 e 12), relativas ao periodo 1950-52 e

1960-62, foram graduadas usando a seguinte funcdo de sete parametros

02

- —Ble~z2)® | T2
mg = 01 + O3e 75772 4 STy

(2.5.43)
aplicada num intervalo de idades limitado (no caso da ELT 12, para z > 27).

Lei Logistica

Em meados dos anos 30 do século XX, os demdgrafos interessaram-se pelo ajustamento
de tdbuas de mortalidade com recurso a uma funcéo logistica. Os diferentes modelos

propostos na literatura podem ser encaixados na seguinte formulacéo geral

02 exp(fsz)
1+ 0282 (exp(fsz) — 1)’

fy = 01 + (2.5.44)

com quatro pardmetros 6y, 02, 03 e o2. Note-se, em particular, que fixando 02 = 0, a lei
logistica se reduz 4 lei de Makeham. O efeito do denominador em (2.5.44) é claramente o
de atenuar o crescimento exponencial decorrente do termo Gompertziano no numerador,
sobretudo nas idades mais avangadas, uma caracteristica bem patente na mortalidade
actual.

Perks (1932), um actuério britanico, é o primeiro a recorrer a uma lei do tipo (2.5.44).
O autor reconhece que a p, ndo aumenta indefinidamente com a idade (como pressupde
a lei de Gompertz) e detecta um padrdo de desaceleracio da mortalidade a partir dos
84 anos de idade.
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Mais tarde, Beard (1959, 1971) desenvolve um modelo em que admite que o risco
de morte segue uma trajectéria exponencial crescente (segundo a lei de Gompertz),
reconhecendo contudo que a desaceleracao da mortalidade nas idades adultas é explicdvel
pelas diferencas nos niveis iniciais de risco dos individuos (heterogeneidade). O modelo
produz uma funcao logistica para a mortalidade que se aproxima da fungéo exponencial
nas idades mais jovens, desacelerando progressivamente até atingir um patamar nas
idades extremas. Formalmente, fixando 6; = 0 o autor reduz (2.5.44) a trés pardmetros

usando’’

_ 91 exp(dyz)
He =17 ¢ exp(dyx)’ (2.5.45)

onde ¢17 ¢21 ¢3 2 0.
Mais recentemente, Kannisto (1992) simplifica a expressio (2.5.44) mantendo apenas

dois parametros

¢: exp(¢z)
- , 2.5.46
o = 1561 (exp(@pn) - D) (25.46)
onde ¢, ¢, > 0. A lei (2.5.46) é um caso particular de (2.5.44) fixando §; = 0 e 02 =
f3. Conforme veremos no capitulo 6, o modelo proporciona, nalguns casos, estimativas

adequadas para o comportamento da mortalidade nas idades elevadas.

Lei de Weibull

A forga de mortalidade pode ser representada pelo modelo de Weibull (1939)

o (z a—1
Pe =7 (5) ) (2.5.47)

onde o > 0 é um parametro de forma e 8 > 0 um pardmetro de escala.

A lei de Weibull tem a sua origem em modelos aplicados na anglise da resisténcia
dos materiais e da duragéo de vida dos equipamentos. A semelhanca dos engenhos que
deixam de funcionar quando um dos seus componentes principais avaria, assume-se que

o organismo humano se extingue quando uma das suas funcdes vitais deixa de funcionar.

$7"Martinelle (1987) sugere uma generalizagio dos modelo de Perks e Beard mediante a adi¢io de um
termo do tipo Gompertziano de modo a obter uma representagdo mais adequada para as idades adultas.

O modelo é definido por
_ 6, + 02693z

O3z
l‘l‘z - 1+04693= +653 .
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A probabilidade e a funcdo de sobrevivéncia associadas a (2.5.47) sdo dadas por

e = exp ((g)a - (%rt) a) (2.5.48)
S(z) = exp <— (%)a) (2.5.49)

Prova-se ainda facilmente que a vida mediana vm, é calculada mediante

vmg =8 ((-Z—)a +1n 2) — (2.5.50)

R =

Lei de Brillinger

Brillinger (1961) desenvolve um modelo explicativo para a evolucio da mortalidade onde
sustenta que o ébito é o resultado da quebra num dos subsistemas do corpo humano in-
dispensédveis & vida. Em particular, o autor admite que o corpo humano é composto
por um conjunto de componentes cuja durabilidade é independente e identicamente dis-
tribufda, e que em consequéncia a probabilidade ¢, é dada pela soma das probabilidades
de quebra de cada um dos subsistemas que compdem o corpo humano. O modelo estipula

a seguinte expressao geral para a for¢a da mortalidade
ZH z — B;)% ! Z o c,+1 + ZEkdz (2.5.51)

onde os pardmetros sdo fungdo de um conjunto de componentes e podem respeitar apenas
a alguns intervalos de idades. Prova-se que o modelo contém, como casos particulares,

a lei de Gompertz e a primeira e segunda leis de Makeham.

2.5.3 Modelos de ajustamento para quocientes de funcdes de
mortalidade

Algumas das formulagGes analiticas exprimem o andamento da mortalidade em termos do
quociente gz /p; ( “mortality odds” ratio). Note-se que definindo ¢ (z) = g, /ps, podemos

¢ (z)
1+¢(z)’

donde resulta que, para uma dada funco ¢ (z) > 0, se garante que 0 < q, < 1. Esta

escrever

dzr =

propriedade proporciona uma ampla liberdade na escolha de ¢(z) e explica, em boa

medida, o interesse por modelos com esta particularidade.
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Modelo do CMIB

O CMIB?* (1974) propde a seguinte férmula com quatro parametros para graduar a

mortalidade das pessoas seguras no Reino Unido no perfodo 1967-70

% _ 9 g+ af®, (2.5.52)
T
com 6, ¢, a, § > 0. O modelo tem a particularidade de consentir uma diminuicio na
mortalidade para o infcio do intervalo das idades adultas e pode ser confrontado com a
segunda lei de Makeham expressa em (2.5.26).
Wilkie (1976) e CMIB (1976) propdem uma familia de modelos para estudar a mor-

talidade dos beneficidrios de rendas vitalicias e pensGes, assente na seguinte representacao

_ f(=)
1 f @)

onde .
f(z) = exp (Z a,-xi—l) . (2.5.53)
=1

Os estudos empiricos realizados para o perfodo 1967-70 permitiram concluir que o
modelo revela um comportamento especialmente adequado nas idades mais avancadas.
Forfar et al. (1988) propdem uma familia de modelos do tipo Gompertz-Makeham incor-
porando tantos pardmetros quantos os necessarios para ajustar a mortalidade, em que a
equacdo (2.5.53) é um caso particular. Pela sua relevancia, este modelo sers analisado

em detalhe no capitulo seguinte.

Lei de Heligman-Pollard

Numa das mais recentes tentativas de representar a mortalidade ao longo de todo o
arco da vida humana usando uma tnica expressao analitica, Heligman e Pollard (1980)

propoem a seguinte férmula

I%I_ = AE+B)C Dexp [—E (lnz —In F)z] + GH?, (2.5.54)
T

onde A, B, ..., H sdo parametros positivos a estimar. A ideia subjacente ao modelo, que
como se observa apresenta uma estrutura semelhante a lei de Thiele, é a de que as causas

de morte podem ser subdivididas em trés classes, nomeadamente aquelas que afectam

38 Continuous Mortality Investigation Bureau.
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~ a mortalidade infantil, a juvenil e a das idades mais avangadas. O modelo proporciona
bons resultados em termos de ajustamento e serd analisado em detalhe no Capitulo 3.
2.5.4 Modelos de ajustamento para a funcao de densidade

Uma solugdo alternativa para caracterizar a evolucio da mortalidade consiste em desen-
volver expressoes analfticas para a funcdo de densidade de probabilidade. De entre os

indimeros modelos propostos, destacamos o modelo de Lexis e o modelo exponencial.3?

Modelo de Lexis

O denominado modelo de Lexis admite que a idade de morte do individuo segue uma

distribuicao do tipo normal (gaussiano), i.e.,

fo(z) = —\}? exp {—2}7 (z — xmax)z} Tt < g < pTeX (2.5.55)
oV2m

onde £™** representa o ponto méximo da curva de mortes (ponto de Lexis) e ™" denota

a idade minima de aplicagdo da equagéo.

Modelo Exponencial

A funcao de densidade da distribuicio exponencial é dada por
fo(z) = 61 exp (—612), (2.5.56)

onde 6, > 0. A funcio e a probabilidade de sobrevivéncia sio dadas, respectivamente,

por

S(z) = exp(-b61z) (2.5.57)
tPx = exp(—61t). (2.5.58)

O modelo gera taxas instantaneas de mortalidade independentes das idade, i.e.
Ly = 0. (2.5.59)

Refira-se, por fim, que a lei exponencial é um caso particular da lei de Makeham
(2.5.24) com @ = 0.

3¥Para uma descrigBo mais exaustiva dos modelos propostos neste contexto recomenda-se a leitura de
Elandt-Johnson e Johnson (1980).
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2.5.5 Combinacgao de leis de mortalidade

Carriere (1992,1994) e Rempala e Szatzschneider (2004) propdem a graduagio da mor-
talidade ao longo de todo o arco da vida humana com recurso a combinagdes de funcées
paramétricas. Os autores argumentam que desta forma é possivel conjugar as diferentes
formulacoes analiticas que melhor ajustam cada componente da mortalidade.

O modelo proposto é formalizado mediante

n n
zP0 = Zwkmp(()k) , Zwk =1 (2.5.60)
k=1 k=1
onde os ponderadores wy (k = 1,...,n) sdo interpretados como probabilidades de 6bito

devido a diferentes causas, as quais estdo geralmente ligadas a um perfodo especifico
da vida (infancia, adolescéncia, idade adulta,...). A cada um destes ponderadores cor-
responde uma fungdo de sobrevivéncia (para um recém-nascido) ngc) com uma forma
particular. Mais concretamente, Carriere (1992,1994) propde associar as idades jovens
uma lei de Weibull do tipo (2.5.47), enquanto que para as idades adultas sugere uma
lei de Gompertz (2.5.22). O autor encontra alguma dificuldade em modelar a chamada

“bossa de acidentes”.

2.6 Heterogeneidade e modelos de frailty

Regra geral, as tdbuas de mortalidade ndo diferenciam os individuos a nao ser em fungao
do sexo. Existem, no entanto, outros factores que afectam a sua sobrevivéncia. Estudos
empiricos realizados (e.g., Mesrine (2000), Morris et al. (1994)) demonstram que factores
como o desemprego, o nivel de estudos, a categoria sécio-profissional ou o estado civil
influenciam o nfvel de mortalidade. Esta forte heterogeneidade potencia o fenémeno da
selecgao adversa e deve ser tida em conta pelas companhias de seguros.

Uma forma de levar em linha de conta os factores observdveis que influenciam a
mortalidade passa, por exemplo, por considerar um modelo de regressio de Poisson,
inspirado no modelo de riscos proporcionais de Cox (1972), captando a heterogeneidade
residual através de um modelo de frailty.

Segundo este modelo, proposto por Vaupel et al. (1979), a forca de mortalidade é
dada por u, = Oui®, onde u*f denota uma forca de mortalidade de referéncia e 6 &
uma varidvel aleatéria positiva que dita o nivel de risco relativo (ndo observével) do
individuo em particular. Como se observa, a inclusdo da heterogeneidade no modelo

faz-se mediante a simples aplicagdo de um factor multiplicativo 6.
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Capitulo 3

Métodos Paramétricos de

Graduacao

“Science is the great antidote to the poison of enthusiasm and superstition.”
(Adam Smith, 1723-1790)

3.1 Introducao

A literatura actuarial e demogréfica consagra uma, atencdo especial 4 construcgdo de
tdbuas de mortalidade, ou seja, 4 estimacao dos quocientes de mortalidade ¢, no intervalo
de idades considerado. Partindo de uma estimativa bruta dos quocientes, calculada a
partir da relagdo entre o mimero de 6bitos registado e a respectiva exposi¢éo ao risco,
actuérios e demdégrafos procuram muitas vezes suavizar estas quantidades de modo a
melhor reflectir as caracteristicas da mortalidade da populago analisada, que admitem
ser relativamente regular.

Este procedimento de alisamento das estimativas brutas é conhecido na literatura
actuarial por graduagdo. Em termos gerais, a graduagdo compreende o conjunto de
principios e métodos mediante os quais um conjunto de probabilidades brutas é ajus-
tado de modo a fornecer uma base adequada, quer para a realizagdo de inferéncia es-
tatistica, quer para a realizagdo de célculos aplicados (e.g., para a construgio de tdbuas
de mortalidade).

Na literatura actuarial (veja-se, e.g., Benjamin e Pollard (1980)), os métodos de
graduacao sao habitualmente classificados em métodos de ajustamento grafico, métodos
de natureza paramétrica e métodos ditos ndo-paramétricos. Neste capitulo, centramos

a nossa atencao exclusivamente nos métodos paramétricos.
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3.2. Caracterizacdo do problema

Os métodos paramétricos de graduagao baseiam-se no pressuposto de que as estatfs-
ticas de mortalidade podem ser expressas sob a forma de uma fungio analftica da idade
do individuo e de um conjunto restrito de pardmetros. Estes pardmetros sdo apura-
dos com base nas estimativas brutas, calculadas a partir dos dados disponiveis, usando
procedimentos estatisticos formais. Em suma, a abordagem paramétrica resume toda a
informacdo disponivel sobre o fenémeno num conjunto limitado de parametros.

Este capitulo est4 organizado da seguinte forma. Na Secgio 3.2, efectuamos uma
primeira caracterizagao do problema de graduacéio, delimitando claramente o modelo
probabilfstico adequado & estimac@o dos indicadores de mortalidade (quocientes ou
taxas instantineas) e a realizacdo de inferéncia estatistica, e precisando os conceitos
de populagao alvo e de exposicdo ao risco. Na Secgdo 3.3, caracterizamos formalmente a
abordagem paramétrica e discutimos a aplicagdo de diferentes critérios de optimizacao
na obtengao de estimativas para os pardmetros do modelo. Em particular, descreve-
mos a aplicacdo dos métodos de méxima verosimilhanca, do mfnimo chi-quadrado e o
dos minimos quadrados em problemas de graduacdo. Na Seccdo 3.4, examinamos a
metodologia desenvolvida pelo Continuous Mortality Investigation Bureau do Instituto
e da Faculdade de Actudrios de Londres para graduar indicadores de mortalidade. Esta
metodologia amplia os tradicionais modelos de Gompertz e Makeham, e a sua flexibil-
idade torna-a facilmente compativel com a utilizagdo de modelos lineares generalizados
na construcdo, quer de tdbuas contemporaneas, quer de tdbuas prospectivas. Na Seccdo
3.5, fornecemos uma breve introdug@o aos modelos lineares generalizados e discutimos a
sua aplicagdo em problemas de graduagdo. Em particular, destacamos o facto de estes
modelos facultarem um tratamento unificado de um conjunto de distribuigdes de proba-
bilidade (incluidas na chamada familia exponencial natural) habitualmente usadas para
modelar a mortalidade, investigamos a sua aplica¢io nos casos em que o previsor é linear
e nos casos em que este é ndo-linear, e estudamos a denominada abordagem dual. Na
Seccao 3.6, analisamos em detalhe o modelo paramétrico assente nas leis de mortalidade
de Heligman-Pollard. Por iltimo, na Secgéo 3.7 consideramos a utilizagdo de um con-
junto de indicadores estatisticos para aferir a qualidade de ajustamento proporcionada

pelos métodos paramétricos.

3.2 Caracterizagao do problema

A graduagao de dados de mortalidade por intermédio de métodos paramétricos inicia-se
com a defini¢do da populagdo alvo e com a delimitagdo do periodo temporal do estudo.

Regra geral, assume-se que a populagao sob observagio é homogenea, excepto no que se
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3.2. Caracterizagao do problema

refere & idade dos individuos, ao seu sexo, a duragdo das apdlices ou, nalguns casos, &
presenca de determinados factores de risco espectficos.

Posto isto, para estimar g, devemos observar os individuos desde a idade x até a
idade = + 1, procedendo ao registo do nimero de 6bitos (e outras caracteristicas rele-
vantes), subdividindo-os, regra geral, por idade mais préxima do aniversdrio. Se todas
as observagoes forem completas, entendendo-se por tal que foram seguidas desde o inicio
do estudo (idade z) até ao fim do periodo de andlise (idade  + 1), a anilise simplifica-se
bastante. Contudo, nos estudos em que o objecto é uma populagio de pessoas seguras,
existe a possibilidade real de se registarem entradas ou saidas do grupo sob observacio,
ou até mesmo a perda de informagao sobre um individuo, antes da sua morte.

Designemos por z + t; a idade em que o *™° individuo é incluido no estudo e por
z + s; a idade em este é retirado do mesmo, com 0 < ¢; < s; < 1. Neste sentido, o tempo
de permanéncia de cada elemento na amostra é dado por (s; —¢;), enquanto a soma
E; = (s1 —t1) + (s2 —t2) + ... + (8p — t,) define a exposicdo total dos n individuos.

Denotemos por D, a varidvel aleatéria que representa o nimero de 6bitos e por d,
o seu mimero efectivamente observado. Seja I o conjunto de subindices correspondente
aos individuos que acabam por falecer. Para estimar g, a partir dos dados observados,

dispomos de diferentes alternativas.

1. A primeira consiste em igualar os 6bitos esperados aos seus valores observados. O

valor esperado de D, é dado por

n

Z 1—t;9z+t; — Z 1—s;9z+s;» (321)
i=1 3

onde 1-t;gz+t; (1—s;9z+s;) denota a probabilidade de um individuo com idade z +t;

(z + s;) ndo alcancar a idade z + 1.1

Se recorrermos & hipétese de Balducci (2.2.28) para idades fraccionadas, 1—yqziu =

(1 — u) ¢z, e considerarmos que E; pode expressar-se da seguinte forma

By = [I-t))—(1-s)]+[(1—t2) = (1 —s)] + ... +[(1 = tn) — (1 = 5p)]
= Y (A-t)=-) (1-s),
i=1 =1

! Note-se que somando todas as probabilidades 1—-t;G=+¢; Obterfamos a duracao de vida total na even-
tualidade de observarmos todos os 6bitos. Como os dados sdo incompletos, a este valor é necessério
subtrair o tempo de exposigo contabilizado a mais relativo aos individuos para os quais ndo é possivel
observar o ¢ébito, ou seja, a soma das probabilidades de que estes ndo alcancardo a idade z + 1, depois
de terem atingido = + si (1~s;Gz+s;) -
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3.2. Caracterizagao do problema

a expressao (3.2.1) d4 lugar a

n

Y (l-t)ea—Y (1-s)g=

i=1 . i¢l
= ¢|> Q-t)-> ( —Si)>
i=1 i¢l
= g |y (1-t)+) (1-s)=) (1-s) —Z(l—s”)
i1 i€l il i¢l
= g | Bz +Z(1 —Si))
el

pelo que
D, =gq, (Em-l-Z(l —Si)> .
el
Igualando os ébitos esperados aos valores observados, obtemos o estimador cléssico

de g
dy

=Ex+Z(1—si)'

i€l

Gz (3.2.2)

O denominador da expressdo (3.2.2) define o mimero de individuos inicialmente
expostos ao risco. Se admitirmos, por hipdtese, que os 6bitos ocorrem aproxi-
madamente a meio do intervalo (z,z+1], i.e., 4 idade z + %, o nimero de expostos

inicialmente é estimado por
1

E; + idw' (3.2.3)
O simbolo E; designa o niimero de individuos ezpostos centralmente ao risco. Con-
forme verificaremos em seguida, a defini¢des alternativas do conceito de exposicao
ao risco correspondem, naturalmente, estimativas distintas para os indicadores de
mortalidade g, e p,. Regra geral, assume-se que o estimador (3.2.2) é adequado
apenas nos casos em que o niimero de observacgoes é significativo. No pressuposto
de que as hipéteses usadas para o derivar sdo adequadas, demonstra-se igualmente

que o estimador é nao enviesado (London, 1997).

2. Um método alternativo consiste, como vimos no capftulo anterior, em admitir
que a for¢a de mortalidade é constante em cada intervalo unitédrio. Designemos

simplesmente por u, o valor constante de ., (u € [0,1]). Neste caso, o nimero
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3.2. Caracterizacio do problema

esperado de 6bitos é dado por E [D,] = E,pu,. Igualando de novo os valores de dy
e [D;] , obtém-se um estimador para a forga de mortalidade

. dg
o= 22, (3.2.4)

com base no qual e na hipétese (2.2.30), é possivel derivar uma estimativa para o

quociente g

Gz =1—exp(—f;) =1—exp (—%) . (3.2.5)

T

Na realidade, tanto D, como E, sio varidveis aleatérias. Apesar disso, e por razoes
de conveniéncia, a quantidade E, é muitas vezes tratada como nao aleatéria, sendo o
seu valor estimado com base nas estatisticas disponiveis.

3.2.1 Estimagao dos quocientes de mortalidade

Considere-se um conjunto E; de individuos expostos inicialmente ao risco. Admitamos
que a probabilidade de morte no intervalo de tempo unitério (ano) é definida por g, e
que o 6bito ou sobrevivéncia de cada um dos individuos desta populacédo é independente
do 6bito ou sobrevivéncia dos restantes.

Neste caso, & apropriado considerar que D, a varidvel aleatdria que representa o
nimero de 6bitos que ocorrem durante o ano, segue uma distribuicdo Binomial com
pardmetros E; e g;. Nesse caso, a probabilidade de se registarem d 6bitos ¢ dada por

P(D, =dy) = (E,'—(Ei:z'——dm)'> g (1—gg)P="% (3.2.6)

com valor esperado E (D;) = Ezq; e varisncia Var (D;) = Egqq (1 — qz) -

Apesar de o valor de g; ser desconhecido, sabemos que, de um total de E, individuos
expostos ao risco, d falecem, donde se infere que E; — d, sobrevivem. O primeiro factor
em (3.2.6) ndo depende de gz, pelo que podemos simplificar a expressdo e descrever a
funcao de verosimilhanga de d, em termos de g, L(qz), onde

L(gz) = qu (1- ‘Icv)Ez_dm

ou, mediante a correspondente transformacéo logarftmica £*(g;) = In L(qz),

L*(gz) = dzIn(gy) + (Ex — dg) In(1 — dz) - (3.2.7)
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3.2. Caracterizagdo do problema

Da maximizagao de (3.2.7), obtém-se o seguinte estimador de maxima verosimilhanca

de ¢z
_ i

E—z,

cujas propriedades de néo-enviesamento e consisténcia sio bem conhecidas. De facto,

gz = (3.2.8)

demonstra-se que o valor esperado e a varincia de ¢, sdo dados por E[§;] = gr e por
Var [§z] = ¢z (1 — gz) / Ez, respectivamente.

Nos casos em que o mimero de Gbitos observado é suficientemente grande relativa-
mente ao nimero de individuos expostos ao risco podemos, recorrendo a aproximacao
da distribuicdo Binomial pela distribuicio Normal, derivar uma solugdo apropriada para
os intervalos de confianca das estimativas dos parametros. Com efeito, nestas condicGes
o intervalo de confianga para ¢, a (1 — 2¢) - 100% é aproximado por

Gomzo (EOEN (0= ))Y
€T (¢ Ea; )y 4T Ea: H

onde z, denota o quantil de ordem (1 — ) da distribuigéovNormal padronizada.

Nos casos em que d, é muito pequeno relativamente a E,, a aproximacao nao é
adequada, sendo por isso necesssrio recorrer as propriedades da distribuicdo Binomial
para obter um intervalo de confianga exacto, ¢™f < ¢, < 5" | i.e.,2

gt tal que Z .l (E — k) (q;”f)k(l q‘;‘f)E Fea, 40

" tal que Z ] (E k)l (@) (1-gP) =" =0, dy<E,.

Note que gi*f = 0 quando d; = 0, e que ¢3°P = 1 no caso em que d; = Ej. As solugdes
para estas equagGes podem ser obtidas recorrendo a métodos iterativos de aproximacéo

sucessiva.

3.2.2 Estimacao da taxa de mortalidade instantanea

Considere-se um grupo de E; individuos observados entre as idades z e z+1. Admitamos
que os eventos (6bito ou sobrevivéncia) dos individuos sao independentes entre si, e que a
forca de mortalidade é constante no perfodo de observagio. A quantidade E; representa,

neste caso, o nimero de expostos centralmente ao risco. Nestas condicdes, a varidvel

Para mais detalhes veja, por exemplo, Forfar et al. (1988).
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3.2. Caracterizagdo do problema

aleatéria D, segue uma distribui¢do de Poisson com média e variancia p, E, (Brillinger,
1986). A probabilidade de ocorrerem d, Sbitos é dada por
)dz

P(D, = dy) = exp (—p, E,) Pal)”

o (3.2.9)

Se ignorarmos os termos que néo incluem p, em (3.2.9), e aplicarmos novamente a
transformacao logarftmica obtemos a seguinte fungéo de log-verosimilhanca

L¥(pz) = —poBr + dy In (p,)

Da maximizagdo desta fungdo, obtém-se o seguinte estimador de méxima verosimi-
lhanca de y,
fy = Z—z (3.2.10)
cujas propriedades de ndo-enviesamento e consisténcia estio, de novo, asseguradas.
Com efeito, prova-se que o valor esperado e a variancia de fi, sdo dados, respectiva~
mente, por B [fi,] = p, e por Var [i;] = p, /E;. Se o mimero de 6bitos for razoavelmente
grande, podemos assumir que D, segue uma distribuicdo Normal com média e varidncia

kg Bz e derivar o seguinte intervalo de confianga para p, a (1 — 2a) - 100%

~ N 1/2 ~ o\ 1/2
. My - Ha
o (B) s (B)]

De forma andloga ao referido a propésito da estimagéo de g, quando a aproximacéo
néao é adequada torna-se necessirio recorrer as propriedades da distribuigdo de Poisson

para derivar um intervalo de confianga exacto, ui™ < u, < 3™, onde

. oo . (#insz)k
WPt tal que Z exp (—u‘m“sz) —Lk'_ =aq, d; >0
k=d )
dz ('usupE )k
U3 tal que Zexp (—uzPEL) % =a, d; < E;
k=0 )

Note que pi?f = 0 quando d;; = 0, e que 5" = 1 no caso em que dy = Ej.

3.2.3 Distribuicao da exposi¢do ao risco

Sem prejuizo dos casos anteriores, é possivel tratar D, como uma quantidade ndo
aleatéria fixando o seu valor a partir do nimero de ébitos observados d,, assumindo,
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3.3. Estimagdo dos parametros

em contrapartida, que E; segue uma distribuicio Gamma com pardmetros a = D, e
B = p,. Esta interpretagio alternativa é sugerida por Gerber (1995) e utilizada por
Renshaw e Haberman (1996) e Renshaw et al. (1997) no contexto dos modelos lineares
generalizados, que analisaremos mais adiante.

Admitindo que os n individuos sob observacdo sdo independentes, a fungio de verosi-

milhanca das observagdes é dada por

Hﬂz'*‘si si~t; Pett; * Hsi—tip$+ti'

il igl

Se retomarmos a hipétese de que a forca de mortalidade é constante em cada intervalo
de tempo unit4rio, donde resulta 4q, = 1—exp (—n;8) , € possivel simplicar esta equagio
para dar lugar a

(1) " exp (— 1o Ez) (3-2.11)

expressdo esta que é maximizada no ponto fi, = D, /Ez.

3.3 Estimacao dos parametros

A representagdo da mortalidade por intermédio de leis de mortalidade atraiu, como
vimos no capitulo 2, a atengdo de actudrios, demégrafos e académicos de outras reas
ao longo dos tltimos trés séculos.

Os métodos paramétricos baseiam-se no pressuposto de que os quocientes de morta-
lidade g; (ou outras estatfsticas de mortalidade apropriadas) podem ser expressos sob a
forma de uma funcéo f (z;0) da idade z e de um conjunto (limitado) 6 = (64, 62, ..., ;)
de parametros desconhecidos. Estes parametros sio derivados a partir das estimativas
brutas = {dz, T = Tmin, . - . , Tmax }, calculadas com base nas estatfsticas de mortalidade
e de populacio exposta ao risco disponiveis. Se representarmos por & o estimador de 9,
os métodos paramétricos de graduagio consistem em substituir a série O por

Qg’l‘a = {Agm = f(ll,',é), = zmina e ,xma.x}-

Daqui resulta que toda a informacio disponfvel é resumida num conjunto restrito
de parametros. Conforme salientdmos no capftulo anterior, sao indmeros os métodos
paramétricos propostos na literatura.3 Podemos, por exemplo, recorrer a uma das muitas

$Deve registar-se que as técnicas de graduagBo descritas neste ponto para alisamento dos dados de
mortalidade ndo sdo exclusivas do campo actuarial, sendo largamente utilizadas em dreas tdo distintas
como a economia, as finangas, a biologia ou a fisica.
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3.3. Métodos parameétricos

leis de mortalidade ali descritas. Na medida em que o modelo paramétrico seja bem es-
colhido, i.e., na medida em que este descreva adequadamente a mortalidade da populagio
considerada, a abordagem paramétrica apresenta, como realgdmos no capitulo anterior,
um conjunto de atractivos face a metodologias alternativas. A seleccio de um modelo
desajustado tem, pelo contririo, consequéncias bastantes nefastas e pode conduzir a
resultados desastrosos.

O procedimento de graduacdo mediante métodos paramétricos é balizado por dois
objectivos nucleares. Em primeiro lugar, a necessidade de conseguir uma boa qualidade
de ajustamento (goodness of fit) entre a série Q9™ e as estimativas brutas 0. Em
segundo, a procura de uma certa regularidade ou alisamento (smoothness) para a série
Q972 a0 longo de todo o espectro de idades que compdem o arco da vida humana.?

Estes dois objectivos colidem, de certa forma, entre si. Com efeito, a obtencdo de uma
boa qualidade de ajustamento pode requerer um nimero significativo de parametros, um
requisito que pode comprometer a regularidade das estimativas. Neste sentido, e como
salienta Keyfitz (1982), na implementacio desta abordagem é necesssrio encontrar um
equilibrio entre o mimero de pardmetros do modelo e a bondade do ajustamento.?

Para estimar o valor dos parametros da funcdo f (z;0), sdo considerados distintos
critérios de optimizagdo. Entre os principais, descrevemos nesta seccdo o método de
méxima verosimilhanca, o método do mfnimo x? e o método dos minimos quadrados.

3.3.1 Meétodo de maxima vercsimilhanca

Este procedimento baseia-se na determinacio do vector de parametros @ que maximiza
a funcéo de verosimilhanca de d; no intervalo de idades = € [Tmin, Zmax| , € Serd natural-

mente distinto no caso de estarmos perante a graduagéo de g; ou de p,.

Esta regularidade é uma caracteristica muito valorizada no campo actuarial, entre outras razées pelo
facto de se traduzir, regra geral, em prémios de seguros que apresentam uma progressio “razodvel” com
a idade do beneficidrio da apdlice.

SMuitos estudos de graduacio demografica enfatizam demasiado a qualidade do ajustamento sem
considerar convenientemente a estabilidade estatistica dos parametros (i.e., sem ter em conta os desvios-
padrdo e as correlagbes entre os pardmetros, a correcta especificagio dos erros, ou de uma funcio de
perda, etc.). Associado a este enfoque, surge muitas vezes o problema da sobreparametrizacio do modelo,
posto em evidéncia, por exemplo, nos casos em que se observam desvios-padrao demasiado grandes para
fornecer significancia estatistica aos pardmetros, correla¢des elevadas entre os parametros e dificuldades
em fazer convergir as rotinas iterativas usadas para estimar os modelos nio lineares. Acresce que a
sobreparametriza¢ao tem implicagdes praticas sobre a técnica de graduagio, em particular em termos de
comparagio das séries temporais dos pardmetros no tempo, e na elaboragio de projeccdes demogrificas.
Neste 1ltimo caso, a verificacdo de flutuagdes errdticas irregulares nos parametros dificulta a elaboragao
de previsdes. Existe, com efeito, uma forte relagio entre a sobreparametrizacéo e a instabilidade nos
pardmetros ao longo do tempo, pelo que do ponto de vista estatistico sio muitas vezes preferidos os
modelos analiticos parsimonosos (com um reduzido nimero de pardmetros), ainda que isso implique o
sacrificio de alguma qualidade de ajustamento.
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3.3. Métodos paramétricos

Graduacao de g,

No caso da graduacdo de gz, a distribuicido da varidvel aleatéria nimero de 6bitos D,
pode ser descrita por D; ~ Bin(Ez,q; (8)), onde E, denota os individuos expostos
inicialmente ao risco e Bin(N, q) define a distribui¢do Binomial com parametros N e q.
Seja

9z = gz () = f(=:9),

onde f(z;0) representa uma determinada funcio paramétrica.
Admitamos que os valores de d; e E; séo conhecidos no intervalo = € [Tmin, Tmax]
e que d;/E; denota o quociente de mortalidade bruto. A funcio de verosimilhanca

(desprezando os termos constantes) é definida por

Tmax

LO)x ] lge(0)%[1—g0 (8)]%%. (3.3.1)

T=Tmin

Maximizar £ () equivale a maximizar o seu logaritmo £* (#) = In £ (8), pelo que as

estimativas do modelo sdo derivadas resolvendo o seguinte problema de optimizaco

0= arg max {E* (0) o I‘Z;j {dz1n[g; (6)] + (Ez —d)In[1 — g, (9)]}} . (33.2)

T=Tmin
Graduacao de pu,

No caso da graduacao de pu,, a distribuigdo da varidvel aleatéria D, pode ser descrita
por Dy ~ Poisson (u,E;), onde E, representa agora os expostos centralmente ao risco

e Poisson () define a distribuigdo de Poisson com pardmetro A. Seja

by = Ug (0) = f(z;0),

onde f(z;@) denota, uma vez mais, um determinado modelo paramétrico. A funcio de

verosimilhanga correspondente é expressa por

Tmax dy
@)= T1 exp (B (0 Feta (333

enquanto que o seu logaritmo é dado por
Imax

L@ = Y. [~Boy (6) +doln (Bopty (6)) — In (da)].

T=ZTmin
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Como d, e E, ndo dependem de , as estimativas do modelo sdo derivadas resolvendo
o seguinte problema de optimizagio

Tmax

0 = arg max { Y [=Eoky (8) + doln (Eupsg (9))]} : (3.3.4)

T=ZTmin

3.3.2 Meétodo do minimo Chi-Quadrado

A tradicional estatfstica x? mede, neste contexto, a discrepancia entre os 6bitos observa-
dos e o seu valor esperado, no pressuposto de que o modelo probabilistico seleccionado
para estimar as medidas g, e u, é adequado. Em termos préticos, o método assenta
na estimacdo do vector de pardmetros @ que minimiza o desvio global entre os valores

observados e os valores produzidos pelo modelo f(z; ).

Graduagao de g,

Neste caso, o ntiimero de dbitos na idade z segue uma distribui¢cdo Binomial com média
Ezq5 (9) e variancia Ezg; (6) (1 — gz (0)). O desvio relativo a cada idade z, z;, é definido

por
d:z: - Ea:q:z (0)

Zy = ,
" [Bags (6) (1 — g (02
onde gz (6) = f(x; @) e 2 segue aproximadamente uma distribuicio Normal padronizada,
ie., 2z ~Nor(0,1).

Representemos por x2 (#) a estatistica

(3.3.5)

2 XN _[de — Eugs ()]
@)= > 2= Ez[qz G (1q—(qz)](9))‘ (3.3.6)

I=ZTmin T=Tmin

O seu valor segue (aproximadamente) uma distribuicio de Chi-quadrado com
[(max — Tmin + 1) — p — n] graus de liberdade, onde (Tmax — ZTmin + 1) denota o mimero
de idades objecto de graduagso, p simboliza o nimero de pardmetros da funcio f(z;8) e
n traduz o nimero de restrigoes impostas aos parametros, caso existam. As estimativas
dos pardmetros produzidas por este método correspondem aos valores § que minimizam
x2(8),ie.,a6= arg;nin {x2()} 8

8 Alguns estudos sobre o comportamento da mortalidade da populacdo segura baseiam-se em dados
sobre o nimero de apélices e ndo em dados sobre 0 nimero de individuos expostos ao risco. Nestes
casos, torna-se necessario introduzir uma correcgéo no célculo da estatistica x2 (8) de modo a considerar
o chamado efeito de sobredisperséo, ou seja, a possibilidade de um individuo deter duas ou mais apélices.
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Graduacao de u,

Neste caso, o niimero de ébitos na idade z segue uma distribui¢do de Poisson com média
e variancia iguais a Ezp, (6). O desvio relativo a cada idade z, 2;, é definido por

_ Oz — By, (6)

* T Ben, 017 830

onde p, (8) = f(x;0) e z, & aproximado por Nor(0,1). A estatistica x? (4) correspon-

dente é definida pela equagéo

Tmax Tmax _ 2
RO =S 2= 3 & Eii"(ﬂ;))("” . (338)

T=Tmin T=Tmin

Na auséncia de duplicidades, as estimativas dos parametros geradas pelo método sio
novamente os valores § que resolvem o problema de optimizacao 8 = arg min { X2 (0)} T
[

Seja r; o “rdcio de varidncia” na idade z, definido por
’ P
.2 :
> ifz
S
2ifi’

13

Te =

onde f% (¢=1,2,...) denota a proporgéo de individuos na idade z que detém um total de i apdlices de
seguro, com Y, fi = 1. Nos casos em que se registam duplicidades (i.e., para v, > 1), o valor esperado
da distribui¢io mantém-se inalterado mas a varidncia é incrementada pelo factor s, i.e., Var (D;) =
T2E2qz (0) (1 — gz (8)). Em consequéncia, a definicio apropriada da estatistica xZ (§) a usar neste caso
é dada por

RO= 3T 2= 3 le-BeOF
CeTmin T=mmmin T2Bz2qz (6) (1 — gz (9))

"Quando existem duplicidades na amostra, a varisvel d, representa o mimero de apdlices activadas
na idade z durante o perfodo de observagdo, enquanto F,; denota os expostos centralmente ao risco
calculados a partir do nimero de apélices. Neste caso, & possivel escrever, dz =, in",, onde ni. denota
o nimero de individuos que falecem na idade z e detém um total de ¢ apdélices. De forma similar,
podemos escrever E. = Y, i€., onde £ representa os expostos centralmente ao risco calculados com
base no mimero de vidas, associados aos casos em que o segurado detém um total de i apolices. A
semelhanca do referido anteriormente para a graduagéo de g, demonstra-se (Forfar et al., 1988) que a
presenga de duplicidades ndo altera o valor esperado da distribui¢io mas modifica a respectiva variincia,
i.e,, Var (Dg) = r=Ezp,, (6), onde

> %

i€

Na presenca de duplicidades, os pardmetros @ sdo determinados pela minimiza¢éo da estatistica

iy L [de — Eop, 0))°
O =3 2= 3, B OF e (é))] .

Tz =

T=Zmin T=Tmin
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3.3. Estimacgdo dos parametros

3.3.3 Método dos minimos quadrados

A aplicagéo do tradicional método dos mfnimos quadrados em problemas de graduacéo
envolve a minimizagio da soma dos desvios (quadrsticos) entre os valores brutos obser-
vados Q e os valores ajustados pelo modelo paramétrico f(z;8). Em termos formais, a
estimativa dos parametros é o resultado do problema de optimizagio

Lmax
a

6= arg;nin Z (G — f(2;0))2 % . (3.3.9)

T=Tmin

A estimativa gerada pelo método dos minimos quadrados (ndo ponderados) sé pode
considerar-se adequada nos casos em que os §- apresentam idéntica variancia ao longo
de todo o intervalo de idades em andlise, uma caracterfstica que ndo é confirmada pelos
estudos empiricos. De facto, na maioria dos casos a variancia oscila com a idade, pelo
que é desejavel que a curva graduada atribua major importéancia (relativa) as idades com
menor variabilidade.

A solugdo encontrada passa pela utilizagdo do método dos mfnimos quadrados pon-
derados, i.e., pela resolucio do seguinte problema de optimizagao

Tmax
6 = argmin Z wy (G — f(x,0))% Y, (3.3.10)
4 T=ZTmin
onde os ponderadores w; sio, regra geral, expressos por um valor inversamente propor-

cional 4 variancia do estimador.8

3.3.4 Escolha do método de estimacio

A opcéo por um destes trés métodos de estimacgio depende, essencialmente, de critérios
de natureza pessoal ou computacional porquanto, como veremos em seguida, os métodos
proporcionam resultados muito semelhantes. O método de maxima verosimilhanca apre-
senta, no entanto, uma vantagem face aos seus concorrentes, pelo facto de proporcionar
uma estimativa da matriz de variancias-covariancias dos pardmetros do modelo.
Quando o nimero de individuos expostos ao risco & grande em todas as idades, a
aproximagdo Normal & distribuicdo Binomial de ¢, pode ser usada. Nesse caso, a funcéo

8Por exemplo, no caso da graduacio de ¢, a sua variancia é dada POr ¢z (1 - g:) /E.. Na priética,
como ¢, assume valores relativamente pequenos, a variancia pode ser aproximada simplesmente por -g.:
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3.3. Métodos parameétricos

de verosimilhanca para d, é dada por

» i 1 1 (dm - E:z:‘]z)z
o= 11 <27r>1/2<qugg<1—qz))”?exp{"5 (m)} o

T=Tmin

onde gz = g, (#). A correspondente transformacéo logaritmica £* (6) = In £ (8) é dada

por
1™ (d:c—Ea:Qz)z

£ (60) = —= In (27 - Bago (1 — go)) + o2 —Zaa)_{
®) 22{ (- Pugs 1 —g0) + e Bt

Se omitirmos os termos que nio dependem de 6, obtemos

1 e (dz — Epgy)?
L) =—= In 1- e

Forfar et al. (1988) sustentam que o primeiro termo entre paréntesis é menos sensivel
a mudancas nos parametros § do que o segundo, pelo menos na vizinhanca da solucio
éptima. Deste modo, uma boa aproximagao pode ser conseguida desprezando o termo

In[gz (1 — ¢»)] e maximizando

Zmax _ 2
L£*(8) = —% x:zzm { %‘izqz—(f%} = —%x2 ). (3.3.12)

Demonstra-se, assim, que é possivel reduzir a maximizagao da log-verosimilhanca a
uma (aproximadamente equivalente) minimizacao do Chi-quadrado.
Por outro lado, se admitirmos que a varidncia do nimero de 6bitos pode ser aproxi-

mada por F.q;, a funcdo de verosimilhanca a maximizar resume-se a

e 1 1 { (dy — Ergg)?
L(9) = ——————exp{ —= | =L , 3.3.13
© ac=la_:£n (2m - Eng)1/2 P 2 E1Gx ( )

onde g, = g ().
Aplicando a transformacéo logaritmica e invocando novamente os argumentos atrés

enunciados, a fungdo a maximizar sers

Tmax _ 2
r* (0) - _% Z {(dz Ef}z‘h) },

T=Tmin
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3.4. Metodologia do CMIB

0 que, em alternativa, equivale aproximadamente a minimizar

Tmex N 2
L™*0) = Z {(dz Ej:‘h) }

I=Tmin
— % {[dz‘Ez(h:'z_ Eg }
I=Zmin Ez quz
S {(d__q)z}
vome | \ Bz dz
Tmax 2
= z:zz,; (%) [;_z —_ (0)} , (3.3.14)

com q; (8) = f(z;0). Em suma, a anilise permite concluir que a maximizacio da
verosimilhanga pode ser reduzida a uma (aproximadamente equivalente) minimizacio
dos desvios quadriticos ponderados.

3.4 Metodologia do CMIB

Nesta secc¢ao, analisamos a metodologia usada pelo Continuous Mortality Investigation
Bureau (CMIB)® para graduar indicadores de mortalidade. O interesse especial dedi-
cado a esta abordagem, descrita em detalhe em Forfal et al. (1988), é justificado por trés
ordens de razdes. Em primeiro lugar, ela constitui uma generalizagdo dos tradicionais
modelos de Gompertz e de Makeham, ainda hoje bastante populares nalgumas apli-
cagbes. Em segundo lugar, ela pode ser facilmente incorporada na graduaciao mediante
modelos lineares generalizados, conforme teremos oportunidade de verificar na Seccdo
3.5. Por fim, a metodologia do CMIB afirmou-se como um ponto de partida chave para
0 desenvolvimento de modelos dindmicos, um tema que analisaremos em detalhe no
capitulo 6.

Considere-se um conjunto de idades consecutivas, observéveis em intervalos de tempo
inteiros, e as respectivas séries {E;} e {d;}, relativas 4 idade z. Admite-se igualmente
que nao existem duplicidades, ou seja, a investigagao recolhe dados sobre pessoas seguras
e apdlices de forma a que a cada individuo corresponde uma tnica apdlice, de modo a

°0 Continuous Mortality Investigation Bureau (CMIB), do Instituto e da Faculdade de Actudrios de
Londres, tem a sua origem em 1924, quando se inicia o processo de recolha sistemitica de estatisticas
demogrificas (mortalidade e morbilidade) sobre as pessoas cobertas por contratos de seguro de longo
prazo. O CMIB tem a seu cargo a elaboracdo de tabuas de mortalidade standard para uso na indiistria
seguradora, cobrindo os principais tipos de seguros do ramo vida: beneficidrios de rendas vitalicias,
pensionistas e seguros de saide.
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3.4. Metodologia do CMIB

que os 6bitos sejam independentes. Como vimos nas secgbes precedentes, a presenca
de duplicidades ndo afecta o valor esperado das distribuicdes Binomial e de Poisson
normalmente utilizadas na graduago, mas influéncia a sua variancia, pelo que nestes
casos € necessdrio introduzir um parametro de sobredispersao.

Para efectuar a graduagio, o CMIB recorre a uma familia de funcdes paramétricas,
denominadas de Gompertz-Makeham de tipo (r,s), GM (r,s), definidas por

r—1 s—1
GMy® (x) =) o’ +exp [ Y B2’ |, (3.4.1)
=0 j=0

onde r e s assumem valores inteiros ndo negativos (a possibilidade de ambos assumirem
o valor zero é excluida) e § = (ao, ey @15 Bgy o ,Bs__l) é um vector de parimetros. Os
modelos do tipo GM (r, s) incluem, como casos particulares, algumas das principais leis

de mortalidade apresentadas no capftulo anterior. Por exemplo, é facil de verificar que

e GM (0,2) — Lei de Gompertz
e GM(1,2) — Lei de Makeham
o GM (2,2) — 2* Lei de Makeham

Note-se ainda que a equagdo (3.4.1) deve ser interpretada com a convencéo de que,
no caso particular em que r = 0, ela inclui apenas o termo exponencial, e no caso em
que s = 0 a funcdo se resume ao termo polinomial. Nalgumas aplicacdes, resulta conve-
niente definir a seguinte funcio Logit-Gompertz-Makeham de tipo (r,s) (ou simplesmente

LGM (r,s)) M ()
T 1+ Gfugﬁ (z)°

Dado um vector de pardmetros 6, estimados a partir das estatisticas observadas, a

LGM}* () (3.4.2)

metodologia preconizada pelo CMIB sustenta que uma férmula do tipo
gz ou p, = GMp” (z) ou LGMy” (x)

proporciona um ajustamento adequado.!?
De acordo com as circunsténcias, o intervalo de valores admissiveis para Uy OU Gz
condiciona a opgdo por uma equagdo do tipo Gompertz-Makeham (GM) ou Logit-

'"Modelos do tipo GM (r, 5) tém sido usados pelo CMIB no Reino Unido desde 1990 para graduar a
forga de mortalidade e construir tdbuas de mortalidade contemporaneas. Veja-se, por exemplo, CMIB
(1990).
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3.4. Metodologia do CMIB

Gompertz-Makeham (LGM). Com efeito, o intervalo admissfvel para p, é [0, 00}, en-
quanto que g, assume valores no intervalo [0, 1].

Estas restrigoes tornam a equacdo LGM potencialmente mais adequada para grad-
uar ¢z, na medida em que esta garante valores no intervalo [0,1], ao passo que, em

11 a equagio GM admite valores no intervalo [0,00), 0 que a

determinadas condigdes
torna propicia 4 graduacio de .12

A metodologia do CMIB recomenda ainda a utilizagdo de uma base ortogonal para
os polinémios da equagio GM (r, s) .13 Em particular, sio destacadas as potencialidades

oferecidas pelos polinémios de Chebycheff {C; (z)}, definidos pelas equagdes

Co(z) = 1
01(27) = T

e pela seguinte equagdo de recorréncia
Cnt1(z) =22Ch (z) — Cp—1(z) (n>1), (3.4.3)

que sdo ortogonais no intervalo [—1,+1] quando é adoptada a fungdo ponderadora
w(z) = (1 - :1:2) ~}2_ Ainda no mesmo intervalo, quando usamos a funcdo ponderadora

w (z) = 1 obtemos os conhecidos polinémios de Legendre {L; ()}, definidos pelos valores

iniciais
Ly(z) = 1
Li(z) = «z
e pela equacao de recorréncia
(n+1)Lpt1 () = 2n+1)zLy () —nLlp_1(z) (n>1). (3.4.4)

' Nomeadamente nos casos em que o termo exponencial (de ordem s) da equagio GM compensa.
eventuais elementos negativos na componente polinomial (de ordem 7).

12galienta-se, contudo, que estas regras néo sdo absolutas e servem apenas de referéncia.

3 A utilizagio de uma base ortogonal permite isolar o impacto sobre o ajustamento que decorre da
adi¢do de coeficientes aos polinémios da equagdo GM (r,s) ou LGM (r,s). Com efeito, se adoptarmos
a base natural {1,z,2%,...,2""'}, os parimetros do polinémio de grau n, P(z) = Y7 6:z’, que
melhor ajustam os dados segundo o critério dos minimos quadrados, serdo diferentes daqueles que se
obtém considerando um polinémio de grau n + 1. Se, em alternativa, usarmos uma base ortogonal,
P(z) = 3" 56:Ci(x), o polinémio de grau n + 1 que melhor ajusta os dados & obtido a partir do
polinémio de grau n pela simples adigio de um miltiplo (6,41, por exemplo) da (n + 1)*™* funcéo
base.

69



3.5. Modelos Lineares Generalizados

Assim, por exemplo

2Ly (z) = 3zLy(z)—Lo(z) =3z2 -1
3L3(z) = b5zLy(x)—2L; (x) =5zLs (z) — 2z
4Ly (z) = TzL3(x)—3Ls(x).

A utilizacao de polinémios ortogonais requer o rescalonamento das idades no intervalo

[-1,1]. Para tal o CMIB sugere a seguinte transformacao

_ pmex xmin pmax _ xmin
comy=-—/——— € V=

2 2

donde decorre a seguinte relagéo z € [z™", ™| — 1’ € [-1, +1].

Se recapitularmos todos estes aspectos, a equacio a estimar serd

{P}GMTs Z:ozzpz ( ) + exp ZBJPJ ( ” u) , (3.4.5)

onde {p;; () : 4,5 = 0,1,2...} define a base de polinémios adoptada e os demais parimet-
ros tém o significado habitual ou, em alternativa,

PoMmr® (2
BLeM”® (z) = o g r(s) : (3.4.6)
+u0 GMg’ (:L‘)

Para estimar os parametros do modelo, sdo considerados como critérios de optimiza-
¢ao os métodos de maxima verosimilhanca e o método do minimo Chi-quadrado sendo
certo que, como referimos anteriormente, ambos os critérios produzem resultados muito

semelhantes.

3.5 Modelos Lineares Generalizados

Uma. boa parte dos modelos usados pelos actudrios para graduar dados de mortali-
dade pode ser especificada no contexto dos denominados modelos lineares generalizados
(GLMs), uma caracteristica unificadora explorada por autores como Renshaw (1991),
Haberman e Renshaw (1996) e Verrall (1996), entre outros.

O interesse pelos GLMs é facilmente perceptivel se recordarmos que formulacdes do
tipo GM (r, s) ndo podem ser estimadas pelos modelos lineares cléssicos, dada a natureza
eminentemente nao linear das fungbes paramétricas adoptadas. Naquilo que resta desta
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secgao, procedemos a uma breve introducdo aos GLMs, para em seguida discutirmos a

sua aplicagdo na construgao de tdbuas de mortalidade.

3.5.1 Introducao aos Modelos Lineares Generalizados

Os GLMs constituem uma extensio dos modelos lineares para distribuicées da varidvel de
resposta ndo normais e transformacdes n#o lineares.’¥ Em termos genéricos, considere-se
um vector de observagdes (response variables) y = (y; :1 = 1,2, ...,n), tratadas como re-
alizagdes de uma varidvel aleatéria Y = (Y;), independentes e idénticamente distribuidas
com média m; = E(Y).

O modelo de regresséo linear clédssico fornece uma estimativa do valor esperado da
varidvel de resposta em termos de uma fungéo linear de um conjunto limitado de varidveis

explicativas (predictor variables) z1, 2, ..., xp. Formalmente

L4 2
o
Y =8y + Zﬂimij +¢; com g ~ Nor (O, ;) , (3.5.1)

=1 *
onde w; é um ponderador associado i observagéo i. De maneira equivalente, temos

e 2
Y ~ Nor | Bo+ Y Biwij,

g
W
i=1 '

Admite-se assim que as observagdes Y;, condicionalmente aos valores das varidveis ex-

. . . . o o~ T _ _— P .

plicativas, seguem uma distribuigdo Normal com média E(Y|z) = m; = Sg+>_ =1 Biij
e varidncia 02 /w;, e que os termos aleatérios siao independentes.

Em alternativa, os GLMs providenciam um método para estimar uma funcio da mé-

dia da varidvel de resposta, expressa em termos de uma combinacéo linear das varidveis

explicativas. Em termos formais,

p
9(B(Y|z)) =g(ms) =Bo+ Y Bazwi; =1 (x), (3.5.2)
i=1

onde g denota uma funcéo de ligacdo (denominada link function) e a varisncia, Var (Y) =
@V (m;) /w, compreende uma funcio de varidncia V (m;), um parametro de escala
(¢ > 0) e ponderadores prévios w. A funcdo linear das varidveis explicativas, n(z), &

chamada de previsor linear (linear predictor).

'“Para uma anélise detalhada dos modelos lineares generalizados veja-se, por exemplo, McCullagh e
Nelder (1989) e Lindsey (1997).
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Em suma, o modelo linear generalizado caracteriza-se por trés ingredientes bésicos:

e Uma varidvel de resposta, Y, observada independentemente para valores fixos das

varidveis explicativas

e Um conjunto de varidveis explicativas incorporadas num previsor linear 7 (z) =

Bo+ 351 Bizij

e Uma funcdo de ligacio invertfvel, que relaciona a varidvel de resposta com o pre-

visor linear, g (m;) =7 (z), m =g~ (n(x))

3.5.2 Familia exponencial natural e link canénico

Admitamos que as observages y; sdo independentes mas nao idénticamente distribuidas.
A funcéo densidade de probabilidade f(:|8;,¢) de y; provém da familia exponencial

natural com pardmetro 0; e é representada, de forma genérica, por

f(yi,0;,0) = exp (yz—gl—is—b—@wl +c (yi, g—)) ¥ €8, (3.5.3)
1
onde § denota o suporte (subconjunto dos nimeros inteiros N ou dos reais R), w; sim-
boliza um ponderador para cada observagio, ¢ representa um parametro (constante)
de escala, que expressa a magnitude e importincia do fenémeno de sobredisperséo na
amostra e #; denota o chamado parametro natural. As funcdes b(-) e c(-) determinam
a lei probabilfstica (Poisson, Normal, Binomial, Gamma,...) particular em anlise.
Demonstra-se que o valor esperado e a variancia de Y; sdo dados, respectivamente,
por (McCullagh e Nelder, 1989)

d
m; = E(Y})=@b(9¢)

2
Var(Y;) = %%gb(ai) - %V(mi).

Note-se, em particular, que a funcdo de varisncia depende de duas parcelas: uma
primeira, V(m), correspondente 4 fungéo de varidncia, que depende apenas do pardmetro
6 (e, portanto, da média m); uma segunda, que depende unicamente do pardmetro de
sobredispersao ¢ e dos ponderadores w;.

Os GLMs proporcionam um tratamento estatistico unificado de um conjunto de

distribui¢oes de probabilidade habitualmente usadas para modelar a mortalidade.
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Como se observa no Quadro 3.5.1, estas distribuigdes possuem uma fungio de densi-

dade que pode ser encaixada na formulagdo geral (3.5.3).

Lei de Suporte S Densidade de 6 =0(m) b(6) 1)
Probabilidade Probabilidade
Bernoulli {0,1} m¥ (1 —m)~Y In{%- In(l1+€f) 1
Bin (1,m)
Poisson {0,1,2,...} my;!_m Inm e 1
Poisson (m)
2
Normal R ;—lﬂe(_ﬁ’(y—m) ) m %E o?
Nor (m,o?)
Gamma R* ﬁmg‘lyml_le(_m”) — 2 —In(-6) mll

ga,m (ml ) m?)

Quadro 3.5.1: Distribuigoes de probabilidade englobadas na familia exponencial natural

As fungbes de variadncia correspondentes as distribuicbes mencionadas no Quadro

3.5.1 sao sintetizadas no Quadro 3.5.2:

Lei de Média Funcao de varidncia  Variancia
Probabilidade —m =¥ (8) V(m) = b"(6) oV (m;)/w;
Binomial m= 1—_7_’;% m(1—m) el
Poisson m = expb ™m &
Normal m=20 1 91;
Gamma m=-1/6 m?2 ;{iv

Quadro 3.5.2: Média e varidncia associada as distribui¢des de probabilidade englobadas

na familia exponencial natural

Cada uma das leis de probabilidade acima enunciadas e pertencentes a familia expo-
nencial natural possui uma link function especifica. Esta funcao, dita de link candnico,
é definida por @ = 7, onde 6 é o pardmetro canénico. A ligacdo canénica é tal que
g (m;) = 6;. As fungdes canénicas sio apresentadas no Quadro 3.5.3. Como se observa,
a lei de Poisson privilegia o link logarftmico, enquanto a lei Binomial adopta o link logit.
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Lei de Probabilidade Funcgéo de link canénico

Poisson n=Inm
Binomial n=In (-1—?51—)
Normal n=m
Gamma n=1/m

Quadro 3.5.3: Fungdes de link candnico associadas as principais leis de probabilidade

pertencentes 4 familia exponencial natural

Nos GLM’s, as estimativas dos parametros do previsor linear obtém-se com base num
procedimento iterativo, usando o método dos mfnimos quadrados ponderados.'> Em
termos formais, os estimadores de méxima verosimilhanca dos parametros 3,, 84, ..., Bo
maximizam a seguinte fungéo de log-verosimilhanca

izimax
InV(0|y¢) = Z In f (y;| 6, @)
1=tmin
1=%max y _ 1=imax
= Y & —w; + > c(%:9)
1=%min 1==imin
=3 Z w; (yi6; — b (6;)) + constante,

ou seja, sao solugdes das equacgdes

OV (6| y,¢)

=0, j=0,1,...,p.
3,3j J b

Para avaliar a qualidade do ajustamento, i.e., a capacidade do modelo para repre-
sentar os dados observados, McCullagh e Nelder (1989) defendem a utilizacdo de uma
medida de bondade do ajustamento entre os dados observados e os valores ajustados
gerados pelo modelo denominada de (scaled) deviance, D (y; m), cujo valor se obtém a

partir da expressao
D(y;m)=2L(y;y) — 2L (M3 y), (3.5.4)

onde L(-) = InV(8|y,9), m = (my,...,my), L(y;y) representa a log-verosimilhanca
quando os valores observados coincidem com os valores estimados (modelo saturado,

em que existem tantos pardmetros quantas as obervagdes), e L (72;y) denota a log-

!3Para mais detalhes sobre o método de estimacdo veja-se, e.g., McCullagh e Nelder (1989).
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verosimilhanga do modelo ajustado 7. Como £ (y; y) ndo depende do modelo utilizado
e a deviance mede o desvio entre os valores observados e os estimados, maximizar a
verosimilhanga L (7i; y) equivale a minimizar D (y; 1) com respeito a m, sujeito as
restrigoes impostas pelo modelo.

O valor de D (y; 1) é aproximado assintéticamente por uma distribui¢do Chi-quadrado
com (n — p) graus de liberdade, X'r21,—p7 onde p denota o nimero de pardmetros do mode-
lo ajustado. A deviance desempenha um papel importante, ndo tanto como medida
absoluta da qualidade do ajustamento, mas sobretudo pela sua magnitude relativa, per-
mitindo efectuar comparaces entre os vérios modelos analisados. Por exemplo, se qui-
sermos avaliar o impacte resultante da adicdo de uma varigvel explicativa ao modelo, no
caso em que Ho € o modelo a validar e H; a sua correspondente extensao e g e ] 08
respectivos valores ajustados, a diferenca

D(y; ) =D (y; ) = [2L(y;y) — 2L (ho; y)] — [2£ (33 ¥) — 2L (1hy; y))
= 2L (113 y) — 2L (vho; y) (3.5.5)

corresponde & estatfstica récio de verosimilhanca para contrastar Hy vs H,, distribuida
aproximadamente por x?.

O diagndstico do modelo pode ainda ser feito com base na anélise de outras estatfs-
ticas (e.g., estatistica de Pearson, Pseudo-R?,...) e na avaliacdo do comportamento dos

residuos do modelo. 16

3.5.3 Modelos Lineares Generalizados e graduagio

A aplicagdo dos GLMs em problemas de graduagéo é analisada na literatura actuarial por
Renshaw (1991), Renshaw e Hatzopoulos (1996), Haberman e Renshaw (1996), Verrall
(1996), Delwarde et al. (2004), entre outros. Nesta secgao, ilustramos a aplicacio desta

metodologia analisando, em particular, o problema da graduagdo de g; com base em

16 Registe-se ainda que, como salientdmos anteriormente, o problema da modelacio requer um equilibrio
entre a qualidade do ajustamento e a sua complexidade, associada ao aumento do ndimero de parimetros
a estimar. Uma forma de considerar este potencial trade-off consiste em recorrer i estatistica Cp de
Mallows (Venables e Ripley, 2002), definida da seguinte forma

C,,=R—:5§+2p——n,

onde RSS representa a soma dos quadrados residuais, 62 denota a variéncia do erro e p simboliza
novamente o nimero de pardmetros do modelo. O modelo serd tanto melhor quanto menor for o valor
de Cy, ou seja, a medida de qualidade do ajustamento do modelo (RSS) & penalizada pela complexidade
associada a0 mimero de parmetros. Indicadores como o critério BIC (Bayesian Information Criterion)
e AIC (Akaike Information Criterion) podem igualmente ser usados para. este efeito.
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

fungdes do tipo LGM (r, s) sem componente polinomial e considerando a transformacéo
logit, e o problema da graduagdo de p, adoptando funcdes do tipo GM (r,s), r =0 e

transformacéao logarftmica. Sdo ainda abordados alguns casos mais gerais.

Graduacao de ¢,

Consideremos em primeiro lugar o problema da graduacio de g,. Tal como na Secgéo
3.4, assumimos que a varidvel aleatéria D, segue uma distribuicdo Binomial com 6bitos
independentes entre si, i.e., Dy ~ Bin (E;, gz).

A expressao geral da fungio de verosimilhancga é dada por

L(g) = zﬁx (fz;:)qzdz (l_qz)E:-—dz

T=Tmin

Tmax

o« ] &™1-g)=*

T=Tmin

= exp { ix [d:c log (qz) + (E:z: - d:l:) log (1 - qz)]}

=Tmin

= exp{ zf [dx log (l—fi(-]—) + Eglog (1 —Qx):l }

X

T=Tmin

No que respeita as link functions, o Quadro 3.5.4 resume as possibilidades sugeridas
por Renshaw (1991):17

Funcao link canénico Fungao inversa
Logit ne = log (1—%) 9z = %I;;(pﬂ(%
Log-Log Ny = —log (—log (¢z)) gz = exp (—exp (—n;))
Log-Log Complementar 7, =log(—log(l—¢;)) ¢ =1—exp(~exp(n,))
Probit e = 27 (¢a) ¢ =@ (ng)

Quadro 3.5.4: Fungdes de link canénico usadas em problemas de graduacéo

onde ® designa a fungao de distribui¢do cumulativa de uma varigvel com distribuigéo
normal padronizada.

A titulo demonstrativo, analisemos em profundidade a aplicacio da transformagéo
logit considerando um previsor linear do tipo Gompertz-Makeham, i.e., uma fungéo do

17Registe-se, a este propésito, que na teoria dos GLMs é mais usual a definicdo do link em termos de
E[D:] = Ezq., uma reparametrizaco trivial que ndo altera a esséncia do modelo.
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

‘tipo LGM(r, 8), no caso particular em que r = 0. Em termos formais,

GM(0, s

Neste caso, o0 modelo a ajustar é definido por

s—1
log (ﬁ) =, =GM(0,5) = Y B;7, (3.5.6)
T =0

donde se retira que as probabilidades graduadas sdo calculadas mediante

R exp (7))
= — 3.5.7
® = T exp (7) (3:3.7)

Para avaliar a qualidade do ajustamento, a medida de bondade adequada (scaled

deviance) é definida por

DY -m)—zxix d, log (2= +(By —dg)lo Lozdy (3.5.8)
’H = L z 10g e T T g E, — 1y P -9.

onde 7, = g~ (),) representa os valores ajustados pelo modelo.!8

Graduacao de p,

Neste caso, a graduagao é realizada no pressuposto de que o niimero de 6bitos observado,
dz, € modelado em termos de realizacoes independentes de varidveis aleatérias Poisson

" Partindo da cléssica lei de Gompertz para a forca de mortalidade (i.e., i, = Bc®), Renshaw (1991)
demonstra ainda que é possivel transformar um modelo n3o linear num modelo linearizével, por exemplo
em termos de gz, recorrendo ao link log-log complementar. Em termos mais especificos

Ny = log (~log (1 — ¢z)) = B, + B2,

onde ¢ = exp (8,) e B = log(c)exp (B,)/ (c — 1). O autor prova, deste modo, que & possivel estimar o
modelo de Gompertz recorrendo a um modelo linear generalizado, envolvendo a distribuicio Binomial,
link log-log complementar e uma fungéo linear do tipo GM (0,2). Para melhorar a qualidade do ajus-
tamento, o autor sugere ainda a extenséo do modelo mediante a adi¢do de termos ao previsor linear, ou
seja, adoptando um modelo do tipo

com valores graduados determinados por

gz = 1 —exp (—exp (9,)).
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

D;, condicionadas por E;, o nimero de expostos centralmente ao risco, i.e.,
Dy ~ Poisson (Ezpu,) . (3.5.9)

Os elementos necessdrios para implementar o modelo GLM apropriado sao, neste

caso, dados por
varidvel de resposta {d;}, com my = Ezp,, V(m)=my, ¢=1, wy =1 (3.5.10)
ou, de forma equivalente,

varidvel de resposta {&} , com mg = g, V(m)=mg, ¢=1, wy = E;. (3.5.11)

E;

Nos casos, j4 mencionados, em que a anédlise da mortalidade da populagdo segura se
baseia em dados sobre o nimero de apélices e existe a possibilidade de um individuo
deter duas ou mais apdlices, o pardmetro de sobredispersio ¢ toma um valor superior &
unidade.

A expressao da fungdo de verosimilhanca correspondente é dada por

Tmax de goer (—
cw = I (Ezpty) ?1:!)( Expy)

T=Tmin

Tmax

o exp| Y (dglog(Es)+dglog(p,) — Enpsy)

T=Tmin

Admitamos agora que p, é graduada usando um previsor linear do tipo GM (0, s) e
link logaritmico, com varidvel de resposta d, i.e.,

log(m;) = n, =log(Ezu,) = log (E;) + log ()

s~1

= log(Es)+ Y B;al. (3.5.12)

=0
Como se observa, neste modelo o previsor linear é aumentado de um regressor com
coeficiente conhecido (designado por offset, com valor igual a (+1), log(E;)). Este
procedimento permite a inclusdo do termo respeitante a exposicéo d; log (E;) na funcéo

de verosimilhanca.
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Neste caso, os valores graduados sdo estimados mediante

s—1

fo =exp (i) =exp | Y Bz’ | (3.5.13)
=0

A medida de bondade do ajustamento (unscaled deviance) adequada &, neste caso,
definida por
Tmax d
~ T ~
D(y; ) = 21;. [dz log (—ﬁl_a;> —(dy — mz)] , (3.5.14)
onde hy = g~! (f),) representa, uma vez mais, os valores ajustados pelo modelo.
Nos casos em que o fenémeno de sobredisperséo est4 presente, Renshaw et al. (1996)
propoem a afericao da qualidade do ajustamento pela denominada scaled deviance,

definida por

N D(y; m
S(y;m) = ———(Z; ), (3.5.15)
com parametro de escala ¢ estimado por
A D(y:
3= 2™ (3.5.16)
v
ou, em alternativa, por
21 TR [ (de ~1hy)?
= - —_—, 3.5.17
¢ v wz;min [ Ma ( )

onde v representa os graus de liberdade da estimacéo.

3.5.4 Abordagem dual

Renshaw e Haberman (1996) e Renshaw et al. (1997) desenvolvem uma metodologia
alternativa (dual approach), em que assumem que o nimero de individuos expostos cen-
tralmente ao risco pode ser expresso em termos de realizacdes independentes de varigveis
aleatérias Gamma, condicionadas pelo correspondente nimero de 6bitos, ou seja,

E; ~ Gamma (dy, py) - (3.5.18)

Os elementos necessdrios para implementar o modelo GLM apropriado sdo, neste

caso, dados por

varidvel de resposta {E;}, com my; = dzﬂi, Vim)=m2, ¢ =1, wy =d, (3.5.19)
T
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ou, de forma equivalente,

' E. 1

varidvel de resposta {-(-i—z-} , com mg = o V(im)=m2, ¢ =1, wy =d.. (3.5.20)
¢ T

Admitamos novamente que p, é graduada usando um previsor linear do tipo GM (0, s)

e link logarftmico, com varidvel de resposta E, i.e.,

log(ms) = 7, = log (Z—) — log (dz) ~ log(i,)

T

s—1
= log(ds)+ Y Bja. (3.5.21)
j=0

Como se observa, o objectivo da graduacio é agora a denominada, forca de vitalidade,
1/p,, e ndo a forga de mortalidade. No demais, a estrutura do modelo é ansloga &
apresentada em (3.5.12), com a diferenga de que neste caso log (d;) é declarado como
offset. Em resultado, os coeficientes estimados para os paramétros das equacdes (3.5.12)
e (3.5.21) sdo idénticos em magnitude, mas opostos em termos de sinal.

Em suma, os autores demonstram que a graduacao de u, mediante fungGes paramétri-
cas, admitindo que os 6bitos observados sdo modelados em termos de realizacdes inde-
pendentes de varidveis aleatdrias do tipo Poisson equivale, na prética, & abordagem dual,
na qual os individuos expostos centralmente ao risco sdo modelados como realizacdes in-
dependentes de varidveis aleatérias gamma, condicionadas pelo nimero observado de
6bitos.

A equivaléncia entre as duas abordagens resulta evidente quando constatamos que a

funcdo de verosimilhanca V(u,) associada a (3.5.18)

de
V (1s) = exp (~ Eapty) %If‘(—j)

difere da que se obtém para a distribuicdo de Poisson (3.5.9)

Eyu,)%
V(/Jz) = €exp (_E-'E/J'z) ( :')
!

apenas por um factor multiplicativo.!?

19As vantagens proporcionadas pela abordagem dual, face & graduagio tradicional, na graduacio de
tdbuas seleccionadas sdo discutidas em detalhe por Renshaw et al. (1997).
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3.5. Modelos Lineares Generalizados

3.5.5 Modelos Nao-Lineares Generalizados e graduacio

Analisemos de novo a graduagao de ¢, considerando agora o caso mais geral em que o

previsor é nao-linear e do tipo LGM(r, s)

GM(r,s)

% = LOM (1) = T oM )

donde facilmente se deriva

dz 1
=GM(r,s) e =1+ GM(r,s).
- (r,s) T (r,s)

Logaritmizando a funcdo de verosimilhanca, obtemos

Tmax r E
logL(q) = Z log (dm) +dzlog (¢;) + Egplog (1 — qz) — dg log (1 — qx)}
T=Tmin - z
Tmax E
= Z log ( z) + dg log < & ) + Ezlog (1 - qz)]
T=ZTmin - dx 1- =
[ (E g 1
= lo z—l—dlo( m)—Elo( )]
z=§min' g<d$> =08 1—q-'E =08 l—qﬂv
Tmax r E:z;
= Z log (d ) + dzlog (GM (r,s)) — Eylog (1 + GM (r, s))J .
T=Tmin T
Se desprezarmos os termos constantes, os coeficientes § = {a,;8,} das fungoes

GM (r, s) sdo estimados por méxima verosimilhanca ou, o que ¢ equivalente, resolvendo

o seguinte problema de minimizacao

Zmax
0 = arg min{ Z [Ezlog (1+GM (r,s)) — dy log(GM (r, s)]} . (3.5.22)
o T=Tmin

Em suma, a utilizacao do previsor néo linear com o link identidade (odds)

mzaMmg=l%q (3.5.23)

permite obter valores graduados mediante a funcio inversa

o= —12 . (3.5.24)
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Retomemos o caso da graduacao da forga de mortalidade p,. Se considerarmos um
previsor nao linear do tipo GM (r, s), distribui¢do de Poisson e link identidade, i.e.,

Ny = gy = GM (1, 8) (3.5.25)

e substituirmos na fungio de verosimilhancga, obtemos

L () =exp [ ix (dglog (Ez) + dglog (GM (r,8)) — EGM (r,s) — log (dm!))J .

I=Tmin

Ignorando os termos constantes (que nédo dependem de u,), os coeficientes 8 das
fungdes GM (r, s) obtém-se por maxima verosimilhanga, i.e., resolvendo o seguinte pro-

blema de minimizagao

6= argernin { f [ExGM (r,s) — dy log (GM (r, s))]} . (3.5.26)

T=Tmin

Renshaw (1991) desenvolve uma abordagem alternativa & graduacio de modelos néo
lineares, envolvendo a utilizagdo de uma aproximacao linear aos termos néo lineares do
modelo paramétrico em andlise. Consideremos, a titulo de exemplo, a cldssica lei de
Makeham 7, = A + Bc®. Introduzindo uma reparametrizacéo trivial desta equacio,

podemos escrever
Ny = a+ Bexp(¢z), (3.5.27)

onde o = A, = B e ¢ =In(c).
Representemos por

9 (x;¢) = exp (¢)

o0 termo néo linear num qualquer previsor linear. Se efectuarmos uma aproximacio de

Taylor (de 1* ordem) em torno dos valores iniciais ¢y,

9(;9) = g (z;60) + (¢ — ¢o) (g%>¢—¢

o termo nao linear em (3.5.27), Bexp (¢z), pode ser substituido por

Bu+ ¢, (3.5.28)
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3.6. Modelo de Heligman-Pollard

onde
99

9¢

O procedimento de graduacdo sugerido envolve entdo as seguintes etapas:

u = g(z;6), §=< >¢=¢0 e y=8(4—¢)-

1. Conhecido o valor inicial ¢y, sdo calculados os valores das varidveis explicativas
u = exp (o) € € = v exp (Joo);

2. Estimam-se os pardmetros 3 e v mediante um qualquer procedimento de ajusta-

mento;

3. O valor de ¢ é actualizado usando

=3

$1=¢p+ =.

=

4. O procedimento é repetido até que seja alcancada a convergéncia. Renshaw (1991)
adverte que a convergéncia do processo iterativo ndo é garantida caso os valores

iniciais de ¢ sejam muito distintos do seu “verdadeiro” valor.20

Na medida em que o objectivo é graduar p,, é natural o recurso & distribuicdo de

Poisson e ao link logarftmico.

3.6 Modelo de Heligman-Pollard

Inspirado nos trabalhos de Thiele (1872), 0 modelo de Heligman e Pollard (1980) repre-
senta uma formulagéo paramétrica alternativa as discutidas nas seccdes anteriores, sendo
amplamente utilizado em estudos de mortalidade. Aplicada originalmente a dados de
mortalidade da populagio australiana no periodo pés-guerra, esta lei serviu de base a
indmeras investigacoes nos Estados Unidos (Mode e Busby, 1982), Inglaterra (Forfar
e Smith, 1987; Renshaw, 1992; Benjamin e Soliman, 1993), Suécia (Hartmann, 1987;
Kostaki, 1992) e Espanha (Felipe e Guillén, 1999), entre outros, em especial a partir do
momento em que as Nagoes Unidas promoveram o ajustamento da mortalidade através
da denominada primeira lei de Heligman-Pollard.
Na sua formulagdo mais genérica, o modelo adopta a seguinte representacio

- fxqw = iAi exp [—Bi (f; (z) ci)Df] 0<z < oo, (3.6.1)

i=1

2YNos estudos empiricos realizados o autor conclui que um valor inicial de ¢, = 0,0005 assegura uma
convergéncia réapida do procedimento iterativo.
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onde A;, B;, C; e D; (i = 1,2, ...,n) sdo pardmetros a estimar e f; (z) é uma funcio de z
(normalmente Inz ou simplesmente z). Os autores argumentam que n = 3 é suficiente
para obter bons niveis de ajustamento e evita o problema da sobreparametrizacgao.

Na realidade, as trés formulagoes efectivamente usadas pelos autores foram as seguintes:
e 1% Lei (versao A) de Heligman-Pollard

qu_q = AG+B | Dexp [—E (Inz - In F)2] +GH® (3.6.2)
— Yz

e 1° Lei (versdo B) de Heligman-Pollard

Gz = AEHB)C 4 Dexp [——E (Inz —1In F)2] + 1—-% (3.6.3)
e 2° Lei de Heligman-Pollard
Qz = AE+B)C 4 Dexp [—-E (Inz —In F)2] + —1% (3.6.4)
o 3° Lei de Heligman-Pollard
— AGE+B)° - - 2 GLGEK_
O +Dexp[ E(lnz — InF) ] e (3.6.5)

O modelo de Heligman-Pollard apresenta algumas vantagens face & maioria das leis
de mortalidade apresentadas no capitulo anterior. Com efeito, a an4lise da equacao base
do modelo, enunciada em (3.6.2), permite verificar que:

e A funcdo é continua

e Aplicdvel a todo o intervalo de idades 0 < z < oo

e A probabilidade graduada ¢, est4 compreendida no intervalo [0, 1]
o Os parametros tém uma interpretagio demografica e biolégica

¢ E suficientemente flexivel de modo a ajustar uma grande variedade de experiéncias

de mortalidade

O niimero de parametros ¢ relativamente diminuto, se considerarmos que a funcgao

é aplicdvel a todo o intervalo de idades que compdem o arco da vida humana.
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A equagdo base (3.6.2) inclui trés termos distintos, cada um deles espelhando uma
componente distinta da mortalidade.

O primeiro termo, uma funcdo exponencial rapidamente decrescente, reflecte a
diminuigdo da mortalidade durante os primeiros anos de vida. Esta componente é mod-

elada por trés parametros, com a seguinte interpretacao:

e O pardmetro A, que assume valores no intervalo [0, 1] e é aproximadamente igual

a g1, estd directamente relacionado com o nfvel da mortalidade infantil e juvenil.

e O parametro B ¢ indicativo do nivel de mortalidade infantil gy que, de acordo com
o modelo, assume valores no intervalo [g;,0.5]. Na prética, B assume valores muito
reduzidos, pelo que o seu efeito é negligencidvel para r > 1. No caso particular em
que B =0, go = 0.5, independentemente dos valores dos parametros A e C.

o O parametro C, que assume igualmente valores no intervalo [0, 1], est4 associado
4 taxa de decréscimo na mortalidade. Quanto maior for o seu valor, mais répido é

o decréscimo na mortalidade.

O segundo termo, uma funcao semelhante a lognormal, representa a mortalidade
nas idades adultas intermédias (entre os 10 e os 40 anos). Est4 referenciado na literatura
demogréfica e actuarial como descrevendo a mortalidade acidental para ambos os sexos
(accident hump) e a mortalidade maternal para a populagiao feminina. Trata-se, na
pratica, de uma componente de mortalidade adicional, sobreposta & curva natural de
mortalidade, expressa pelos restantes dois termos da equagéo (3.6.2). Os seus parametros

tém a seguinte interpretacao:

e O parametro D, D € [0,1], estabelece a severidade da pardbola correspondente
a mortalidade acidental. Quanto maior for o seu valor maior serd o impacto dos

acidentes sobre a mortalidade total.

e O parametro E, E € [0,00), condiciona a dispersiao em torno do pico de mortali-
dade, pelo que a um valor mais elevado de E corresponde um pico de mortalidade

concentrado num intervalo de idades mais estreito.

e O parametro F' indica a localizagdo do pico de acidentes.

O terceiro termo traduz a tradicional lei de Gompertz, que reflecte o crescimento
exponencial da mortalidade nas idades mais avancadas. Integra dois pardmetros com a

seguinte interpretacao:
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e O parametro G indica o nivel de base para a mortalidade sénior e toma valores no
intervalo [0, 00).
e O pardmetro H espelha a taxa de crescimento na mortalidade sénior.
Hartmann (1987) demonstra que todos os parametros da primeira lei de Heligman-
Pollard séo positivos e que a fungéo apenas estd definida para z > 0, pelo que é necesséria

uma ligeira modificacdo para a especificar & idade 0. O autor sugere, em particular, o

seguinte valor

lim( %= )=A30+G=@.
a—0\1— gz Do

A segunda e terceira leis de Heligman-Pollard, que diferem da primeira apenas no
termo concernente 4 mortalidade sénior, apresentam variacdes destinadas a captar de
forma mais adequada o comportamento nas idades mais avancadas. Na segunda lei, o
pardmetro K é o tnico a poder assumir valores negativos. Ainda assim, Heligman e
Pollard (1980) sustentam que a interpretacio dos parametros permanece vilida.

Os autores salientam ainda que os valores de G e H na terceira lei sdo bastante
afectados pela direc¢do e extensdo da curvatura da mortalidade nas idades avancadas,
e que nao é claro que preservem algum significado demogréfico. Contudo, X pode ser
entendido como uma trasnformacdo da escala de idades. Refira-se ainda que, no caso
particular em que K = 1, as segunda e terceira leis se reduzem a (3.6.3), com K a
determinar o grau de curvatura da funcgao.

As leis de Heligman-Pollard podem ser usadas, quer para graduar tdbuas de mortali-
dade contemporaneas quer, como veremos no Capitulo 6, para construir tdbuas dinami-
cas. As estimativas dos parAmetros do modelo obtém-se através do método dos minimos

quadrados ponderados nao lineares, i.e., minimizando

9=argmin{ Zix Wy (¢z —f(w;e))2}a

9

T=Tmin

onde w, denota os ponderadores, f(z;0) a fungdo a ajustar e as demais varidveis as-
sumem o significado habitual.

Numa anélise sobre a evolucdo temporal dos parametros do modelo, Congdon (1993)
argumenta que este estd sobreparametrizado. Em consequéncia, fixa alguns dos parame-
tros da segunda lei (considera, por exemplo, que A e B sio iguais a qq e gy, respectiva-
mente), que adopta em estudos empiricos de graduagio. Hannerz (1999, 2001) propde
uma alternativa & lei de HP destinada a ajustar a evolucio recente da mortalidade da

populagao feminina sueca.

86



3.7. Indicadores de qualidade do ajustamento

Outra solugao, sugerida por autores como Carriere (1992, 1994) e Rempala e Szatzschnei-
der (2004) consiste, como vimos no Capftulo 2, em graduar usando combinacdes de
funcoes paramétricas. Mais recentemente, Dellaportas et al. (2001) adoptam a andlise
Bayesiana e usam técnicas de simulagido de Markov Chain Monte Carlo (MCMC) para
simular o comportamento dos parametros da lei de Heligman-Pollard.

3.7 Indicadores de qualidade do ajustamento

Uma vez ajustado o modelo, i.e., estimados os pardmetros da fungéo f (z;0) através de
um dos métodos acima enunciados, é fundamental avaliar a qualidade do ajustamento, ou
seja, a sua capacidade de descrever adequadamente a realidade observada. Essa afericao
pode ser feita com o auxflio de indicadores, que medem a qualidade do ajustamento e
possibilitam a comparagdo dos resultados proporcionados pelas diferentes metodologias.
Nesta seccdo, seguimos de perto Benjamin e Pollard (1980) e Forfar et al. (1988) e
descrevemos, de forma sucinta, os principais indicadores sugeridos na literatura e usados

em estudos de graduacio.

Desvios absolutos e desvios relativos

O procedimento de graduagdo permite obter os valores ajustados para os diferentes
indicadores de mortalidade (g; ou p ), com base nos quais é possivel calcular facilmente
o ntmero de 6bitos esperados, dz "+, bastando para tal a multiplicacio pelos expostos
(inicialmente ou centralmente) ao risco. Designemos por Dev, o desvio absoluto para

cada idade z, i.e.,
Devy = dy — d3® (3.7.1)

e por z; os correspondentes desvios relativos (Pearson residuals), com

Y = Dev,
* VVar (dg)’

onde Var (d;) denota a variancia do nimero de ébitos, calculada segundo as hipéteses

(3.7.2)

assumidas para a distribuicdo de probabilidade da varidvel aleatéria. Posto isto, a quali-
dade do ajustamento é aferida averiguando se os desvios estdo distribuidos de forma
aleatéria (quando considerados sequencialmente), e se a sua distribuicio est4 de acordo

com as hipéteses subjacentes a0 modelo (Binomial, Poisson, etc.) adoptado.?!

21 A maior parte dos testes estatfsticos assume que o nimero de 6bitos segue uma distribuicido aprox-
imadamente Normal, uma hipdtese razodvel apenas nos casos em que di*P ¢ suficientemente grande
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Teste dos sinais

O teste dos sinais (signs test) considera apenas o sinal (positivo ou negativo) dos desvios.
Se admitirmos que em cada idade a distribui¢do do mimero de 6bitos tem média igual &
mediana (como é o caso da distribuicdo Normal, mas ja nao acontece com a distribuicio
de Poisson), a probabilidade do sinal de cada desvio ser positivo ou negativo é igual a
1/2, e o nimero de sinais positivos (ou negativos) segue uma distribuicao Bin ~ (n, -21-)
Seja ny (n2) o nimero de sinais positivos (negativos) e n = ny + ny o nimero de idades

consideradas. Neste caso, temos

P(n, = k) = k—'(nL_k)—' : (%) (3.7.3)

com valor esperado e varidncia iguais a n/2 e n/4, respectivamente. Quando n é grande,

podemos assumir que n; segue uma distribuigdo aproximadamente Normal e calcular a

estatistica

wST = (_p;_?ro_), com op = B](lT_ﬂQ e W5T ~ Nor (0,1) (3.7.4)
P

onde mg = 0.5 e p denota a proporgio de valores abaixo (ou acima) de (.22

Teste das sequéncias ou das mudancas de sinal (Runs Test)

Admitamos que o nimero de 6bitos em cada idade tem uma distribuicio Normal, que os
desvios calculados em cada idade sdo independentes, que os sinais dos desvios sdo dis-
tribuidos aleatériamente e que as sequéncias de desvios sucessivos com o mesmo sinal no
sa0, nem muito grandes, nem muito curtas. Denotemos por R o nimero de sequéncias
(runs) de um ou mais desvios consecutivos com o mesmo sinal. Se n; > 20 (i =1,2), a

distribui¢do do nimero de sequéncias é aproximadamente Normal com média

E (R) _ 2n1n2

(e.g., dz® > 5). Quando tal ndo acontece (e.g., nas idades extremas), recomenda-se que previamente &
aplicagiio dos testes seja feito o agrupamento de idades até que este valor seja atingido.

22Em alternativa, podemos recorrer a distribuicdo Binomial e calcular a probabilidade, p(+), de que
0 nuimero de sinais positivos néo exceda o valor observado. Se o valor de p(+) for muito reduzido (e.g.,
p(+) < 0.025), o nimero de desvios positivos ¢ inesperadamente baixo, enquanto que se for muito elevado
(e.g., p(+) > 0.975), o nimero é anormalmente alto. Em qualquer dos casos, a conclusio a retirar é a
de que as probabilidades graduadas estio muito afastadas (para um dos lados) dos valores observados,
nio representando por isso de forma adequada a experiéncia sob investigacdo. Em alternativa ao teste
dos sinais, o teste de Wilcoxon (Wilcozon signed-rank test) considera, quer o sinal, quer a magnitude
dos desvios.
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3.7. Indicadores de qualidade do ajustamento

e varidncia
2n1n2 (2n1n2 - n)

n?(n—1)

Var (R) =
Nestas condigGes, a estatistica de teste utilizada 623

_R-E(R)

vVar (R)’

Teste de Kolmogorov-Smirnov

whT WL ~ Nor (0,1). (3.7.5)

O teste de Kolmogorov-Smirnov (KS) considera a distribui¢do do desvio méximo absoluto
entre duas distribuicdes acumuladas. Pode ser usado na graduacgdo para comparar as
distribuigSes dos 6bitos esperadas e observados entre as idades Tmin € Tmax- Seja D%t =

ko dj, 0 nimero observado de 6bitos e D*P = o dp'® o correspondente valor

esperado. As respectivas distribuicdes acumuladas sio definidas por

1 1 =
F(:z:)=-Da—ct Z di | e por G(.’L‘)=Dexp Z d;?

k=zmnin k=Zmnin

A diferenca méxima, (absoluta) entre as duas distribuicdes & igual a
Dev™™ = Maz |F (z) — G (z)].
z

A estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov, WKS , € definida por

(3.7.6)

Dact Dexp '213
PDact + Dexp)

WKS = Dey™max (

e tem distribuigdo conhecida, de modo que a probabilidade, p(W XS ), pode ser calculada
e tabulada. Assim, uma vez determinado o nivel de significAncia do teste, & possfvel
comparar WXS com o respectivo valor critico e concluir sobre a rejeicdo ou nio da
hipétese nula de que as distribuigdes séo iguais.24

BEm alternativa, podemos sempre calcular a probabilidade exacta, p(runs), de que o valor R seja
menor ou igual ao valor observado de sequéncias. Um valor demasiado pequeno para p(runs) significa
que 0 nimero de mudangas de sinal ¢ muito reduzido, o que é tfpico de uma graduagdo demasiado linear
face aos dados observados, ou seja, sinaliza um ajustamento desajustado do modelo.

1A aplicagdo do teste de KS neste contexto deve ser feita com cautela, na medida em que a hipétese de
que as séries so independentes ndo se verifica na pratica. Com efeito, recorde-se que os 6bitos esperados
sdo calculadas com base em indicadores estimados a partir dos valores observados para as varigveis.
Ainda assim, Forfar et al. (1988) argumentam que o teste & itil para despistar modelos desadequados
com, por exemplo, valores muitos elevados para Dev™>* (ou, de forma equivalente, valores muito baixos
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Teste do Chi-Quadrado

O teste do Chi-quadrado é um dos testes ndo-paramétricos mais usados para avaliar a

qualidade do ajustamento. A estatistica do teste

Tmax wmax 2
X = Z (z:c Z Var (d (3.7.7)

tem distribuicao de X121—  com (n — k) graus de liberdade, onde n representa o ntimero de
idades (ou grupos de idades) graduadas e k denota o niimero de parametros da fungso
paramétrica usada. A probabilidade de obter um valor x? superior a um valor obser-
vado, p (Xz), pode ser calculada de forma exacta recorrendo a algoritmos matemaéticos.
Em alternativa, se o nimero de graus de liberdade for grande (e.g., n — k > 30), a

probabilidade pode ser estimada com recurso & estatistica

t (o) = Vo2 —-V2n—k) -1, ¢t (x?) ~ Nor (0, 1) (3.7.8)

Uma vez fixado o nivel de significdncia «, a decisdo sobre a rejeicio da hipétese nula

é feita com base na comparagdo entre o valor da estatfstica de teste e o valor critico

Xi—k (a).2®

Testes de autocorrelacao

Este teste baseia-se na anélise do comportamento das correlacdes entre os desvios rela-
tivos em cada idade. Cada desvio relativo, z;, tem uma distribuicdo aproximadamente
Normal com média nula e varidncia unitéria. Os valores de 2z, formam uma sequéncia,
permitindo o célculo dos sucessivos coeficientes de correlagdo p; (I = 1,...,m) entre os

valores de z; e z,_4, i.e.,

T
Z (2, — 2) (25— — 2)
o k=ltl
P = T ’
> (% —2)°

k=1

0<I<T-1. (3.7.9)

para p(W*®)) a sinalizarem graduacdes insatisfatérias.

25Sublinhe-se, neste ponto, que o teste x2 é tanto um teste de independéncia das observa¢des como
um teste & qualidade do ajustamento, pelo que na prética muitas graduacdes consideradas satisfatorias
apresentam valores de x? elevados. Uma inspecgdo detalhada aos valores individuais de z» pode, neste
caso, ajudar a detectar padrdes de irregularidade que indiciem problemas com os dados e/ou com o
modelo.
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Se {2 } € uma sequéncia de varidveis aleatorias e identicamente distribuidas com E (22) <
oo, entdo p; é (assintéticamente) normalmente distribuido com média nula e variancia

igual a 1/n. Neste caso, podemos calcular a estatistica

17} t; ~ Nor(0,1) (3.7.10)

= i
e comparar o seu valor com o da distribuicdo Normal unitdria. Valores demasiados ele-
vados para t; indiciam que os desvios sucessivos z, estdo relacionados de forma préxima,
pelo que a graduacao deve ser considerada insatisfatéria.

Para testar a hipdtese nula de que os coeficientes de autocorrelagio para diferentes
niveis de desfasamento sdo conjuntamente nulos (i.e., Hp : p; = --- = p; = 0), contra
a hipétese alternativa H; : p; # 0 para algum ! € {1,...,m}, podemos recorrer a

estatistica de Portmanteau (Box e Pierce, 1970), definida por
R (m)=n) B, Q" (m)~xn (3.7.11)

ou, em alternativa, adoptar a estatistica de Ljung e Box (1978), definida por

m .9
Q(m)=n(m+2> n”i z (3.7.12)
=1

que, como se observa, modifica a estatistica (3.7.11) de maneira a melhorar o poder do

teste em amostras finitas.
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Capitulo 4

Métodos Nao-Parameétricos de
Graduacao

“Things should be made as simple as possible, but not any simpler.” (Albert
Einstein, 1879-1955)

4.1 Introducgao

Os métodos paramétricos descritos no capitulo anterior constituem uma solugdo particu-
larmente eficiente quando se dispde de informagéo sobre o comportamento esperado das
varidveis subjacentes. Em contrapartida, estes métodos introduzem uma fonte de erro
adicional no problema, na medida em que existe sempre o risco de se seleccionar uma
funcdo paramétrica inadequada.

Em alternativa aos métodos paramétricos, inimeros métodos de graduacao ditos ndo-
paramétricos foram sendo propostos na literatura actuarial para suavizar as estimativas
brutas dos quocientes de mortalidade. O seu objectivo passa, novamente, pela substitui-
¢do da série bruta Q = {§;, = Tmin, ..., Tmax} POr uma série graduada Q97 = {§g™,
T = Tin, - - -, Tmax }, Mais regular ao longo de todo o arco da vida humana.

A principal diferenga entre as abordagens reside no facto do comportamento da mor-
talidade néo se resumir, neste caso, a um conjunto reduzido de parametros, continuando
a ser descrito pela prépria série de N = (Zmax — Zmin + 1) quocientes anuais. Nao existe,
por isso, qualquer diminui¢do na dimensdo do problema ou perda de informagéo. No pas-
sado, a complexidade numeérica da maioria dos métodos nao paramétricos constituia um
sério entrave 4 sua utilizagdo pratica na ciéncia actuarial. O desenvolvimento da. capagci-

dade computacional e de aplicacdes informaticas cada vez mais sofisticadas eliminaram
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definitivamente esta barreira.

Neste capftulo, analisamos os principais métodos ndo paramétricos usados em pro-
blemas de graduacdo. O capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Seccdo 4.2,
exemplificamos a aplicacdo do cléssico método de médias méveis no alisamento de uma
série de indicadores de mortalidade. Na Seccdo 4.3, examinamos a popular técnica de
splines, discutindo as variantes que decorrem da adopgéo de diferentes bases (polinomial,
B-Splines,...). Analisamos igualmente as diferentes solugdes propostas para mitigar o
tradicional conflito entre os objectivos qualidade de ajustamento e alisamento da série.
Na Seccao 4.4 reavaliamos o método de Whittaker-Henderson, um método que deriva do
modelo de regressao linear cldssico mas que se distingue deste pelo facto de introduzir na
fungao objectivo um termo que penaliza as diferengas entre valores graduados adjacentes.
Uma solugéo semelhante é adoptada pelo método P-Splines, com a diferenca de que neste
caso a penalizacao incide sobre as diferencas finitas entre os coeficientes estimados das
B-Splines adjacentes.

Na Seccéo 4.5, investigamos a aplicagio de smoothers do tipo kernel em problemas
de graduacao, analisando as potencialidades oferecidas por esta variante, mais flexfvel,
do método das médias méveis ponderadas. Na Seccdo 4.6, consideramos o método de
regressao polinomial local ponderada, um método que envolve a aplicacio de técnicas
de regressdo linear local numa vizinhanga definida em torno de cada ponto da série.
Na Seccao 4.7, exploramos a flexibilidade oferecida pelos modelos aditivos generalizados
enquanto formulacdo geral que abrange a maioria dos métodos nao paramétricos de
graduacdo analisados no capitulo. Por ultimo, na Secgdo 4.8 discutimos alguns dos
principais métodos propostos na literatura para seleccionar os parametros de alisamento
dos modelos, um aspecto importante na medida em que estes regulam a importancia dos

objectivos qualidade do ajustamento e regularidade da série nos problemas de graduacao.

4.2 Bin smoothers e médias moveis

4.2.1 Bin smoothers

Os smoothers do tipo “bin” baseiam-se na parti¢ao do intervalo de valores para a varidvel

previsora x num conjunto mais ou menos numeroso de regides adjacentes nio sobrepostas

bins), apds o qual se procede ao alisamento da varidvel de resposta y mediante cilculo
)

da sua média em cada regifo. Em termos formais, seja Rj a regido

Ry = {ck < z; <cky1t k=0,1,...,n—1,
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4.2. Bin smoothers e médias méveis

“onde co < -+ < ¢p, define os pontos de corte, escolhidos, regra geral, de modo a que exista
um nimero de pontos aproximadamente igual em cada regido. O smoother s = S (y|z)

é entao definido pela sequéncia de valores
s(x0) = gr = média(y;) zo € Ry. (4.2.1)
T;€ERy

A utilizagdo deste método gera, na maior parte dos casos, um nivel de alisamento
da série desajustado uma vez que, por defini¢do, a sequéncia de valores exibe descon-
tinuidades em cada ponto de corte. Acresce que a qualidade da graduacdo é afectada,
quer pela dimensao das regides, quer pelo ponto de corte inicial.

Uma solucdo simples para melhorar o ajustamento da série consiste em aumentar o
nimero de regides. Tal implica, no entanto, uma diminui¢do do alisamento da série e
coloca-nos perante o tradicional conflito entre qualidade de ajustamento e alisamento
da série, ou entre enviesamento e variancia. Uma solugdo alternativa para melhorar o
alisamento da série passa pela utilizagéo de regides sobrepdstas, como é o caso do método

das médias méveis que a seguir introduzimos.

4.2.2 Método das médias méveis

O método das médias méveis (MWA - Moving Weighted Average) foi um dos primeiros
a ser adoptado na graduacado de dados de mortalidade, constituindo uma forma pratica
e flexfvel de suavizar uma sequéncia de estimativas brutas. A sua aplicacio assenta na
definicdo, para cada valor de x;, de uma vizinhanga simétrica de dimensdo k, NJ (z;),

NE (zi) ={z; : 5 €Ti ()}, T3(z:) = {ma.x(l,z'-—k),...,i,...,min(n7i+k)},

apds o que se procede 4 substituicdo da observagio y; pela média (51mples ou ponderada)

das observacoes registadas na sua vizinhanga, i.e.,

;) = Gk = médi 4.2.2
s(xi) =G = Jmedia (y5) - (4.2.2)

O exemplo mais famoso da aplicagdo do método das médias méveis na graduacso de

dados de mortalidade é devido a Spencer (1904), com a sua férmula de 21 pontos

X 1
e = 35 [60do +57 (Gor1 + do—1) + 47 (dot2 + do2) + 33 (dots + do—s)
+18 (do+4 + Go—a) + 6 (do5 + Go—35) — 2 (do+6 + do—6) — 5 (do+7 + Go—17)
-5 (qe:c+8 + qox—B) -3 (éz-{-g + (}m_g) - (éx+10 + (}a:-lo)] , (4‘2_3)
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onde ¢, denota o quociente bruto e g, o respectivo valor graduado.

Nao obstante a sua simplicidade, o método apresenta uma limitagio importante, que
decorre do facto de nos pontos iniciais e finais da série, que distem menos de k unidades
dos extremos, a vizinhanga conter um nimero de observacdes inferior aos restantes in-

troduzindo, desta forma, algum enviesamento na estimativa.l

4.3 Técnica de Splines

A utilizagdo da técnica de splines fornece uma solugdo alternativa para a graduacio
da série bruta. Um spline é uma curva definida matematicamente por dois ou mais
pontos de controlo, designados por nés (knots). A graduagdo mediante splines baseia-se
na concatenagdo de funcgées polinomiais de determinado grau, definidas por trocos, e
sujeitas a determinadas condi¢Ges de modo a garantir a continuidade da funcgao ao longo
de todo o intervalo.?

Os splines podem ser divididos em duas grandes categorias: (i) splines de interpo-
lagdo, que passam por todos os pontos de controlo, e (ii) splines de aproximacdo, que
passam perto de todos os pontos de controlo. Os splines podem ainda ser distinguidos
segundo as fungdes de base escolhidas para representar a fungéo interpoladora. De entre
as alternativas disponifveis, sdo analisadas nesta sec¢ao, pelo seu interesse em problemas
de graduacéo, as seguintes: Splines cibicos, B-Splines e P-Splines.

4.3.1 Splines ctbicos

De entre as miltiplas configurages possiveis, uma das escolhas mais populares com-
preende a utilizacdo de polinémios cubicos definidos por trogos, com primeira e segunda
derivadas contfnuas nos nés da fun¢éo. Uma restrigao adicional, destinada a garantir a

linearidade da fungdo para além dos nés de fronteira, é aquela que exige que a segunda

'Para lidar com o problema da aplicacio do método das médias méveis aos extremos da série, au-
tores como Greville (1981a,b) e Hoem e Linnemann (1988), entre outros, sugerem duas soluces tipo.
A primeira, envolve o ajustamento de um polinémio aos pontos extremos da sequéncia de estimativas
iniciais, usando em seguida os valores ajustados como valores graduados. A segunda, implica o alarga-
mento da série mediante a adico de pontos aos extremos iniciais (e.g., por ajustamento de uma funcéo e
extrapolagdo), para em seguida utilizar as médias méveis em todo o intervalo desejado. As limitacdes do
método e a emergéncia de solugbes mais sofisticadas, tornada possivel pelo assinaldvel desenvolvimento
dos meios inform4ticos, conduziu a uma progressiva diminuicio da utilizacdo do método das médias
mo6veis em problemas de graduagio.

?Para uma descri¢io mais pormenorizada da técnica de splines e da sua aplicagdo no contexto da
graduacdo veja-se, por exemplo, Greville (1969), Lancaster e Salkaukas (1986), Benjamin e Pollard
(1980) e De Boor (2001).
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derivada da fungdo nos extremos do intervalo seja nula. Os splines assim definidos sio
denominados de splines ciibicos naturais.

Em termos formais, considere-se um intervalo de idades arbitrdrio 7 = [a,b], par-
ticionado em n sub-intervalos Z; = [2;,zi1+1] (¢ =0,..,n—1) porn+1nés a = 2y <
Ty < ... < Tp = b. Nos casos em que os nés sdo distribuidos de forma equidistante no
intervalo [a,b], o spline diz-se uniforme, caso contrério é designado de ndo uniforme.
Uma fungdo s é denominada spline de grau k com nés nos pontos {z;};_, se é definida
por um polinémio de grau k em cada intervalo [z;,z;+1] e é (k — 1) vezes diferencidvel
em todo o intervalo [a, b] .

Dito isto, podemos definir a interpolacio de uma funcéo g (), explicitada em |[a, 8],
por intermédio de splines ciibicos naturais com nds em o, ..., Zr, como uma funcio s ()

que verifica as seguintes condigoes:

s(z) € C%[a,b].

2. Em cada intervalo [z;, zi+1], a funco é definida por um polinémio ciibico do tipo:
3 .
s(z) = s (z) = Za,(l) (z—z), i=0,..,n—1.
=0

3. Em cada um dos nés z; (i =1,...,n)
s (i) = g (z:).
4. Condigoes de continuidade nos nés interiores

8i (Tit1) = siy1 (Tit1)
’ 7
8; (Tiy1) = s;41 (ZTiy1)
" 1
8; (Tit1) = Sit1 (Tit1) -
5. Sdo respeitadas as seguintes condigoes limite

§"(a) = §" (b) = 0.

Dada a série (x;,y;), os coeficientes al(i) (l=0,..,3) do polinémio sdo estimados

96



4.3. Técnica de Splines

minimizando uma fungao objectivo do tipo
i n

&l(') = arg(r;)ﬁn {Z w; (y; — s (x,))2} , (4.3.1)
a;’ i=1

onde w; representa um conjunto de ponderadores pré-definido.

Em face do habitual conflito entre qualidade do ajustamento e alisamento da série,
um dos aspectos mais sensiveis na implementagao deste método prende-se com a escolha
do nimero de nds e respectiva localizacdo no intervalo. A op¢ao mais simples consiste em
escolher apenas o nimero de nés interiores, posicionando-os de seguida de modo a obter
uma distribui¢do uniforme ao longo do intervalo dos dados. Um esquema alternativo
consiste em posicionar os nés nos quartis da varidvel independente ou em pontos de
inversao da concavidade da fungéo. Mais recentemente, Friedman e Silverman (1989)
desenvolvem um mecanismo adaptativo em que o ntimero e a localizagdo dos nés &
optimizado com recurso a um algoritmo.3

Uma forma de obter um compromisso entre os dois objectivos passa pela inclusio de
um termo adicional em (4.3.1) de modo a penalizar a sobreparametrizacio do modelo
ou, 0 que é o mesmo, as oscilagoes excessivas na curvatura da série. Os splines ciibicos
possuern, a este propdsito, uma propriedade conhecida e interessante: sao, de entre todas
as fungdes s (x) com duas derivadas continuas, aqueles que minimizam a seguinte soma

dos quadrados penalizados

. n b
dl(z) = arg min {sz (y; — 5 (2:))* + )\/ (s” (u))2du} , (4.3.2)
i=1 a

o

onde A (A > 0) é um parametro de smoothing fixo. Como se observa, o primeiro termo
da funcao objectivo (4.3.2) mede o grau de ajustamento face aos valores observados, en-
quanto que o segundo introduz uma penalizacdo directamente proporcional as oscilagdes
na curvatura da funcéo interpoladora. No limite, & medida que A — oo o termo corres-
pondente & penalizagdo domina, for¢ando s” (z;) = 0 em todo o dominio, tendendo a
solucéo para a convencional aproximagio pelos minimos quadrados. No extremo oposto,
quando A — 0, o termo penalizador torna-se irrelevante e a solucio tende para uma
funcao interpoladora duplamente diferencidvel.

A solugao 3 (-) do problema de minimizagio (4.3.2) é um spline ciibico em que os
ndés sdo os pontos g, xy,..., Tn, OU seja, 8 (-) traduz um polinémio de terceiro grau em

%Para uma aplicacdo da técnica de splines em problemas de graduagio veja-se, por exemplo, Forfar
et al. (1988), McCutcheon (1987) e referéncias neles incluidas.
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cada intervalo [z;,z;11], com primeira e segunda derivadas contfnuas em cada um dos
z;. O problema (4.3.2) equivale, em termos matriciais, a

a=argmin {(y — s)) W(y — s) + As'Ps}, (4.3.3)
a

onde
P=Q'Q'Q

e onde 2 é uma matriz tri-diagonal de dimensio (n — 2) x n definida por

1 1,1 1
(& -(+4) & - 0 )
1 1,1 .
0 i -(&+4) - 0
O O 63 ) En——l
: : . 1 1
' ' ’ a (511—2 + gn—l)
1
\ 0 0 0 e r— )
§i = Ta+i—ZTa+i—1, € Q & uma matriz tri-diagonal simétrica de dimensdes (n — 2) x(n — 2)
definida por
2(& +&2) 3 e 0
Q= €2 2(62+&3) .
: E'n,—2
0 e E'n,—2 2 (&n—2 + E'n.—l)

e W é uma matriz diagonal contendo os ponderadores.
A solugdo §) (-) deriva-se anulando o gradiente da fungéo objectivo (4.3.3), i.e.,

—2W (y — 8) +2APs =0,

donde se obtém finalmente
= (W+AP) ! wy. (4.3.4)

O pardmetro A regula, como vimos, a importancia relativa dos objectivos na grad-
uacao e assume, como veremos mais adiante, um significado semelhante ao conceito de
kernel bandwith. Pode ser determinado de forma subjectiva ou, como explicitaremos
em seguida, resultar de um procedimento automético como seja o de validacao cruzada.

Registe-se, por fim, que o método preconizado pela fungdo objectivo (4.3.2) se encontra
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4.3. Técnica de Splines

amplamente difundido na literatura sobre graduacéo com a designacao de férmula de
Whittaker-Henderson, que analisaremos em detalhe na Seccao 4.4.

4.3.2 B-Splines

O ajustamento mediante splines ctibicos depara-se, muitas vezes, com um problema de
quase colinearidade da matriz de regressores. Para contornar este problema, o recurso
as denominadas Basis Splines (B-Splines) fornece uma solucdo estavel e computacional-
mente mais eficiente para aproximar uma determinada fungéo.

Considere-se um intervalo de idades [®min, Tmax] , Particionado em n—1 sub-intervalos
por n nés. Cada sub-intervalo & coberto por m + 1 B-Splines de grau m. E garantida a
unido dos segmentos polinomiais nos nés interiores, onde as derivadas de ordem m — 1
sao continuas.

Dada uma sequéncia de nés {z;};r ;e p=0,...,n — 4, uma funcao B-Spline cibica
(m = 3) é definida por (Powell, 1981)4

p+4 p+4 1
B, (z) = Z ) [max (z — xp, 0)]3. (4.3.5)
s=p | \i=pi#j " * 7

As fungGes By (z) dependem unicamente da sequéncia de nés e apenas assurnem

valores néo nulos no intervalo [zp, Tpi4), i.e.,

0: x€(—o0,zp)
Bp(z) = { Bp(z): @ € [2p, Zpid]
0: z € (Tppq,+00).

O ntimero total de nés necesssrio para derivar as B-Splines é igual a n +2m.5 O
ndmero total de B—Splines na regressao serd de s = n — 1+ m. Dada a sequéncia de nés,
uma fungéo B-Spline ctibica é uma representagio paramétrica resultante da combinagio
linear das fungdes base B, (z), i.e.,

s(z) = Z apB, (), (4.3.6)
p=1

1Veja-se De Boor (2001) para uma definigo alternativa das funcoes base B-Spline, assente na, aplicagio
de uma férmula recursiva que depende apenas da sequéncia de nés.

3Tal & assim porquanto sdo precisas n + 3 fungdes para formar uma base. Como pela equagio (4.3.5)
s6 conseguimos derivar (n — 3) B-Splines ciibicas usandos os nés {z:}7_, , sio necessdrias 2m funcdes adi-
cionais. Uma solu¢éo ad hoc envolve a imposi¢io de 2m nés adicionais {z-3,2-2,Z1,Tny1, Tni2, ZTni3},
adjacentes aos extremos do intervalo original.
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4.3. Técnica de Splines

onde a, sao coeficientes a estimar.

Considere a sequéncia de N pontos (z;,¥;) e o conjunto de func¢des base By (z). Em
problemas de graduagéo, z; e y; correspondem, por exemplo, 4 idade actuarial da pessoa
segura e a um indicador da mortalidade (g; ou p,), respectivamente. As estimativas dos

parametros ap obtém-se pela resolugio do seguinte problema de optimizacso

N 2

8
ap = arg min Z Yi — Zapo (z) . (4.3.7)
p=1

Q. .
P i=1

Em alternativa, podemos optar pela formulagio matricial do problema (4.3.7)

&= argmin {(y - Ba)' (y - Ba)}, (4.3.8)
onde
Bi(z1) Ba(z1) -+ Bp(z1)
p_| Bile) B By (@2
B, (.wzv) Bz('wzv) Bp(.xN)
a=(a a - a,,)'
y:(yl Y2 - Yp ),'

A solugéo do problema de optimizacdo é entdo dada por
a=(B'B)"'B'y. (4.3.9)

Por fim, a sequéncia de valores graduados é representada por § = Ba = Hy, onde
H designa a denominada “hat-matriz”

H=B(B'B)"'B. (4.3.10)

A utilizagdo de B-Splines fornece uma ferramenta poderosa no contexto dos métodos
nao paramétricos de graduagéo mas enfrenta, a semelhanca dos splines ciibicos, o dilema
da escolha do niimero 6ptimo de nés e sua respectiva localiza¢do no intervalo da varigvel
independente.

Uma primeira solugdo consiste em introduzir na fungio objectivo uma penalizagéo

A (constante) que incida, tal como anteriormente, sobre a segunda derivada da curva
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ajustada

2 2

N s s
Y By (x) | dzp. (43.11)
p=1

T
Gp = argmin Z yi—-Zapo(m) + A

er =1 p=1 Zmin

max

4.3.3 P-Splines

Em alternativa & funcao objectivo definida em (4.3.11), Eilers e Marx (1996) propdem a.
utilizagdo de um nimero relativamente grande de nés e a imposi¢do de uma penalizacio
(de ordem d) incidindo sobre a diferenca finita entre os coeficientes estimados das B-
Splines adjacentes.

O método, “baptizado” pelos autores de P-Splines (Penalized Splines), baseia-se na

estimativa dos pardmetros pela resolugdo do seguinte problema de optimizagio

2
N
dp = arg min Z Yi — iapo ()] +A zs: (Adap)2 , (4.3.12)
ep i=1 p=1 p=d-+1

onde A? denota a d®™2 diferenca de ap e A representa novamente um termo de penal-
izagao, que regula o grau de alisamento da fungdo. Recorde-se que Aa, = ap — ap_1,
Azap = A(Aap) = ap—ap_1—(ap—1 — ap_3) = ap—2ap_1 +a,_2, € assim sucessivamente
para valores de ordem superior para d.

Os autores demonstram que a penalizacao das diferencas finitas constitui uma boa
aproximagao ao integral da segunda derivada em (4.3.11), com a vantagem de que é de
mais facil incorporagéo no procedimento de optimizacdo.® No caso particular em que
A = 0, obtemos o tradicional modelo de regressio linear (4.3.9) com uma base formada.
por B-Splines.

Em termos matriciais, a fungdo objectivo a minimizar é agora dada por

@ = argmin {(y — Ba)' (y — Ba) + Ad’DDga}, (4.3.13)
a

onde Dy representa o operador de diferencas A® em notacdo matricial.

8 Conforme veremos na sec¢ao seguinte, a penaliza¢do das diferengas estd igualmente na raiz do cldssico
modelo de Whittaker (1923) e Henderson (1924).
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Por exemplo, no caso em que d = 2, Dy é uma matrix de segundas diferencas do tipo

1 -2 1 0 0 -~ 0

01 -2 1 0 --- 0
D, =

o 0 0 --- 1 =21

A solucgo do problema de optimizagéo é dada por
a=(B'B+\DyD,) ' B'y (4.3.14)

A sequéncia de valores graduados é representada por § = Ba = Hy, onde H é neste

caso definida por
H = B (B'B+)\D}D,;) ' B'. (4.3.15)

Eilers e Marx (1996) sugerem a incorporagdo das P-Splines no contexto dos mod-
elos lineares generalizados (GLMs), desenvolvendo um novo método de graduacio nao
paramétrica. A metodologia assenta nos seguintes principios: (i) utilizagio das B-Splines
como base para a regressao, e (ii) modificagdo da fungéo de log-verosimilhanga mediante
a inclusao de uma penalizagdo baseada na diferenca entre os coeficientes.

Em termos formais, seja E; o nimero de expostos ao risco com idade z, d; o corre-
spondente nimero de 6bitos registados e admitamos que D, segue uma distribuicio de
Poisson com média mg = Eyp,. Considere-se o seguinte previsor linear n; = 37 a,Bip ()
e o respectivo link logaritmico 7; = In(y;). A introducdo da penalizacio no modelo

conduz-nos & seguinte fungio objectivo

Lp=L(y;a) - %)\ 2‘;1 (Adap)2 (4.3.16)
p=d+

ou & sua equivalente em termos matriciais
Ly iy
Lp=L(ya) - —2-)\0, yDaa, (4.3.17)

onde L (y;a) representa a funcio de log-verosimilhanca. A estimacdo do vector de

parametros a é conseguida recorrendo a um procedimento iterativo em que

a1 = (B'W;B + AD;Dy) ' B'W,z, (4.3.18)
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onde z =71+ W1 (d~ y) representa a variavel de controlo. W = diag (y) denota a

matrix diagonal contendo os ponderadores, cujo elemento genérico é dado por

we = L (25
“’_'U,L' 677,‘ ?

onde v; denota a varidncia de d;, dado y;.

Os principais vantagens do método das P-Splines sao a sua flexibilidade, a facilidade
de computacdo e a sua ligagdo com os métodos de regressdo polinomial e “smoothing
splines”. Acresce que, conforme teremos oportunidade de verificar no capitulo 6, o
método pode, entre outras aplicacGes, ser adoptado na graduagdo de vectores pluridi-
mensionais de dados e na elaboragdo de projecgdes de mortalidade. O préprio método
de Whittaker-Henderson, que analisaremos em profundidade na seccdo seguinte, pode

ser considerado um caso particular das P-Splines.

4.4 Meétodo de Whittaker-Henderson

Whittaker (1923) e Henderson (1924) desenvolveram um dos primeiros métodos nio
pardmetricos usados em problemas de graduagdo.” O método assenta, tal como no caso
das P-Splines, na minimizacdo de uma fungéo objectivo que conjuga os objectivos de
qualidade do ajustamento e alisamento da série.

Designemos por z a idade do individuo, com Zpin < £ < Tmax, por dy o nimero
observado de 6bitos e por E; a estimativa da exposigdo (inicial ou central) ao risco,
com estimativas brutas de g, ou u, dadas por d;/FE,. Designemos por 8, as “ver-
dadeiras” taxas de mortalidade e por u, as estimativas brutas iniciais (nfo graduadas).
O método de Whittaker-Henderson consiste em determinar os valores graduados, y,, que

minimizam a fungdo objectivo

Tmax Tmax

Q (y) = Z wx(y:c - U:c)2 + A z (Ady,,->2 , (4.4.1)

T=Tmin Z=Tpin+d+1

onde wy representa os ponderadores, A (A > 0) denota uma vez mais um parametro de
smoothing e Ay, simboliza o operador de diferencas finitas aplicado d vezes & quan-
tidade y;. Nos casos em que se deseja maior controlo sobre o ajustamento, o método
admite a possibilidade do parametro de penalizacdo poder variar com a idade, de'modo a

"Para uma aplicagio recente do método de Whittaker-Henderson na graduacdo de dados de mortali-
dade veja-se, por exemplo, IAA (2001) e Panjer e Tan (1995).
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4.4. Método de Whittaker-Henderson

capturar comportamentos especificos ao longo da curva de mortalidade. Os ponderadores
{ws} séo escolhidos de modo a dar mais importancia aos valores mais significativos de
uz, sendo normalmente aproximados por wy = 1/Var(u;).

O primeiro termo em (4.4.1) valoriza o nivel de ajustamento entre as estimativas
iniciais e os valores graduados, ponderando os desvios quadriticos mediante a atribuicio
de pesos distintos a cada desvio. O segundo termo representa, uma vez mais, uma
medida da suavidade da sequéncia das estimativas graduadas.

As semelhancas entre este método e as variantes da técnica de splines acima descritas
(em especial das P-Splines) sao evidentes, com a diferenca de que neste caso as estima-
tivas de y, sdo obtidas directamente ao passo que no método P-Splines elas derivam,
indirectamente, da estimagdo dos coeficientes a; dos polinémios da fungéo interpoladora.

A fungao objectivo (4.4.1) pode ser escrita em termos matriciais da seguinte forma

Q(y) = (y—u)W(y—u)+A(Dyy) (Day)

= (y—u)W(y-u)+ Xy (DyDa)y (4.4.2)
onde
y= ( Ymin  YZmin+l " Yzmax )I
w= ( Uspy Usptl o Ugp )’
W pin 0 0
W 0 we+1 - 0 W= w
0 0 e W

e onde D representa o operador de diferencas A% em notacio matricial. Das condigdes

de primeira odem para a minimizagio de @ (y), resulta

ﬂ%—y-y—)—_-omva—u)m,\( /D)y =0

ou, de forma equivalente,
[W+ A ( ng)] y= Wu.

A estimativa dos valores graduados é dada por

y = [W+A(D)Dg)] " W (4.4.3)
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Demonstra-se que a matriz [W + A (D},Dy)] é definida positiva, pelo que a estimativa
de y pode ser obtida, por exemplo, recorrendo a factorizacio de Cholesky.

Chan et al. (1986) demonstram que o método de Whittaker-Henderson pode ser
formulado em termos de um problema de programacdo linear ou de um problema de
programagdo quadritica. Taylor (1992) e Verrall (1993a) desenvolvem uma derivagio
bayesiana formal da férmula de Whittaker-Henderson, onde argumentam que a fungéo
objectivo do modelo pode ser interpretada como uma fungio de perda semelhante a
uma verosimilhanca penalizada. Verrall (1993a) prova ainda que a graduacdo pode ser
formulada em termos de um modelo linear generalizado dinadmico, em que a estimacéo
é feita recursivamente mediante o filtro de Kalman.

Lowrie (1982) introduz na férmula de Whittaker-Henderson a possibilidade do ajus-
tamento ser feito em relacdo a uma tdbua standard. Seja 6, o valor retirado de uma
tadbua base. A funcdo objectivo preconizada pelo modelo é definida por

Tmax Tmax Tmax

Qi (y)=(1-a) z Wy (Yo — U2)2 +a Z Wy (Yo — 9:5)2 +A Z (Adyz)2 )

=Zmin T=Tmin T=Tmin+d+1
(4.4.4)

onde a (0 < a < 1) determina a importancia dada ao ajustamento face as estimativas
iniciais e face aos valores da tdbua standard, enquanto as demais varidveis preservam o
seu significado anterior.

Schuette (1978) desenvolve uma variante do modelo (4.4.1) em que sugere a mini-
mizagao dos desvios absolutos em detrimento da minimizacio dos desvios quadraticos.

Em termos formais, a fungéo objectivo correspondente é definida por

Tmax Imax
L=Tmin T=Tmin+d+1

Segundo o autor, quando os erros de graduagio nio seguem uma distribuicio normal,
a utilizagao de desvios quadréticos produz mais estimativas anémalas do que no caso em

que se recorre aos desvios e diferencas em termos absolutos.

4.5 Kernel Smoothers

4.5.1 Defini¢ao e conceitos base

Os smoothers do tipo kernel constituem uma variante do método das médias méveis em

que, para cada ponto focal zo no espaco da varidvel explicativa, a estimativa ajustada
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Ui € obtida com recurso a uma média ponderada dos pontos na sua vizinhanga,
n
U = ZSojyj, (4.5.1)
Jj=1
com a diferenga de que os pesos séo determinados por uma funcéo kernel

Soj = coK ('—"”0—;"”—'> .Y Sy=1 (4.5.2)
j=1

onde ¢p é uma constante escolhida de modo a garantir que a soma dos pesos iguala a
unidade, e o parametro b (habitualmente chamado de bandwith) determina a largura da
vizinhanca em torno do ponto focal. A suavidade do ajustamento é directamente propor-
cional ao valor do pardmetro b, que desempenha aqui um papel semelhante ao referido
anteriormente para o pardmetro A na técnica de splines ou no método de Whittaker-
Henderson.

A funcéo kernel K (u), decrescente em |u|, é usada para calcular os pesos e cumpre,

regra geral, as seguintes condicdes®

a) K(u)>0, Vu
b) [ K(u)du=1
c) K(—u)= K(u),Vu (simetria).

A cada escolha da fungfio K (u) corresponde um tipo diferente de kernel. Entre
os mais populares incluem-se o Normal, o Tridngulo, o Parzen, o Epanechnikov, entre
outros. Se é verdade que existem fungGes kernel com maior justificacio teérica que
outras, a verdade & a que a literatura sobre esta matéria é uninime em concluir que a
escolha da fungao kernel é menos importante que a selecgido do parametro de bandwith.
Independentemente do kernel escolhido, a contribuicio de cada observacio y; para a
estimativa g; é tanto maior quanto mais préximo estiver z; do ponto focal, sendo que a

regido de interesse é determinada pelo parametro b.

4.5.2 Graduagao mediante kernel smoothers

A introdugdo dos kernel smoothers na literatura actuarial é devida a Copas e Haberman
(1983) e Ramlau-Hansen (1983). Numa série de trabalhos, Gavin et al. (1993,1994,1995)

8 As condigdes (a) e (b) sdo habitualmente respeitadas pelas fungoes de densidade de probabilidade.
Refira-se ainda que a condigéo (a) ¢ uma condigdo frequente mas nio obrigatéria, existindo casos (e.g.,
Epanechnikov Kernel) em que sio admitidos valores negativos.
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analisam as potencialidades proporcionadas pela aplicacdo de kernel smoothers como
método de graduagdo ndo parameétrica.

Em Gavin et al. (1993), os autores estabelecem a conexao entre os kernel smoothers
e a graduacio mediante médias méveis ponderadas. Em Gavin et al. (1994), os autores
descrevem a aplicacdo do mecanismo de validagéo cruzada (cross-validation) na seleccio
do parametro de bandwith no contexto da graduagdo ndo paramétrica. Em Gavin et al.
(1995), os autores desenvolvem um modelo que contempla de forma explicita a variacao
do nimero de expostos ao risco com a idade, introduzem a possibilidade de transformar
os dados como forma de reduzir o enviesamento introduzido pela estimacgio kernel nos
extremos da tdbua de mortalidade, e discutem as potencialidades de uma funcgio kernel
desenhada de modo a melhorar as estimativas obtidas nos extremos do intervalo de
idades.

Considere-se um conjunto especifico de quocientes de mortalidade (brutos) §; =
(dz/Ez) , estimados num intervalo de idades a partir das séries de 6bitos {d;}7_; e {Ei}1;
expostos ao risco. Gavin et al. (1994) descrevem e comparam o desempenho de dois
estimadores clédssicos, atribuidos a Copas e Haberman (1983) e a Nadaraya (1964) e
Watson (1964).

O estimador de Copas-Haberman (CH) para gz, g5, ¢ definido por

Y diKy (z — ;)
jOH = =L (4.5.3)

T n ?
Z E«,;Kb (IE - a:i)
i=1

onde Kj (x) = b~1K (z/b) & uma funcio kernel. Como se observa, o estimador usa a
mesma fungdo kernel e o mesmo bandwith no numerador e no numerador. No caso em
que K (x) > 0, garante-se que o valor estimado de ¢, apenas assume valores no intervalo
[0,1].

Se admitirmos que o nimero de ébitos na idade = segue uma distribuicdo binomial
com média Eyq; e varidncia E;q; (1 — gz), o estimador do Copas-Haberman é obtido

pela minimizacao da seguinte fungéo de log-verosimilhanca local

n
> Ky (x — ;) {d;log (&) + (Ei — di) log (1 — Gi)} - (4.5.4)
i=1
Se ignorarmos a binomialidade inerente a ¢S, os d; 6bitos registados num total

de E; expostos ao risco convertem-se numa unica observagio d;/E; em cada idade
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‘ z;. Por outras palavras, as sequéncias {di;Ei};;l sdo condensadas em n observagoes
{di/E;}[_, igualmente espacadas, e o estimador (4.5.3) d4 lugar ao denominado esti-
mador de Nadaraya-Watson (NW)

2": (%’“) K (z - 2:) iéiKb (z — )

G == = = . (4.5.5)
> Ky(z—m) > Kiy(z—=)
=1 1=1

Este estimador minimiza os desvios quadréticos médios locais

% Y Ki(z— ) (6 — 4)- (4.5.6)

i=1

Uma transformagao simples de (4.5.5) permite entender o estimador kernel de Nadaraya-

Watson como uma forma de graduaggo continua pelo método de médias méveis ponder-

adas®

n
i=1

onde
Ky (z — z;) ~
Sz S Ky (5 - 20) com ;Sz

A utilizacdo de kernel smoothers em problemas de graduagio apresenta uma limi-
tagdo importante, relacionada com a introduggo de um enviesamento crescente da funcéo
nos extremos do intervalo de idades, um problema analisado em detalhe por Greville
(1981a,b) e Hoem e Linnemann (1988) no 4mbito do método MWA.

Bloomfield e Haberman (1987) e Gavin et al. (1993) observam que o estimador de
Nadaraya-Watson tende a subestimar a mortalidade nas idades mais avancadas, onde a
verdadeira curva é concava, e a sobreestimar a mortalidade nas idades mais jovens, onde

a verdadeira curva apresenta um padrdo convexo. Conclusio semelhante é obtida por

%A conexdo entre uma funcio kernel e 0 método de médias méveis ponderadas (em particular com a
conhecida fémula de Spencer) é explicada em detalhe por Gavin et al. (1993). A graduacéio mediante
kernel smoothers apresenta algumas vantagens face ao método MWA. Em primeiro lugar, o método é
aplicivel mesmo nos casos em que os valores a graduar néo estdo igualmente espacados. Em segundo, o
método é mais flexfvel uma vez que permite a interpola¢do das taxas de mortalidade entre idades para
as quais ndo se conhecem estimativas brutas. Por tltimo, neste método o parametro de bandwith pode
ser ajustado de forma continua, ao passo que na graduacio mediante MWA a vizinhanca de referéncia
apenas pode ser ajustada de forma discreta.
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Copas e Haberman (1983) utilizando o seu respectivo estimador.1?

Uma forma de atenuar este problema consiste simplesmente em restringir a vizin-
hanca de interesse, diminuindo o parametro de bandwith. Todavia, esta opcio depara-se
com a escassez de dados nos extremos do intervalo de idades, que tende a produzir flutua-
goes erréticas em ¢, um fenémeno que se reproduz naturalmente nos valores graduados
e torna a curva pouco fidvel neste segmento.

Uma solugéo alternativa consiste em truncar a curva de modo a excluir as idades
com poucos ébitos registados. Esta técnica elimina as oscilagoes errticas nos extremos
da curva, mas permite que as observagGes registadas nestes segmentos contribuam para
a graduacao das taxas de mortalidade nas idades centrais. Uma outra opcdo passa
por delimitar o intervalo de idades a graduar antes de aplicar o procedimento. Uma
abordagem alternativa envolve o agregacio dos dados nas idades em que o mimero de
ébitos é diminuto. Os valores acumulados do mimero de expostos ao risco e de 6bitos
sdo atribuidos ao ponto médio do intervalo, excluindo as demais idades do processo de
graduacgao.

Gavin et al. (1995) e Verrall (1996) propdem uma metodologia distinta, que passa
pela transfomacdo (logaritmica, logit, Gompertz,...) das estimativas brutas antes da
graduacdo.!! Esta transformagio visa atenuar a concavidade/convexidade das estima-
tivas brutas nos extremos do intervalo, reduzindo o enviesamento originado pela gradu-
agdo. Esta solucgao levanta, no entanto, um problema nas idades em que nao se registam
6bitos (e.g., no caso da transformagio logarftmica), um entrave que pode, todavia, ser
contornado através do agrupamento de dados. '

Copas e Haberman (1983) testam uma solugao diferente, recorrendo a um procedi-
mento de estimagao repartido por duas fases. O método assenta na seguinte equacio

oy 21 (Zy — i) Ky (z — )
G = g+ S (4.5.8)

19Para uma comparagio entre o enviesamento dos estimadores kernel de N adaraya-Watson e de Copas-
Haberman veja-se Gavin et al. (1994).

' Gavin et al. (1995) analisam um conjunto de transformagdes e advertem que a op¢ao por uma delas é
uma deciséo de certo modo subjectiva, que depende da performance conseguida pelo modelo na amostra.
Os autores utilizam finalmente a transformagio logit

ot ‘ii .
;=1 =1,...
ql Og (1—q°i> 1 15 ,nl

cuja inversa:
q: = ———ni ., = 3 .Gt
G=Tiny MmTew {;ﬂ qut}

garante que 0 < §; < 1.
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4.5. Kernel Smoothers

onde ¢; denota uma estimativa prévia dos quocientes de mortalidade em cada idade
z e Z; é uma funcio indicatriz que assume o valor 1 em caso de 6bito 4 idade z e o
valor 0 caso contririo. O procedimento compreende as seguintes etapas: (i) cdlculo das
estimativas preliminares ¢} usando, por exemplo, resultados de estudos anteriores ou
ajustando uma funcdo paramétrica, (ii) subtraccio de ¢} s estimativas brutas iniciais,
(iii) ajustamento da diferenca (¢, — ¢}) mediante kernel smoothers, e (iv) adicio do valor
obtido em (iii) a g} de modo a obter a estimativa final §,.

Mais recentemente, Gavin et al. (1995) propdem um método baseado numa combi-
nacao linear de duas fungdes kernel distintas com valores diferentes para o parametro
de bandwith. Esta combinacdo visa atenuar o enviesamento da estimacio pela elimi-
nacao do termo associado & inclinacdo da curva de mortalidade. O método permite
ainda a derivacdo de fungdes kernel transformadas para os extremos direito e esquerdo
do intervalo de idades, que atenuam o enviesamento da graduagio nestas regides.

4.5.3 Estimador kernel com bandwith varidvel

Gavin et al. (1995) desenvolvem um estimador kernel varidvel (ou adaptativo), ao admi-
tir que o pardmetro de bandwith néo é constante e oscila ao longo do intervalo de idades
graduadas de acordo com o niimero de expostos ao risco E, (dimensdo da amostra).

Em consequéncia, nas regides onde o nimero de expostos ao risco é elevado, i.e., onde
a fiabilidade das estimativas brutas é maior, um valor mais baixo para b produz valores
graduados que reflectem de forma mais aproximada os valores brutos. Pelo contrério,
nas regioes onde o nimero de expostos ao risco é reduzido, como é por exemplo o
caso das idades mais elevadas, um valor mais elevado para o parimetro de bandwith
proporciona a obtencdo de uma curva graduada mais suave, eliminando uma boa parte
do comportamento errético das estimativas brutas nesta regido.

Na prética, esta solu¢do determina que nas idades mais avangadaé, os valores gra-
duados sdo calculados mediante médias ponderadas locais numa vizinhanca que inclui
um maior nimero de observagoes, o bque reduz naturalmente a varidncia dos valores
graduados mas introduz potencialmente maior enviesamento.

Os autores sugerem que a incorporagéo de F, no modelo adaptativo pode ser feita de
muiiltiplas formas. Uma solugdo passa por considerar um bandwith diferente b; para cada
idade z; em que a curva deve ser estimada, caso em que o modelo a estimar é definido

por
Ky, (i — ;)

Li=1,...,n. 45.9
> i1 Ko, (zi — z5) (4.5.9)

n
(ji = Z:S’ijéj onde Sz =
=1
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4.5. Kernel Smoothers

Em alternativa, podemos considerar um bandwith diferente b; para cada idade ob-
servada z; (j = 1,...,n). Para cada idade observada, recorre-se ao bandwith correspon-
dente para medir a distincia entre essa idade e a idade a ser graduada. O resultado é
uma novo modelo, definido por

Kb_,' (:C’L - x])

i=1,....n. 4.5.10
S Ry, (@ - 1)) (4.5.10)

n
in = Z Sijquj onde Sij =
Jj=1
O parametro de bandwith local b; relativo a cada idade é dado pelo produto do
parametro de bandwith global b por um factor de proporcionalidade local I, i.e., b; = blf
(¢ =1,...,n). Uma forma simples de determinar este factor de proporcionalidade, con-
siderando as diferencas na exposicao ao risco entre as idades jovens e as idades avancadas,
é dada por
. . E.
Bo(fi)™® fi==n—, i1=1,...,n, (4.5.11)
’ Z?=1 E;
onde s € [0, 1] representa um parametro de sensibilidade. No caso extremo em que s = 0,
os dois modelos acima referidos séo reduzidos ao tradicional ajustamento com bandwith
fixo. No extremo oposto, a selec¢do de s = 1 pode conduzir a oscilagdes significativas
em b; ao longo do intervalo de idades.!?
Uma solucao alternativa para determinar o factor de proporcionalidade local envolve
a utilizacdo do quociente entre os expostos ao risco, i.e.,
E;\° .
L; = (—E—:) , ,i=1,...,n. (4.5.12)
Neste caso, o peso a atribuir & j%™2 probabilidade bruta no cdlculo do valor graduado
correspondente & idade 7 é ditado pela exposicdo relativa, i.e., bj; = blfj (t,j=1,...,n).
Neste caso, o modelo é definido por
Ky, (zi — x;)

g = Si;g; onde S;; = i=1,...,n. 4.5.13
’ ; vy " Z?:l Kbij (i — xj) ( )

2 A relagio entre o factor de proporcionalidade, o nimero de expostos ao risco € o pardmetro de
bandwith é clara. Por exemplo, se 0 nimero de expostos ao risco numa determinada idade z; for
reduzido face ao total, o valor do factor [ serd elevado, o que aumenta o valor do parametro b;. Em
consequéncia, o procedimento de graduagdo diminui o peso atribuido & probabilidade bruta nessa idade,
o que aumenta o alisamento da série na regido em andlise. Raciocfnio andlogo, com a devida inversido de
argumentos, pode ser aduzido no caso em que o nimero de expostos ao risco é elevado.
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Jones (1993) propde um modelo alternativo, definido por

n
> w;g; Ky (zi — z;)
G == : (4.5.14)
Z’LUij (.’Ei — :Ej)

j=1

onde w; sdo ponderadores dependentes do valor da exposicio em cada idade.

A finalizar, refira-se que a implementagdo destes modelos exige a fixacdo prévia do
valor dos parametros de sensibilidade, s, e de bandwith global, b. Embora seja possivel
recorrer a procedimentos autométicos de optimizagdo, Gavin et al. (1995) recomendam,
por razoes de estabilidade das estimativas, a fixagio subjectiva do parametro s numa
primeira etapa, e o recurso a um procedimento de validacio cruzada para determinar o
valor de b.

4.6 Graduagao Polinomial Local

Entre os inimeros métodos ndo paramétricos com interesse em problemas de graduagéo,
o método de regressdo local ponderada (também conhecido por Loess - Locally-weighted
regression smoother) merece especial destaque. O método, desenvolvido por Cleveland
(1979) e analisado em detalhe por Fan e Gijbels (1996), baseia-se na aplicacio da re-
gresséo linear local a uma vizinhanca definida em torno de cada ponto da série.
Considere-se uma varigvel de resposta ¥ = (Ymin, - - - , Ymax) COM distribui¢do Normal
que depende de um previsor tinico &' = (Zmin,...,%max)- Para um dado ponto z;,
designemos por s(x;) o estimador resultante da aplicacio deste método, calculado da

seguinte forma:

1. Para cada observagdo z;, é identificado o conjunto de k pontos mais préximos de z;,
i.e., a sua vizinhanca, designada por V,. Por exemplo, o valor de k pode ser definido
escolhendo a percentagem de pontos a incluir em V; (o chamado span). Nesse
caso, se admitirmos que V,, deve conter uma proporcéo v das Nz = Tmax — Tmin + 1

observagdes, i.e.,

Vr =4 zj| j = max x———2—,xmin ,--.,MIN a:+-—2—,$max

para v\, fmpar. Neste caso, consideramos a observacio z; e (VN — 1) /2 dados

em torno de um lado e outro desse valor.
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4.6. Graduagdo Polinomial Local

2. A cada ponto z; na vizinhanga V, de x; é associado um ponderador wj (1) , definido

da seguinte forma:

onde
Alw) = max foi -]
1-48)?, 0<u<1
P(u) = {( U) ==
0, outros casos.

O termo A (z;) denota a distancia maxima entre x; e qualquer outro ponto na
sua vizinhanca e P (u) é uma fungdo ponderadora (neste caso é usada a funcdo
tri-ctibica).

3. Os estimadores 8 dos pardmetros do modelo obtém-se efectuando uma regressao de
y sobre z na vizinhanga V;, usando o método dos minimos quadrados ponderados,
ie.,

6 = arg min Z w; () (v — f(2:,0))% 3, (4.6.1)
JEV:
onde f (x;,0) representa um polinémio de ordem p que determina a natureza (li-
near, quadrética, cibica,...) da regressao local

p
f(zi,0) =a+ Z'BJ (zi — o)’ +ei, T €Vy (4.6.2)
=0

O valor graduado em cada ponto focal z; é dado simplesmente por f (z;, 0) | z; = a.
Em cada ponto focal, os pesos alteram-se assim como as estimativas dos parametros

da funcdo. Em termos matriciais, seja

1 (.'171 -~ .’II,) e (:L‘l - .’L‘.L')p N .BO
Xy, = » Yy, = ’ ﬂv:: =
1 (v —=m) - (znv—z)P YN By

e Wy, a matriz diagonal dos ponderadores.
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4.6. Graduagdo Polinomial Local

O problema de minimos quadrados ponderados (4.6.1) é definido por
arg;nin (yy, — X1.By,) Wy, (wy, — Xv.By,) . (4.6.3)
donde se deriva o seguinte vector de estimadores
By, = (X§;$ WVIXVI)_1 Xy, Wy, yy,, (4.6.4)

admitindo que (X 'Vz Wy, X Vz) é invertivel.

O grau de alisamento da série é determinado pelo parametro de span v que representa,
como vimos, uma proporgao do mimero total de observagdes compreendida na vizinhanca.
de cada ponto, i.e., v = #V,;/N,;. No caso em que v = 2, cada intervalo V, contém a
totalidade dos dados, independentemente de z;. Neste caso, a graduagéo é conduzida por
intermédio do tradicional método dos minimos quadrados ponderados. No caso extremo
em que v = 1/N, cada vizinhanca ¢ reduzida a um tnico ponto z; e a graduacdo é
feita por simples interpolagao, i.e., f (x:,0) = yi. Daqui resulta que o valor de v deve ser
escolhido entre 1/ e 2 de modo a encontrar um compromisso entre o enviasamento e
a variancia do estimador.

Por defini¢do, o método determina que a importéncia relativa de cada ponto na
estimaco é dada pela distancia face ao ponto z; correspondente. Se exceptuarmos o
caso em que os previsores estao igualmente espagados, o método Loess é preferivel aos
métodos baseados em vizinhangas simétricas (como é o caso das médias méveis). Tal
é assim porquanto numa vizinhanga com um nimero fixo de pontos, a distancia destes
face ao valor objectivo €, em termos relativos, menor. Refira-se ainda que o método
Loess pode ser expandido de modo a incorporar multiplos regressores.

Este método possui algumas similitudes com os modelos lineares generalizados dinami-
cos sugeridos por Verrall (1993b) e com a graduacio pelo método de Whittaker-Henderson.
Estes métodos podem, segundo Verrall (1994), ser considerados modelos baseados numa
recta cujo gradiente varia suavemente com a idade.

A graduagéo mediante modelos lineares generalizados dindmicos proposta por Verrall
(1993b) ndo é mais do que uma extensdo da teoria dos GLM’s a modelos onde se admite
a possibilidade dos coeficientes ndo serem constantes ao longo de todo o intervalo de
idades. Esta solugdo gera uma regressao que é localmente linear, mas néo o é em termos
globais. Por esta razdo, o método pode ser considerado uma combinacio de métodos
paramétricos, uma vez que considera uma fungéo analitica dependente de parametros, e
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4.7. Modelos Aditivos Generalizados

~ de métodos ndo paramétricos, na medida em que utiliza um procedimento de alisamento,

nomeadamente o filtro de Kalman.

4.7 Modelos Aditivos Generalizados

A maioria dos métodos ndo paramétricos acima descritos pode ser reformulada no con-
texto dos denominados Modelos Aditivos Generalizados (Generalized Additive Models
(GAM)). Os modelos GAM expandem a teoria subjacente aos tradicionais modelos de
regressao linear miltipla ao admitir que algumas (ou a totalidade) das fungées lineares
que associam os regressores & varidvel independente podem ser substituidas por funcdes
arbitrérias suaves (paramétricas ou néo) da varidvel explicativa.l®

Dada a sequéncia de observacoes, (i, %), ¢ = imin, - - - , fmax, & influéncia de z; sobre

a varidvel de resposta y; é modelada com o auxilio de um modelo aditivo

’ P
yi,=a+ij () + &, ei~Nor (0,0’2), (4.7.1)
=1

onde f; (-) sdo funcdes de alisamento arbitrdrias (splines cibicos, B-Splines, regresséo
local, polinémios, etc.), uma para cada varidvel explicativa, e & é uma constante.!
Assume-se ainda que os erros ¢; sdo independentes dos regressores z;, € que no caso
gaussiano &; ~ Nor (0,02) . Implicita em (4.7.1) est4 ainda a hipétese E{f; (z;)} = 0,
caso contréirio o modelo admitiria constantes livres nas funcdes f; (). Das condigdes de
identificacdo do modelo resulta que E(Y) = a.

No caso particular em que as fungdes de alisamento sdo lineares, i.e., em que f (z4)

pode ser expresso em termos de uma combinagao linear dos valores y;_, _, - - - , ¥ip...., temos
imax
f (.7}1) = Z hijyja (472)
j =imin

onde os ponderadores h;; = (z;,7;) dependem das observagbes com base nas quais a

13Para uma descrigio pormenorizada dos modelos GAM veja-se, por exemplo, Hastie e Tibshirani
(1990).

14 A5 funcdes fi (-) podem incluir formulages paramétricas, o que significa que incorporam, por exem-
plo, o tradicional modelo linear generalizado (GLM) analisado no capitulo 3. Os modelos GAM utilizam,
na prédtica, a mesma estrutura que os GLM, com a diferenga de que os previsores lineares podem incluir
funcdes ndo paramétricas.
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4.8. Seleccdo do parametro de alisamento e nimero de graus de liberdade

varidvel de resposta f (z;) deve ser estimada. Definindo os vectores

= (F ) ooer F )
Y = imimr > Yimar)
e a matriz de ponderadores h;j, H, podemos reescrever a relacio (4.7.2) como
f=Hy. (4.7.3)
O vector dos residuos é dado por
E=(I-H)y. (4.7.4)

As fungées estimadas nos modelos GAM tém uma interpretagdo andloga aos coefi-
cientes estimados no modelo linear cldssico. Para além disso, os modelos GAM retém
uma importante propriedade interpretativa do modelo classico de regressio linear. Com
efeito, a sua estrutrura aditiva permite, na auséncia de interaccoes, analisar o efeito iso-
lado de cada varigvel explicativa sobre a varisvel dependente, ou seja, reduz o problema
a uma série de regressoes lineares parciais.

No contexto actuarial, os modelos GAM permitem, & semelhanca do que enuncis-
mos para o caso dos GLMs, a utilizagdo da distribuicio exacta da varigvel de interesse
(gz ou ), e néo o recurso a aproximagdes, como no caso do método de Whittaker-
Henderson (Verrall, 1996). Dito de outro modo, para graduar g, continua a ser possfvel
usar a distribuicdo Binomial e o link logit, enquanto que para graduar {4y Tecorremos a
distribuicdo de Poisson e ao link logaritmico, mudando apenas a forma adoptada pelo

previsor linear.

4.8 Seleccao do parametro de alisamento e ntimero de graus
de liberdade

4.8.1 Escolha do pardmetro de alisamento

A técnica de splines e os métodos de Whittaker-Henderson, de kernel e de regressao
polinomial local dependem de um parametro que controla a regularidade das estimativas
obtivas. A seleccdo do parfmetro de alisamento (também chamado de parimetro de
bandwith, smoothing ou de span) ¢ crucial, porquanto ele estipula a importéncia relativa

dos objectivos qualidade do ajustamento e alisamento da série em problemas de gra-
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duagdo.!® Pode ser feita de maneira subjectiva ou, como descrevemos nesta secgao, por
intermédio de um procedimento automaético.

Gavin et al. (1994) e Verrall (1996) analisam a aplicagdo do critério de validacéo
cruzada (cross validation) na escolha do pardmetro de alisamento em problemas de
graduagao. Dada a sequéncia de (z;,y;) de idades z; (1 =1,...,M;) e indicadores de
mortalidade y;, o critério de validacdo cruzada selecciona o parametro de bandwith &

minimizando a seguinte soma de quadrados

. ) 1 mex A 2 )
b= argbmm CV (b;) = A Z (yi - fbj (:nz)> , J=1,...,k, (4.8.1)
J z =T min

onde, para um dado valor do pardmetro de bandwith, fb“ i (z;) representa a estimativa de
f (z;) calculada usando o subconjunto {(z;,y;),J # i}, de dimensdo N —~1. O critério de
validagao cruzada privilegia o poder explicativo do modelo em anslise. De facto, fb_ : (z3)
corresponde & estimativa de y; gerada por todas as observagdes excluindo a 1%im2 donde
o desvio y; — fb” ' (z;) € um indicador da qualidade de ajustamento do modelo.

A aplicacdo do critério de validacdo cruzada simplifica-se enormemente no caso de
métodos de alisamento lineares (4.7.2), onde uma aproximacao simples de f;‘ ' (z;) é dada

por
Zmax B
F=i () = Y
v (@) iy Z TR
'Lzzmina]#z
onde Z#i —l—f-",t = 1. Com base nesta equacdo deduz-se, apés alguma manipulacio

algébrica, que

i hij 2 hi;
b (@) =7 —]hi,-fb (z:) — TR
donde )
1 T2 [y~ fo(@i)
CV (b) = 7 ; ( T : (4.8.2)

Da equagao (4.8.2) resulta que é possivel estimar fl;' ¢ (;) sem necesidade de eliminar
a observacao relativa a z;.
Em alternativa ao critério (4.8.1), & possfvel recorrer ao critério de validacio cruzada

>Para uma anilise detalhada deste tema veja-se, por exemplo, Hastie e Tibshirani (1990).
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generalizado, definido por (Hastie e Tibshirani, 1990)

1 o 5 2

4.8.2 Ntmero de graus de liberdade

A informagao sobre o nimero de graus de liberdade dos diferentes métodos de alisamento
é fundamental para comparar a sua complexidade e capacidade de alisamento. Para uma
dada matriz de alisamento Hy, os graus de liberdade df (b) s@o definidos por

df (b) = tr (Hs),

onde tr (-) denota o trago da matriz.

Hastie e Tibshirani (1990) apresentam defini¢des alternativas para os graus de liber-
dade, desenvolvidas por analogia com os modelos de regressio linear. Seja y; = f (xs)+ei,
g; ~ Nor (0, 02) . A partir da defini¢do de valor esperado da soma dos quadrados resid-

uais, os autores sugerem a seguinte definicdo para os graus de liberdade do erro
df* (b) = Ny — tr (2Hb — HbH;,) s

onde a analogia com o modelo de regressio linear cldssico é clara, para o qual, recor-

damos, df = (N; — p), com p a denotar o nimero de pardmetros do modelo.
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Capitulo 5

Graduacao Paramétrica da
Mortalidade da Populacao Segura

em Portugal

“Nao basta conquistar a sabedoria, é preciso usd-la.” (Cicero)

5.1 Introducgao

As tédbuas de mortalidade constituem um elemento essencial na fixacio das tarifas dos
contratos de seguro do ramo vida e na avaliagdo das responsabilidades das companhias
de seguros e dos fundos de pensdes. Nos ultimos anos, a problemética dos métodos e
pressupostos usados na avaliagdo actuarial dos activos e das responsabilidades ganhou
uma importéncia acrescida, ndo apenas para as empresas, mas também para as entidades
reguladoras do sector a nivel nacional e internacional. Com efeito, num contexto marcado
pelo incremento da volatilidade nos mercados financeiros e pelo aumento da longevidade
humana, a necessidade de garantir o matching entre os activos e as responsabilidades
financeiras das empresas passa, em boa medida, pela utilizagdo de bases técnicas que es-
pelhem, de forma adequada, os factores de risco (demograficos, financeiros, operacionais)
a que se encontram expostas as carteiras.

Nao obstante as melhorias verificadas nos sistemas de informagio das empresas, a
recolha sistemdtica pelo Instituto de Seguros de Portugal (ISP) de dados estatisticos so-
bre a mortalidade das pessoas seguras e dos beneficidrios dos fundos de pensdes teve inicio
apenas em 1995. Como tal, ndo existe um referencial histérico que sirva de base a uma

andlise comparativa sobre o comportamento da mortalidade neste tipo de populacdes.
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5.1. Introdugao

A dimenséo curta da série dificulta igualmente a identificagio de uma tendéncia clara
para a dindmica da mortalidade, uma limitacdo importante em estudos prospectivos.

Se éxceptuarmos os ensaios exploratérios publicados nos Relatérios do Sector Se-
gurador e Fundos de Pensdes de 1999 e 2002 (ISP, 2000, 2003) e as referéncias neles
citadas, nunca foi realizado um estudo empirico sobre a mortalidade destas populacdes.
Em Portugal, ndo existem tdbuas de mortalidade (contemporaneas ou prospectivas)
regulamentares, nem para a populagido portuguesa, nem para as subpopulacdes de pes-
soas seguras. Em resultado, as companhias de seguros que operam o ramo vida sdo
forcadas a recorrerem, nos seus pressupostos actuariais, a tdbuas de mortalidade adop-
tadas noutros paises (Franca, Suiga, Inglaterra, Espanha,...). A utilizacdo de uma lei de
sobrevivéncia relativa a outro pafs, tendencialmente desajustada das condi¢des demogra-
ficas do pais e da carteira em que é aplicada, envolve, naturalmente, riscos significativos,
nomeadamente o risco de sobrestimagéo da taxa de mortalidade da populacgio.

As novas disposi¢Ges contidas nas normas contabilfsticas IFRS e no projecto Solvéncia
IT reforcam a necessidade de se proceder a uma avaliacio mais criteriosa das responsa-
bilidades das empresas. Em particular, elas abrem a porta & possibilidade de serem
adoptadas tdbuas de mortalidade especificas, ajustadas 4 populacdo representada nas
carteiras das companhias de seguros, designadamente nos casos em que o actudrio res-
ponséavel considera que as caracteristicas das populacdes envolvidas nao se encontram
devidamente espelhadas nas tdbuas regulamentares. Estes desenvolvimentos tornam
inadigvel a construcdo de tibuas regulamentares em Portugal, quer para a populagio
em geral, quer para as subpopulacdes de pessoas seguras e dos fundos de pensdes.

Para tentar colmatar esta lacuna, realizamos neste capftulo o primeiro exercicio sis-
temadtico de graduacdo paramétrica da mortalidade das pessoas seguras e dos benefi-
cidrios dos fundos de pensoes efectuado em Portugal, tomando como referéncia os dados
relativos ao perfodo 2000-2004. O capitulo est4 organizado da seguinte forma. Na Seccio
5.2, descrevemos as principais caracteristicas das populagdes abrangidas pelo estudo. Na
Seccao 5.3, apresentamos os resultados obtidos pela aplicacdo de modelos lineares e nao
lineares generalizados na graduagdo paramétrica de quocientes e taxas de mortalidade.
Na Seccdo 5.4, exemplificamos o emprego da abordagem dual descrita no Capitulo 3
em problemas de graduagao, considerando a populacéo coberta por seguros em caso de
vida. Na Seccgdo 5.5, avaliamos o desempenho das diferentes leis de Heligman-Pollard
(HP) e aferimos a importancia da escolha da funcdo objectivo na eficdcia do modelo.
Na Seccao 5.6, comparamos o desempenho dos diferentes métodos paramétricos testados
usando um conjunto de indicadores de qualidade do ajustamento. Por tltimo, a Seccio

5.7 resume as principais conclusées do estudo.
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5.2. Descri¢ao da amostra

5.2 Descricao da amostra

Nesta seccao descrevemos, de forma sumdria, as principais caracteristicas das popu-
lagoes que servem de base ao estudo. Em particular, analisamos a estrutura etéria da
populagao exposta ao risco e algumas particularidades observadas no comportamento da.

mortalidade no perfodo investigado.

5.2.1 Beneficidrios de fundos de pensées

O presente estudo sobre a mortalidade dos Beneficigrios de Fundos de Pensdes (BFP) tem
por base os dados coligidos pelo Instituto de Seguros de Portugal (ISP) para o universo
dos Fundos de Pensdes a operar no mercado portugués. A categoria BFP compreende os
pensionistas com direito ao recebimento de uma penséo a titulo de pré-reforma, reforma
antecipada, reforma por velhice, reforma por invalidez ou em caso de sobrevivéncia (e.g.,
viuvez e orfandade). A informagdo estatistica usada na andlise compreende os dados
sobre o nimero de pessoas expostas (centralmente) ao risco (E) e sobre o nimero de
Gbitos registados (d), devidamente discriminados por sexo e idade actuarial, no perfodo
compreendido entre os anos de 2000 e 2004.

O Quadro 5.2.1 resume algumas caracteristicas das populagdes. No periodo em
estudo, a populagdo anualmente exposta ao risco de morte aumentou 8% de 95,4 mil
para cerca de 103 mil individuos, sobretudo devido ao crescimento dos pensionistas
do sexo feminino que aumentaram 16%, atingindo um total de 38770 vidas em 2004.
Em comparacgo, no mesmo perfodo a populagao do sexo masculino apenas cresceu 4%,
somando 64172 vidas em 2004. Apés um periodo de crescimento acentuado do niimero
de pensionistas, observado na segunda metade da década de noventa (o total de vidas
expostas ao risco ascendia a 63,4 mil em 1995) e no inicio do novo milénio, nos tltimos

anos o nimero de pensionistas manteve-se relativamente constante.

Homens Mulheres Total

Ano F d E d F d
2000 61918 | 1753 | 33 486 876 | 95404 | 2629
2001 60027 | 1624 | 30614 7311 90641 | 2355
2002 66278 | 2107 | 36024 | 1830 | 102302 | 3937
2003 65420 1 1914 | 35969 | 1059 | 101389 | 2973
2004 64172 | 1961 | 38770 {1075 | 102941 | 3036
Total 317812 | 9356 | 174 848 | 5 562 | 492 659 | 14 918

Quadro 5.2.1: Beneficidrios de fundos de pensées (E;;d;)

As Figuras 5.2.1 e 5.2.2 revelam algumas particularidades sobre a distribuigdo etsria
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da populacgdo masculina e feminina exposta ao risco.

Figura 5.2.1: Estrutura etdria da populagao masculina de pensionistas

Figura 5.2.2: Estrutura etdria da populagdo feminina de pensionistas
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Em primeiro lugar, e atendendo a natureza do beneficio em causa, observa-se que a
populagao estd concentrada em duas faixas etdrias distintas. Uma primeira, de menor
importancia em termos de vidas expostas ao risco, que abrange as idades entre os 15 e os
25 anos e que representa, essencialmente, os 6rfaos de beneficidrios e participantes nos
fundos.! Uma segunda, de maior significado e interesse, correspondente aos individuos
com mais de 40 anos, com um pico natural em torno dos 65 anos, a idade “normal” de
reforma em Portugal. Em ambos os sexos, sdo observadas vidas expostas ao risco entre
os 0 e os 104 anos. No entanto, cerca de 95% da exposicao estd concentrada numa faixa
etdria que vai dos 50 aos 85 anos.

A Figura 5.2.3 dé-nos uma primeira impressao sobre o comportamento da mortali-
dade no periodo em andlise. As estimativas brutas dos quocientes g, foram calculadas

com base na hipétese de repartigdo uniforme dos 6bitos durante o ano, mediante a fér-

2004 d
; 2™ (5.2.1)

9z = <2004 .
Zt:ZOOO (B + 3dzs)

mula

A Figura 5.2.4 representa, a tftulo de comparacio, os quocientes de mortalidade da
populagéo portuguesa extraidos da tdbua de mortalidade referente ao perfodo 2001/02,
elaborada pelo Instituto Nacional de Estatistica (I.N.E.).

A primeira caracteristica a salientar refere-se & mortalidade anormalmente elevada
nas idades mais jovens, em especial no intervalo entre os 15 e os 25 anos. Este comporta-
mento, devidamente assinalado pelo ISP (2000), é explicado em parte pela forma como
os dados sdo compilados em Portugal, que equiparam & morte enquanto pensionista,
todos os eventos que conduzem um individuo a perder a sua qualidade de beneficidrio do
fundo de pensdes. Significa isto que a mortalidade registada tanto pode corresponder &
morte fisica, propriamente dita, como a outros factos que impliquem a perda do direito
& penséo, entre os quais se incluem, por exemplo, a extingdo da pensdo de orfandade
por se atingir a idade méxima elegivel, ou a perda do direito & pensio de viuvez em
resultado da contracgao de novo casamento pelo conjuge sobrevivo. Deste modo, os pi-
cos de mortalidade observados em ambos os sexos em torno dos 25 anos de idade ndo
podem ser dissociados do facto de que os planos de pensdes que prevéem beneficios de
orfandade e/ou viuvez estipularem, regra geral, o vigésimo quinto aniversirio como a

idade limite para cessagdo do direito & pensdo de orfandade.?Em suma, uma boa fa-

! Assinala-se, a este propésito, que uma boa parte dos planos de pensdes existentes em Portugal
estipula beneficios de orfandade em caso de falecimento dos beneficidrios e/ou participantes nos fundos.

?Registe-se que esta idade pode, nalguns casos, ser prolongdvel, em particular se o 6rfao for invilido
ou se estiver em fase de conclusio dos estudos com bom aproveitamento.

123



5.2. Descrigdo da amostra

tia da “mortalidade” registada nestas idades ndo corresponde, de facto, & mortalidade
fisica, mas simplesmente & perda do direito & penséo e, como tal, deve ser analisada com

cautela.
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Figura 5.2.3: Estimativas brutas dos quocientes g, pensionistas
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Figura 5.2.4: Estimativas brutas dos quocientes g;, populagdo portuguesa 2001/2002
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A observagao da Figura 5.2.3 permite ainda constatar que nas idades em que o
nimero de expostos ao risco é (estatisticamente) pouco significativo (até aos 50 anos),
os quocientes ¢, apresentam um padrao grifico bastante errdtico e volatil. Em com-
pensagdo, nas faixas etdrias em que se concentra a maior parte da exposi¢do ao risco
é possivel registar, em ambos os sexos, uma tendéncia crescente nos quocientes, muito
préxima daquela que é observada na populagio portuguesa. Nos individuos com mais
de 50 anos, destacamos ainda o facto de os quocientes relativos aos pensionistas do
sexo feminino serem menores do que os observados nos pensionistas do sexo masculino,
um resultado esperado atendendo ao comportamento observado na Figura 5.2.4 para a
populacao portuguesa, e ao diferencial na esperanca de vida entre homens e mulheres

registado na generalidade dos pafses ocidentais.

5.2.2 Seguros em caso de vida

Em Portugal, a populagdo exposta ao risco nos Seguros de vida em Caso de Vida
(SCV) é constituida, essencialmente, por seguros de capitais (capitais diferidos, planos
de poupanga-reforma (PPR) e planos de poupanga-reforma-educagio (PPR/E), seguros
do tipo “Universal Life”, vida inteira e mistos), operagoes de capitalizagio e seguros de
rendas.

Como se observa no Quadro 5.2.2, a populagéo coberta pelos seguros em caso de vida,
cresceu significativamente (82.8%) no periodo em andlise, passando das 1198,7 mil vidas
em 2000 para os cerca de 2,2 milhoes de individuos em 2004. Esse crescimento foi, uma,
vez mais, desigual entre sexos, com a populagdo feminina a quase duplicar no quinquénio
em estudo (cresceu 98%), enquanto que na populagio do sexo masculino o aumento foi
de apenas 75%. Neste perfodo, a reparticao da populacio por sexos registou flutuacoes
importantes. Ainda assim, é patente o maior peso das vidas do sexo masculino, que
representavam em 2004 62% do total. Este tltimo nimero contrasta com detectado na

populagio portuguesa, onde a populagdo feminina representa cerca de 51.5% do total.

Homens Mulheres Total

Ano E d E d FE d
2000 782830 | 2652 415883 | 1401 | 1198 713 | 4053
2001 1011050 | 3280 501 776 974 | 1512826 | 4254
2002 1112976 | 3 544 575253 | 1110 | 1688229 | 4654
2003 959 341 | 2928 545358 | 1034 | 1504699 | 3962
2004 1368112 | 5338 822904 | 181212191016 | 7150
Total 5234308 | 17742 | 2861 174 | 6 331 | 8 095 483 | 24 073

Quadro 5.2.2: Seguros em caso de vida (Ey;dy)
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Nas Figuras 5.2.5 e 5.2.6 & possfvel verificar que, apesar do forte crescimento da
carteira registado neste perfodo, a distribuigdo etdria das populagdes (masculina e fem-

inina) apresenta um perfil relativamente estével.

Figura 5.2.6: Seguros em caso de vida: estrutura etdria da populacao feminina
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Com efeito, a maioria das vidas concentra-se numa, faixa etéria entre os 45 e os 65
anos de idade, ou seja, relativamente préximo da idade normal de reforma.® Em ambos
0s sexds, foram registadas vidas expostas ao risco entre os 0 e os 108 anos, sendo que
cerca de 95% da exposi¢do se concentrava numa faixa etdria entre os 25 e os 75 anos.

No que se refere ao comportamento da mortalidade, a Figura 5.2.7 mostra que a pop-
ulacdo segura em caso de vida apresenta perfis semelhantes aos registados na populacao
portuguesa em geral, embora se constate que os quocientes g, sdo claramente inferi-
ores. Destaque ainda para as ji mencionadas diferencas de mortalidade entre sexos,
assim como para os habituais picos de mortalidade no intervalo 15-30 anos (sobretudo
na populagao do sexo masculino), atribuidos & denominada “mortalidade acidental”.

Nas idades em que o nimero de expostos ao risco é (estatisticamente) pouco signi-

ficativo, a irregularidade nos quocientes é naturalmente mais acentuada.
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Figura 5.2.7: Estimativas brutas dos quocientes ¢, seguros em caso de vida

$Este perfil, revelador de um mercado préximo da maturidade, é em boa medida explicado pelo
facto de no perfodo 2000-2004 se ter assistido a uma estabilizagio das caracterfsticas da procura (por
principais tipos de produtos), com a quase totalidade da produgdo anual concentrada em produtos de
elevada componente financeira e idade de subscri¢ao relativamente préxima da idade de reforma (capitais
diferidos com contraseguro, PPR/E).
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' 5.2.3 Seguros em caso de morte

A populagio exposta ao risco nos Seguros de vida em Caso de Morte (SCM) é consti-
tufda, maioritariamente, por seguros temporarios, um tipo de seguro usualmente exigido
como garantia em operacoes de crédito, sobretudo em operacoes de crédito a habitacéo,
operagoes de crédito pessoal ou associadas a garantias de cartoes de crédito. Para a maio-
ria da populacdo segura, o fundamento que conduz a celebragio do contrato de seguro
é, assim, completamente independente da preocupacgdo para com um falecimento pre-
maturo face & média, um comportamento que pode introduzir alguma seleccio adversa
na composicao das carteiras das companhias de seguros.

A evolugao da carteira de vidas cobertas por seguros em caso de morte no perfodo
2000-2004 é posta em evidéncia no Quadro 5.2.3. Como se observa, a dimensdo da
carteira cresceu significativamente (cerca de 1.39 milhdes de vidas ou 43.3%), atingindo
em 2004 um universo de 4.6 milhoes de individuos de ambos os sexos. Este crescimento
é consistente com a evolugdo dos contratos e dos montantes de crédito 4 habitagio
observada em Portugal neste perfodo. Sublinha-se, uma vez mais, o maior contributo
das vidas do sexo feminino para o crescimento da carteira global, com o nimero de
expostos ao risco deste sexo a quase duplicar no periodo em apreco. Apesar desta
evolucao, em 2004 a populagdo feminina continuava a representar apenas 35% do total

da carteira.

Homens Mulheres Total

Ano E d E d E d
2000 2376533 | 4082 839862 | 1338 | 3216395 | 5420
2001 2 469 984 3 211 | 1003 407 767 3473 391 3 978
2002 2597102 | 3263 ] 1130075 715 | 3727177 | 3978
2003 2266 837 | 3699 | 1186 668 795 | 3453 506 | 4 494
2004 2991064 | 5207 | 1616957 | 1330 4608011 6537
Total 12701 511 | 19462 | 5 776 969 | 4 945 | 18 478 480 | 24 407

Quadro 5.2.3: Seguros em caso de morte (Ey;dy)

Como se observa pela andlise das Figuras 5.2.8 e 5.2.9, os diferentes ritmos de cresci-
mento nas carteiras do sexo masculino e feminino tiveram correspondéncia na evolucéo da
sua distribuicao etdria. Com efeito, a carteira de vidas do sexo masculino apresenta per-
fis tipicos de populagoes mais maduras, evidenciando um comportamento relativamente
estdvel ao longo de todo o quinquénio em estudo, com uma forma senoidal ligeiramente
enviesada & esquerda, com média, moda e mediana situadas numa faixa etéria em torno

dos 40 anos. Esta evolugdo contrasta com o observado nas vidas do sexo feminino, onde
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o crescimento da carteira introduziu mudangas estruturais substanciais.*

Figura 5.2.9: Seguros em caso de morte: estrutura etéria da populagdo feminina

4Como se observa na Figura 5.2.9, no transcurso deste periodo a estrutura etdria tendeu para uma
forma senoidal bastante enviesada & esquerda, com moda situada em torno dos 30 anos, recuada em
aproximadamente 10 anos face 4 média e & mediana da distribuicdo. Perante esta evolugéo, é inques-
tiondvel que se assistiu a uma forte entrada de mulheres mais jovens para a carteira global, um facto que
est4 invariavelmente associado & evolugio da politica de crédito a habitagéo das instituigbes financeiras
nos dltimos anos.
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No perfodo em estudo, sdo observadas vidas expostas ao risco entre os 0 e os 110
anos no caso do sexo masculino, e entre os 0 e os 105 anos no caso do sexo feminino.
Contudo, mais de 99% da exposi¢cio em ambos os sexos estd concentrada numa faixa
etdria que vai dos 20 aos 75 anos de idade.

Na Figura 5.2.10 é possivel verificar que os perfis gréficos dos quocientes de mortali-
dade se aproximam dos da populagdo em geral. No entanto, observa-se que as tendéncias
de mortalidade da populagdo segura em caso de morte sdo anormalmente mais brandas
do que as registadas na populagdo em geral (e até na prépria populagio segura em caso
de vida), e para todo o intervalo de idades considerado. Ainda mais surpreendente é o
facto dos quocientes relativos & populacio masculina serem, num ndmero significativo
de idades, inferiores aos da populagdo feminina, um padrdo inédito e invulgar face ao
exposto na Secgao 5.2.1.
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Figura 5.2.10: Estimativas brutas dos quocientes q,, seguros em caso de morte

Este resultado inesperado, devidamente assinalado pelo ISP (2003), é explicado pela
existéncia de erros na recolha de informacdo estatistica sobre a mortalidade efectiva

neste tipo de populaco.® A presenca de erro na amostra introduz um enviesamento nio

5Estes erros estio relacionados, desde logo, com atrasos na comunicagdo entre os bancos e as com-
panhias de seguros do ramo vida aquando do falecimento de clientes que contrafram empréstimos para
a aquisi¢do de habitagdo, um facto que pode levar & perda de informacdo sobre os ébitos. Por outro
lado, algumas coberturas do risco de morte associadas a operagdes de crédito pessoal ou a cartdes de
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negligencidvel na andlise e condiciona, inevitavelmente, os resultados e as conclusdes a

retirar quanto ao comportamento da mortalidade.®

5.3 Modelos lineares e nao-lineares generalizados

Nesta secgao, reportamos os principais resultados obtidos pela aplicagdo dos modelos
lineares e ndo lineares generalizados descritos no Capitulo 3 na graduacio da experiéncia
relativa as populagoes de beneficidrios de fundos de pensoes e de pessoas seguras em caso
de vida e em caso de morte, no perfodo 2000-2004. O procedimento de graduacio de
gz € i, baseia-se na utilizagdo de modelos com previsor linear do tipo LGM(r,s) ou
GM(r,s), com link logit ou logaritmico, respectivamente.

As estimativas dos parametros dos modelos (obtidas com base no método de méxima-
verosimilhanca) e os resultados dos testes de qualidade do ajustamento foram obtidos
com recurso a uma rotina informética especialmente escrita para o efeito, implementada
no package S-PLUS 2000 (Release 3). A exposic¢do dos resultados compreende, nas trés
subpopulagdes em estudo, a descrigdo dos ajustamentos efectuados aos dados de base,
os testes usados para seleccionar o modelo adequado e a ansdlise da sua significancia

estatistica.

5.3.1 Beneficidrios de fundos de pensces

Os dados usados na graduacgdo da mortalidade dos beneficidrios de fundos de pensdes
correspondem apenas as idades compreendidas entre os 50 e os 100 anos, no perfodo que
decorre de 2000 a 2004, com centro no ano de 2002. Esta limitagdo do intervalo de anélise
é justificada por duas ordens de razoes. Em primeiro lugar, pelo facto do niimero de vidas
expostas ao risco ser reduzido nas restantes idades e apresentar as idiossincrasias referidas
na Secgdo 5.2, razdo pela qual a sua inclusdo afectaria a significancia estatistica dos
resultados. Em segundo lugar, recordamos que esta faixa etédria é aquela que apresenta
major interesse relativo para as Sociedades Gestoras de Fundos de Pensdes (SGFP),
quer por concentrar a maioria da exposicao ao risco, quer por ditar as responsabilidades
financeiras de maior valor. Nas idades em que o nimero de 6bitos registados no periodo

foi nulo ou escasso (e.g., nas idades mais avangadas), procedeu-se ao agrupamento das

crédito ndo sdo, por vezes, accionadas, seja por corresponderem a situacoes de exclusao contratualmente
estipuladas, levando a que a companhia de seguros nio seja informada da ocorréncia do falecimento, seja
por desconhecimento ou até esquecimento dos beneficidrios.

® A presenca de erro na amostra pode igualmente ajudar a explicar o comportamento «estranho» dos
quocientes na populagdo do sexo masculino a partir dos 70 anos de idade, com uma quebra na natural
tendéncia de crescimento dos quocientes com ¢ aumento da idade.
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idades contiguas até que a soma dos 6bitos esperados (dz T) fosse maijor ou igual a 5
(e, dz® > 5).

Graduacgao de g,

Escolha da ordem do modelo A primeira etapa no procedimento de graduacio
envolveu a determinacao da ordem (r, s) da férmula de Gompertz-Makeham (3.4.1) que
melhor ajusta os dados. Em ambos os sexos, foram testadas 30 combinacdes diferentes
considerando s € [2,7] e 7 € [0,4]. Os valores da funcdo de Log-Verosimilhanca (LV) e
da (unscaled) deviance sdo apresentados nos Quadros 5.3.1 e 5.3.2.

Log-verosimilhanca
r s§=2 s=3 s=4 s§=25 s=6 s=7
0 | 37091.44 | 36996.57 | 36994.80 | 36992.12 | 36992.10 | 36991.06
1| 36994.54 | 36994.10 | 36993.64 | 36991.97 | 36989.69 | 36971.31
2 | 36993.02 | 36991.19 | 36989.86 | 36985.38 | 36977.66 | 36970.45
3 | 36991.73 | 36991.19 | 36989.34 | 36973.52 | 36970.59 | 36970.57
4 | 36988.81 | 36986.34 | 36981.16 | 36969.42 | 36969.42 | 36969.51
Deviance
r §=2 s=3 s=4 s=25 s=06 s=17
01! 342.14 152.39 148.84 143.49 143.45 141.38
1 148.34 147.44 146.52 143.18 138.62 101.87
2 145.21 141.63 138.97 130.02 114.56 100.16
3 142.71 141.63 137.93 106.30 100.44 100.40
4 | 136.87 131.92 121.57 98.09 98.08 98.26

Quadro 5.3.1: LV e deviance para pensionistas do sexo masculino, LGM(r, s)

Log-verosimilhanga
r §=2 s=3 s=4 §=5 s=06 s=17
0 | 19686.30 | 19641.51 | 19630.38 | 19625.97 | 19620.98 | 19616.32
11 19633.47 | 19632.63 | 19629.44 | 19621.08 | 19616.36 | 19615.97
2| 19633.46 | 19628.21 | 19616.39 | 19615.67 | 19615.67 | 19615.57
3 | 19633.21 | 19619.33 | 19615.78 | 19615.66 | 19615.65 | 19615.56
4 | 19621.72 | 19616.39 | 19615.77 | 19615.64 | 19615.37 | 19615.36
Deviance
T s=2 s=3 s=4 s§s=25 s=6 s=17
0 182.70 93.13 70.87 62.03 52.07 42.75
1 77.07 75.36 68.99 52.26 42.81 42.04
2 77.01 66.52 42.87 41.44 41.44 41.23
3 76.52 48.76 41.66 41.43 41.41 41.23
4 53.54 42.88 41.65 41.37 40.84 40.83

Quadro 5.3.2: LV e deviance para pensionistas do sexo feminino, LGM((r, s)
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Como seria de antever, regista-se uma diminui¢do paulatina nos valores da Log-
verosimilhanca (LV) e da deviance & medida que nos movemos ao longo de uma linha
ou ao longo de uma coluna da tabela, ou seja, & medida que aumenta o niimero de
pardmetros do modelo. Para determinar a ordem 6ptima da férmula é necessirio avaliar
se os decréscimos na LV e na deviance sdo estatisticamente significativos, ou seja, &
imprescindivel verificar se a melhoria na qualidade da graduagio conseguida com a adicéo
de pardmetros ao modelo é compensada pelo inevitdvel aumento da sua complexidade.
A este propésito, recordamos que a diferenca entre os valores de duas colunas (ou linhas)
adjacentes da deviance pode ser aproximada por uma distribuicio de x2 com um grau de
liberdade. A andlise dos quadros permite identificar os modelos LGM(1,7), LGM(2,6)
e LGM(3,5) como potenciais candidatos no caso da populacio de pensionistas do sexo
masculino, e os modelos LGM(0,7), LGM(1,6), LGM(2,4), LGM(3,4) e LGM(4,3)
na populacao do sexo feminino.

Para seleccionar o modelo 6ptimo, foram considerados outros indicadores de quali-
dade do ajustamento, reportados nos Quadros 5.3.3 e 5.3.4.7 Nestes, as primeiras trés
colunas indicam, respectivamente, a ordem (r,s) da férmula, o valor (unscaled) da es-
tatistica x? e o correspondente p-value. No caso dos pensionistas do sexo masculino, o
p-value do teste x?2 foi ajustado por um factor de escala de modo a contemplar a pre-
visfvel presenca de sobredispersdo na amostra. As trés colunas seguintes reportam, por
esta ordem, os p-values do teste dos sinais (Signs Test), do teste das sequéncias ou das
mudancas de sinal (Runs Test) e do teste de Kolmogorov-Smirnov para a igualdade entre
a distribuicdo observada e a distribui¢ao estimada. As duas colunas seguintes incluem
informacao sobre os p-values dos testes de autocorrelagio efectuados, nomeadamente dos
testes de Portmanteau e de Ljung-Box.

A coluna intitulada “Par. Sign.” sinaliza o resultado da anélise 4 significancia estatfs-
tica dos pardmetros dos modelos. Deste modo, na eventualidade de todos os parametros
estimados se revelarem, num teste bilateral, significativamente diferentes de zero, a sigla
“S” é apresentada. Caso contrério, ¢ indicada a sigla “N”. A obtencdo de estimativas
nao significativas é um primeiro sinal de possivel sobre-parametrizacdo do modelo.

A coluna intitulada “Conf.” evidencia se o modelo testado apresenta (S) ou nio (N)
uma boa configuragdo, entendendo-se por tal a capacidade deste para gerar estimativas
plausiveis fora do intervalo de graduagido (nomeadamente para z > 100), em partic-
ular quocientes de mortalidade crescentes com a idade.® Por fim, a coluna intitulada

"Para mais detalhes sobre a definigdo dos indicadores e a forma de célculo, veja-se o Capitulo 3.
8No capitulo seguinte, sio apresentadas solugdes alternativas para contornar o problema da irregu-
laridade da mortalidade nas idades avancadas, que passam, em particular, pela adopcio de métodos de
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“Int. Conf.” apresenta informacdo sobre a qualidade do ajustamento proporcionada
pelo modelo nas idades intermédias, onde se concentra a maioria da exposigdo ao risco.
Para qualificar esta caracterfstica, considerdmos que um modelo apresenta um desem-
penho adequado (S) se os intervalos de confianca estimados nas idades intermédias sao

relativamente estreitos e incluem a maioria das estimativas brutas dos quocientes g.

(7, 5) x* | p(x?) | Signs | Runs | KS [ Portm | Lj-Box | Par. | Conf. | Int.
p(+) | p(runs) | p() | »() p(:) | Sign. Conf.
(0,2) | 367.7 | 0.000 | 0.984 0.000 1 0.000 0.000 S S S
(0,3) | 155.0 | 0.142 | 0.556 | 0317 | 1 | 0380 | 0138 | S S S
(0,4) | 151.8 | 0.143 | 0.336 0.700 1 0.171 0.034 S S S
(0,5) | 146.2 | 0.165 | 0.556 0.668 1 0.169 0.031 S S S
(0,6) | 146.2 | 0.140 | 0.556 | 0.668 1 0.175 0.032 N S S
(0,7) | 143.5 | 0.138 | 0.336 0.700 1 0.151 0.024 N S S
(1,2) | 151.3 | 0.172 | 0.336 0.700 1 0.134 0.022 S S S
(1,3) | 150.2 | 0.156 | 0.336 0.700 1 0.167 0.031 N S S
(1,4) | 149.3 | 0.140 | 0.336 0.700 1 0.145 0.025 N S S
(1,5) | 145.8 | 0.144 | 0.556 0.668 1 0.159 0.028 N S S
(1,6) | 140.7 | 0.160 | 0.444 0.676 1 0.241 0.053 S S S
(1,7) | 103.0 | 0.641 | 0.444 | 0.659 1 0.334 0.124 N N S
(2,2) | 147.9 | 0.176 | 0.336 0.700 1 0.212 0.046 S S S
(2,3) | 144.3 | 0.181 | 0.556 0.668 1 0.188 0.036 S S S
(2,4) | 141.9 | 0.177 | 0.556 0.886 1 0.286 0.071 S S S
(2,5) | 131.7 | 0.252 | 0.556 0.886 1 0.319 0.093 N S S
(2,6) | 116.3 | 0.426 | 0.240 0.967 1 0.300 0.116 S S S
(2,7) | 101.2 | 0.628 | 0.556 0.198 1 0.146 0.040 N N S
(3,2) | 145.6 | 0.170 | 0.444 0.676 1 0.203 0.041 N S S
(3,3) | 144.3 | 0.155 | 0.556 | 0.668 | 1 | 0.189 | 0.036 | N S S
(3,4) | 140.5 | 0.162 | 0.556 0.886 1 0.264 0.062 N S S
(3,5) | 107.6 | 0.566 | 0.443 0.481 1 0.166 0.050 N S S
(3,6) | 101.6 | 0.621 | 0.336 0.922 1 0.122 0.032 S N S
(3,7) | 101.6 | 0.578 | 0.234 0.590 1 0.129 0.034 N N S
(4,2) | 139.0 | 0.205 | 0.556 | 0.668 1 0.231 0.052 S S S
(4,3) | 133.6 | 0.230 | 0.444 0.676 1 0.288 0.077 S S S
(4,4) | 123.3 | 0.322 | 0.240 0.535 1 0.411 0.174 N S S
(4,5) | 98.6 | 0.671 | 0.444 0.877 1 0.191 0.058 N N S
(4,6) | 98.6 | 0.628 | 0.444 0.877 1 0.188 0.057 N N S
(4,7) | 99.1 | 0.576 | 0.664 0.877 1 0.090 0.020 N N S

Quadro 5.3.3: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM(r, s), pensionistas do
sexo masculino

Como se observa, em ambos os sexos sdo intimeros os modelos que satisfazem todos
os critérios de bondade do ajustamento. No entanto, para os pensionistas do sexo mas-
culino verifica-se que, de entre os modelos anteriormente seleccionados como candidatos
a 6ptimo, o tnico que respeita todos os indicadores de qualidade é o modelo LGM (2, 6).
Os modelos LGM(1,7) e LGM(3,5) sdo descartados pelo facto de gerarem parametros

fecho de tdbuas.

134



5.3. Modelos lineares e nao-lineares generalizados

nao significativos e/ou uma configuragao pouco adequada em termos de graduacio, nao

obstante proporcionarem, por exemplo, valores inferiores para a estatistica deviance.
Conclui-se, assim, pela andlise da bateria de indicadores acima indicada, que o modelo
que melhor ajusta o comportamento da mortalidade dos pensionistas do sexo masculino
é o modelo LGM (2, 6). No caso dos pensionistas do sexo feminino, um raciocinio anélogo
identifica o0 modelo LGM (0, 7) como sendo o tnico que, de entre os candidatos a 6ptimo,
respeita todos os critérios de qualidade do ajustamento. Trata-se de um modelo que,

no contexto dos GLMs, assume uma estrutura linear, correspondente a um ajustamento

mediante um polinémio de grau 6.

(r,s) x> p(x*) | Signs | Runs | KS [ Portm | Lj-Box | Par. | Conf. | Int.
p(+) | p(runs) | p() | p() p(:) | Signf. Conf.
(0,2) | 218.3 | 0.000 | 0.919 0.035 1 0.000 0.000 S S N
(0,3) 95.5 | 0.000 | 0.500 0.259 1 0.026 0.002 S S S
(0,4) 70.8 | 0.014 | 0.390 0.553 1 0.022 0.001 S S S
(0,5) 63.8 | 0.042 | 0.610 0.569 1 0.471 0.167 S S S
(0,6) 52.4 | 0.210 | 0.500 0.569 1 0.249 0.047 S N S
(0,7) 42.6 | 0.533 | 0.712 0.084 1 0.037 0.002 S S S
(1,2) | 77.2| 0005|0712 | 0267 | 1 | 0.029 | 0.001 | S S S
(1,3) | 75.3 | 0.006 | 0.390 | 0.980 1 0.014 | 0.001 N S S
(1,4) 69.0 | 0.016 | 0.610 0.569 1 0.064 0.006 N S S
(1,5) | 53.5 ] 0.181 | 0.610 | 0.256 1 0.281 | 0.061 S N S
(1,6) 42.7 | 0.530 | 0.390 0.084 1 0.034 0.002 S N S
(1,7) 41.8 | 0.522 | 0.500 0.089 1 0.026 0.001 N S S
(2,2) 77.1 | 0.004 | 0.712 0.267 1 0.023 0.001 N S S
(2.3) | 69.2 | 0015 | 0712 | 0553 | 1 | 0523 | 0200 | S S S
(2,4) 42.8 | 0.564 | 0.500 0.089 1 0.039 0.003 S N S
(2,5) | 41.3 | 0.590 | 0.610 | 0.089 1 0.024 | 0.001 N S S
(2,6) 41.2 | 0.547 | 0.610 0.089 1 0.024 0.001 N S S
(2,7) | 41.1|0.511 {0390 | 0.084 | 1 | 0.018 | 0001 | N N S
(3,2) 77.0 { 0.003 | 0.500 0.573 1 0.039 0.003 N S S
3,3) 49.3 | 0.306 | 0.712 0.553 1 0.169 0.026 S S S
(3,4) 41.5 | 0.580 | 0.288 0.074 1 0.022 0.001 N S S
(3,5) 41.2 | 0.548 | 0.610 0.089 1 0.024 0.002 N S S
(3,6) | 41.2 | 0.505 | 0.610 | 0.089 1 0.029 | 0.002 N S S
(3,7) 41.1 | 0.467 | 0.610 0.089 1 0.019 0.001 N S S
(4,2) 52.8 | 0.198 | 0.201 0.890 1 0.428 0.140 S S S
4,3) 42.8 | 0.523 | 0.610 0.089 1 0.030 0.002 N S S
4,4) 41.5 | 0.537 | 0.288 0.074 1 0.021 0.001 N S S
4,5) 41.2 | 0.507 | 0.610 0.089 1 0.022 0.001 N S S
(4,6) | 40.8 | 0.480 | 0.610 | 0.047 1 0.028 | 0.002 N N S
(4,7) 40.8 | 0.425 | 0.610 0.089 1 0.019 0.001 N S S

Quadro 5.3.4: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM(r, s), pensionistas do

sexo feminino

As Figuras 5.3.1 e 5.3.3 ddo-nos uma percepgéo clara quanto & qualidade do ajusta-

mento proporcionada pelos modelos 6ptimos.
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Figura 5.3.2: Residuos de Pearson do modelo LGM(2, 6), pensionistas do sexo masculino
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Figura 5.3.4: Residuos do modelo LGM(0, 7), pensionistas do sexo feminino
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Nestas sao representados, no mesmo referencial, os quocientes brutos e graduados e os
respectivos intervalos de confianga a 95%. Nas Figuras 5.3.2 e 5.3.4 juntamos mais alguns
elementos de diagndstico, representando o perfil dos residuos de Pearson do modelo por
idade. Comparamos ainda os quantis da distribui¢do dos residuos com os da distribuicao
Normal padronizada. No caso dos pensionistas do sexo masculino, assinalamos alguns
desvios relativos elevados, situados fora do intervalo de confianca a 95%, bem como a
presenga de algumas observagoes nas caudas da distribui¢gdo Normal. A explicacdo mais

plausfvel para este padrao gréfico encontra-se na presenca de duplicidades na amostra.

Significdncia estatistica do modelo Para completar a andlise, o Quadro 5.3.5 apre-
senta algum detalhe sobre os modelos 6ptimos escolhidos na secgdo anterior, nomeada-
mente o valor dos pardmetros estimados (Coef.), o desvio-padrao das estimativas (se), o

t-ratio e correspondente p-value.

Homens: LGM (2, 6) Mulheres: LGM(0,7)
Coef. | se | tratio | p-value Coef. se t-ratio | p-value

op | -1.652604 | 0.258 | -6.40 | <0.0001
o -1.26309 | 0.180 | -7.01 | <0.0001
Bo 0.525325 | 0.153 3.44 | <0.0001 { -3.594738 | 0.028 | -127.76 | <0.0001
B4 0.812968 | 0.029 | 28.10 | <0.0001 | 2.529659 | 0.115 22.09 | <0.0001
By | -0.216991 | 0.018 | -11.72 | <0.0001 2.24867 | 0.411 5.47 | <0.0001
B3 0.135882 | 0.014 9.86 | <0.0001 | 1.242792 | 0.525 2.37 | 0.00448
By | -0.097409 | 0.022 | -4.50 | <0.0001 | -4.481736 | 1.272 -3.52 | <0.0001
Bs 0.173482 | 0.044 3.90 | <0.0001 | -1.781275 | 0.510 -3.50 | <0.0001
Be 3.049402 | 0.993 3.07 0.0001

Quadro 5.3.5: SignificAncia estatistica dos pardmetros, LGM(r, s), pensionistas

Obitos (4, E) Deviance Teste x?

(A—FE) | AJE%) Null Unscaled | p-value | Unsc.x? | gl | p-value
H 0 100.0 7268.17 114.56 0.453 116.26 42 0.426
M 0 100.0 6078.44 42.75 0.525 42.56 44 0.533

Kolmogorov-Smirnov Signs Test

Desv Max | p-value | Desv.(+) | Desv.(=) [ p-value 2z >2 | 2,>3
H | 0.0063365 1 22 28 0.240 10 2
M | 0.0040279 1 27 24 0.712 0 0

Runs Test Testes Autocorrelagao

N.° runs | p-value Portm. p-value | Ljung-Box | p-value
H 25 0.9676 22.769 0.300 27.73 0.116
M 32 0.0839 32.671 0.037 42.17 0.003

Quadro 5.3.6: Testes de qualidade do ajustamento, LGM(r, s), pensionistas
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Como se observa, os pardmetros estimados em ambos os sexos sio significativamente
diferentes de zero. Por fim, o Quadro 5.3.6 inclui informagdo detalhada sobre os resul-
tados dos testes de qualidade do ajustamento efectuados aos modelos 6ptimos. Neste, a
coluna (A — E) denota a diferenca entre os 6bitos observados (A) e estimados (E).

Graduacao de pu,

Escolha da ordem do modelo Para determinar a ordem do previsor linear GM (r, s)
usado na graduacdo de u,, foram testadas 30 variantes considerando s € [2,7] e T € [0, 4].
Os valores da Log-verosimilhanga e da deviance sdo reportados nos Quadros 5.3.7 € 5.3.8.

Log-verosimilhanca
r s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=17
0 | 37080.05 | 37005.51 | 36999.86 | 36996.17 | 36996.15 | 36995.39
1| 36999.55 | 36999.41 | 36998.17 | 36996.00 | 36994.18 | 36976.04
2 1 36999.39 | 36995.11 | 36994.34 | 36988.71 | 36982.84 | 36974.78
3 | 36996.59 | 36995.11 | 36993.91 | 36977.45 | 36974.71 | 36974.71
4 | 36994.06 | 36989.50 | 36985.36 | 36973.68 | 36973.67 | 36973.87
Deviance
r s=2 s=3 s=4 s§=25 s=6 s=17
0| 310.76 161.70 150.39 143.00 142.97 141.45
1 149.78 149.49 147.00 142.68 139.02 102.75
2| 149.44 140.89 139.35 126.87 115.70 100.22
3| 143.85 140.89 138.48 105.57 100.09 100.08
41 129.06 127.50 121.37 98.02 98.00 97.52

Quadro 5.3.7: LV e deviance para pensionistas do sexo masculino, GM(r, s)

Log-verosimilhanga
r s§=2 s=3 s=4 §=2H s=6 s=17
0 [ 19681.72 | 19652.38 | 19634.12 | 19629.05 | 19624.93 | 19619.69
1| 19641.61 | 19637.50 | 19632.88 | 19624.83 | 19619.78 | 19619.29
2 | 19640.57 | 19631.57 | 19619.94 | 19618.96 | 19618.96 | 19618.84
3 | 19639.48 | 19622.73 | 19619.12 | 19618.95 | 19618.94 | 19618.84
4 | 19629.89 | 19619.58 | 19619.11 | 19618.91 | 19618.65 | 19618.83
Deviance
r §=2 s=3 s=4 §=25H s=6 s=1
0| 166.73 108.06 71.54 61.40 53.17 42.69
1 86.73 78.29 69.06 52.95 42.86 41.88
2 84.44 66.44 43.19 41.23 41.22 40.98
3 82.27 48.76 41.55 41.20 41.18 40.61
4 48.23 42.47 41.47 41.12 40.59 38.79

Quadro 5.3.8: LV e deviance para pensionistas do sexo feminino, GM(r, s)
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Conforme se antevia, os indicadores de qualidade do ajustamento sdo, em todos os
modelos testados, muito semelhantes aos valores obtidos na graduagdo dos quocientes
¢, mediante um previsor linear do tipo LGM(r, s). Assim sendo, nio surpreende que os
modelos GM (1,7), GM(2,6) e GM(3,5), no caso dos pensionistas do sexo masculino, e
os modelos GM(0,7), GM(1,6), GM(2,4), GM(3,4) e GM(4,3), no caso dos pension-
istas do sexo feminino, se constituam, uma vez mais, como sérios candidatos a éptimo.
Para ajudar a identificar o modelo 6ptimo, os Quadros 5.3.9 e 5.3.10 resumem os resulta-
dos dos testes de qualidade do ajustamento para as 30 variantes consideradas. A andlise
dos indicadores permite concluir, sem estranheza, que o modelo GM(2,6) (GM(0,7))

proporciona o melhor desempenho para os pensionistas do sexo masculino (feminino).

(7, 8) x> p(x°) | Signs | Runs | KS | Portm | Lj-Box | Par. | Conf | Int.
p(+) | p(runs) | p(1) | p() p() | Sign. Conf.
(0,2) | 334.8 { 0.000 | 0.966 | 0.000 1 0.000 | 0.000 S S S
(0,3) | 162.5 | 0.094 | 0.444 0.676 1 0.527 0.259 S S S
(0,4) | 153.2 | 0.133 | 0.444 0.322 1 0.165 0.033 S S S
(0,5) | 145.8 | 0.169 | 0.556 0.668 1 0.170 0.031 S S S
(0,6) | 145.8 | 0.144 | 0.556 0.668 1 0.174 0.032 N S S
(0,7) | 143.6 | 0.137 | 0.556 0.668 1 0.147 0.023 N S S
(1,2) | 152.0 | 0.166 | 0.336 0.337 1 0.198 0.043 S S S
(1,3) | 152.0 | 0.142 | 0.444 0.322 1 0.165 0.032 N S S
(1,4) | 149.7 | 0.137 | 0.336 0.670 1 0.141 0.024 N S S
(1,5) | 145.3 | 0.147 | 0.556 0.668 1 0.160 0.028 N S S
(1,6) | 141.1 | 0.158 | 0.444 | 0676 | 1 | 0.224 | 0.047 | S S S
(1,7) | 103.9 | 0.626 | 0.444 0.895 1 0.344 0.129 N N S
(2,2) | 151.4 | 0.147 | 0.336 0.337 1 0.243 0.062 N S S
(2,3) | 143.6 | 0.188 | 0.556 0.668 1 0.193 0.038 S S S
(2,4) | 142.0 | 0.175 | 0.556 0.143 1 0.256 0.059 N S S
(2,5) | 129.8 | 0.274 | 0.444 0.676 1 0.331 0.100 S S S
(2,6) | 117.5 | 0.407 | 0.240 | 0967 | 1 | 0335 | 0133 | S S S
(2,7) | 101.3 | 0.626 | 0.556 0.668 1 0.148 0.041 N N S
(3,2) | 146.6 | 0.162 | 0.444 0.676 1 0.208 0.043 N S S
(3,3) | 1436 | 0.162 | 0.556 | 0668 | 1 | 0192 | 0.037 | N | S S
(3,4) | 140.8 | 0.160 | 0.556 | 0.886 1 0.238 | 0.052 N S S
(3,5) | 106.8 | 0.579 | 0.444 0.481 1 0.161 0.047 N N S
(3,6) | 101.2 | 0.628 | 0.240 0.590 1 0.121 0.032 S N S
(3,7) | 101.2 { 0.584 | 0.240 0.590 1 0.124 0.033 N N S
(4,2) | 140.8 | 0.187 | 0.444 | 0.676 1 0.247 | 0.058 S S S
(4,3) | 131.4 | 0.255 | 0.556 0.886 1 0.304 0.086 S S S
(4,4) | 123.0 | 0.326 | 0.240 | 0.535 1 0.407 | 0.170 N S S
(4,5) | 98.5 | 0.672 | 0.444 | 0.877 1 0.194 | 0.060 S N S
(4,6) | 98.5 | 0.630 | 0.444 | 0.877 1 0.188 | 0.057 N N S
(4,7) | 99.2 | 0.574 | 0.664 0.877 1 0.076 0.016 N N S

Quadrn 5.3.9: Indicadores de qualidade do ajustamento, GM (r, s), pensionistas do sexo
masculino
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(r, ) x* | p(x®) | Signs [ Runs [ KS | Portm | Lj-Box | Par. | Conf. | Int.
p(+) | p(runs) | p(-) | p(-) p(:) | Sign. Conf.
(0,2) | 196.8 | 0.000 | 0.920 0.035 1 0.000 0.000 S S N
(0,3) | 108.8 | 0.000 | 0.500 | 0.004 1 0.002 0.000 S S S
(0,4) 71.0 { 0.014 | 0.390 | 0.553 1 0.009 0.000 S S S
(0,5) 63.1 | 0.048 | 0.610 0.570 1 0.455 0.155 S S S
(0,6) 53.7 | 0.175 | 0.500 0.569 1 0.264 0.052 N N S
0,7) 42.4 | 0.540 | 0.712 0.084 1 0.037 0.002 S S S
(1,2) 84.9 | 0.001 | 0.610 0.259 1 0.007 0.000 S S S
(1,3) 77.2 | 0.004 | 0.288 0.616 1 0.003 0.000 S S S
(1,4) | 68.6 | 0.017 | 0610 0569 | 1 | 0044 | 0003 | N | S S
(1,5) 54.4 | 0.160 | 0.712 0.553 1 0.302 0.068 N N S
(1,6) 42.8 § 0.524 | 0.390 0.084 1 0.037 0.002 S N S
(1,7) 41.6 | 0.530 | 0.500 0.089 1 0.025 0,001 N S S
(2,2) 82.5 | 0.001 | 0.610 0.090 1 0.000 0.000 N S S
(2,3) 69.0 | 0.016 | 0.712 0.553 1 0.519 0.208 S S S
(2,4) 43.3 | 0.544 | 0.500 | 0.089 1 0.048 0.003 S N S
(2,5) 41.0 | 0.600 | 0.610 | 0.089 1 0.023 0.001 N S S
(2,6) 41.0 | 0.558 | 0.610 0.089 1 0.022 0.001 N S S
(2,7) 40.9 | 0.521 | 0.390 0.084 1 0.017 0.001 N N S
(3,2) 81.5 | 0.001 | 0.500 0.573 1 0.005 0.000 N S S
(3,3) 49.3 | 0.304 | 0.610 0.569 1 0.173 0.027 S S S
(3,4) 41.4 | 0.583 | 0.288 0.074 1 0.022 0.001 N N S
(3,5) 41.0 | 0.560 | 0.610 | 0.089 1 0.024 0.001 N S S
(3,6) 40.9 | 0.516 | 0.500 0.156 1 0.027 0.002 N S S
(3,7) 40.9 | 0.493 | 0.610 0.089 1 0.017 0.001 N N S
(4,2) 60.8 | 0.058 | 0.288 0.616 1 0.260 0.060 S S S
(4,3) 42.4 | 0.542 | 0.500 0.089 1 0.026 0.001 N S S
(4,4) 41.4 | 0.541 | 0.288 0.074 1 0.020 0.001 N N S
(4,5) 40.9 | 0.519 | 0.610 0.089 1 0.021 0.001 N S S
(4,86) 40.6 | 0.490 | 0.610 0.047 1 0.026 0.002 N N S
(4,7) 40.8 | 0.434 | 0.500 0.089 1 0.018 0.001 N S S

Quadro 5.3.10: Indicadores de qualidade do ajustamento, GM(r, s), pensionistas do
sexo feminino

As Figuras 5.3.5, 5.3.6, 5.3.7 e 5.3.8 evidenciam a qualidade do ajustamento propor-
cionada pelos modelos éptimos identificados para os pensionistas de ambos os sexos.

Em resumo, a anilise conduzida nesta sec¢do permite-nos concluir, em primeiro lu-
gar, que um modelo do tipo GM (2, 6) (ou do tipo LGM(2,6)) proporciona os melhores
resultados em termos de graduacdo para os pensionistas do sexo masculino. Em se-
gundo, um modelo linear do tipo GM(0, 7) (ou do tipo LGM (0, 7)) revela-se adequado
a graduacao da mortalidade registada nos pensionistas do sexo feminino.

Por tltimo, os resultados obtidos com previsor linear do tipo Logit-Gompertz-Makeham
de tipo (r, s) sdo, na populagao de beneficidrios de fundos de pensdes, indistingufveis dos

conseguidos com o recurso previsores lineares do tipo Gompertz-Makeham de tipo (r, s).
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log(prob. brutas)
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log(prob. brutas)
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Figura 5.3.7: Modelo GM(0, 7), pensionistas do sexo feminino
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Figura 5.3.8: Resfduos do modelo GM(0,7), pensionistas do sexo feminino
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Esta tltima conclus@o é confirmada pelos resultados obtidos nos testes efectuados
considerando a populagdo de pessoas seguras em caso de vida e em caso de morte.
Em consequéncia, e por uma questdo de redundéancia, daqui em diante optamos por
reportar apenas os resultados referentes aos modelos do tipo Logit- Gompertz- Makeham,
i.e., modelos com previsor linear do tipo LGM(r, s) e link logit. Esta escolha é justificada
essencialmente por motivos de conveniéncia prética na elaboracio das tdbuas de morta-
lidade. Por tltimo, verifica-se que os quocientes g, respeitantes aos individuos do sexo
feminino sdo inferiores aos observados nos elementos do sexo masculino, 4 semelhanca

do referido anteriormente para a populagio em geral.

SignificAncia estatistica do modelo Para concluir a andlise, os Quadros 5.3.11 e
9.3.12 resumem a informacéo sobre a significincia estatistica dos modelos Sptimos e

sobre os resultados dos testes de qualidade do ajustamento.

Homens: GM(2,6) Mulheres: GM(0, 7)
Coef. se t-ratio | p-value Coef. | se t-ratio | p-value
o -4.496179 | 0.726 | -6.19 | <0.0001
o -2.955564 | 0.432 | -6.84 | <0.0001
Bo 1.5115289 | 0.160 9.44 | <0.0001 | -3.606946 | 0.027 | -131.21 | <0.0001
B4 0.6754037 | 0.026 | 25.82 | <0.0001 | 2.496212 | 0.112 22.26 | <0.0001
B2 | -0.1872704 | 0.015 | -12.69 | <0.0001 | 2.133815 | 0.393 5.42 | <0.0001
B 0.0934068 | 0.007 | 13.17 | <0.0001 | 1.087732 | 0.507 2.14 0.0135
By | -0.0597252 | 0.011 -5.53 | <0.0001 | -4.458174 | 1.204 -3.70 | <0.0001
Bs 0.0557507 | 0.016 3.47 | <0.0001 | -1.689576 | 0.486 -3.48 | <0.0001
B 3.048325 | 0.934 3.27 | <0.0001

Quadro 5.3.11: Significancia estatistica dos pardmetros, GM(r, s), pensionistas

Obitos (4, E) Deviance Teste x°

(A-FE) A/E(%) Null Unscaled | p-value | Unsc.x? gl. | pvalue
H 0 100.0 7260.22 115.70 0.434 117.47 42 0.407
M 0 100.0 6072.04 42.69 0.528 42.40 44 0.540

Kolmogorov-Smirnov Signs Test

Desv Max | p-value | Desv.(+) | Desv.(=) [ p-value 22>2 | 2z >3
H | 0.00725 1 22 28 0.234 10 2
M | 0.00428 1 27 24 0.712 0 0

Runs Test Testes Autocorrelacao

N.¢ runs p-value Portm. p-value | Ljung-Box | p-value
H 25 0.968 22.11 0.335 27.096 0.134
M 32 0.084 32.66 0.037 42.187 0.003

Quadro 5.3.12: Testes de qualidade do ajustamento, GM(r, s), pensionistas
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- 5.3.2 Seguros em caso de vida

Por razoes que se prendem com a reduzida exposicao ao risco e a significancia estatistica

dos resultados, os dados usados na graduagio restringiram-se as idades z no intervalo

z € [0,100]. Nas idades em que o nimero de &bitos registados no periodo foi nulo ou

insignificante (idades infantis e mais avangadas), procedeu-se ao agrupamento dos dados

em idades contiguas até que a condicio dz* > 5 fosse respeitada.

Escolha da ordem do modelo Foram testadas, em ambos os sexos, diferentes com-

binagoes considerando s € [2,7] e 7 € [0,4]. Os valores da funciio de Log-verosimilhanca

e da (unscaled) deviance sdo apresentados nos Quadros 5.3.13 e 5.3.14.

Log-verosimilhanca
r s§=2 s=3 s=4 §s=25 §=6 s=7
0 | 106611.8 | 106375.6 | 106333.0 | 106330.1 | 106304.9 | 106301.4
1] 106349.3 | 106332.0 | 106324.3 | 106319.2 | 106304.5 | 106299.7
2 | 106348.0 | 106332.0 | 106311.3 | 106302.1 | 106299.9 | 106299.6
3 | 106324.8 | 106304.5 | 106302.4 | 106300.7 | 106299.7 | 106297.6
4 | 106311.3 | 106304.5 | 106302.4 | 106301.2 | 106297.0 | 106295.0
Deviance
r s§=2 s=3 s=4 §=25 s=6 s=7
0| 781.53 309.11 223.96 218.17 167.79 160.66
1 256.59 221.82 206.50 196.32 166.93 157.37
2| 253.95 221.80 180.55 162.01 157.62 157.09
3| 207.58 166.94 162.67 159.25 157.22 153.10
4 180.54 166.85 162.61 160.36 151.81 147.55

Quadro 5.3.13: LV e deviance, seguros em caso de vida, sexo masculino, LGM(r, s)

Log-verosimilhanca
r s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 §=7
0 | 40342.3 | 40259.6 | 40258.2 | 40256.8 | 40243.1 | 40242.1
1 | 40277.6 | 40258.9 | 40258.1 | 40245.5 | 40237.9 | 40237.9
2 | 40259.9 | 40255.4 | 40239.2 | 40239.1 | 40235.0 | 40233.1
3 | 40252.6 | 40241.4 | 40239.2 | 40233.9 | 40232.9 | 40233.1
4 | 40242.5 | 40241.4 | 40237.0 | 40233.2 | 40232.2 | 40232.0
Deviance
T s=2 s=3 s=4 s=05H §=06 s=T7
0| 331.03 | 165.62 | 162.86 | 159.95 | 132.56 | 130.70
1] 201.54 | 164.31 162.67 | 137.40 | 122.18 | 122.15
2| 166.24 | 157.17 | 124.75 | 124.62 | 116.35 | 112.71
3| 151.56 | 129.20 | 124.75 | 114.24 | 110.20 | 112.71
4| 131.33 | 129.26 | 120.50 | 112.86 | 110.79 | 110.46

Quadro 5.3.14: LV e deviance, seguros em caso de vida, sexo feminino, LGM(r, s)
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A anélise dos quadros permite identificar os modelos LGM (0,7) e LGM(3,3) como
candidatos a 6ptimo no caso das vidas do sexo masculino, enquanto que nas vidas do
sexo feminino a selecgdo recai sobre os modelos LGM(1,6), LGM(2,4), LGM(3,3) e
LGM(3,5). Para identificar o modelo mais adequado recorremos, uma vez mais, &
extensa bateria de testes estatisticos mencionada na secgdo anterior. Os Quadros 5.3.15

e 5.3.16 resumem os resultados obtidos.

(r,s) x° p(x*) | Signs | Runs | KS | Portm | Lj-Box | Par. | Conf. | Int.
p(+) | pGuns) | p(-) | »p() p(-) | Sign. Conf.
(0,2) | 1777.2 | 0.000 | 0.999 0.000 1 0.000 0.000 S S N
(0,3) | 381.7 | 0.000 | 0.586 0.276 1 0.000 0.000 S S S
(0,4) | 227.1 | 0.010 | 0.414 0.016 1 0.001 0.000 S S S
(0,5) | 216.6 | 0.019 | 0.332 0.133 1 0.004 0.000 S S S
(0,6) | 167.2 | 0.340 | 0.414 | 0.376 1 0.165 0.052 S S S
(0,7) | 160.1 | 0.414 | 0.414 0.667 1 0.155 0.049 S N S
(1,2) | 285.2 | 0.000 | 0.500 0.016 1 0.000 0.000 S S S
(1,3) | 218.1 0.021 | 0.414 0.388 1 0.019 0.004 S S S
(1,4) | 205.5 | 0.044 { 0.332 0.200 1 0.045 0.010 S S S
(1,5) | 220.2 | 0.017 | 0.668 0.836 1 0.459 0.275 S N S
(1,6) | 166.6 | 0.320 | 0.139 0.296 1 0.149 0.046 N S S
(1,7) | 157.9 | 0.416 | 0.414 0.505 1 0.117 0.037 N N S
(2,2) | 273.5 | 0.000 | 0.414 0.050 1 0.000 0.000 N S S
(2,3) | 218.2 | 0.017 | 0.500 0.383 1 0.018 0.004 N S S
(2,4) | 179.5 | 0.192 | 0.064 0.879 1 0.147 0.046 S S S
(2,5) | 163.0 | 0.371 | 0.258 0.949 1 0.109 0.031 S S S
(2,6) | 158.2 | 0.412 | 0.414 0.654 1 0.112 0.032 N N S
(2,7) | 157.5 | 0.390 | 0.414 { 0.505 1 0.115 0.038 N N S
(3,2) | 206.9 | 0.040 | 0.414 0.280 1 0.117 0.039 S S S
(3,3) | 168.2 | 0.326 | 0.332 0.974 1 0.114 0.032 S S S
(3,4) | 163.4 | 0.366 | 0.414 0.654 1 0.106 0.029 S S S
(3,5) | 160.2 | 0.382 | 0.332 0.974 1 0.125 0.038 N S S
(3,6) | 157.8 | 0.387 | 0.332 0.638 1 0.113 0.033 N N S
(3,7) | 154.3 | 0.410 | 0.500 0.512 1 0.104 0.031 N N S
(4,2) | 179.4 | 0.193 | 0.139 0.465 1 0.164 0.055 N S S
(4,3) | 168.0 | 0.301 | 0.414 0.654 1 0.108 0.030 N S S
(4,4) | 163.2 | 0.338 | 0.414 0.654 1 0.109 0.030 N S S
(4,5) | 161.0 | 0.340 | 0.332 0.638 1 0.117 0.034 N S S
(4,6) | 152.0 | 0.446 | 0.500 0.826 1 0.064 0.016 N N S
(4,7) | 147.5 | 0.486 | 0.586 | 0.512 1 0.037 0.008 N N S

Quadro 5.3.15: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM(r, s), seguros em caso
de vida, sexo masculino

No caso das vidas do sexo masculino, o modelo LGM (0, 7) obtém bons resultados em
todos os testes estatisticos mas exibe um comportamento inadequado fora do intervalo
de estimagio (gera valores decrescentes para ¢,), uma caracterfstica que o torna pouco

adequado para a elaboragdo de uma tdbua de mortalidade realista. Em contrapartida,
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o modelo LGM (3, 3) ndo s6 passa com sucesso todos testes, como extrapola um perfil
de evolucao dos quocientes g, nas idades avancadas considerado mais realista. Idénticos
argumentos podem ser invocados na populacdo do sexo feminino, com a diferenga de
que entre os dois modelos que ultrapassam com sucesso todos testes estatisticos, apenas
a variante LGM (3, 3) apresenta um perfil grafico adequado. A grau de ajustamento
entre os quocientes brutos e os quocientes graduados pelos modelos éptimos é posto em

evidéncia nas Figuras 5.3.9 ¢ 5.3.11.

(7, 5) x* | p(x?) | Signs | Runs KS | Portm | Lj-Box | Par. | Conf. | Int.
p(+) | p(runs) | p(:) | p() p() | Sign. Conf.
(0,2) | 415.0 | 0.000 | 0.938 0.000 | 0.999 [ 0.000 0.000 S S S
(0,3) | 169.5 | 0.096 | 0.453 0.288 1 0.358 0.174 S S S
(0,4) | 169.0 | 0.085 | 0.205 0.343 1 0.471 0.260 S S S
(0,5) | 172.0 | 0.059 | 0.144 0.595 1 0.548 0.324 S S S
(0,6) | 136.3 | 0.404 | 0.205 0.343 1 0.538 0.313 N S S
(0,7) | 133.1 | 0.423 | 0.097 0.272 1 0.534 0.313 N S S
(1,2) | 205.9 | 0.005 | 0.278 0.000 1 0.000 0.000 S S S
(1,3) | 168.9 | 0.086 | 0.362 0.569 1 0.385 0.194 N S S
(1,4) { 168.3 | 0.076 | 0.205 0.343 1 0.465 0.255 N S S
(1,5) | 144.3 | 0.282 | 0.144 0.310 1 0.545 0.312 S S S
(1,6) | 122.9 | 0.603 | 0.278 0.169 1 0.546 0.335 S N S
(1,7) | 122.9 | 0.567 | 0.278 0.169 1 0.549 0.338 N S S
(2,2) | 178.0 | 0.045 | 0.278 0.952 1 0.513 0.298 S S S
(2,3) | 159.4 | 0.138 | 0.205 0.640 1 0.541 0.324 N S S
(2,4) | 125.4 | 0.592 | 0.144 0.310 1 0.546 0.334 S N S
(2,5) | 125.2 | 0.561 | 0.144 0.310 1 0.548 0.335 N S S
(2,6) | 116.8 | 0.674 | 0.278 0.169 1 0.333 0.156 N S S
(2,7) | 113.1 | 0.704 | 0.278 0.591 1 0.265 0.120 N N S
(3,2) | 155.7 | 0.172 | 0.097 0.112 1 0.561 0.338 S S S
(3,3) | 128.4 | 0.539 | 0.362 0.181 1 0.558 0.347 S S S
(3,4) | 125.4 | 0.559 | 0.144 0.310 1 0.544 0.332 N S S
3, 5) | 114.1 | 0.719 | 0.362 0.701 1 0.272 0.122 S N S
(3,6) | 112.4 | 0.715 | 0.278 0.676 1 0.274 0.121 N N S
(3,7) | 113.1 | 0.671 | 0.278 0.591 1 0.266 0.120 N N S
(4,2) | 132.0 | 0.477 | 0.278 0.676 1 0.561 0.345 N S S
(4,3) | 128.3 | 0.507 | 0.278 0.169 1 0.556 0.346 N S S
(4,4) | 121.5 | 0.593 | 0.205 0.343 1 0.377 0.183 S S S
(4,5) | 113.4 | 0.699 | 0.362 0.926 1 0.252 0.112 S N S
(4,6) | 111.6 | 0.697 | 0.362 0.701 1 0.276 0.117 N N S
(4,7) | 111.3 | 0.669 | 0.547 0.192 1 0.265 0.111 N N S

Quadro 5.3.16: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM(r, s), seguros em caso

de vida, sexo feminino

Nas Figuras 5.3.10 e 5.3.12 completamos o diagnéstico dos modelos com a anslise

do comportamento dos residuos. Como se observa, em ambos os sexos a maioria dos

residuos € de valor reduzido e exibe um padrao condizente com a distribuicdo Normal.
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Figura 5.3.10: Resfduos do modelo LGM (3, 3), seguros em caso de vida, homens
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Figura 5.3.12: Resfduos do modelo LGM (3, 3), seguros em caso de vida, mulheres
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SignificAncia estatistica do modelo Os Quadros 5.3.17 e 5.3.18 concluem a anélise
condensando informacg8o sobre as estimativas dos parametros dos modelos éptimos e

sobre os resultados dos testes de qualidade do ajustamento.

Homens: LGM(3, 3) Mulheres: LGM(3,3)
Coef. | se t-ratio | p-value Coef. se | t-ratio | p-value

o 0.00223264 | 0.0001 | 36.16 | <0.0001 | -0.01105485 | 0.005 | -2.23 0.0084
fo%1 0.00613485 | 0.0003 | 19.44 | <0.0001 | -0.00863382 | 0.003 | -2.65 0.0008
o 0.00544452 | 0.0004 | 14.59 | <0.0001 | -0.01192961 | 0.004 | -3.13 | <0.0001
Bo -9.0250236 | 0.3088 | -29.23 | <0.0001 | -4.3163919 | 0.370 | -11.66 | <0.0001
B 10.9826454 | 0.9012 | 12.19 | <0.0001 1.0901205 | 0.165 6.59 | <0.0001
B -4.216191 | 0.6787 | -6.21 | <0.0001 1.2012087 | 0.168 7.13 | <0.0001

Quadro 5.3.17:  Significncia estatistica dos paraAmetros, LGM(r, s), seguros em caso
de vida

Obitos (4, E) Deviance Teste x2

(A-F) A/E(%) Null Unscaled | p-value | Unsc.x?| gl [ p-value
H 0 100.0 24424.62 166.94 0.344 168.23 79 0.326
M 0 100.0 9006.29 129.29 0.524 128.43 66 0.539

Kolmogorov-Smirnov Signs Test

Desv Max | p-value | Desv.(+) | Desv.(—) | p-value 2y >2 | 2, >3
H 0.00478 1 40 45 0.332 13 4
M| 0.01033 1 34 38 0.362 10 3

Runs Test Testes Autocorrelagio

N.° runs p-value Portm. p-value | Ljung-Box | p-value
H 43 0974 27.80 0.114 33.19 0.032
M 42 0.182 18.44 0.558 21.87 0.347

Quadro 5.3.18: Testes de qualidade do ajustamento, LGM(r, s), seguros em caso de
vida

5.3.3 Seguros em caso de morte

Os dados usados na graduagdo da mortalidade da populagdo segura em caso de morte
restringem-se &s idades compreendidas entre os 0 e os 100 anos. Esta op¢éo é fundamen-
tada, uma vez mais, pelo reduzido niimero de vidas expostas ao risco e pela necessidade
de garantir a significancia estatistica dos resultados. Foi igualmente adoptado o procedi-
mento de agrupamento dos dados relativos a idades contiguas (com a condicio dz* > 5)
nos casos em que o nimero de ébitos registados no periodo 2000-2004 foi nulo ou insu-

ficiente.
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' Escolha da ordem do modelo Foram testadas, em ambos os sexos, um total de
30 combinagdes diferentes, fazendo variar os parémetros s e r nos intervalos s € [2,7]
e r € [0,4]. Os valores da fun¢do de Log-verosimilhanga e da (unscaled) deviance sdo
reportados nos Quadros 5.3.19 e 5.3.20.

Log-verosimilhanga
r s=2 s=3 s§=4 s§=25 s=6 s=7
0 ] 139699.9 | 139686.7 | 139528.3 | 139435.2 | 139434.0 | 139430.6
1] 139697.5 | 139494.6 | 139460.5 | 139435.1 | 139432.9 | 139430.0
21 139460.2 | 139452.9 | 139449.4 | 139434.0 | 139430.4 | 139430.4
3 | 139460.3 | 139433.3 | 139430.2 | 139428.6 | 139425.6 | 139413.1
4 | 139460.4 | 139430.7 | 139429.2 | 139421.7 | 139413.5 | 139411.0
Deviance
r s=2 s=3 s=4 s=5 s=6 s=T7
0] 697.47 670.96 354.19 168.07 165.50 158.73
1} 692.66 286.70 218.65 167.70 163.29 157.68
2| 218.07 203.43 196.34 165.64 158.31 158.29
3| 218.16 164.14 157.95 154.70 148.73 123.81
4| 218.30 158.94 156.07 141.05 124.50 119.60

Quadro 5.3.19: LV e deviance, seguros em caso de morte, sexo masculino, LGM (r, s)

Log-verosimilhanga
T §=2 s=3 s=4 s=5 s=6 §=7
0 | 38325.1 | 38324.5 | 38324.4 | 38320.7 | 38315.1 | 38311.5
1| 38324.3 | 38324.2 | 38318.3 | 38312.7 | 38314.3 | 38305.6
2 | 38322.9 | 38314.7 | 38314.6 | 38313.9 | 38312.8 | 38305.4
3 | 38315.6 | 38313.8 | 38309.7 | 38309.5 | 38305.6 | 38305.3
4 | 38313.6 | 38312.7 | 38308.8 | 38308.6 | 38305.4 | 38305.2
Deviance
T s=2 s§=3 s=4 §=15 s=6 s=17
0| 110.69 | 109.35 | 109.31 | 101.77 90.66 83.34
1| 108.93 | 108.90 96.97 85.78 89.01 71.69
2| 106.17 89.88 89.58 88.14 85.95 71.28
3| 91.52 88.08 79.85 79.34 71.67 70.97
4| 87.59 85.80 78.05 77.64 71.17 70.76

Quadro 5.3.20: LV e Deviance, seguros em caso de morte, sexo feminino, LGM (r, s)

A anilise dos quadros permitiu identificar os modelos LGM(3,4), LGM(3,7) e
LGM(4,5) como os mais sérios candidatos a éptimo no caso das vidas do sexo mas-
culino. No caso das vidas do sexo feminino, a selecgéo recaiu sobre os modelos LGM (3, 2)

e LGM(3,4). Para escolher o modelo éptimo, considersmos uma vez mais os resulta-
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5.3. Modelos lineares e ndo-lineares generalizados

dos obtidos nos testes de qualidade do ajustamento, apresentados nos Quadros 5.3.21 e
5.3.22.

(r,s) x* | p(x?) | Signs | Runs | KS | Portm | Lj-Box | Par. | Conf. | Int.
p(+) | p(runs) | p() | p() p()_ | Sign. Conf.
(0,2) | 723.3 | 0.000 | 0.452 0.000 1 0.000 0.000 S N N
(0,3) | 743.3 | 0.000 | 0.137 { 0.000 1 0.000 0.000 S N N
(0,4) | 416.6 | 0.000 | 0.358 0.021 1 0.002 0.000 S N S
(0,5) | 168.0 | 0.335 | 0.452 0.908 1 0.050 0.008 S S S
(0,6) | 165.9 | 0.329 | 0.452 0.708 1 0.037 0.005 N S S
(0,7) | 159.0 | 0.385 | 0.272 0.761 1 0.021 0.002 S S S
(1,2) | 700.2 | 0.000 | 0.548 0.000 1 0.000 0.000 S N N
(1,3) | 317.9 | 0.000 | 0.642 0.181 1 0.012 0.002 S N S
(1,4) | 220.6 | 0.020 | 0.452 0.546 1 0.095 0.025 S N S
(1,5) | 167.8 | 0.306 | 0.548 0.903 1 0.040 0.006 N S S
(1,6) { 163.7 | 0.324 | 0.358 0.692 1 0.056 0.009 N S S
(1,7) | 158.0 | 0.364 | 0.272 0.761 1 0.030 0.003 N S S
(2,2) | 213.2 | 0.039 | 0.198 0.135 1 0.032 0.007 S S S
(2,3) | 206.1 | 0.051 | 0.452 0.719 1 0.141 0.040 S S S
(2,4) | 197.5 | 0.072 | 0.358 0.187 1 0.052 0.010 N S S
(2,5) | 165.5 | 0.302 | 0.358 | 0.692 1 0.017 0.002 N S S
(2,6) | 158.7 | 0.355 | 0.452 0.908 1 0.046 0.006 N S S
(2,7) | 158.6 | 0.322 | 0.548 0.903 1 0.044 0.006 N S S
(3, 2) | 214.3 | 0.030 | 0.137 0.150 1 0.023 0.004 N S S
(3,3) | 161.2 | 0.389 | 0.137 0.347 1 0.716 0.488 S N S
(3,4) | 153.0 | 0.468 | 0.198 0.318 1 0.660 0.406 S N S
(3,5) | 150.1 | 0.474 | 0.198 0.318 1 0.678 0.427 N S S
(3,6) | 147.2 | 0.480 | 0.452 0.719 1 0.255 0.082 N S S
(3,7) | 123.3 | 0.785 | 0.452 0.388 1 0.320 0.135 S N S
(4,2) | 213.5 | 0.026 | 0.198 0.135 1 0.032 0.007 N S S
(4,3) | 159.9 | 0.373 | 0.272 0.582 1 0.620 0.384 S N S
(4,4) | 157.5 | 0.371 | 0.272 0.582 1 0.578 0.340 S N S
(4,5) | 139.5 | 0.595 | 0.272 | 0.582 1 0.526 0.281 N S S
(4,6) | 124.4 | 0.771 | 0.452 0.708 1 0.288 0.114 N N S
(4,7) | 119.9 | 0.798 | 0.452 0.708 1 0.143 0.040 N N S

Quadro 5.3.21: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM(r, s), seguros em caso
de morte, sexo masculino

No caso das vidas do sexo masculino, o modelo LGM(3,7) obtém bons resultados
em todos os testes estatfsticos mas apresenta um desempenho inadequado fora do in-
tervalo de estimacdo. Por seu turno, o modelo LGM(4,5) apresenta parimetros nio
significativos e um perfil grafico desajustado. O modelo LGM(3,4) ultrapassa todos
testes estatisticos com sucesso, mas gera uma configuragéo erratica nas idades adultas,
motivada ¢ claro pelos jé aludidos problemas de base da amostra. Em consequéncia
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destes problemas, optdmos pela seleccao de um modelo com pior desempenho em termos
de ajustamento (medido pela estatistica deviance), mas que gerasse séries graduadas

plausiveis em todas as idades. A escolha recaiu sobre o modelo LGM (2, 3).

(r,s) x? | p(x?) | Signs [ Runs | KS [ Portm | Lj-Box | Par. | Conf. | Int.
p(+) | p(runs) | p(-) | p() p() | Sign. Conf.
(0,2) | 116.1 | 0.122 | 0.549 0.035 1 0.033 0.004 S S N
(0,3) | 112.6 | 0.142 | 0.269 0.119 1 0.014 0.001 N S S
(0,4) | 112.6 | 0.123 | 0.356 | 0.037 1 0.016 0.001 N S S
(0,5) | 105.4 | 0.196 | 0.731 0.731 1 0.138 0.030 N S S
(0,6) 94.5 | 0.371 { 0.731 0.400 1 0.976 0.926 S S S
0,7 87.7 | 0.494 | 0.644 0.895 1 0.978 0.931 S S S
(1,2) | 112.0 | 0.150 | 0.549 0.107 1 0.014 0.001 N S S
(1,3) | 112.0 | 0.130 | 0.549 0.107 1 0.014 0.001 N S S
(1,4) | 100.9 | 0.271 | 0.644 0.715 1 0.576 0.304 S S S
(1,5) 89.5 | 0.488 | 0.549 0.172 1 0.972 0.925 S S S
(1,6) 93.2 | 0.365 | 0.731 0.400 1 0.979 0.934 N S S
1,7) 74.4 1 0.776 | 0.134 0.948 1 0.829 0.672 N S S
(2,2) | 110.3 | 0.150 | 0.644 0.108 1 0.061 0.009 N S S
(2,3) | 942 | 0412|0731 0731 | 1 | 0966 | 0897 | N | s S
(2,4) 93.8 | 0.386 | 0.731 0.731 1 0.969 0.905 N S S
(2,5) 92.1 { 0.389 | 0.731 0.400 1 0.981 0.940 N S S
(2,6) 90.0 | 0.403 | 0.731 0.400 1 0.984 0.951 N N S
(2,7 74.0 { 0.755 | 0.134 0.948 1 0.815 0.653 N N S
(3,2) 95.3 { 0.388 | 0.731 0.731 1 0.894 0.734 S S S
(3,3) 91.9 | 0.431 | 0.644 0.389 1 0.966 0.901 S S S
(3,4) 83.0 | 0.612 | 0.549 0.385 1 0.967 0.907 S N S
(3,8) 82.6 { 0.585 | 0.356 0.925 1 0.955 0.875 N N S
(3,6) 74.4 | 0.745 | 0.134 0.948 1 0.821 0.661 N N S
(3,7) 73.3 | 0.740 | 0.195 0.617 1 0.817 0.657 N N S
(4,2) 91.8 | 0.433 | 0.805 0.419 1 0.981 0.939 N S S
(4,3) 90.2 | 0.434 | 0.805 0.759 1 0.975 0.925 N S S
(4,4) 81.7 | 0.608 | 0.644 | 0.715 1 0.957 0.886 N N S
(4,5)| 81.4 | 0579 | 0.356 | 0686 | 1 | 0046 | 0858 | N | N | s
(4,6) 73.2 | 0.741 | 0.195 0.617 1 0.848 0.701 N N S
(4,7) 73.0 | 0.713 | 0.270 0.657 1 0.839 0.690 N N S

Quadro 5.3.22: Indicadores de qualidade do ajustamento, LGM (r, s), seguros em caso
de morte, sexo feminino

Nas vidas do sexo feminino, o modelo LGM(3,2) apresenta o desempenho mais
adequado entre os candidatos a 6ptimo.

A qualidade de ajustamento conseguida pelos modelos 6ptimos pode ser visualizada
nas Figuras 5.3.13 e 5.3.15. Nas Figuras 5.3.14 e 5.3.16 completamos o diagnéstico dos
modelos com informagéo sobre o comportamento dos residuos.
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log(prob. brutas)

Figura 5.3.13: Modelo LGM(2, 3), seguros em caso de morte, homens
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Figura 5.3.14: Resfduos do modelo LGM (2, 3), seguros em caso de morte, homens
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log(prob. brutas)

Figura 5.3.15: Modelo LGM(3,2), seguros em caso de morte, mulheres
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Figura 5.3.16: Residuos do modelo LGM (3, 2), seguros em caso de morte, mulheres
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Significancia estatistica do modelo Os Quadros 5.3.23 e 5.3.24 concluem a anélise
apresentando informagdo detalhada sobre as estimativas dos parametros dos modelos

éptimos e sobre os resultados dos testes de qualidade do ajustamento.

Homens: LGM(2,3) Mulheres: LGM(3,2)
Coef. | se | t-ratio | p-value Coef. se t-ratio | p-value
g -0.0039084 | 0.0015 -2.63 0.0009 | 0.00248805 | 0.0003 9.86 | <0.0001
o 0.0040061 | 0.0011 -3.57 | <0.0001 | 0.00379351 | 0.0004 8.81 | <0.0001
as 0.00189214 | 0.0003 6.97 | <0.0001
B -5.107605 | 0.2526 | -20.22 | <0.0001 | -8.6570002 | 0.6246 | -13.86 | <0.0001
B 1.6985577 | 0.2029 8.37 | <0.0001 5.4868489 | 0.7770 7.06 | <0.0001
Bo -0.4532155 | 0.1195 -3.79 | <0.0001
Quadro 5.3.23:  SignificAncia estatistica dos pardmetros, LGM (r, s), seguros em caso
de morte

Obitos (A, E) Deviance Teste x2
(A—FE) | A/E%) Null Unscaled | p-value | Unsc.x? | gl [ p-value
H 0 100.0 11984.83 | 203.4265 0.003 206.10 63 0.0024
M 0 100.0 3092.429 91.52 0.476 95.26 61 0.388
Kolmogorov-Smirnov Signs Test
Desv Max | p-value | Desv.(+) | Desv.(—) p-value Zg >2 | 25> 3
H | 0.00716 1 33 '35 0.452 17 4
M 0.0152 1 35 31 0.731 5 2
Runs Test Testes Autocorrelagio
N.° runs p-value Portm. p-value | Ljung-Box | p-value
H 33 0.719 26.81 0.141 32.36 0.0396
M 32 0.731 12.59 0.894 15.71 0.734

Quadro 5.3.24:

morte

Testes de qualidade do ajustamento, LGM/(r, s), seguros em caso de

5.4 GLM’s: Abordagem Dual

Nesta seccao, ilustramos a aplicagido da abordagem dual descrita no Capitulo 3 na grad-
uagdo das estimativas brutas de u, relativas a populagio coberta por seguros de vida
em caso de vida. O ajustamento proporcionado pelo modelo Gamma, onde se consid-
era como varidvel de resposta os expostos centralmente ao risco e se estima a forga de
vitalidade, a inversa da for¢a de mortalidade, é entdo comparado com o gerado pelo
tradicional modelo Poisson assente em previsores lineares do tipo Gompertz-Makeham.

Em ambos os sexos, foram testados diferentes modelos fazendo variar s no intervalo
2 < s £ 10. As estimativas dos pardmetros e os resultados dos testes de qualidade de
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5.4. GLM’s: Abordagem Dual

ajustamento foram obtidos com recurso a uma rotina informética escrita e implementada
no package S-PLUS 2000 (Release 3).

Os valores da (unscaled) deviance, da estatistica x? e do ratio entre a exposicio ao
risco (mortalidade) real e a exposicdo (mortalidade) estimada - ratio A/E(%), para a

abordagem dual (Poisson), sdo apresentados nos Quadros 5.4.1 e 5.4.2.

GM Gamma Poisson
(0,s) | Deviance | x* | A/E(%) | Deviance | x> T A/E(%)
Null 24423.94 24423.94

(0,2) 766.98 | 480.65 77.93 766.98 | 1747.27 100.00
319.89 | 322.61 99.42 319.89 | 397.17 100.00
223.99 | 241.18 100.69 223.99 | 226.71 100.00
219.44 | 239.49 100.49 219.44 | 217.86 100.00
167.49 | 178.20 100.03 167.49 | 166.91 100.00
160.62 | 169.01 100.11 160.62 | 160.07 100.00
159.69 | 166.63 100.08 159.69 | 159.72 100.00
156.64 | 163.15 99.99 156.64 | 156.96 100.00
156.61 | 163.08 99.99 156.61 | 156.96 100.00
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Quadro 5.4.1: Abordagens Dual e de Poisson, GM(0, s), sexo masculino

GM Gamma Poisson
(0,s) | Deviance | x* [ A/E(%) | Deviance | x* [ A/E(%)
Null 9006.12 9006.12

(0,2) 326.25 | 260.72 87.00 326.25 | 410.17 100.00
0,3) 165.81 | 179.68 100.25 165.81 | 169.69 100.00

(0,4) 163.84 | 178.36 100.04 163.84 | 169.45 100.00
(0,5) 160.31 | 168.32 99.58 160.31 | 172.60 100.00
(0,6) 132.42 | 134.22 100.45 132.42 | 136.40 100.00
0,7) 130.56 | 133.97 100.44 130.56 | 133.19 100.00
(0,8) 110.38 | 115.11 99.99 110.38 | 111.15 100.00
0,9) 110.02 | 114.85 99.88 110.02 | 110.85 100.00

(0, 10) 109.91 | 114.88 99.85 109.91 | 110.71 100.00

Quadro 5.4.2: Abordagens Dual e de Poisson, GM (0, s), sexo feminino

Como se observa, os valores da estatistica deviance sdo idénticos em termos de mag-
nitude e de sinal. Este resultado, antecipado em razio da discussdo realizada no Capitulo
3, torna a abordagem dual virtualmente equivalente a ’convencional’ graduagio de pu,
com recurso a GLM'’s, considerando que os 6bitos sao modelados em termos de rea-
lizages independentes de varidveis aleatérias do tipo Poisson. As ligeiras diferencas nos
valores da estatistica x? e do ratio A/E(%) sdo naturalmente explicadas pelas diferencas
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5.4. GLM’s: Abordagem Dual

na definicio dos desvios absolutos (e relativos) em ambas as metodologias.
Recordamos, a este propdsito, que as estatfsticas de qualidade do ajustamento na

abordagem dual sdo definidas por:

Devl =E, — E Var, = E2_, [de, 20 = D A/E = Ee (5.4.1)
z T ZT,eXps T z,exp/ T T \/m, Ez,exp
onde Ej ¢xp denota a exposigdo ao risco estimada.
A relacio entre os desvios absolutos de ambos os modelos é dada por:
—DenC
Den, = Z2¢% (5.4.2)
P

A anslise dos quadros permite ainda concluir que o modelo correspondente a expo-
nenciais de polinémio de grau 6, no caso dos homens, e de grau 7, no caso das mulheres,
é suficiente para ajustar correctamente os dados.

Nas figuras 5.4.1 e 5.4.2 & feita uma comparacao grifica do desempenho do modelo
Gamma em diferentes dimensdes (s = 2,...,10).

log(prob. brutas)

Figura 5.4.1: Comparagiao dos modelos GM(0, s) Gamma, sexo masculino
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log(prob. brutas)

Idade Actuarial

Figura 5.4.2: Comparacéo dos modelos GM (0, s) Gamma, sexo feminino

5.5 Modelo de Heligman-Pollard

Nesta seccdo, testamos a eficdcia das Leis de Heligman-Pollard (HP) descritas em de-
talhe no Capftulo 3, na graduacdo da experiéncia relativa & populacdo de individuos
abrangidos por seguros de vida em caso de vida. Perante a presenca de heterocedas-
ticidade nos dados, os parametros do modelo foram estimados através do método dos
mfnimos quadrados ponderados ndo lineares, minimizando ) 2= = wy (dz — f(; 9))?,
onde w; denota os ponderadores, f (z;8) representa a fungdo a ajustar, §; simboliza as
probabilidades brutas e as demais varidveis assumem o seu significado habitual.?

Para seleccionar os ponderadores, investigdmos o desempenho de doze fungdes de
perda distintas L; (1 = 1,...,12), definidas no Quadro 5.5.1. A funcdo de perda L, re-
presenta o modelo naive em que é admitida a hip6tese de igualdade entre as variéncias.
As funcoes de perda Lo, L3, Ly, Ls e Lio tém em comum o facto de usarem como
ponderadores expressdes que derivam da fungio inversa da varincia estimada de ¢y
(Va'r (¢z) = Mg—"m) . A funcdo de perda Lg foi usada por Tenenbein e Vanderhoof
(1980). Os critérios Ly e L1; baseiam-se na medida de divergéncia de Kullback’s, re-

% As estimativas dos parmetros e os resultados dos testes de qualidade de ajustamento foram obtidos
com o auxilioc de uma rotina inform4tica escrita e implementada no package S-PLUS 2000 (Release 3).
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5.5. Modelo de Heligman-Pollard

comendada por Brockett (1991) devido & sua interpretagio no contexto da teoria da
informacao. As restantes fungdes de perda sdo usadas por Carriere (1992, 1994).

# Funcéo de perda # Funcgao de perda
1 L= _Z (o — £ (2;6))° T Lr= _Z log (7sgy) (= ~ £ (2:0))
2 L= %Z;mq%(éz—f(m;o)F 8 Ly= i‘m (1-%52)
o Zomon it
3 L= S B (- f(@6) 0 L= 3 [og(52)]"
Bl el
f L= S BG-i@of 10 Lo= 3. 2 (d—dey
5 Ls= i & (de — £ (2:0))° 11 Ly = mZ (dy — d2®) log ( v )
6 Lg= zmzm {log[°i,;(1f_§f ]}2 12 Lip= zmiEz (s — f (;0))°
e oo

Quadro 5.5.1: Fungdes de perda no modelo de Heligman-Pollard

Num primeiro momento, testdmos o desempenho das diferentes leis de HP com intuito
de seleccionar aquela que proporciona melhores resultados em termos de graduacio.
Os Quadros 5.5.2 e 5.5.3 resumem a informacio sobre os indicadores de qualidade do
ajustamento obtidos para cada uma das fungoes de perda e para cada uma das leis de
mortalidade analisadas, num total de 36 combinacéGes distintas.

1“ Lei (versdo B) 2% Lei 3° Lei
Critério | x* Ratio | Signs x2 Ratio | Signs x> Ratio | Signs
(A/E) | p(pos) (A/E) | p(pos) (A/E) | p(pos)

L 415.3 93.1 | 0.001 | 185.1 | 100.5 | 0.414 | 228.8 97.1 | 0.064
Ly 198.5 | 100.3 | 0.668 | 189.0 | 100.9 | 0.807 | 197.0 | 100.2 |} 0.807
L3 179.9 | 101.0 § 0.500 | 173.8 | 100.9 | 0.666 | 180.3 | 101.0 | 0.586
Ly 201.6 | 1017 0936 | 186.4 | 102.7 | 0.861 | 226.7 | 102.3 | 0.807
Ls 210.4 | 102.4 | 0.936 | 211.8 | 101.7 | 0.959 | 211.1 | 101.7 | 0.959
Lg 2323 | 1003 | 0.139 | 1776 | 100.2 | 0.332 | 178.2 99.6 | 0.096
Ly 207.6 99.4 | 0.041 | 173.3 99.5 | 0.139 | 209.9 | 102.3 | 0.904
Lg 210.4 | 1024 | 0.936 | 211.8 | 101.7 | 0.959 | 210.5 | 102.0 | 0.936
Lg 180.8 | 100.6 | 0.414 | 177.5 | 100.2 | 0.414 | 183.7 } 100.2 ; 0.414
Lo 179.9 | 101.0 | 0.500 | 179.4 | 100.9 | 0.586 | 180.4 | 101.0 | 0.586
Ly 170.9 | 100.3 | 0.256 | 170.4 | 100.3 | 0.332 | 170.9 | 100.3 | 0.258
L1 223.4 99.9 | 0.064 | 173.3 99.2 | 0.258 | 171.6 99.1 | 0.193

Quadro 5.5.2: Comparacao entre as Leis de Heligman-Pollard, sexo masculino
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1% Lei (versdo B) 2% Lei 3% Lei
Critério | X~ Ratio | Signs p% Ratio | Signs p% Ratio | Signs
(A/E) | p(pos) (A/E) | p(pos) (A/E) | p(pos)

L 584.9 79.8 | 0.000 | 411.1 | 103.9 ] 0.278 | 655.0 85.2 | 0.000
Ly 158.0 [ 100.7 | 0.278 | 184.8 | 101.8 | 0.795 | 185.3 99.2 | 0.856
Lj 1409 | 102.1| 0.795 | 139.1 | 101.1 | 0.547 | 172.3 | 102.5 | 0.547
Ly 188.2 | 103.5 | 0.903 | 169.5 | 104.2 | 0.938 | 248.1 | 104.8 | 0.978
Ls 213.0 | 103.0 | 0938 | 167.8 | 103.6 | 0.962 | 182.5 { 103.6 | 0.994
Lg 138.9 | 100.6 | 0.453 | 138.5 | 100.2 | 0.453 | 152.6 | 100.2 | 0.722
Ly 129.1 99.1 | 0.144 | 127.1 99.3 | 0.144 | 129.1 99.0 | 0.144
Lg 2130 | 103.0 | 0.938 | 168.1 | 103.6 | 0.962 | 185.1 | 103.6 | 0.994
Lo 138.6 | 100.7 | 0.453 | 136.1 | 1004 | 0.453 | 138.0 | 1006 | 0.362
Ly 1409 | 1021 | 0.795 | 139.2 | 102.0 { 0.638 | 153.1 | 102.1 | 0.903
L1x 211.9 | 100.8 | 0.722 | 128.6 | 100.5 | 0.144 | 129.6 | 100.5 | 0.362
L2 132.3 99.8 | 0.453 | 164.9 99.5 | 0.278 | 153.0 99.2 | 0.278

Quadro 5.5.3: Comparacao entre as Leis de Heligman-Pollard, sexo feminino

A observacéo atenta dos quadros permite extrair as seguintes conclusdes: (i) para
a maior parte das funcoes de perda, a 2* Lei de HP proporciona o methor desempenho
entre as fungOes paramétricas analisadas; (ii) nos casos em que tal nio se verifica, a
diferenca face & 'melhor’ lei é pouco significativa; (iii) a funcdo de perda “Sptima” em
cada sexo é, aparentemente, independente da lei de mortalidade seleccionada. Em face
destes resultados, conclufmos que, na amostra em estudo, a 2* Lei de HP é aquela que
melhor performance apresenta.

A etapa seguinte do estudo consistiu em seleccionar, nas duas subpopulacées anali-
sadas, a funcdo de perda que reporta o melhor desempenho. Recorrendo & 2% Lei de
HP, testdmos as 12 fungoes de perda acima definidas e recolhemos informagio sobre os
respectivos indicadores de qualidade do ajustamento. Os Quadros 5.5.4 e 5.5.5 sumariam
os resultados deste procedimento.

A anélise dos quadros permite concluir, desde logo, que a performance do modelo de
HP nao pode ser dissociada da escolha da fungéo de perda a minimizar no contexto da
aplicagdo do método dos mfnimos quadrados ponderados néo lineares. Pelo contrério,
sao observadas diferengas significativas no desempenho do modelo em razao da aplicagao
de distintas fungdes objectivo. Por outro lado, verifica-se que o desempenho das funcées
objectivo depende da populagdo em estudo. Com efeito, enquanto que nas vidas do sexo
masculino a funcdo de perda Lj; apresenta os melhores resultados, seguida de perto
pelos critérios L3 e Lj2, nas vidas do sexo feminino a funcéo de perda L; supera as

demais, seguida no entanto de muito perto pela fungdo L;.
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Critério | x* | p(x?) Ratio Signs | Runs KS Portm | Lj-Box
100(4/E) | p(pos) | p(runs) | p(KS) | p() p()
Ly 185.1 | 0.095 100.5 0.414 0.991 1 0.117 0.033
Lo 189.0 { 0.074 100.9 0.807 0.615 1 0.260 0.103
Ls 173.8 | 0.184 100.9 0.666 0.991 1 0.124 0.035
Ly 186.4 | 0.088 102.7 0.861 0.737 1 0.160 0.050
Ly 211.8 { 0.013 101.7 0.959 0.061 1 0.217 0.080
Lg 177.6 | 0.150 100.2 0.332 0.974 1 0.170 0.055
Ly 173.3 | 0.189 99.5 0.139 0.874 1 0.141 0.043
Lg 211.8 | 0.013 101.7 0.959 0.061 1 0.217 0.080
Lg 177.5 | 0.150 100.2 0.414 0.654 1 0.167 0.054
Lig 179.4 | 0.135 100.9 0.586 0.382 1 0.134 0.039
L 170.4 | 0.220 100.3 0.332 0.638 1 0.128 0.037
Lig 173.3 | 0.189 99.2 0.258 0.707 1 0.132 0.038

Quadro 5.5.4: Comparagéio entre as funcoes de perda, sexo masculino

Critério | x% | p(x?) Ratio Signs | Runs KS | Portm | Lj-Box
100(A/E) | p(pos) | p(runs) | p(KS) | p() | »()
Ly 411.1 | 0.000 103.90 0.278 0.000 1 0.000 0.000
Lo 184.8 | 0.010 101.76 0.795 0.591 1 0.119 0.035
Lj 139.1 | 0.267 101.10 0.547 0.406 1 0.634 0.422
Ly 169.5 | 0.035 104.20 0.938 0.903 1 0.788 0.610
Lg 167.8 | 0.040 103.62 0.962 0.779 1 0.738 0.543
Lg 138.5 | 0.275 100.22 0.453 0.453 1 0.570 | 0.340
Ly 127.1 | 0.457 99.25 0.144 0.962 1 0.562 0.349
Lg 168.1 | 0.039 103.62 0.962 0.779 1 0.737 0.542
Lg 136.1 | 0.309 100.40 0.453 0.717 1 0.580 0.358
L1 139.2 | 0.265 102.00 0.638 0.717 1 0.637 0.425
L 128.6 | 0.431 100.50 0.144 0.310 1 0.558 0.344
Lo 164.9 | 0.051 99.54 0.278 0.135 1 0.043 0.009

Quadro 5.5.5: Comparacdo entre as fungdes de perda, sexo feminino

Elegido o modelo analitico adequado, seleccionada a funcio de perda éptima e esti-
mados os coeficientes do modelo, o passo seguinte consistiu em verificar a significancia
dos paradmetros. Neste campo, a singularidade da matriz de correlagdes resultante do
procedimento de estimacdo do modelo inviabilizava, & partida, este objectivo. Para
contornar esta dificuldade, recorremos ao método dos minimos quadrados nao lineares
generalizados (Generalised Non-Linear Least Squares, GNLS). Em ambos os sexos, a
opcao foi a de fixar o valor dos parametros B e F estimando, de seguida, os restantes,
usando como estrutura de variancias a proporcionada pelos valores ajustados pelo préprio
modelo. Esta técnica, que consiste em fixar o valor de alguns parametros e ajustar os
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5.5. Modelo de Heligman-Pollard

restantes é sugerida, entre outros, por Congdon (1993). Os valores pré-definidos de B
e F foram fixados tendo por base as suas estimativas no modelo sem restrigdes. As
estimativas dos parimetros foram obtidas com o concurso de uma rotina informética
escrita e implementada no package S-PLUS 2000 (Release 3).

Os Quadros 5.5.6 e 5.5.6 resumem os principais elementos necessirios & anslise da
significAncia estatistica dos parametros. Se exceptuarmos o parimetro G, no caso das
mulheres, e o parametro K, sobretudo no caso dos homens, a generalidade dos parame-
tros é significativamente diferente de zero.

Sexo Masculino

Parfmetro | Coef. | se [ tratio | p-value
A 0.08767139 | 0.031389 2.79 0.0066
B 0.5 — — —
C 0.3616615 | 0.05077 7.12 <0.0001
D 0.03698067 | 0.01007 | 3.67 0.0004
E 40.86645 8.19676 | 4.99 <0.0001
F 98 — — —
G 0.00002235 | 0.000007 | 3.04 0.0032
H 1.087364 | 0.006427 | 169.18 | <0.0001
K 4.757039 | 6.130646 0.78 0.4401

Quadro 5.5.6: Modelo de Heligman-Pollard, estimativa dos parametros do modelo, sexo
masculino

Sexo Feminino

Parametro | Coef. | se | t-ratio | p-value
A 0.7964925 | 0.1855756 | 4.29 0.0001
B 0.0561181 — — —
C 1.0683812 | 0.3099428 3.45 0.0001
D 0.0009236 | 0.0001509 | 6.12 <0.0001
E 5.9904770 | 1.1518110 5.20 <0.0001
F 57.07553 — — —
G 0.0000005 | 0.0000004 { 1.16 0.2496
H 1.1385477 | 0.0131924 | 86.30 | <0.0001
K 5.8599126 | 3.3189544 1.77 0.0822

Quadro 5.5.7: Modelo de Heligman-Pollard, estimativa dos parametros do modelo, sexo
feminino

Por fim, as Figuras 5.5.1 e 5.5.2 ilustram a qualidade do ajustamento e os resfduos dos
modelos. Como se observa, a qualidade do ajustamento proporcionada pelo modelo de
HP é, em ambos os sexos, considerada adequada, captando as principais caracterfsticas

do comportamento da mortalidade.
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residuos GNLS

toglax)

residuos GNLS

Figura 5.5.2: Graduagio pela 2% Lei de Heligman-Pollard, sexo feminino
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5.6 Andlise comparativa dos diferentes métodos

Para completar o estudo, comparamos nesta secgao os resultados obtidos pelos diferentes
métodos paramétricos testados no capitulo na graduagao da amostra relativa 4 populagao
de pessoas seguras em caso de vida. A avaliagio dos méritos relativos de cada método
tem por base a informagio transmitida pelos resultados alcangados nos diferentes testes

de qualidade do ajustamento, sumariados no Quadro 5.6.1.

LGM(r,s) GM(0, s) Gamma | Heligman-Pollard

H M H M H M
Ordem (r, s) (3,3) (3,3) 0,7) (0,6) - -
Teste x° 168.2 128.4 169.0 1324 170.4 1271
X2 g.l 79 66 78 66 76 63
p-value 0.326 0.539 0.288 0.439 0.220 0.457
2z > 2 13 10 11 11 11 9
>3 4 3 2 3 5 3

Signs | pos.(neg.) | 40 (45) | 34 (38) | 44 (41) | 40 (32) | 40 (45) | 31 (41)
Test p-value 0.332 0.362 0.668 0.856 0.332 0.144
Runs | N.° runs 43 42 46 40 45 36
Test p-value 0.974 0.182 0.505 0.343 0.638 0.962
KS max. dev | 0.0048 | 0.0103 | 0.0115 | 0.0237 | 0.0055 | 0.0114
p-value 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

Quadro 5.6.1: Anélise comparativa dos resultados dos testes de qualidade do ajustamento

A observagao atenta do quadro permite-nos concluir, em primeiro lugar, que na gene-
ralidade dos indicadores de anélise o desempenho dos virios métodos é muito semelhante.
Com efeito, constata-se que na amostra em estudo as diferentes abordagens superaram
com sucesso os distintos testes de qualidade de ajustamento, pelo que podem ser con-
sideradas ferramentas vélidas para efeitos de graduacao.

Ainda assim, se atendermos unicamente as diferencas existentes em termos de graus
de liberdade, podemos concluir que o modelo de Heligman-Pollard apresenta os piores
resultados em termos relativos, sobretudo quando comparado com os modelos lineares e
nao lineares generalizados com previsor linear do tipo LGM (r, s) (ou, equivalentemente,
do tipo GM (r,s)). Estes tltimos revelam-se, entre os métodos paramétricos testados,
os mais flexfveis e adequados, captando adequadamente as principais incidéncias da

mortalidade ao longo do arco da vida humana.
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5.7 Conclusio

A implefnen’cagéo de um modelo de supervisdo baseado na avaliacio dos riscos em que
incorrem as companhias de seguros e os fundos de pensoes requer uma correcta identifi-
cacao e mensuragao dos diversos factores de risco a que estdo expostos, quer os activos
financeiros que compdem o patriménio das empresas, quer as responsabilidades decor-
rentes dos contratos de seguros ou dos planos de pensdes.

A actividade nos seguros de vida assenta num equilibrio entre as prestacoes do segu-
rador e do segurado. Com efeito, os prémios pagos pelo conjunto dos segurados devem
permitir ao segurador pagar a totalidade dos sinistros & medida que estes ocorrem. Em
particular, as companhias devem calcular os prémios com base em estimativas realistas
quanto & probabilidade de sobrevivéncia das pessoas seguras incluidas nas suas carteiras.
Para tal, & imprescindivel a existéncia de tdbuas de mortalidade (contemporaneas ou
prospectivas) que estimem, de forma adequada, a longevidade da populacio.

A um outro nivel, é importante fomentar e generalizar as préticas de gestao conjunta
de activos financeiros e de responsabilidades. De facto, num contexto marcado pela
volatilidade dos mercados financeiros e pela incerteza em torno da evolucdo das varidveis
demograficas, é fundamental ajustar continuamente as carteiras das empresas de modo
a melhorar a eficicia das estratégias de cobertura do risco salvaguardando, deste modo,
os direitos em formagcéo e/ou adquiridos pelos participantes e beneficidrios dos planos
de pensoes.

Neste capitulo, realizdémos o primeiro estudo empirico de graduagdo paramétrica da
mortalidade das pessoas seguras e dos beneficidrios dos fundos de pensées efectuado
em Portugal. O estudo tem como ponto de partida as estatisticas disponibilizadas pelo
Instituto de Seguros de Portugal relativas ao periodo 2000-2004.

Os resultados obtidos permitem concluir, em primeiro lugar, que nas trés subpo-
pulacdes em estudo os quocientes de mortalidade dos individuos do sexo feminino sio
inferiores aos observados nos elementos do sexo masculino, 4 semethanga daquilo que se
observa na populag@o portuguesa em geral. No entanto, assinala-se que a diferenca no
comportamento da mortalidade entre os sexos tende a diminuir & medida que a idade
aumenta.

Em segundo lugar, os estudos confirmam a versatilidade e a eficdcia dos modelos
lineares e nao-lineares em problemas de graduacio. Com efeito, os resultados obtidos
demonstram que a qualidade do ajustamento depende essencialmente de uma escolha
adequada da ordem do previsor linear do Gompertz-Makeham, combinada com a anélise

dos resultados obtidos num conjunto de testes de ajustamento. A flexibilidade dos
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modelos torna-os compativeis com diferentes experiéncias de mortalidade.

Em terceiro lugar, a andlise realizada nas trés subpopulag¢bes provou que os resul-
tados obtidos mediante modelos com previsor linear do tipo LGM (r, s) e link logit sdo
indistinguiveis dos alcangados com o recurso a um previsor linear do tipo GM(r,s) e
link logaritmico. Por esta razdo, a opcao por uma das duas alternativas deve obedecer
essencialmente a razdes de ordem pratica

Em quarto lugar, os resultados empiricos obtidos pela abordagem dual confirmam
a hipétese tedrica de que a graduacao de p, mediante fung¢des paramétricas considerando
que a exposicao é modelada em termos de realizacoes independentes de varidveis aleatérias
Gamma, condicionadas por dz, é equivalente i graduagdo de u, considerando que d, é
modelado em termos de realizagoes independentes de varidveis aleatérias do tipo Poisson.

O teste a capacidade das leis de Heligman-Pollard (HP) para graduar experiéncias de
mortalidade permitiu concluir, em primeiro lugar, que a segunda lei de HP proporciona
o melhor desempenho entre as fungGes paramétricas analisadas e, em segundo, que a
eficdcia do modelo depende, em certa medida, da func¢ao de perda adoptada no contexto
da aplicacao do método dos minimos quadrados ponderados néo lineares. Constatou-se
ainda que a performance das fungoes objectivo depende da populagdo em estudo.

A comparacio dos resultados proporcionados pelos vérios modelos permitiu con-
cluir que, nas amostras consideradas, o desempenho é muito semelhante, constatando-se
porém uma ligeira superioridade dos modelos lineares e nao-lineares generalizados.

A existéncia de fontes de erro na amostra, associadas a problemas na recolha de
informacao estatistica, ndo pode ser negligenciada na avaliacdo dos resultados e deve

motivar a revisdo dos procedimentos por parte da entidade reguladora.
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Capitulo 6
Modelos Dinamicos

“The limit to the possible duration of life is a subject not likely ever to be
determined, even should it exist” (Gompertz, 1825)

6.1 Introducgao

As profundas transformacées sécio-econémicas ocorridas no ltimo século nos paises
desenvolvidos reflectiram-se numa melhoria assinaldvel das condicoes de vida e de bem-
estar das populagées e num aumento significativo da esperanca de vida 4 nascenca e nas
idades adultas. Estes ganhos na longevidade humana sio naturalmente entendidos como
uma alteracao positiva para os individuos e uma significativa conquista civilizacional das
sociedades modernas.

O declinio da mortalidade é marcado por duas tendéncias principais: uma reducéo na
mortalidade provocada por doengas infecciosas, especialmente nas idades mais jovens, e
um decréscimo da mortalidade nas idades avancgadas, reflexo dos avancgos no combate as
doencas cardiovasculares e ao cancro. Tratando-se de um objectivo individual e colectivo
inquestiondvel, o aumento da longevidade humana coloca, no entanto, novos desafios em
multiplos domifnios, em particular na defini¢do e sustentabilidade dos sistemas piiblicos
e privados de protecgdo e seguranca social, tradicionalmente financiados com base no
principio da reparticdo contemporanea (“pay-as-you-go”).

Num contexto em que a mortalidade se assume definitivamente como um fenémeno
dinadmico, a necessidade de identificar a sua trajectéria e de projectar com exactidao
o seu valor futuro afiguram-se cruciais, constituindo condicao essencial a um correcto
aprovisionamento e gestdo das responsabilidades financeiras futuras com os sistemas

de seguranca e protecgdo social. Esta tarefa envolve, em boa medida, a utilizacio de
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modelos de projeccdo adequados que conduzam & construgdo de tdbuas de mortalidade
prospectivas (ou geracionais) para uso, por exemplo, no campo actuarial na quantificacao
e controlo do risco de longevidade.

Na Parte I, examindmos a aplicacao de métodos paramétricos e ndo-paramétricos na
graduacao de dados de mortalidade, centrando-nos na influéncia que a idade do individuo
tem sobre esta. Neste capitulo, reconhecemos o cardcter dindmico da mortalidade e
incorporamos o tempo cronolégico na anélise, discutindo as caracteristicas e a aplicacio
de um conjunto extenso e diversificado de métodos de projecgdo, desenvolvidos nos
campos actuarial e demografico.

O capitulo estd organizado da seguinte forma. Nas Seccoes 6.2 e 6.3 sdo analisadas
as principais tendéncias registadas na mortalidade humana e identificados os aspectos
cruciais a ter em conta na modelacao dindmica do fenémeno. Nas Seccoes 6.4 e 6.5 discu-
timos a aplicagdo dos métodos de projeccao vertical, horizontal e diagonal, considerando
métodos paramétricos com ou sem recurso a tdbua base.

Na Secgdo 6.6 analisamos em detalhe as caracterfsticas e a estimagdo do popular
método Lee-Carter. Nas Secgbes 6.7 e 6.8 é investigada a aplicacdo dos modelos lineares
generalizados na modelagdo da mortalidade num contexto em que a idade e o tempo
cronolégico sao simultaneamente considerados na estimacao, tendo em vista a projeccao
de factores de redugio.

Na Secgao 6.9 é examinada em detalhe uma extensdo do método Lee-Carter designada
por modelo de Poisson, as suas variantes, métodos de estimagdo dos pardmetros e de
construgdo de intervalos de confianga. Em particular, é ensaiada uma nova técnica,
inspirada nas P-Splines, que incorpora as preocupagoes quanto ao alisamento das séries
no procedimento de estimagdo dos pardmetros. Nesta Seccdo, é ainda desenvolvida uma
extensdo do modelo onde se admite que as projeccoes de mortalidade sdo balizadas por
uma determinada tdbua limite.

Na Secgdo 6.10 estudamos uma variante do método Lee-Carter que recorre & dis-
tribui¢do Binomial. Nas Secgdes 6.11 e 6.12 descrevemos os métodos de projeccio as-
sentes em tdbuas limite e tdbuas modelo. Nas Secgoes 6.13 e 6.14 analisamos os métodos
de projecgdo que envolvem a transformacio das varidveis de interesse e os métodos nao-
parameétricos, respectivamente. Por fim, na Sec¢do 6.15 discutimos a aplicacdo de um
conjunto de métodos na projeccdo da mortalidade nas idades avancadas.
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6.2 Tendéncias na mortalidade humana

A anélise das tendéncias na mortalidade da populacio atraiu desde sempre a atencéo de
investigadores e organismos oficiais a nfvel internacional, interessados em compreender
as multiplas implica¢Ges do fenémeno no desenvolvimento econémico, social e humano
das sociedades.! O comportamento da mortalidade nos pafses desenvolvidos durante o
século XX é marcado, em termos genéricos, por uma assinaldvel reducio nas taxas de
mortalidade em todas as idades, em especial nas idades mais jovens, e por um aumento
not4vel da esperanca de vida, quer & nascenca, quer nas idades adultas.? Extraordinsria
foi ainda a redugdo na mortalidade infantil, que assume hoje em dia valores insignificantes
face aos apresentados no inicio do século passado.

Se é verdade que este declinio foi continuo ao longo de todo o século XX, também
é verdade que a distribuigao etédria desse decréscimo néo foi simétrica. Com efeito, se
na primeira metade do século a redugéo se concentrou principalmente nas idades jovens,
devido & diminuicao na mortalidade infantil e juvenil, na segunda metade os ganhos na
esperanca de vida s@o explicados, sobretudo, pela diminui¢cio da mortalidade nas idades
adultas e avancadas. Estas modificagGes tém, desde logo, uma explicagido pragmdtica. A
reducao alcangada na mortalidade infantil e juvenil para niveis tao baixos conduziu-nos
a um patamar em que, mesmo que se registem ganhos extraordinérios neste segmento, o
seu impacto sobre a esperanga de vida serd reduzido, sobretudo quando comparado com
o que pode advir da reducdo da mortalidade nas idades adultas.

Por outro lado, estas alteracGes acompanharam, em boa medida, as principais tendén-
cias registadas durante este perfodo no campo epidemiolégico. Na primeira metade do
século XX, as doengas infecciosas (tuberculose, pneumonia, gripe, tif6ide, difteria, etc.)
constitufam a principal causa de morte. O desenvolvimento de vacinas e a introdugao de
antibidticos apés a II Guerra-Mundial possibilitaram, em conjunto com a melhoria dos
niveis de nutricdo e com a expansdo dos sistemas de higiene e satide publicos, a quase
erradicacdo desta causa de morte. Assim, ndo surpreende que na segunda metade do
século os ganhos na mortalidade tenham estado associados a factores distintos, como

sejam as conquistas no combate as doengas cardiovasculares e ao cancro. De facto, a

! Veja-se, por exemplo, MacDonald (1997), MacDonald et al. (1998), Cutler e Meara (2001), Willets
et al. (2004) e referéncias neles citadas.

?A titulo de exemplo, a esperanca de vida & nascenca em Inglaterra e Gales era, em 1901, de 46 anos
para os homens e de 50 para as mulheres, sendo que um século depois, em 2001, estes valores haviam
aumentado para 76 e 81 anos, respectivamente. Em Portugal, a tdbua de mortalidade relativa ao perfodo
1939-42 (LLN.E.) reportava uma esperanca de vida & nascenca de 48.58 anos para os homens e de 52.82
anos para as mulheres. Em 2002-03, ou seja, 60 anos mais tarde, a evolugdo positiva da mortalidade
fez com que este indicador alcangasse os 73.93 anos para os homens e os 80.23 anos para as mulheres
(Carrilho e Patricio, 2004).
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inovagao tecnolégica no combate as doengas agudas do coragéo (e.g., cirurgia de bypass,
angioplastia, medicacdo para reduzir a pressao arterial e o colesterol, etc.), os avancos
no tratamento do cancro e algumas alteracoes do ponto de vista comportamental (e.g.,
tabagismo, maior preocupagdo com a nutrigdo e com a prética de desporto) ajudam a
compreender a reducao da mortalidade neste periodo. O facto de este tipo de patologias
incidir, principalmente, sobre as idades adultas e avancadas explica, em boa parte, as
modificacoes no perfil etdrio dos ganhos de longevidade neste perfodo.

Uma forma alternativa de compreender as tendéncias na mortalidade humana con-
siste em analisar o perfil grafico de func¢ées que representam a mortalidade em termos
da idade alcangada pelo individuo, como sejam a funcdo de sobrevivéncia ou a “curva de
mortes” (MacDonald et al., 1998; Horiuchi e Wilmoth, 1998). A anilise destes perfis no
tempo coloca em evidéncia a crescente concentracdo dos 6bitos em torno da moda (nas
idades adultas) da curva de mortes, ou seja, a fungdo de sobrevivéncia tende para uma
forma rectangular, num fenémeno que é por isso apelidado de «rectangularizacao». Por
outro lado, observa-se que a moda da curva de mortes (que, devido a rectangularizacio,
tende para a idade méxima admissivel w) se move em direcgdo as idades mais avancadas,
numa trajectéria que é apelidada de «expans@o» da funcdo de sobrevivéncia (Cheung
e Robine, 2007). Por fim, recentemente tém-se registado niveis mais elevados e uma
maior dispersao das mortes acidentais nas idades jovens (a chamada bossa de acidentes
ou young mortality hump). No Capitulo 7 teremos oportunidade de verificar que estas

tendéncias sao igualmente observadas na populagdo portuguesa.

6.3 Modelagao da mortalidade num contexto dindmico

6.3.1 Diagrama de Lexis e cdlculo das estimativas brutas dos
indicadores de mortalidade

O tempo intervém de trés formas distintas num estudo sobre a mortalidade: na idade
dos individuos que integram a populacio, na geracao da qual estes emanam e no instante
em que é realizada a observagao. Existem, assim, trés coordenadas que permitem carac-
terizar um evento demografico (e.g., um 6bito): (i) a data em que este se produz, (ii) a
idade do individuo abrangido pelo evento e (iii) a sua data de nascimento. Pese embora
estas trés informacdes sejam obviamente redundantes, uma vez que bastam apenas duas
para caracterizar o evento, elas sdo importantes para caracterizar o fenémeno em estudo.

O diagrama de Lexis, introduzido em 1875 por Wilheim Lexis (1837-1914), pode ser

definido como um sistema de eixos rectangulares que permite precisar a forma como se
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combinam as trés coordenadas temporais na representacao gréifica dos acontecimentos
demogréficos.3 A sua construcio baseia-se num conjunto de paralelas a dois eixos per-
pendiculares. No eixo das abcissas, inscrevem-se o tempo ou as datas de observagio das
varsveis, habitualmente um ano coincidente com o ano civil, e no eixo das ordenadas a
idade dos individuos ou a duracéo do acontecimento, em anos completos. Cada acon-
tecimento demogréafico corresponde a um ponto cujas coordenadas sao o tempo em que
o mesmo ocorreu e a idade do individuo sujeito ao referido evento. Os pontos referentes
aos acontecimentos demogrsficos sdo contabilizados em tridngulos que representam a
dupla classificacdo, i.e., por idade e por data de nascimento. As diagonais limitam as
linhas de vida dos individuos nascidos no mesmo ano, ou seja, que fazem parte da mesma
geracio.? Na Figura 6.3.1 representamos a linha de vida de um individuo no diagrama

de Lexis.

Idadej
B C
X +1
Xl
D
X
1 t, 1 1 t 1
t-x-1 t-x t-x+1 t t+1 Tempo

Figura 6.3.1: Diagrama de Lexis

Ele nasce no momento ty e morre no momento ¢; & idade z;, entre as idades exactas
(datas de aniversério) z e z+1. O segmento de recta vertical a azul representa o mimero
de individuos que no momento t tem z anos de idade, i.e., o mimero de sobreviventes
P, ; de idade z no instante t. O segmento de recta horizontal a vermelho representa o

3Para uma introducio ao diagrama de Lexis veja-se, por exemplo, Vandeschrisck (2001).
‘Doravante, designaremos uma geracéio pelo ano de nascimento dos individuos que a integram. Por
exemplo, a geracio g é formada pelos individuos nascidos no ano de calendério g.
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ntimero de individuos que no ano t cumpriram o z®™° aniversério, i.e., o mimero de
sobreviventes & idade x provenientes da geracdo t — .

O diagrama de Lexis permite identificar facilmente o efectivo de uma geragéo: (i)
nas intersecgoes com os eixos verticais obtemos o efectivo no dia 1 de Janeiro de anos
consecutivos, data na qual todos os individuos tém a mesma idade em anos decorridos,
i.e., em nimero de anos inteiros vividos até ao dltimo aniversério; (ii) nas intersecgoes
com os eixos horizontais, onde se obtém o efectivo em datas de aniversérios sucessivas. O
diagrama permite ainda resgatar o nimero de 6bitos localizados nas células delimitadas
pelo sistema, seja no quadrado circunscrito pelas coordenadas ABC D, seja nos tridngulos
ABC e ACD demarcados pelas diagonais.

No decurso do ano t, séo registados d;; 6bitos entre os individuos com z anos in-
teiros vividos, localizados num quadrado delimitado pelas coordenadas ABCD. Esses
dz: Obitos correspondem a individuos provenientes de duas geragbes distintas, ¢t — x
et —x — 1, e correspondem as linhas de vida que terminaram, respectivamente, nos
triangulos inferior e superior.

Na Figura 6.3.2 vemos que é igualmente possivel isolar o mimero de 6bitos dg 14 &
idade x de individuos pertencentes a uma geragao, neste caso 4 geragio g nascida no ano

g=t—ux.

Idade -

X +1

| i 1
t-x t-x+1 t t+1 t+2 Tempo

Figura 6.3.2: Nimero de 6bitos & idade x entre os individuos da geracdo t — x

Esses 6bitos estdo localizados num paralelograma na horizontal, situado na inter-
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seccao entre o segmento sombreado na diagonal (correspondente & geracdo g) e o seg-
mento sombreado na horizontal (relativo 4 idade z). Como se observa, os Gbitos séo
registados no decurso de dois anos de calendério consecutivos, t e ¢t + 1.

Nalguns estudos, estamos interessados em isolar o nimero de 6bitos registados num
unico ano de individuos oriundos de uma tnica geracao. Como se observa na Figura 6.3.3,
esses 6bitos estdo localizados num paralelograma na vertical, situado na intersecgao entre
o segmento sombreado na diagonal (correspondente i geracdo g nascida no ano t — x)
e o segmento sombreado na vertical (corresponde ao ano de calenddrio t). Assinale-
se que esses 6bitos ocorrem no decurso do um tnico ano ¢t mas abrangem duas idades

consecutivas ¢ e z — 1.

Idade -

X +1

T T ] 1
t-x t-x+1 t t+1 Tempo

Figura 6.3.3: Niimero de 6bitos registados no ano t de individuos nascidos em t — x

As Figuras 6.3.1, 6.3.2 e 6.3.3 traduzem, como vimos, formas distintas de decompor
a informagao sobre o evento demogréfico. Nos casos em que os 6bitos tém dupla classifi-
cagdo (por idade e ano de nascimento), elas ddo origem a definigdes alternativas para os
conceitos de exposigdo ao risco, quocientes e taxas de mortalidade. Consideremos, em
primeiro lugar, a estimativa do quociente de mortalidade relativo ao quadrado ABCD
da Figura 6.3.1. Este quadrado pode ser decomposto em dois tridngulos: um tridngulo
inferior ACD, que agrega os 6bitos dg’t,g registados no ano t entre os individuos ori-
undos da geracao nascida em g = t — x; um tridngulo superior ABC, que agrupa os

6bitos d¥, g—1 registados no ano ¢ entre os individuos oriundos da geracdo nascida em
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g—1=1t—x— 1. Denotemos por d;; 0 nimero total de 6bitos registados em cada um

desses quadrados (z,t), com
dm’t = dé‘vtvg + dgt’g_‘l- (6'3'1)

Se admitirmos que os 6bitos se distribuem de forma uniforme nos tridngulos em que
se decompoe o quadrado de Lexis, demonstra-se que a estimativa da taxa de mortalidade
no intervalo [z, z + 1), definida em (2.2.22), é dada por®

d di, +dY, _
m:ct — Tt — RN x,t,g—1 ] (632)

Bzt 1P+ Pogpr] + 3 [dﬁt’g - dg,t,g_l]

As estimativas dos quocientes de mortalidade g, : correspondentes sdo calculadas,
regra geral, convertendo (6.3.2) em probabilidades de 6bito, sob a hipétese de reparticio
uniforme dos ébitos durante o ano, i.e.,

ma:,t
1+ (1 - aw,t) . mx,t

1
, COM Gt = 7, (6.3.3)

dzte =

onde a;; denota o mimero médio de anos vividos no intervalo [z, z + 1) pelos individuos
que falecem & idade x no momento ¢. No caso do paralelograma representado na Figura
6.3.2, a probabilidade de 6bito no intervalo [z,z + 1), gz e 4, & estimada de forma directa

mediante L U
q _ dm,t,g + da:,t+1,g (6 3 4)
.. — —_— bhadd
S Pria+ dt,,
Prova-se que a estimativa de m, é dada, neste caso, de forma exacta por®
L U
N da:,t _ d:c,t,y + dz,t+1,g
gy = 225 = S = (6.3.5)
z,t P:c,t+1 + 3 I:dz’t,g - dm,t+1,g]

Uma alternativa envolve o recurso ao método dos quocientes parciais de Vallin (1973).
Esta técnica consiste em estimar os quocientes de mortalidade parciais para os tridngulos

inferior e superior na Figura 6.3.1. Na auséncia de migracio,” o quociente relativo ao

3Para mais detalhes sobre o cdlculo da exposi¢io ao risco E:: veja-se Wilmoth et al. (2005).

8A tnica excepgdo refere-se 4 idade 0, para a qual é usual efectuarem-se alguns ajustamentos no
célculo da exposi¢ao ao risco Ez,:, uma vez que ndo se observa a hip6tese de distribuicio uniforme dos
6bitos, nem no interior dos quadrados de Lexis, nem no interior dos tridngulos.

7 As migracdes podem facilmente ser incorporadas na estimativa admitindo a hipétese de que elas se
repartem uniformemente em intervalos de um ano (Vallin, 1973).

176



6.3. Modelacdo da mortalidade num contexto dinamico

tridngulo inferior ACD ¢ estimado por

dL
e (6.3.6)

?
PI,t-i—l + dg,t,g

@w,t,y =

enquanto que no tridngulo superior ABC este é estimado por

L
Gopgor = 2ba=1 (6.3.7)
Px,t

A estimativa do quociente relativo ao paralelograma representado na Figura 6.3.2 é
entdo dada por

qz,.,g = 1 - (1 - qzatig) (]' - qu'yt'l'l,g) * (6'3'8)

O método de Vallin pode igualmente ser usado para calcular os quocientes de mor-
talidade g, ;4 relativos ao paralelograma representado na Figura 6.3.3 e ao quadrado na

Figura 6.3.1. Os seus valores sio estimados por

‘io,t,g =1- (1 - qz!:,t,g) (1 - dz—l,t,g) (639)

e por
Qz,t,o =1- (1 - q‘z,t,g) (1 - ‘j:c,t,g—l) ) (6310)

respectivamente.

A escolha da combinagdo adequada para calcular os quocientes ou taxas de mor-
talidade depende dos dados disponiveis e do objectivo a perseguir com o estudo. As
configuracdes representadas nas Figuras 6.3.1 e 6.3.3 s80, a partida, mais adequadas a
estudos periédicos que isolem as condigdes registadas num tnico ano civil. Esta van-
tagem néo &, no entanto, decisiva, se as condi¢des de momento forem susceptiveis de
oscilagdes importantes entre anos consecutivos, que exercam efeitos significativos sobre
a mortalidade. Em contrapartida, a configuracio na Figura 6.3.2 considera dois anos
consecutivos, uma caracterfstica que néo constitui qualquer obstdculo quando o objectivo
do estudo é o de proceder a uma andlise sobre a evolucdo temporal da mortalidade.

No célculo dos quocientes ;o correspondentes & Figura 6.3.1, sdo considerados
6bitos de um ano civil relativos a duas geracdes distintas, registados num intervalo de
idades entre duas datas de aniversério exactas. Esta op¢ao garante a homogeneidade por
ano civil e por idade, mas néo por geragdo. Por outro lado, ela nio permite, como vimos,
o célculo directo das probabilidades dz .0, sendo necessario recorrer 4 aproximagio dada

por 6.3.3, nem a utilizagdo directa em estudos prospectivos.
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No célculo dos quocientes §; o4 correspondentes & Figura 6.3.2, sdo considerados
6bitos de dois anos civis relativos a uma unica geragdo, registados num intervalo de
idades entre duas datas de aniversdrio exactas. As principais vantagens desta solugcdo
sao a garantia de homogeneidade por idade e por geragao, assim como o facto de ela
permitir o cédlculo directo das probabilidades gz 4 € 0 seu uso em estudos prospectivos.
No caso de optarmos por considerar um intervalo de tempo mais alargado (e.g., 3 anos
de observagdo), ela permite igualmente suavizar eventuais oscilacdes erraticas no ntimero
de 6bitos. Em contrapartida, o método nao assegura a homogeneidade por ano civil.

No célculo dos quocientes sty correspondentes & Figura 6.3.3, séo considerados
6bitos de um ano civil relativos a uma dnica geragéo, registados num intervalo de idades
entre trés datas de aniversdrio exactas, ou seja, entre dois anos vividos completos. Esta
opg¢ao garante a homogeneidade por ano civil e por geragdo, mas apresenta uma limitagao
importante na construcao de tdbuas de mortalidade. Com efeito, ela ndo garante a
homogeneidade por idade, ou seja, ndo fornece uma estimativa da probabilidade de

6bito entre duas datas de aniversirio consecutivas.

6.3.2 Caracterizagdo do problema

Num contexto dindmico, a ideia base subjacente aos vdrios modelos de projeccio é a de
que a mortalidade deve ser expressa mediante uma fungéo do tempo (futuro) cronolégico
t. Se nos basearmos num tnico indicador, o modelo dindmico é definido por uma funcao
U (t).8 Neste campo, existe um interesse particular pela anslise da evolugéo no tempo de
indicadores sintéticos (“markers”), dada a sua capacidade de sintetizar caracteristicas
importantes no comportamento passado da mortalidade e sua respectiva distribuigdo de
probabilidade. Os diferentes indicadores podem, segundo Pitacco (2004), ser classificados
em “medidas de localizacdo”, fornecendo informagdo sobre o fenémeno de expansio, e
“medidas de variabilidade”, condensando elementos sobre o fenémeno de rectangula-
rizagdo da fungéo de sobrevivéncia.

Entre as principais medidas de localizagio, merecem destaque a esperanca de vida (3
nascenga, ép, ou a idade z, é;) e o ponto de Lexis (a moda da “curve of deaths”). Entre

as medidas de variabilidade realce para:®

1. avariancia da vida residual, Var(T;), ou o respectivo desvio-padréo, o, = y/Var(T3);

8Por exemplo, a esperanca de vida a nascenga para um recém-nascido é representada, num contexto
dinadmico, pela funcgéo &g (t) do ano cronoldgico ¢ (neste caso do ano de nascimento). De forma an4loga,
o quociente de mortalidade numa dada populac¢io pode ser expressa pela fungdo g¢. (), onde ¢ denota o
ano de calenddrio em que a populagdo é analisada.

Para uma lista exaustiva de medidas de variabilidade da idade de morte e de avalia¢do do fenémeno
de rectangularizagdo recomenda-se a leitura de Wilmoth e Horiuchi (1999).
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2. o intervalo inter-quartis, IQR = z” — 2, onde z' e z” sdo as idades para as quais
Iy =0.75 e Iz = 0.25 (com lp = 1). Assinale-se que o intervalo JQR é tanto maior

quanto mais dispersa é a distribuicdo da vida residual da populagao;

3. a denominada “entropia” da funcdo de sobrevivéncia, H, definida por (Keyfitz,
1985; Wilmoth e Horiuchi, 1999)

B 1" 8(z) In S(x)dx

"= I S(z)dx

(6.3.11)

consistindo numa média ponderada de In S(z), usando como pesos a prépria fungao
de sobrevivéncia. Quanto mais concentrados forem os 6bitos menor serd o valor
de H. Em particular, H = 0 quando a fungdo de sobrevivéncia apresenta uma

configuragao gréfica perfeitamente rectangular;

4. o coeficiente G, definido por
1 [ 9
G=+ [S(z)]” dz
€0 Jo
que mede, neste caso, a desigualdade na distribuicdo da idade de 6bito. O seu valor
estd contido no intervalo [0, 1], com um valor mais baixo de G a corresponder a,

menor variabilidade na idade de ébito.

Informacao complementar sobre a distribui¢do de probabilidade pode ainda ser obtida
a partir de indicadores como a mortalidade infantil, ou através da chamada “endurance”,
definida como a idade £ para qual se observa que I = 0.90.

Num contexto dindmico, todos os indicadores acima apresentados devem ser inde-
xados por ano de calenddrio (e.g., é; (t), IQR(t), H(t), etc.). A complexidade do
problema aumenta significativamente no contexto actuarial, onde na maior parte dos
casos sao necessdrios indicadores de localizacao e de variabilidade especificos para cada
idade. Dito de outro modo, num contexto dindmico a mortalidade é uma funcéo I' (z,t),
nao apenas da idade x mas também do tempo cronolégico t.10

O modelo de projecgdo pode ser definido pela condicdo I' (z,t) | ¢ > ty, onde tg
simboliza o ano actual ou o ano para o qual estdo disponiveis as ltimas tdbuas con-
temporéneas. Admitamos que = e t sdo varidveis discretas e que I' (z,t) representa os
quocientes de mortalidade g, (t). Neste caso, a fungéo I' (z,t) pode ser representada por

1"Em termos mais precisos, a fungio I’ (z,t) pode representar indicadores como a taxa de mortalidade,
a for¢a de mortalidade, a func¢do de sobrevivéncia, transformacoes da funcio de sobrevivéncia, entre
outros.

179



6.3. Modelacao da mortalidade num contexto dindmico

" uma matriz cujas colunas correspondem aos anos cronolégicos e cujas linhas definem as

idades actuariais, i.e.,

Idade Ano cronolégico
t—1 t t+1
0 |- q(t-1) qo (1) g (t+1)

L | a@a(t-1) a() q(t+1)
z | @(t-1)  @(®) g(t+1)
z+1 | gr(t—1) @Gu1() Gr(+1)
w=1]--- qua(t-1) qua(t) qu-1(t+1)

Quadro 6.3.1: Quocientes de mortalidade anuais por idade e ano cronolégico

Esta representacdo dos quocientes ¢, num contexto dinimico permite trés leituras
distintas:
1. uma leitura “vertical” (i.e., por colunas),

Q()(t),...,qx(t),...,qw_l(t),

correspondendo a uma sequéncia de tdbuas contemporéneas, uma por cada ano

cronolégico t;

2. uma leitura “horizontal” (i.e., por linhas),

'-an(t"1)’q.’t(t)’qz(t+1),"-1

fornecendo informagdo sobre os perfis de mortalidade em cada uma das idades z;

3. uma leitura “diagonal”,

@ol),qnt+1),...,¢:(t+2x),...,
correspondendo a uma sequéncia de tdbuas de mortalidade geracionais, uma por

cada ano de nascimento (geracéo) ¢.

Para um dado ano base ¢y e um determinado horizonte temporal de previsio tmyax,

designa-se por tdbua projectada a sub-matriz
{&z(1)}; z=0,1,...,w—=1; t=to,to+1,..., ¢ nax

Para a construgao de uma tdbua projectada sdo necessérios trés elementos base: um
suporte estatistico, compreendendo uma amostra temporal com dados sobre a populacio
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e sobre a mortalidade real (ou um conjunto de tdbuas de mortalidade), um modelo de
projeccao (i.e., uma estrutura formal a adoptar no procedimento de extrapolagio) e,

eventualmente, uma tdbua base, sobre a qual incidird o modelo de projecgéo.

6.3.3 Té&buas projectadas unidimensionais

Como se depreende da definicdo acima, uma tdbua de mortalidade projectada é uma
matriz bidimensional {gz (¢)}oe(0w—1)stefto.tmas]- © USO apropriado de uma tébua projec-
tada pressupoe a adopgdo de uma perspectiva geracional, ou seja, implica uma leitura
diagonal da matriz para cada ano de nascimento. Por exemplo, a probabilidade, calcu-
lada no momento ¢, de um individuo com z anos de idade (i.e., nascido no ano 7 =t —z)

sobreviver k anos é dada pela férmula

k—1
{0 = [T 11— gers (6 +5)]. (6:3.12)
j=0

O uso de muiltiplas tdbuas geracionais ndo suscita qualquer complicagdo do ponto
de vista conceptual, mas comporta algumas desvantagens do ponto de vista préatico.
Em particular, em cada ano cronolégico é necessdrio empregar tantas tdbuas geracionais
quantos os anos de nascimento das pessoas seguras incluidas na carteira. Por outro
lado, a ser aceite pelas entidades reguladoras, este procedimento implicaria que todos os
anos seriam usadas tdbuas de mortalidade distintas no calculo dos prémios dos contratos
relativos aos novos membros da carteira, ou seja, as bases técnicas demograficas usadas
pelas companhias mudariam todos os anos.

Apesar de os actuais sistemas de informagao terem capacidade mais do que suficiente
para resolver os problemas acima levantados, na pratica actuarial continua a ser frequente
o recurso a uma unica tdbua unidimensional, extraida, de certa forma, da tdbua projec-
tada. Entre as vérias alternativas que se nos oferecem para a sua construcao, destacamos

as duas seguintes:

1. Escolhe-se um determinado ano de nascimento 7 e considera-se exclusivamente a

tdbua correspondente a essa geracio, {q,,[f]}, e portanto as probabilidades

Qomin (T + Tmin) » Ceminsr (T + Zmin +1),...,¢: F+2x),...,

onde Tmin representa a idade minima de interesse e 7 pode corresponder, por ex-
emplo, ac ano médio de nascimento dos individuos de uma dada carteira, calculado

num intervalo de tempo alargado.
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2. Em alternativa, pode seleccionar-se um determinado ano de calendério futuro s :
s >t e considerar-se unicamente a tdbua de mortalidade contemporanea corres-
pondente, i.e.,

Qzmin (5) 5 Qzrmin 41 (8)--1 Gz (8),..-,
onde s pode representar, por exemplo, o horizonte temporal de médio-longo prazo

em que se admite que a populacdo coberta pela carteira estabilizard.

De acordo com a modalidade 1, a probabilidade de um individuo sobreviver até a

idade x + k (qualquer que seja o ano de nascimento 7 =t — z) é dada por

k—1
) = H 1= ge; F+z+7)], (6.3.13)
j=0

enquanto que na modalidade 2, esta mesma probabilidade viria dada por

k-1
8 = [T 11— gt (). (6.3.14)
=0

Como se depreende, ambos os métodos configuram solugdes aproximadas que intro-
duzem distorgGes relativamente a correcta aplicagdo de uma tdbua projectada. Ainda
assim, é possivel introduzir ajustamentos nos modelos de modo a minimizar os desvios e
a nao renunciar a simplicidade implicita no uso de uma tnica tdbua unidimensional. O
ajustamento mais conhecido, adoptado nalguns pafses (e.g., Alemanha, Austria, Itslia,
Franca,...) consiste em reintroduzir, na modalidade 1, alguma dependéncia das proba-
bilidades face ao ano de nascimento 7. Para tal, recorre-se a um mecanismo de correcgao
da idade desenvolvido por Rueff (1955), conhecido na ciéncia actuarial por “age-shif

»ll

mechanism”*' ou correc¢do de Ruefl.

Para uma dada tdbua geracional unidimensional {q,g)}, em cada ano de nascimento

T (T § 7") o procedimento preconiza a leitura dos quocientes de mortalidade relativos a
cada idade z, qg) , na linha que resulta da aplicacao de um factor de correccao da idade,
ie.

(1) — 4
T z+h(r,z)’

onde a funcdo h (7, ) fornece o ajustamento na idade (age-shift) considerado necessario

para adequar a probabilidade qgf) estimada pela tdbua unidimensional {qg)} a projec-

L Altersverschiebung na defini¢do original. Para mais detalhes sobre este procedimento veja-se, por
exemplo, Pitacco (2000).
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* tada para a gerag@o nascida no ano 7. Por exemplo, no caso em que é projectada uma

diminuicdo da mortalidade a fungéo h (7,z) é definida por

>0 seT<T
h(r,z) = 0 seT=T
<0 seT>T.

Na prética, é usada normalmente uma funco de correc¢do h(7) que nio depende
da idade mas apenas do ano de nascimento.!? Segundo este mecanismo de age-shift, a
probabilidade de um individuo nascido no ano 7 sobreviver até a idade z + k é calculada

por
k-1

PO =TT [1 = gosnirys (F+ 2 +5)] - (6.3.15)
3=0

6.3.4 Classificacao dos métodos de projeccao

A literatura sobre métodos de projeccao da mortalidade é extensa e diversificada.l® Nao
existe, contudo, unanimidade quanto 4 melhor forma de os classificar no contexto da
demografia e da ciéncia actuarial. Nesta seccdo, efectuamos uma primeira arrumacéo
dos métodos distinguindo-os entre métodos biomédicos e epidemiolégicos, métodos ex-
plicativos e métodos extrapolativos. Mais adiante, procedemos a uma anélise detalhada
dos principais métodos usados na pratica.

Os métodos epidemiolégicos concentram-se nos factores que determinam o 6bito e
procuram modelar as taxas de mortalidade numa perspectiva biomédica.l4 Tratam-se de

12Por exemplo, 0 ajustamento preconizado pela tdbua italiana RG48 para individuos do sexo masculino
(T = 1948) & o seguinte:

T h(T)
1908 —1932 | 2
1933 — 1941 1
1942 — 1951 0
1952 - 1965 | -1
1966— —2

Como se observa, a fungio procede a um envelhecimento das probabilidades para as geracSes nascidas
antes de 7 = 1948, e a um rejuvenescimento para as geracoes nascidas ap6s essa data.

13Para uma revisio da literatura sobre esta matéria veja-se, por exemplo, Pollard (1987), Benjamin
e Soliman (1993), Tuljapurkar e Boe (1998), Tabeau (2001), GAD (2001), Wong-Fupuy e Haberman
(2004) e Booth (2006).

14Por exemplo, a hipétese de que o 6bito & o resultado da acumulacgdo de “defeitos” conduz-nos a uma
descri¢do matemadtica da mortalidade.
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- métodos que nao sdo, na prética, usados pela generalidade dos organismos oficiais para
realizar projeccoes, mas que se revelam 1teis quando é necessédrio balizar os resultados
proporcionados pelos métodos extrapolativos. A sua principal limitacdo prende-se com
o facto da sua eficicia estar condicionada ao conhecimento integral e cabal das multiplas
interaccoes que se estabelecem entre as diferentes causas de morte, algo que os constantes
avancos nas ciéncias médicas poderd tornar possivel no futuro.!®

Os métodos explicativos empregam um mecanismo de projec¢ao com base em relagdes
de causa~efeito recorrendo, por exemplo, a técnicas econométricas baseadas em varidveis
de natureza econémica ou a factores ambientais. Estes métodos sao igualmente pouco
usados na elaboracdo de projeccdes oficiais, porquanto o seu poder explicativo nio estd
suficientemente consolidado. Uma limitacgdo adicional destes métodos diz respeito ao
facto de ser tdo ou mais dificil prever as varidveis explicativas do que a prépria varidvel
dependente (mortalidade).

Os métodos extrapolativos assentam na projecgdo para o futuro das tendéncias
histdricas registadas na mortalidade e sfo, na prética, os mais usados. S&o inimeros
os métodos usados para extrapolar as tendéncias, a maioria carecendo, ou de infor-
magao sobre as principais forgas biomédicas que determinam a mortalidade, ou de uma
avaliacao subjectiva, por exemplo, em relagdo ao periodo temporal em que as tendéncias
devem ser captadas. Conforme teremos oportunidade de verificar ao longo do capitulo,
as principais diferengas entre os métodos situam-se na forma de sumariar os perfis de
mortalidade.

Os métodos paramétricos envolvem o ajustamento de uma determinada lei de mor-
talidade durante um nimero consecutivo de anos, e a subsequente extrapolacao para o
futuro das tendéncias detectadas no valor estimado dos parametros. Os métodos sdo
aplicados, sobretudo, no contexto do chamado “método vertical” de projecgdo, que em
seguida aprofundaremos, mas a sua flexibilidade torna-os igualmente compativeis com
abordagens diagonais visando a construcao de tdbuas geracionais. A adopgio de uma

mesma funcdo para descrever a mortalidade no passado e para prever o futuro constitui

15Com efeito, as causas de morte ndo sio, em muitos casos, independentes entre si, o que dificulta
a obtencao de projeccOes fidveis. Esta metodologia apresenta ainda outros problemas como sejam a
dificuldade em identificar a causa iltima do 6bito, sobretudo nas pessoas idosas, as mudancas nos
agrupamentos das causas de morte ou a prépria mé classificagdo dos ébitos.

16 Assinale-se ainda que o facto da metodologia efectuar projeccdes a partir da andlise do impacto
produzido pelos virios factores de risco (e.g., rendimento, condigdo socioeconémica) na mortalidade
pode exigir uma desagregacdo dos dados por subgrupos. Esta decomposi¢do pode revelar-se, na pritica,
impossivel, para além de que é provdvel que a composicdo dos subgrupos sofra modificagbes ao longo
do tempo, modificagbes essas dificeis de vaticinar. Ainda assim, o estudo sobre os efeitos induzidos no
passado pelas principais varidveis explicativas pode ajudar a compreender as tendéncias subjacentes no
comportamento da mortalidade.

184



6.3. Modelagao da mortalidade num contexto dinamico

uma das principais limitacées desta abordagem.!”

Os métodos de projecgido de perfis de mortalidade enquadram-se no denominado
“método horizontal” e envolvem a extrapolagio, desagregada, das tendéncias observadas
nas taxas de mortalidade (ou outros indicadores) relativas a cada idade. Os virios méto-
dos incluidos nesta categoria diferenciam-se, essencialmente, pelo modelo matemético
usado para ajustar os dados (exponencial, logaritmico, polinomial, etc.), pela sua na-
tureza eminentemente deterministica (i.e., os valores projectados baseiam-se num con-
junto pré-determinado de parametros) ou estocéstica (i.e., os valores projectados contém
alguma componente aleatéria), pelas hip6teses assumidas relativamente 3 distribuicdo
estatistica do nimero de 6bitos (Normal, Poisson, Binomial, etc.), pela introdugio de
transformacées nas funcoes base da tdbua (logit, fungio de resisténcia) ou, por fim, pela
necessidade ou nao de uma tédbua base.

Noutro dominio, os métodos de projecgo com referéncia a um determinado objec-
tivo (target) envolvem a interpolacdo entre as taxas de mortalidade actuais e um con-
junto de metas pré-definidas, que se assume serdo observadas no futuro. Estes métodos
subdividem-se, regra geral, em duas categorias: métodos que envolvem a interpolacao
em relagdo a uma tdbua limite ou “6ptima”, para a qual convergem os aumentos na
longevidade verificados ao longo do tempo, e métodos que encerram a interpolacio em
relagdo a uma tabua “modelo”.

Uma outra categoria refere-se aos métodos de projeccdo por causa de morte, que
pode envolver a utilizagdo de técnicas incluidas em qualquer umas das trés abordagens
anteriores. A extrapolacdo das tendéncias nas taxas de mortalidade por causa de morte
tem vindo a ser defendida com cada vez maior insisténcia, porquanto ela possibilita um
melhor conhecimento sobre a dindmica da mortalidade (Gutterman e Vanderhoof, 1998).

A utilizagdo desta abordagem nao se encontra, no entanto, isenta de problemas.

6.3.5 Risco de longevidade

As tendéncias observadas na longevidade humana devem ser acomodadas ao nivel do
pricing e do célculo das responsabilidades financeiras, em particular nos produtos que
incluem beneficios de longo prazo em caso de vida (e.g., rendas vitalicias). Com efeito,
o célculo do valor actual esperado dos cash flows futuros dos produtos requer uma
projeccao adequada das varidveis demograficas, tendo em vista a minimizacao dos riscos
de subestimagdo das responsabilidades com a carteira. Como vimos na seccio anterior,

1"Uma alternativa passa pelo uso de métodos nao-paramétricos, que preservam a natureza extrap-
olativa mas sdo mais flexiveis na medida em que ndo dependem de hip6teses sobre a lei analitica que
governa a mortalidade.
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sao diversos os modelos propostos para esta finalidade e usados na prética actuarial
corrente.

A utilizagdo de modelos dindmicos ndo elimina, todavia, a possibilidade de ocorrerem
desvios face aos valores projectados. Esses desvios podem ficar a dever-se a quatro fontes

de risco distintas:

e uma primeira, associada & prépria natureza estocéstica do fenémeno (nimero de
6bitos), que faz com que em cada ano de calendério t se registem flutuacdes
aleatérias nas taxas de mortalidade observadas face aos respectivos valores espe-
rados (i.e., projectados). O risco de flutuagdes aleatérias & um risco bem conhecido
na industria seguradora, em ambos os ramos (vida e néo-vida), sendo usualmente
designado por “risco de processo”. Um dos resultados fundamentais na teoria do
risco estipula que a severidade deste tipo de risco diminui 4 medida que a dimensao
da carteira (homogénea) aumenta, ou seja, corresponde a um denominado “pooling

risk” .

e uma segunda, relacionada com o facto de a tendéncia futura da mortalidade ser,
ela prépria, aleatéria, o que significa que independentemente do modelo adop-
tado poderdo sempre ocorrer desvios sistemdticos face & mortalidade projectada.
Os desvios sao explicados, neste caso, pela incerteza em torno dos valores dos
pardmetros do modelo de projecgdo (o chamado “risco de parametro”) e pela in-
certeza relativamente ao préprio modelo seleccionado para captar as tendéncias na
mortalidade (o denominado “risco de modelo”). O risco de desvios sistem4ticos
nao pode ser eliminado aumentando a dimensio da carteira. Pelo contririo, o seu
impacto financeiro aumenta & medida que a carteira cresce na medida em que os
desvios afectam todas pessoas seguras (ou beneficidrios de rendas vitalicias-e de

pensodes) numa carteira da mesma forma.

e uma terceira, correspondente & denominada mortalidade catastréfica, ou seja, aos
desvios associados a “estados da natureza” extremos (e.g., conflitos militares, sis-

mos, inundagoes, seca).

e uma quarta, relativa ao chamado risco de base, i.e., ao risco de que o comporta-
mento da mortalidade na populagdo que serviu de base 4 estimagio dos modelos

seja substancialmente diferente da observada na carteira da seguradora.

A avaliagdo da incerteza em relacdo as tendéncias futuras constitui um output de

alguns dos modelos estatisticos usados para analisar o comportamento passado e para
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- projectar a mortalidade. Num contexto mais geral, quando ignoramos a anélise de
risco proveniente do modelo estatistico e nos concentramos nos desvios sisteméticos face
a estimativa (pontual) da mortalidade futura, em especial nas idades adultas e mais
avancadas, é usual referirmo-nos a este tipo de risco como traduzindo um “risco de
longevidade” (Marocco e Pitacco, 1998; Olivieri, 2001).

A rectangularizacdo da funcdo de sobrevivéncia, com o consequente aumento da
concentragao dos ¢bitos em torno da moda da curva de 6bitos, tende a diminuir o risco
de flutuacdes aleatérias nas taxas de mortalidade, independentemente da localizagio da
moda da distribuicdo. Esta trajectéria no comportamento da mortalidade poderia levar-
nos a concluir que, a prazo, a natureza aleatéria do fenémeno se esvaneceria e os riscos
envolvidos se tornariam negligencidveis. No entanto, devido & incerteza relativamente a
localizacdo da prépria moda da distribui¢do, uma nova fonte de risco, que apeliddmos
de risco de longevidade, atribuivel aos desvios sistemdticos da mortalidade face aos
valores projectados, emerge e ganha importéncia. A incorporagéo do risco de longevidade
no célculo actuarial revela-se, deste modo, de vital importancia, visando uma correcta

avaliacao das responsabilidades financeiras futuras das empresas.

6.4 Projeccao mediante métodos paramétricos

Os métodos paramétricos de projecgio envolvem o ajustamento de uma determinada lei
de mortalidade durante um niimero consecutivo de anos, e a subsequente extrapolacio do
valor estimado dos parametros para o futuro. Desta forma, conseguem-se obter, de forma
indirecta, estimativas para a medida de mortalidade seleccionada. Em termos formais,
seja X = {ZTmin)---»Tmax} O intervalo de idades considerado e { = {t1,%s,...,tn} 0
perfodo temporal das observacoes. A base de dados necesséria a elaboragéo de projeccoes

é definida pela matriz

{iu’z (t)}zEx;tEC - {/‘Lz(tl)a uz(t2)7 e l"’.’l:(tn)}:z:ex '

Considere-se uma dada lei representando, por exemplo, a forca de mortalidade

e = o(z; o, B3,...).

parametros

Num contexto dindmico, a introdugdo do tempo cronolégico ¢ na projeccao de u, é
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feita de forma indirecta, via parametros da lei de mortalidade, ou seja,

pz(t) = ¢ (z; a(t), B(2), .. ) -

A obtencao de projecgoes é entdo baseada no denominado “método vertical”, repre-
sentado na Figura 6.4.1. Como se observa, este método requer, numa primeira etapa, a
estimacao dos pardmetros do modelo em cada um dos anos ¢; (i = 1,...,n) da amostra,
i.e.,

/‘Lz(t‘t) = (,b(ﬂ:, Qy, Bi, . . '))

obtendo-se em resultado séries temporais de parametros {a;;5;; - - '}i=1,...,n’ indexados
por ano cronolégico.

Numa segunda fase, é aplicada a metodologia de Box-Jenkins as séries temporais
no sentido de identificar o modelo ARIMA(p, d, q) adequado. Estimados os coeficientes
do modelo dindmico, é possivel projectar o valor futuro (no ano n + t) dos parametros
(@ntt,Brt, - --)» aPOs o que, substituindo na lei de mortalidade, estamos em condigdes

de projectar os indicadores de mortalidade.

ano de calendario

t, £, t,

X + [+ +

+ ||+ +

+ |+ +

+ |+ +

3 + 1|+ +
g X + ||+ +
+ [+ +

+ 1|+ +

+ |+ +

Xax + |+ +

#(x;a,; ,,;...)I-—
[ #xiasi i) | gx;alt); A(E); )
I #x;; B;---)

Figura 6.4.1: Método vertical
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Entre os modelos pioneiros neste dominio, destaca-se o proposto por Blaschke (1923),
fundado na popular lei de Makeham e definido por

e (B) =7 (t) +a(t) B(t)*, (6.4.1)

onde os trés pardmetros sio dependentes do ano de calendério.
Uma proposta alternativa é sugerida pelo CMIB (1976), com base na seguinte lei

para o “odds ratio”

Z—:% = exp [P, (1)], (6.4.2)

onde P; (t) denota um polinémio de grau k. Consideremos agora um factor de extrapo-
lagdo exponencial, i.e.,

gaﬁ _ Iz (tO) rt
2o ()~ 7a (o) (643)

onde £y designa o ano base, t >ty e r < 1. Se admitirmos um modelo linear para o ano
base, i.e.,

Py (to) = In (Z:%) ——

e substituirmos em (6.4.3), obtemos

gz (t) _
n(zT(t)) = a+Pzr+tlnr
= a+B(z—wt) = Pp_y(to), (6.4.4)

onde w = :%’—’" O andamento das probabilidades gz e p; permite inferir que 8 > 0. Por
hipétese r < 1, donde resulta que w > 0. Daqui se conclui que a aplicacio de um coefi-
ciente de reducdo constante ao ricio 9z/Pz equivale, na pritica, a um rejuvenescimento
w na idade (“age-shift”) para cada um dos anos projectados £.18 Se convertermos este
resultado em termos de probabilidades, obtemos

9z (t) = Qz—wt (tO) .

O popular modelo de Heligman-Pollard (HP), descrito em detalhe no Capftulo 3,
constitui outro exemplo proficuo da aplicagcdo de métodos paramétricos na projeccao da
mortalidade (Heligman e Pollard, 1980; Forfar e Smith, 1987; McNown e Rogers, 1989;
Benjamin e Soliman, 1993; Felipe et al., 2002).19

'*Um modelo deste tipo foi aplicado no Reino Unido (CMIB, 1978) considerando w & 1/20.
¥Para uma aplicagdo do modelo logfstico no contexto dos GLM'’s veja-se Butt e Haberman (2004).
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A adaptagio do modelo envolve o ajustamento, em cada um dos anos que compdem

a amostra, de uma das leis de HP, por exemplo a segunda

__ 4(z+B )Ct 2 Gthz
dz (t, Ht) = At t + Dt exp [—Et (lna: —In F't) ] + mH—tz, (645)
onde 0; = (A,...,H;) representa o vector de pardmetros a estimar com recurso ao

método dos minimos quadrados ponderados ndo lineares.?0
Um outro exemplo interessante é proposto por Menthonnex e Wanner. (1998), baseado

no integral da forga de mortalidade

Ret) = ~ln{le ) = [ he (0t (6.46)

com
Ry (£) = bo (£) + by (£) z + by (£) {b3 (£)}°, (6.4.7)

onde I (t) denota a fungio de sobrevivéncia. Esta formulacdo, préxima da de Make-
ham, inclui quatro parametros dependentes do tempo de calenddrio, com a seguinte
interpretacfo: bg () representa a taxa de mortalidade infantil, b (-) traduz o coeficiente
de proporcionalidade que acumula o risco ao qual estdo igualmente expostos jovens e
idosos?!, by () tem um efeito de intensidade do risco de mortalidade ligado ao envelhec-
imento e b3 (t) exerce um efeito de aceleracio do risco com o avanco da idade, uma vez
que estd directamente ligado & curvatura da funcdo R; (t).

Um dos principais atractivos dos métodos paramétricos prende-se com a flexibilidade
que estes oferecem na anilise da evolugdo do fenémeno e na producdo de intervalos de
confianga que reflictam as principais tendéncias na mortalidade das populacdes. Por
exemplo, se admitirmos que a funcdo de densidade de probabilidade da vida residual de
um individuo & nascenga é representada pela lei de Weibull (2.5.47), a correspondente

forca de mortalidade é definida, num contexto dinsmico, por

_af) (= O
py (B) = 5 (,3 (t)) . (6.4.8)

O facto de os valores caracteristicos (média, moda, varisncia) da distribui¢do de pro-

20 Conforme demonstramos no Capftulo 5, a qualidade do ajustamento é sensivel 4 escolha da funcio de
perda. Entre os outros aspectos a ter em conta na estimagio dos pardmetros, merecem atencio especial
a escolha dos valores iniciais e a selec¢do do intervalo de idades. A previsio no modelo pressupde, tal
como anteriormente, a extrapolagdo das tendéncias detectadas nas séries temporais relativas a cada um
dos parémetros da lei de mortalidade.

?1Este parametro & particularmente influenciado pelo nimero de 6bitos registado nas idades jovens,
principalmente os atribuiveis aos acidentes ou suicidios.
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' babilidade poderem, neste caso, ser expressos em termos analiticos permite, mediante
a formulag@o de cendrios para os parmetros «(t) e (3 (t), projectar fungdes de mor-
talidade que espelhem, por exemplo, os fenémenos de expanséo e de rectangularizagdo
mencionados na Secgao 6.2.

A flexibilidade dos métodos paramétricos de projecgdo torna-os facilmente com-
pativeis com uma abordagem “diagonal”, especialmente adequada quando se pretende
obter tdbuas de mortalidade geracionais. O procedimento de projecgdo, ilustrado na
Figura 6.4.2, é muito semelhante ao acima descrito para o método vertical, com a wnica
diferenca de que os parametros da lei analitica sdo agora indexados pelo ano de nasci-

mento da geracao.

geragdo

+\ \+ +
+\ \+ +
+\ \+ +
o +\ \+ +
B x +\ \+ +
= +\ \+ +
+\ \+ +
+\ \+ +
+\ \+ +

y

(X Vi piees) |

| HX: 7,1 645004) l

[ C AT H I

Figura 6.4.2: Método diagonal

Um dos primeiros exemplos desta abordagem é devido a Davidson e Reid (1927), que

propoem um modelo baseado na lei de Makeham

po (7) =7 (1) + (1) B(7)%, (6.4.9)
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~onde 7 =t — = denota o ano de nascimento.2?
Ainda neste contexto, Pollard (1949) sugere uma abordagem interessante onde admite
que a forca de mortalidade depende da idade alcancada z e do ano de nascimento T,

num comportamento ditado pela equagao
fe (z+7) =Q(z) R(1), (6.4.10)

onde Q(z) e R(7) sdo funcdes que dependem exclusivamente da idade e do ano de
nascimento, respectivamente.

A principal vantagem dos métodos paramétricos refere-se, porventura, i redugio na
dimensdo do problema de projeccdo.?2 Com efeito, o problema cinge-se, neste contexto,
& extrapolacdo das tendéncias temporais de um conjunto restrito de parametros e nio de
um intervalo alargado de idades. Em contrapartida, o facto do método assentar num pro-
cedimento de extrapolagio univariada, quando se sabe que os paradmetros estimados sdao
normalmente fortemente dependentes, constitui uma limitagdo séria desta abordagem,
que pode conduzir a projecgbes de mortalidade inverosimeis. As préprias estimativas
anuais dos pardmetros do modelo sdo normalmente bastante instdveis, o que aumenta a.
volatilidade das projeccdes.?4

Por outro lado, a adop¢io de uma lei particular introduz uma fonte de risco adicional
na anélise, na medida em que esta pode nao ser a que melhor representa o fenémeno em
todos os anos considerados. A escolha da fungdo paramétrica condiciona ainda a anilise
as idades em que esta é aplicdvel. Por fim, o facto do método nao considerar informacao

colateral (e.g., causas de morte, epidemias) na previsdo constitui uma restricao relevante.

6.5 Projeccao por extrapolacao dos perfis de mortalidade

O método de projecgdo por extrapolagdo dos perfis de mortalidade assenta no pres-
suposto simples de que as tendéncias verificadas no passado podem, com recurso a um

determinado modelo, prolongar-se no futuro. A extrapolagéo dos perfis g, representa, na

?2Na implementacio prética do modelo os autores admitem que B(r) = B V1, enquanto que os parime-
tros v (1) e a(7) séo estimados através do método diagonal. Cramer e Wold (1935) discutem a aplica¢do
desta lei na graduag8o e projeccio de taxas de mortalidade da populagdo Sueca comparando, em partic-
ular, o desempenho dos métodos vertical e diagonal. '

23 As vantagens dos métodos paramétricos sio analisadas em detalhe no Capitulo 3.

Uma das respostas possiveis a este problema passa pelo recurso a uma abordagem de natureza
multivariada, uma solugdo que sendo teoricamente possivel, é de dificil e complexa implementacio.
Outra alternativa envolve, como veremos mais adiante no capftulo, a consideracéo simultinea da idade
actuarial e do tempo cronolégico na estimacgio dos pardmetros do modelo.
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realidade, um caso particular do chamado “método horizontal” de projeccdo, ilustrado
na Figura 6.5.1.25

ano de calendario

tl tZ tl'l
Xain | | 4 <+ <+ | M (£)
<+ <+ +
<+ < <+
+ o+ +
3 <+ <+ +
S x [+ <4 + | 1,(t)
<+ <+ <+
<+ <+ <+
+ 4 + .
Xemax L+ <+ <+ — Msmae (€)

Figura 6.5.1: Método horizontal

Os diferentes modelos incluidos nesta categoria distinguem-se, desde logo, pelo facto
de recorrerem ou nao a uma determinada tdbua base. Em termos gerais, o modelo de

projeccao fundado numa tdbua base (ou de momento) pode ser definido por
Qat = Guto X RF (z,1), (6.5.1)

onde RF'(z,t) representa a relagio entre os quocientes de mortalidade para a idade z
no ano base ty e num determinado ano futuro ¢ (¢t > tp). Para evitar a confusao entre a
notagao usada no contexto dos modelos dindmicos e a adoptada no Capitulo 9 a propésito
dos modelos de mortalidade estocdstica adoptaremos, daqui em diante, e salvo mencao
em contrério, o fndice inferior ¢ para expressar a dependéncia temporal das varidveis.
O termo RF'(z,t) é designado por factor de redugéo (se RF (z,t) < 1, caso contrério
é chamado de “factor de variagdo”) da mortalidade. Uma das estruturas mais simples é

aquela em que o factor de redugéo para cada idade depende apenas da distancia temporal

50 método horizontal de projeccdo pode ser aplicado a outros indicadores de mortalidade como sejam
o ratio ¢ /psz, a taxa de mortalidade m., a esperanca de vida é, etc.
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entre o ano base e o ano projectado, i.e.,
RF (z,ty,t) = RF (z,t — to).
No caso particular em que o factor de reducéo é independente da idade, temos
RF (z,t9,t) = RF (t — tp) .

6.5.1 Modelo exponencial (ou geométrico)

O modelo exponencial ou geométrico foi desenvolvido por Nolfi (1959) e adoptado, por
exemplo, na construgdo das tdbuas de mortalidade suigas (GRM/F 1995), espanholas
(PERM/F 2000) e austriacas (AVO 2005R). O método admite, em cada idade z, que a
mortalidade decresce de forma exponencial segundo a relagao

Qo = Qo€ (t—to), (6.5.2)

onde gy ¢, denota a mortalidade base, e~*=(*=%) o factor de reducéo e Ay > 0 representa
a intensidade de decréscimo anual da mortalidade, um parametro estimado a partir das
tendéncias registadas no passado (e.g., através do método dos minimos quadrados). As
hipéteses do modelo pressupdem, na pratica, que a diferenca temporal entre os logaritmos
dos quocientes é linear (i.e., Ingz; ~Ingz ¢, = —Az (¢ — tg)).26

O modelo exponencial descrito pela equagéio (6.5.2) estabelece que, no caso de A, > 0,
os quocientes gz tendem, em todas as idades, para zero (i.e., ¢; 0o = 0), um compor-
tamento assintético inverosimil. Neste sentido, embora se admita que as projecgdes
realizadas com base no modelo apenas podem ser consideradas aceitdveis num horizonte
temporal de projecgdo limitado, parece-nos mais realista a presuncio de que a mortali-
dade assintética deve assumir um valor positivo. Uma generaliza¢do simples da equacao

(6.5.2) permite-nos atingir este objectivo
4zt = 4z.tg [az + (1 - aw) e_AI(t—to)] s (653)

onde, Vz, 0 < ay < 1e Ay > 0. No caso particular em que a, = 0, obtém-se o

modelo base (6.5.2). Para a; > 0, o modelo projecta uma mortalidade limite positiva,

%6 A férmula proposta em 1929 pelo actudrio aleméao Sachs (citado por Pitacco (2004)) representa um

caso particular de (6.5.2)
%t—tQ)
9zt = Gzto (A ’+B’> )

onde A e B sio parametros constantes e A®~*0)/(#+B) desempenha o papel de factor de redugao.
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correspondente a uma percentagem a, do valor de partida, i.e.,
Gro0 = limMgrs = Qz Gz tp-
t—oo

O pardmetro )\, determina, neste caso, a velocidade a que o quociente g, ; decresce
para o seu valor limite.

O modelo (6.5.3) é susceptivel de uma interessante versao alternativa, que combina
informacao objectiva com opinides qualitativas avalizadas sobre o andamento futuro da
mortalidade. Seja RF (z,t) o factor de redugéo a idade z para um horizonte de projeccao

de t anos
RF (z,t) = Blott _ o 4 (1 - ap) e X=(t-t0), (6.5.4)

Gz,to
A redugao total (assintética) na mortalidade, contada a partir do ano base, é dada
Por (gz,to — Gz,00), €0quanto que a mesma diminui¢do nos primeiros m anos é expressa
POr (qz ty — Gz,to+m)- Seja p, (M) a fracgdo da diminuigdo total da mortalidade registada

nos primeiros m anos, i.e.,
Qx,to - (I:r,to+m (6 5 5)

dz,ty — dz,00

pz (M) =
Se dividirmos o numerador e o denominador da equagdo (6.5.5) por gz t,, obtemos

_1-RF@m) _(-o)(l-e*") .

Se admitirmos que A; = A, Vz, temos que p, (m) = p(m), donde resulta
- 1
e =[1-p(m)=. (6.5.7)

Em suma, a escolha de (m,p(m)) determina univocamente o valor do factor de

redugdo. Por fim, se substituirmos esta dltima equagdo em (6.5.4) podemos escrever

RF (2,t) = ag + (1 — az) [L — p (m)] 52, (6.5.8)

Por exemplo, se supusermos que 50% do declinio na mortalidade ocorre nos primeiros

20 anos de projecgao, i.e., (m, p(m)) = (20,0.5), obtemos um factor de redugio anual

igual a e™* = 0.5% = 0.96594, donde se conclui que A = 0.034657. Esta versdao do

modelo com mortalidade assintética é adoptada, como veremos em seguida, no Reino
Unido (CMIB, 1990, 1999).
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6.5.2 Metodologia do CMIB

No Reino Unido, o Continuous Mortality Investigation Bureau (CMIB) efectua perio-
dicamente projecgoes para os factores de redugdo da mortalidade das populagées de
pensionistas e de beneficidrios de rendas vitalicias. O procedimento desenrola-se em duas
fases. Numa primeira etapa, as estimativas brutas relativas a um determinado periodo de
investigacao sdo graduadas com base no procedimento descrito na Secg¢ao 3.4 do Capitulo
3, usando fungdes Gompertz-Makeham de tipo (r,s). Em resultado, sdo construidas
tdbuas contemporineas. Numa segunda etapa, s@o construidas tdbuas de mortalidade
projectadas pela aplicacdo de factores de reducdo RF(x,t), estimados essencialmente
com base no comportamento passado das séries, mas com a possibilidade da introdugéo
de juizos subjectivos sobre as trajectérias futuras esperadas para a mortalidade.

Seja t o tempo cronolégico, com origem em ¢ = (, situado no centro do perfodo base,
e ¢z ¢+ a probabilidade de 6bito entre as idades z e z 4+ 1 no momento ¢t > 0. O factor de

reducio é definido pela equagao
@zt = qz0 X RF(z,t), t20, (6.5.9)

onde g o denota o valor no ano base.
A primeira férmula usada no Reino Unido (CMIB, 1978) para a projec¢do da mor-
talidade dos pensionistas e dos beneficidrios de rendas vitalicias (z > 60) adoptava uma

estrutura exponencial com mortalidade limite nula. O modelo era definido por
Gzt =qz0 ('), com RF(z,t)=r'= (0.9)% (6.5.10)

e tdbuas base relativas a experiéncia observada no periodo 1967-1970 (tabuas designadas
por PA(90) e a(90)).

Como se constata, o modelo considera redugbes uniformes na mortalidade futura,
independentes da idade atingida pelo individuo.?” Estudos subsequentes realizados no
Reino Unido puseram em evidéncia uma correlagio elevada entre os factores de redugio
e a idade. Em consequéncia, o CMIB propés um novo modelo de projeccio (CMIB,
1990), com tdbuas base relativas & experiéncia observada no quinquénio 1978-1982, com
centro em 1980. O modelo assentava numa definigao para o factor de reducao derivada
da equagdo (6.5.8)

RF(z,t) = a(z)+ [l - a(@)] 1 - fu)=, (6.5.11)

27 As aplicaces efectuadas com base no modelo permitiram concluir que o efeito acumulado das re-
dugbes na mortalidade ao fim de 20 anos seria equivalente ao rejuvenescimento de um ano na idade na
tdbua base, i.e., qx,t = qz-—-1/20,0-
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com m = 20, f, =0.60 e

0.50 se T < 60

a(z) = ”‘1“0})0 se 60 <z <110

1 se z > 110.

Como se observa, o modelo estipula que 60% do decréscimo na mortalidade ocorre
nos primeiros 20 anos. Por outro lado, estabelece que a mortalidade limite, determinada
pelo parametro « (z), cresce linearmente com a idade entre os 60 e os 110 anos, com
valores fixos de 0.5 nas idades inferiores a 60 anos, e de 1 nas idades superiores a 110
anos. Em consequéncia, nas idades compreendidas entre os 60 e os 110 anos o factor de
reducdo depende simultaneamente da idade e do ano cronolégico.

O CMIB reestruturou, recentemente, o seu modelo de projecgdo (CMIB, 1999), pas-
sando a usar tdbuas base relativas & experiéncia observada no quadriénio 1991-1994, com
centro em 1992. O novo modelo reformula igualmente o factor de redugao, que é agora
definido por

RF(z,t) = a(z) +[1 — a(@)] [l — fm @), (6.5.12)
onde
c se x <60
a(@) =4 1+(1-c) &2 se 60 <z <110
1 se T > 110
e
h se x <60
fm (z) = (110_“’;3(9”_60)'“ se 60<z<110
k se T > 110.

com m = 20, ¢ = 0.13, h = 0.55 e k£ = 0.29. Os parametros ¢, h e k sfo estimados de
modo a reflectir as tendéncias passadas no comportamento da mortalidade e incorporam
opinides subjectivas quanto a sua evolugdo futura, tendo sido ajustados de modo a tomar
o ano de 1992 como ano base. |

Como se observa, apesar de continuar a assumir que m = 20, o modelo apresenta
diferencas significativas nos parametros. Com efeito, em contraste com os factores de re-
dugéo definidos em (6.5.11), o modelo determina agora que a velocidade de convergéncia
dos quocientes de mortalidade para o seu valor limite (ditada pela fungio fn, (z)) de-
pende da idade do individuo. De facto, o parametro f,, (x) varia linearmente entre 0.55 a
0.29 para z € [60,110]. Abaixo dos 60 anos e acima dos 110 as fungoes assumem valores
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 fixos.2 O modelo de projeccdo adoptado pelo CMIB foi criticado por Willets (2004)
pelo facto de nao incorporar os efeitos geracionais na férmula. O autor recomenda ainda
a estimacao dos factores de redugéo a partir do comportamento observado na totalidade
da populagao do paifs.

Nos Estados Unidos da América (E.U.A.), a Society of Actuaries Group Annuity
Valuation Task Force (1995) propds, pela primeira vez, um método de projec¢ao aquando
da publicacao das tdbuas de mortalidade GAR94 relativas aos beneficidrios de rendas
vitalicias. O modelo, que assenta num mecanismo de progressdo geométrica para os

factores de reducao relativos a cada idade, é definido pela equacio
Qx,t = 4r,1994 - (]— - AAw)t_lgg4 ) (6513)

onde AA, representa, de acordo com a notagdo original, o factor anual de reducio na
mortalidade para a idade z, e as demais varidveis assumem o seu significado habitual. As
tdbuas base, graduadas segundo o método de Whittaker-Henderson descrito no Capiftulo
4, sao relativas ao ano base de 1994.

Os valores de AA, sdo tabulados e respeitam os seguintes limites

0<AA4, <002, 1<2<100
0 z > 100.

Uma reformulacédo simples da equacao (6.5.13) segundo
ot = Gz,1004 - eI 7199 o8 (1-442) (6.5.14)

permite-nos facilmente concluir que (6.5.13) assume, & semelhanca do modelo exponen-
cial, uma relacéo log-linear entre os quocientes de mortalidade e o tempo cronolégico.
Os modelos de projecgao com recurso a factores de reducdo constituem, como vimos,
uma solugao pratica bem aceite pelos actudrios, razao pela qual mereceram nos tltimos
anos uma atencao especial por parte dos investigadores. Na Sec¢do 6.8 sdo discutidos os

desenvolvimentos mais recentes na modelacao dos factores de redugéo.

8 Demonstra-se facilmente que, quer no que se refere aos valores limite, quer no que respeita as percent-
agens de reducio verificadas nos primeiros 20 anos, a nova férmula incorpora aumentos na longevidade
a uma velocidade superior a implicita na anterior férmula. Nas idades compreendidas entre os 60 e
os 110 anos, o factor de redugéo continua a depender simultaneamente da idade e do ano cronolégico.
Saliente-se, por fim, que 0 CMIB recomendou a aplicacdo dos mesmos factores de reducdo a todas as
experiéncias analisadas e aos individuos de ambos os sexos.
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6.5.3 Modelos de projeccao sem tdabua base

Os modelos descritos até ao momento fundam-se, grosso modo, na aplicagdo do modelo
exponencial a uma tdbua base mediante o recurso a diferentes defini¢Ges para os factores
de redugdo. Os modelos analisados nesta sec¢do baseiam-se, pelo contrério, em proce-
dimentos de projecgdo dos perfis de mortalidade que fazem uso de formulagdes que ndo
tém em conta, de forma explicita, o valor dos indicadores de mortalidade no ano base.
Dentro desta categoria, podemos ainda incluir o rudimentar método de extrapolacio
gréfica, que envolve a mera extrapolagdo do comportamento dos perfis a partir do ajuste

grafico das suas tendéncias passadas.??

Modelo logaritmico

O modelo logaritmico, analisado em detalhe por Benjamin e Soliman (1993) e Felipe
e Guillén (1999), é definido por uma equagdo que relaciona directamente os perfis de
mortalidade e o tempo cronolégico t através de um conjunto restrito de parametros

especificos para cada idade
ot = s (By)", (6.5.15)

onde o denota o nivel base (inicial) de g, e 3, representa a sua taxa anual de variacdo.

Aplicando a transformagio logaritmica, obtemos
Ingzt =1In(oz) +tin(B,) (6.5.16)

Como se observa, o modelo estipula que a redugdo anual em Ing,; é constante, uma
hipétese admissivel em intervalos de tempo curtos, mas inverosfmil no longo prazo. Os
pardmetros a e 3, dependem da idade e sdo estimados usando critérios de optimizagao
convencionajs. A obtencdo de valores projectados para g;; pressupoe a substituicio
dos parametros estimados e a consideragdo de um valor para t posterior ao periodo de
estimagdo.30

Os principais inconvenientes do modelo estao relacionados, em primeiro lugar, com
facto de este menosprezar a possibilidade de ocorrerem alteragoes estruturais (e.g., epi-
demias, avancos médicos) no periodo em andlise. Em segundo lugar, e dadas as car-

acteristicas do fenémeno em estudo, a (provdvel) presenca de autocorrelagdo no erro

9 Para mais detalhes sobre este método veja-se, por exemplo, Benjamin e Pollard (1980).

30Nalguns casos, a aplicacio do modelo é precedida de um procedimento de graduagio das séries
relativas a cada idade, aplicando um dos métodos ndo paramétricos descritos no Capitulo 4. A tftulo
de exemplo, o método logaritmico com séries alisadas mediante a técnica de splines foi adoptado na
construgao das tibuas alemas DAV1994R.
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aumenta a varidncia dos estimadores perturbando, deste modo, a fidelidade das pro-
jeccoes realizadas. Em terceiro lugar, é perfeitamente plausivel que o termo aleatério
do modelo para diferentes idades seja afectado por um mesmo factor, pelo menos em
intervalos de idades contiguos.3! Por fim, o procedimento de alisamento da série retira
informacao ao modelo, e a sua aplicabilidade é restringida aos casos em que as séries

tém uma dimensao temporal alargada.

Outros modelos

Entre as miltiplas formulagdes sugeridas neste contexto, destaque para o modelo de

ndole exponencial proposto em Cramér e Wold (1935), definido pela equagio
9zt = Qg + bzctz’ (6.5.17)

onde ay, b, e ¢; sdo parAmetros a estimar com base nos perfis observados. Outros

exemplos propostos no contexto actuarial incluem o modelo hiperbdélico

b
Qrt = Qg + 7“" (6.5.18)
e 0 modelo polinomial
p
ot = Y Az it (6.5.19)
k=0

onde, para p = 1, se obtém um modelo de extrapolagao linear
et = Qz0 + ax,lta

com az 1 < 0, de modo a expressar declinios na mortalidade.32

Outro modelo, bastante utilizado, recorre a uma funcao baseada em exponenciais de

polinémio

er(t) s A
= m com Gz(t) = Zcx’kt . (6520)
€ k=0

q:t:,t

Se admitirmos que G(t) é linear em t (i.e., s = 1) e aplicarmos a transformagéo

81Este facto coloca-nos perante um conjunto de regressdes aparentemente nio relacionadas, para as
quais a estimag¢do mais eficiente & aquela que é conseguida com recurso a um modelo de equagdes
simultaneas e nao com recurso ao método dos minimos quadrados ordinérios.

32Note-se, no entanto, que a aplicabilidade deste modelo & limitada a intervalos de previsio reduzidos
na medida em que, para horizontes longinquos, se obtém ¢, < 0.
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logit, podemos expressar o modelo (6.5.20) da seguinte forma

Dzt

donde se deriva o seguinte caso particular de (6.5.20)

eCx.01Cz,1t

%=1) = T oaere (6.5.21)

Este modelo de projeccio é adoptado, por exemplo, em Franga.

6.6 Meétodo Lee-Carter

Lee e Carter (1992) desenvolvem um novo método de extrapolagio das tendéncias e perfis
etérios da mortalidade no longo prazo, assente na combinagdo de um modelo demografico
para a mortalidade com métodos normalmente aplicados as séries temporais. O método,
conhecido na literatura actuarial e demografica por método Lee-Carter (LC), foi apli-
cado originalmente a populacdo dos EUA e converteu-se, desde entdo, no método de
referéncia usado por organismos oficiais e investigadores de todo o mundo na elaboracéo
de projecgoes de mortalidade para a populagio.3® Em Portugal, as tltimas projeccdes
de populagdo residente publicadas pelo INE (2003) para o horizonte de 2050 utilizam o

método LC na previsio da componente mortalidade.34

6.6.1 Definicao do modelo

O método LC assenta na decomposi¢ao da mortalidade em duas parcelas: um modelo
demogrifico, especifico para cada idade, e um indicador de tendéncia temporal, sobre o
qual sao aplicados métodos de séries temporais no sentido de projectar valores futuros
para os indicadores de mortalidade.

Formalmente, o método define-se pela seguinte representagao log-bilinear para a taxa

de mortalidade m ;

Inmg i = agp + Bkt + €z, (6.6.1)
onde:
#3Veja-se, por exemplo, Wilmoth (1993, 1995a), Bell (1997), Figoli (1998), Lee (2000) e Tuljapurkar
et al. (2000).

34Veja-se igualmente Coelho (2001) para uma aplicacio do método LC na modelacio e previsio da
mortalidade da populagdo portuguesa no periodo 1942-1999, com sexos agregados e grupos etdrios quin-
quenais.
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oy : define, para cada idade, o nfvel médio das taxas de mortalidade no tempo
k¢ : descreve as tendéncias temporais do nivel de mortalidade

B, : simboliza o padrdo de oscilagdo etédria nas taxas de mortalidade, ou seja, dé-nos

L. R . o~ . dlnm,
uma ideia da sensibilidade de m;; as variagGes em &y, i.e., ==t = ,Bz%'%

€z,¢ : termo aleatério do tipo ruido branco €, ¢ ~ Nor (O, af) , incluido de modo a reflec-

tir influéncias histéricas particulares em cada idade ndo capturadas pelo modelo

Como se observa, o modelo é sobreparametrizado no sentido de que a sua estrutura

base é invariante as seguintes transformagoes

{axv ﬁm, Kt} = {az, Bz/cv c’k':t} Vee R7 c 7é 0
{aZan’K't} = {a.’t —CIB.’E’IB:E)Kt-’_C} VCER

para uma dada constante c.

O sistema definido por (6.6.1) é indeterminado se ndo forem impostas condigdes
adicionais. Neste sentido, os autores adicionam duas restrigbes ao modelo de modo a
garantir a sua identificagdo e a obten¢do de uma solugdo unica para as estimativas dos

parametros

zmzax B, = 1 (6.6.2)
tmax

> ko= 0 (6.6.3)

t=Tmin

Em resultado destas restri¢oes, o pardmetro o, é calculado simplesmente pela média

de Inm,; no perfodo de observagdo.3’

35Para compreender esta conclusdo, note que:

tmax Zmax tmax ZTmax tmax ZTmax tmax Tmax
Z Z In(mg:) = Z Z (o + Bke) = Z Z oz -+ Z Z Bkt
t=tmin T=Tmin t=tmin T=Tmin t=tmin T=Zmin t=tmin T=Tmin
Tmax tmax tmax Zmax
= Za121+(2m)(2ﬂ1).
T=Tmin t=tmin t=tmin T=Tmin

Se admitirmos que 3 ;™** k, =0e 3.2™* [ 0 obtemos, apés alguma simplificacéo,

=tmin T=Zmin
ZTmax 1 tmax Tmax
E 0z = = E E In (mz+)| ,
LT=Tmin t=tmin T=Tmin
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 6.6.2 Estimacao dos parametros por minimos quadrados: anilise de
componentes principais

O modelo definido em (6.6.1) ndo pode ser estimado pelos tradicionais métodos de
regressao linear uma vez que nenhum dos regressores é observdvel. A estimacdo dos
parametros é efectuada com recurso ao método dos minimos quadrados ordingrios, ou

seja, resolvendo o seguinte problema de optimizacao

Tmax

(b, B, Rt) = arg_min ¢ Z (Inma — o — Bye) (6.6.4)

az1ﬂ;1’€t
T=Tmin t=Cmin

Na versao original, Lee e Carter (1992) propdem a utilizagdo de uma decomposicio
em valores singulares (Singular Value Decomposition, SVD) para obter uma solucio para
(6.6.4). Segundo este procedimento, a estimacio dos parametros do modelo subdivide-se
em trés etapas distintas. Em resultado das restri¢des (6.6.2) e (6.6.3), a solucio obtida

é, no entanto, dnica.

Etapa 1: Estimacao de o,

Os pardmetros o séo estimados a partir das condicdes de primeira ordem para a mini-

mizagdo da fungéo objectivo (6.6.4), i.e.,

tmax
Z In Myt = (tma.x — tmin + 1) Qy,

t=tmin
donde se deriva, considerando 7 = (tmax — tmin + 1),

max

Z (mz t

t=tm

onde 7 = tmax — tmin + 1. Prova-se facilmente que esta restricio é cumprida quando:

[ iaf ln(mz t):l

=tmin

Lee e Carter (1992) investigam ainda a normalizagio alternativa pressuposta pela restrigio
z:;’:n - B, = 0, mas rejeitam-na por razdes empiricas. Segundo os autores, neste caso os coeficientes
{8} poderiam assumir valores negativos, indiciando que a mortalidade poderia subir para umas idades
e descer noutras, um comportamento que embora possfvel ndo é confirmado pelos estudos empiricos
realizados em séries longas. Wilmoth (1993) argumenta ainda que a restricio Zt"‘"" k¢ = 0 facilita a

comparagao entre populagoes.
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' Etapa 2: Estimacao de 3, e «;

Seja N = (Zmax — Tmin + 1) . Designemos por Z a matriz de dimensio (M x 7), com
elemento representativo z;; definido pelo valor centrado de Inz; com relagdo A sua
média temporal ., i.e.,

2zt = In ‘ﬁ’lz’t - &m

O objectivo é entdo o de aproximar Z pelo produto de duas matrizes
Z ~ Bi (6.6.5)

onde B = (Bzmin’ ey meax)’ eR = (Rt ,---Rty.) 530 determinados segundo o princi-

pio dos minimos quadrados, ou seja, pela minimizacio de

Tmax Imax

Z Z (zx,t - ,ant)z )

T=Tmin {=tmin

usando uma decomposicao em valores singulares(SVD).

Designemos por u; o i*"™° vector préprio normalizado da matriz Z'Z de dimensdes
(T x T) correspondente ao valor préprio );. Seja v; o i*™° vector préprio da matriz
Z Z' de dimensdes (N x N) correspondente ao valor préprio \;. Prova-se que a SVD da

Z=> v (6.6.6)

1>1

matriz Z é dada por

Nos casos em que o primeiro valor préprio A; domina os restantes, obtém-se a seguinte

aproximacao
Z ~ vV Al'Ul'u,Il. (667)

A qualidade da aproximacdo (6.6.7) pode ser aferida pela chamada “taxa de inércia”

71 (ou percentagem de varidncia explicada), calculada mediante

A1

———2.>1 v (6.6.8)

T =

Combinando as equacdes (6.6.5) e (6.6.7), obtemos as seguintes estimativas de 8 e &

U1

B = 6.6.9
B oy (6.6.9)

VM (Zj vlj) u, (6.6.10)

R
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admitindo que Zj vy; # 0. As estimativas ,Bz e R; respeitam as restricoes (6.6.2) e
(6.6.3) do modelo. A decomposi¢ido em valores singulares s6 é aplicdvel a matrizes de
dados rectangulares completas. Significa isto que nao pode ser usada nos casos em que

a idade méxima disponivel ndo é constante no periodo de observagao.

Etapa 3: Reajustamento dos &;

Para finalizar, é necessério proceder a um reajustamento dos &; de modo a garantir que
o total de 6bitos observados em cada ano Y, dy; iguala o seu nimero estimado.3® Em

termos formais,

Tmax Tmax
Y dep= Y Eopexp(és +BiR) Vi (6.6.11)
T=Tmin I=Tmin

Os novos estimadores &; obtém-se resolvendo a equagao (6.6.11), que pode ser refor-

mulada segundo

Tmax

> [Borexp (@s) exp(Boe) - day] =0,

T=Tmin
O método iterativo de Newton-Raphson constitui uma escolha adequada para resolver

este problema. Recorde-se, a este propésito, que o método se baseia no seguinte esquema

iterativo )
F v
KD = (@ —-—aF(””t ) (6.6.12)
a_K't K,t=K,£V)

onde F (k) representa a fungdo a anular. Na iniciacdo do procédimento iterativo, con-
sideramos os valores brutos de k; estimados na etapa anterior, i.e., K,,EO) = K. A restri¢io
(6.6.3) € violada pelas novas estimativas &; resultantes do algoritmo iterativo. Em con-

sequéncia, torna-se necessdrio impor a seguinte transformagao
I”;'t — i‘:',t - Rt
éla: A &m + Bz ’%t,
onde K; denota a média dos k; estimados. A qualidade do ajustamento é aferida por indi-

cadores como a percentagem de varidncia explicada pelo primeiro componente principal

da SVD e pela anilise dos residuos do modelo.

36Para além de melhorar a qualidade do ajustamento, esta correccdo apresenta uma segunda van-
tagem. Com efeito, nos casos em que nao dispomos de dados demogréficos discriminados por idade em
determinados anos, mas apenas do nimero total de obitos Y dz ¢, 0 método permite a dedugio de um
valor para o indice temporal &, recorrendo aos valores de a, e 83, estimados com base nos restantes anos
de calendirio.
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6.6.3 Estimacao dos pardmetros por minimos quadrados: método

Aiterativo

Uma solugao alternativa para estimar os pardmetros oy, 3, e ki, que nao estd condi-
cionada pela disponibilidade de matrizes de dados rectangulares completas, passa pela
utilizacdo de um algoritmo iterativo do tipo Newton-Raphson (6.6.12). Este algoritmo
é definido, no presente problema, pelas seguintes equagoes

tmax ~ (v
3% g, — &l — B ’fé”’]

&gv-l—-l) — &gu) + t=tmin =

_ia:x B(U) [ln Mgt — &a(ch) - Ba(uv)’%wgv)
’%gv.”) _ kgv) L T=Tmin — (v) (6.6.13)

> (B

E'—zmxn

~(v+1) Z A(U-H) [ln'ﬁlz,t — &S.H-l) — IB;U),%§U+1)]

ﬂw = ﬂ(’u) mm

tm,

fm L (ut)yg
tz%in (Kt )

A implementacao prética do algoritmo requer uma iniciagio e a escolha de um critério
que defina a solugdo 6ptima. Em relagdo & iniciagdo, a atribuicdo de um valor nulo a
ﬂio) implica a divis@o por zero na estimacdo de ng ). Se exceptuarmos esta limitagéo, a
escolha dos pardmetros iniciais é livre desde que garanta a convergéncia do algoritmo.

No que diz respeito ao critério de éptimo, sdo muiltiplas as escolhas possfveis. Uma
solucao simples envolve, por exemplo, a fixagdo de um valor minimo para a diminui¢io
relativa na soma dos quadrados do erro. Formalmente, o algoritmo termina na iteragio

v quando se observa que

e("_l) —_ e(V)
e(v-1) <é

com

zmax tmax ~f{v ~(v 2
e = 3T 35 (s - o) - AR

T=Zmin t=tmin

onde ¢ denota o patamar inferior para a diminuicéo relativa do erro e(¥).
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As equagdes do algoritmo (6.6.13) podem ser escritas em termos matriciais segundo

(GV)a¥+) = (6M)aM) + LY
(G,(:))I%(V-’-l) — (G’Q/))k(‘/) + L,(CV) (6.6.14)
(G'(Bu))B(u-{-l) _ (G,g/))B(V) + ng)

onde GY, G e G(ﬁ") sao matrizes diagonais de dimensdo (N x N), (T x T) e (N x N),

respectivamente, e elemento representativo definido por

(Gg))m = tmax = bmin +1

Tmge a(v)

(G = Y (B)? (6.6.15)
T=Tmin
tmax

(C)e = 55 (RF)2
t=tmin

e LY, LY e Lg') sdo vectores coluna de dimensio N, 7 e N, respectivamente, e

elemento representativo definido por

Tmax "
e = 8 [inhee—al -7
Tmax . o
@ = 35 B [, — o) - R (6.6.16)
I=Tmin
tmax ~

As estimativas produzidas pelo algoritmo (6.6.14) ndo cumprem naturalmente as
restricoes (6.6.2) e (6.6.3), pelo que é necessdrio introduzir a seguinte transformacéo

. 1 tmex
Gy «— Ggp+ B Rt com Ry=— Rt
t—tmln
. - N Tmax .
kt «— (Rt—FRy)Be com Be= > B,
T=Tmin
o IB:E
:Ba: Ew
Be

O esquema iterativo agora descrito substitui as etapas 1 e 2 do procedimento SVD
apresentado na secgao anterior, mas nao dispensa a terceira etapa que envolve, como
vimos, a reestimacgao do indice temporal x; de maneira a assegurar que o método LC
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reproduz de forma adequada o nimero de ébitos registados em cada ano.

6.6.4 Estimacao dos pardmetros por minimos quadrados ponderados

O método dos minimos quadrados ordindrios descrito nas secgdes precedentes minimiza
os desvios quadréticos sem destrincar a contribuicdo de cada observagio (z,t) para
o nimero total de 6bitos. Tendo em mente este aspecto, Wilmoth (1993) propde a
estimagado dos pardmetros do método LC recorrendo ao método dos minimos quadrados

ponderados. Em termos formais, o método envolve a resolugdo do seguinte problema

Qg ,6: Kt

Tmax  tmax
(dz,Bz,fet) = arg min { Z Z Wet(Inmg s — og —ﬂxnt)2} (6.6.17)

T=Tmin {=tmin

com Wt = dg .

A estimacdo dos pardmetros pode ser feita, 4 semelhanca do que sucede na secgio
anterior, com o auxilio do esquema iterativo (6.6.14), bastando para tal a redefinicio
das matrizes em (6.6.15) e (6.6.16). Em termos mais precisos, as matrizes ,(,"), GY e
G(ﬂ") sao agora definidas por

tmax

(G‘(mu))wx = 2 d:c,t
t=tmin

Gy =  3F a4, (BY) (6.6.18)
tmax

(G0 = 3. duali"™)
t=tmin

De igual modo, os vectores LY, L) e Lg/) sdo agora definidos por

tmax ~(v) (v

@) = 35 due[imiiy - ol - BRY)

T = 3% By [lniing, - aftD - BRY) (6.6.19)
T=Tmin
tmax v . A (v N R

(L(gu))a: = t_; ’A’vg +1)dz,t [ln Myt — a:g: ) — ﬁiv)’fgvﬂ)] .

Nos demais aspectos (iniciagdo do algoritmo e critério de 6ptimo), o ajustamento do
modelo segue os passos descritos na Secgdo 6.6.3. Wilmoth (1993) sugere igualmente
um procedimento alternativo envolvendo a especificagdo de um modelo probabilistico,

baseado na distribuigdo de Poisson, e a estimacgdo dos pardmetros através do método
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* de méxima verosimilhanga. Este procedimento estd na origem do modelo de Poisson
desenvolvido por Brouhns et al. (2002a), que analisaremos mais adiante na Sec¢io 6.9.

6.6.5 Projeccoes de mortalidade

A obtencao de projeccoes de mortalidade no método LC decorre da aplicacio da metodolo-
gia de Box-Jenkins & série temporal dos valores do pardmetro ;. Por exemplo, Lee e
Carter (1992) preconizam a utilizacdo de um modelo do tipo ARIMA(0,1,0), ou seja,

de um modelo de passeio aleatério com tendéncia constante®”
= A Nor (0,02
Kt = A+ Ki—1 + Uz, uy~Nor(U,03,),

onde ) representa a tendéncia (drift), cujo estimador de méxima verosimilhanca é dado
simplesmente por A = (R, — 4. )/ (T —1).3 Com base no modelo ARIMA se-
leccionado, é gerada uma previsdo {f_,, +s:8 > 0} para o indice temporal dada por
Rtmaxts = B[AS + Ry + D gy U] = Rtpo, + AS. Se recuperarmos a equagio (6.6.1) e
substituirmos é;, Bz e Kt.+s, logramos finalmente taxas de mortalidade projectadas

{1 tracts : 8 > 0}°

T tmax+s = €XP(Giz + Byhitppets), 8> 0. (6.6.20)

37Nas projeccdes de populacio residente para Portugal e para o horizonte 2000-2050 o INE (2003)
optou por uma solugdo alternativa ao considerar a modela¢do do indice temporal x: através de uma
funcio logfstica:

exp (a2 + ast)
ke = ao + a1 (1+exp(a2+a3t)) ten
onde t é a Unica varidvel explicativa e onde aop, a1, az e az sdo parAmetros da funcio. O termo ¢
representa o erro associado ao ajustamento do modelo. A opgdo pela funcéo logistica é justificada,
segundo o INE, pela sua maior flexibilidade em relagdo aos modelos ARIMA.

38 A estimativa de méxima verosimilhanca da varidncia o2 é dada por:

h-—

U?‘:%Z(Rt«kl_’%t_x)za

=1

-

o

com Var[A\] = ¢2 /(T —1).
39Uma definicdo equivalente de (6.6.20) é dada por:

Mo tmaxts = €XP(Gz + Bohtmapts); $>0

exp(&z + Bz R’tmax) exp [:Bx (Iz‘-‘tmax'l‘-s - ’%tmax )]

1 tmax ~ -
[exp (? Z lnm:,t> exp(ﬂxktmax)J exp [ﬂz (ktmax‘l's - R’tmax )] .

t=tmin
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Em alternativa a (6.6.20), Bell (1997) recomenda a substituicdo do parametro aj,
(estimado, como vimos, pela média de Inm; ;) pelas taxas de mortalidade mais recentes,
eventualmente graduadas em relagdio aos anos adjacentes de maneira a garantir uma
transicao suave. Esta opgdo visa assegurar que os valores estimados para o primeiro ano
de previsdo estao alinhados com as observagdes mais recentes. Em consequéncia desta

alteracdo, as tdbuas projectadas sdo calculadas mediante
T ks = Mt P By (Rt = i) - (6.6.21)
Note-se que. o termo
RF(&, tmax +5) = exp | By (tmacts = )

na equagédo (6.6.21) configura, na prética, um factor de reducdo da mortalidade.40

6.6.6 Apreciacdo do método e desenvolvimentos recentes

Uma das principais virtudes do método LC &, segundo os seus proponentes, o facto de
este combinar um método demogréfico que é simultaneamente rico mas parcimonioso,
com um modelo de séries temporais, o que permite a obtencao de intervalos de confianca
para as previsdes (sob a hipétese de que os parametros sdo independentes). Por outro
lado, a forma como o modelo demogréfico subjacente estd definido é suficiente para
garantir que as taxas de mortalidade exibem um padrao de decréscimo exponencial, sem
necessidade de impor qualquer limite assintético arbitrdrio ou restricio que demarque
os ganhos na esperanca de vida. Qutra vantagem do método refere-se & possibilidade de
obter, de forma indirecta, estimativas nos periodos para os quais nio existe informacéo

disponivel.4!

*’Por exemplo, se adoptarmos um modelo do tipo ARIMA(0, 1,0) com tendéncia ditada pelo parametro
A, obtemos o seguinte factor de reducéo

RF (2, tmax +5) = exp(B,s),

semelhante ao adoptado originalmente pelo CMIB.
*'Com efeito, dadas duas tabuas de mortalidade para dois perfodos distintos é possivel gerar uma
familia de tdbuas recorrendo ao seguinte procedimento rudimentar:

1. Atribui-se o valor ko = 0 a uma das tdbuas e o valor k1 =1 4 outra;

2. S3o usadas as seguintes estimativas para o, e 3,

&; =lnmgo B,=Ilnmzo—Inm.;

3. As previsdes sdo obtidas atribuindo valores arbitrdrios a x:. Nos casos em que k; € [0,1], o
modelo interpola geometricamente entre as duas tdbuas. Nos casos em que k¢ < O ou k¢ > 1, 0
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O método LC apresenta ainda algumas vantagens face as técnicas de extrapolacio
dos perfis anteriormente analisadas. Em primeiro lugar, a modelagdo de um tnico fndice
temporal permite resumir a estrutura de covaridncias entre as m; (ou g;) no tempo,
uma tarefa bastante mais complexa nos casos em que as projecgées por idade sdo feitas
de forma independente. Em segundo, a modelagdo de cada série individual m, por
modelos de séries temporais aumentaria significativamente o nimero de parametros e a
complexidade do problema. Por udltimo, a modelagdo independente das m, pode, num
futuro longfnquo, gerar perfis de mortalidade muito pouco plausiveis. Pelo contrério,
no método LC a dependéncia dos perfis face ao pardmetro x; assegura um compromisso
entre as tendéncias das taxas correspondentes a cada idade.

A um outro nivel, o método LC permite contornar algumas das principais limitacdes
dos métodos paramétricos de projeccdo. Em particular, o método LC reduz a com-
plexidade do problema,*? oferece uma solucio simples para a obtengdo de intervalos de
confianca e contorna o problema da irregularidade dos parametros.*3

O enorme entusiasmo que o método LC suscitou apés a sua publicagio e a sua apli-
cacao em realidades distintas daquelas para a qual foi originalmente concebido, nomeada-
mente em paises com perfis de diminui¢do da mortalidade distintos do registado nos
EUA permitiram, por um lado, realgar as qualidades da abordagem e, por outro, pér em
destaque as suas limitagGes. Lee (2000), Lee e Miller (2001), Tuljapurkar e Boe (1998),
Brouhns et al. (2002a), Wong-Fupuy e Haberman (2004), entre outros, procedem a uma
avaliacdo detalhada das potencialidades e limitagtes do método LC, da sua performance
em termos de previsdao e dos melhoramentos introduzidos no modelo.

O método LC pertence, desde logo, & categoria dos métodos extrapolativos pade-
cendo, por isso, da sua debilidade fundamental: assume que as tendéncias histéricas
se mantém no futuro, ndo incorpora elementos de avaliagio subjectiva e ignora as im-
plicagdes de eventuais alteragdes estruturais (avangos na medicina ou no combate as
epidemias, alteragdes nos habitos de vida, etc.).

Por outro lado, o método admite um determinado padrao de distribuicdo etéria da

mortalidade, em que as taxas de decréscimo nas vérias idades (ditadas por 8, (dk;/dt))

modelo produz extrapolacdes a partir de uma das tdbuas.

128e ¢ verdade que nos métodos paramétricos o nimero de pardmetros necessirio para ajustar uma
dada experiéncia é relativamente reduzido, ndo é menos verdade que o seu niimero &€ bem maior quando
o objectivo é o de realizar extrapolagGes de tendéncias e derivar intervalos de confianca.

43Com efeito, a evidéncia empirica {McNown e Rogers, 1989; Benjamin e Soliman, 1993; Felipe et
al., 2001) mostra que as estimativas dos pardmetros apresentam um padrio bastante irregular, o que
dificulta a projecgdo. N&o ¢ assim de estranhar que, por exemplo, McNown e Rogers (1989) tenham
optado por realizar projeccdes a 15 anos, em contraste com 75 anos estipulados por Lee e Carter (1992).
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mantém sempre a mesma relacdo de proporcionalidade no tempo, uma hipétese nao
confirmada nalguns estudos empiricos.* Por outras palavras, as tendéncias temporais
de In(mg;) estdo deterministicamente relacionadas, apesar de poderem diferir entre
idades.

A incerteza presente no método LC decorre, fundamentalmente, da incerteza na
previsdo do indice temporal ;. Lee e Carter (1992) demonstram que 4, medida que o
horizonte de projeccdo aumenta, as restantes fontes de variabilidade, designadamente os
erros na estimacao de 3, e os erros de ajustamento do modelo demogréfico €, ¢, perdem
importancia e sio dominados pela incerteza relativa a «;.%> Por outro lado, tém surgido
algumas dividas relativamente aos intervalos de previsio reportados por Lee e Carter
(1992), considerados demasiadamente estreitos, que levantam dividas sobre a capacidade
do modelo para incorporar toda a incerteza em relacao ao futuro.

Noutro dominio, a forma como o modelo foi ajustado originalmente conduzia a que,
nalguns grupos etérios, se registasse uma discrepéncia entre o valor observado para a taxa
de mortalidade no ultimo ano considerado na amostra e o primeiro ano de previsao, um
aspecto que podia de algum modo distorcer a qualidade da projecgdo.4® Este problema
foi analisado por Bell (1997), que concluiu que a substituigdo do pardmetro oy pelas
taxas de mortalidade mais recentes melhorava a qualidade do método LC.

Outra das criticas apontadas ao método LC refere-se ao comportamento assintético
de longo prazo dos factores de redugdo. Com efeito, a combinacao tipica de valores
positivos para o parametro 3, com uma trajectéria decrescente para k; conduz-nos a
valores nulos para o factor de redugao, um resultado dificilmente aceitivel na realidade e
que, como vimos acima, foi hd muito assumido na metodologia do CMIB. Para contornar
esta limitacdo, Renshaw e Haberman (2005) apresentam uma versao do método LC em
que consideram que a mortalidade assintética é positiva.

Nos ultimos anos, foram propostas e implementadas inimeras extensoes do método
LC, algumas das quais merecerdo atencdo especial nas secgbes seguintes deste capitulo.

“4Estudos empiricos realizados em varios pafses (e.g., Horiuchi e Wilmoth (1998)) demonstraram que
a taxa de variagdo das taxas de mortalidade pode oscilar no tempo evidenciando, em particular, que nas
ultimas décadas o decréscimo é mais rdpido nas idades elevadas do que nas idades mais jovens.

*3Qutro dos problemas do método diz respeito ao facto do comportamento da mortalidade nos EUA
nem sempre ter diminuido, no periodo 1900-1989, segundo a trajectéria definida pelo pardmetro x¢. Ou
seja, a série de x; ndo representa uma propriedade fundamental do comportamento da mortalidade, o
que coloca algumas interrogagoes sobre a capacidade do modelo para realizar projecgoes.

“5Lee e Carter (1992) reconheceram este erro, que poderia assumir algum significado nos primeiros anos
de previsio, mas preferiram desprezé-lo argumentando, por um lado, que ele se manifestava sobretudo
nas taxas correspondentes s idades mais jovens e exercia, por isso, pouca influéncia sobre a esperanca de
vida e, por outro, que forcar o modelo a passar pelo valor observado no ltimo ano do perfodo amostral
deteriorava a qualidade do ajustamento.
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~ Carter (1996) propde a utilizacio de modelos estruturais de séries temporais de modo
a permitir que os parametros da equacdo de estimacgio possam variar no tempo. Lee
e Miller (2001) testam uma alteragfo na forma como o pardmetro x; é reestimado na
etapa 3 do procedimento SVD. A alteracdo consiste em reestimar k; de modo a que
o valor projectado para a esperanca de vida 4 nascenga seja igual ao respectivo valor
observado num determinado ano.#” Os autores reconhecem ainda que a maior limitagéo
do método corresponde & hipétese de invaridncia no tempo da sua componente etéria,
uma assuncio desmentida pela realidade empirica.4

Carter e Prskawetz (2001) incorporam no método LC a possibilidade de este contem-
plar alteracoes temporais nos pardmetros a; e (3., ou seja, introduzem a possibilidade
dos perfis etdrios da mortalidade se alterarem no tempo. Wilmoth e Valkonen (2002)
desenvolvem uma extensdo do método LC destinada a analisar os diferenciais de mortal-
idade entre idades e no tempo, onde incorporam um conjunto de varigveis explicativas.

Renshaw e Haberman (2003a) reformulam o método LC de modo torna-lo comparavel
com a abordagem pelos factores de redugio descrita na Seccao 6.8. Renshaw e Haberman
(2003b) reinterpretam a estrutura subjacente ao método LC no contexto dos GLMs.%?

Brouhns et al. (2002a) e Renshaw e Haberman (2003c) criticam a hip6tese de homo-
cedasticidade assumida pelo método LC e desenvolvem uma versdo baseada no modelo
probabilistico definido pela distribuigdo de Poisson.?? Bell (1997), Booth et al..(2002) e
Renshaw e Haberman (2003c, 2003d) sugerem a construcao de projecgdes com base nos
dois primeiros termos da decomposi¢do em valores singulares, bem como a aplicacio de
uma estrutura multivariada na anélise do comportamento das séries temporais relativas
ao fndice temporal ;.51

Renshaw e Haberman (2003d) desenvolvem uma extensdo do método LC com vista &
derivagao de projecgdes em populagdes desagregadas (e.g., por sexo, por tipo de produto,
duracgdo, por montantes investidos, etc.). Outras extensdes do método LC, sumariadas
por Lee (2000), incluem a possibilidade de obter previsdes de mortalidade desagregadas
por causa de morte. Renshaw e Haberman (2005) analisam o problema da projeccao dos
factores de redugdo num contexto em que se conjugam o efeito idade, o efeito temporal
e o efeito geracional. Girosi e King (2005) demonstram que o método LC é um caso

particular dos convencionais modelos de passeio aleatério (com tendéncia) generalizados

47 A principal vantagem desta solucio é a de que ela dispensa o conhecimento sobre a distribuicio
etédria da populagio em cada um dos anos do periodo em estudo.

“8Para contornar este problema, Lee e Miller (2001) e Tuljapurkar et al. (2000) sugerem a utilizacdo
de dados apenas a partir de 1950, atenuando desta forma os efeitos das quebras estruturais.

“9Esta versdo do modelo ¢ analisada em detalhe na Seccéo 6.7.

50Esta versdo do modelo e os seus desenvolvimentos sio analisados em detalhe na Secgéo 6.9.

31 Para mais detalhes veja-se a Secgéo 6.8.4.
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(RWD), em que a matriz de covariancias depende do vector de pardmetros 3,, ao passo
que em RWD esta nio est4 restringida.’?

De Jong e Tickle (2006) formulam o método em termos de um modelo estado-espaco
(state space framework). Hyndman e Ullah (2007) desenvolverm uma extensao do modelo
em que assumem: (i) que a mortalidade ¢ uma fungéo suave da idade; (ii) que as taxas de
mortalidade sao estimadas através de métodos de graduagio no-parameétricos; (iii) que a
modelacdo do indice temporal é feita com recurso a métodos generalizados de tratamento
de séries temporais; (iv) que a estimagdo é robusta mesmo na presenca de observacoes
anormais (e.g., associadas a epidemias ou guerras). Biffis e Denuit (2005) e Biffis et al.
(2006) generalizam o modelo a um contexto estocdstico, admitindo em particular que a
dindmica do indice x; que determina as tendéncias temporais da mortalidade pode ser

descrita por equacgdes diferenciais estocasticas.5?

6.7 Modelos Lineares Generalizados com respeito i idade

e ao tempo

Nas secgoes precedentes tivemos oportunidade de constatar que a abordagem tradicional
4 modelagao da mortalidade num contexto dindmico envolve duas etapas distintas. Uma
primeira, onde sdo graduadas tdbuas contemporaneas para um ou mais periodos pas-
sados. Uma segunda, onde os perfis de mortalidade (ou os parametros de uma funcéo
analitica) constituem um input de um qualquer método de extrapolacdo. Dito de outro
modo, nestes métodos a construcéo de tdbuas projectadas é realizada de forma separada
com respeito 4 idade e ao tempo cronolégico.

Em alternativa a esta abordagem, Renshaw et al. (1996) desenvolvern uma, estrutura
metodolégica, fundada nos modelos lineares generalizados analisados no Capitulo 3, que
incorpora simultaneamente a idade actuarial e o tempo cronolégico na estimacio das
tendéncias futuras para a mortalidade. Em termos formais, o modelo estipula que a
forga de mortalidade correspondente 4 idade z e ano ¢, , ;, é expressa em termos de

uma funcgdo paramétrica do tipo

S r T 8
Bt = €xp | By + Zﬁij (') + Zait"' + Z Z’yiij (=) ", (6.7.1)
Jj=1 i=1 .

i=1 j=1

520s autores demonstram ainda que a incerteza no método LC provém de duas fontes: choques de
mortalidade perfeitamente correlacionados entre as idades e choques ndo correlacionados e que, por isso,
ao contririo do que acontece no modelo RWD, o método tem muita dificuldade em lidar com os choques
correlacionados de forma imperfeita.

%3Para mais detalhes sobre a modelagdo estocdstiva veja-se o Capitulo 9.
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6.7. Modelos Lineares Generalizados com respeito a idade e ao tempo

. ) ) )
com a convencdo de que alguns pardmetros v;; podem ser nulos. L;(z') denota os
polinémios de Legendre e 2’ e t' representam, respectivamente, as idades e anos cronolégi-

cos transformados, onde

max_min

2

z—u u = Egamn
com

t—w w = pmax _gmin
- 2
com ¢max _tmin

2

Se reagruparmos os termos em (6.7.1), podemos escrever

T

S S
o =exp | Y B;Li (') | exp | | i+ D vyL; (=) | ] . (6.7.2)
=0 j=1

i=1

Na equagdo (6.7.2), a forca de mortalidade y, ; é expressa em termos do produto de
duas parcelas distintas. A primeira, corresponde a uma funcdo Gompertz-Makeham do
tipo GM (0,s+ 1). A segunda, traduz o ajustamento decorrente da inclusdo do efeito
calenddrio na andlise, acerto esse que serd especifico para cada idade z se pelo menos
um dos termos 7,; for diferente de zero.

Para estimar os parametros a;, 3; e 7v;; do modelo sio assumidas algumas hipéteses
quanto & distribuicdo da varidvel aleatéria. Neste caso, admite-se que o mimero ob-
servado de dbitos d;; é modelado em termos de realizagdes independentes de varigveis

aleatérias Poisson Dy, de um modelo GLM com média e variancia dadas por
E [‘Dl‘,t] =Mgt = Ez,tl"'z,h Va'r(m:z:,t) = ¢mm,t,

onde E; ; representa o nimero de vidas expostas centralmente ao risco, ¢ € um parametro
de sobredispersao (de modo a contemplar a existéncia de duplicidades na amostra) e as
demais mantém o significado atribuido na Seccdo 3.5. Supde-se ainda que o previsor
linear est4 ligado & média da distribui¢do através de um link logaritmico, i.e.,

logmg: =ng; =log Egt +log i 4,

donde resulta

8 T ™ 8
logmg =log Ezs+Bo+ »_B;Ls (&) + D aut® +) > y;Li (2), % (6.7.3)
i=1 i=1 i=1 j=1
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6.7. Modelos Lineares Generalizados com respeito & idade e ao tempo

A estimativa dos paradmetros do modelo é conseguida através de um procedimento
de log-verosimilhanca que envolve, neste caso em particular, a resolugdo do seguinte

problema de optimizacao

tmax ZTmax

(&, B, 45;) = argmax { ~ Z > (~Mgp+daslogmey) ¢ (6.7.4)

ai:.Bj,'Yij

t tmin T=Zmin

A qualidade do ajustamento é aferida de modo usual, i.e., mediante o célculo da
estatistica unscaled deviance relativa aos valores graduados fi, ;, cuja expressio corre-

spondente &, neste caso, definida por

t T
max max (iz )
D(y;m) =2 Z Z { z,t 108 ('I’h_;) - (da:,t - mm,t)} . (6.7.5)

t=tmin T=Tmin

onde My = Egift,;. A correspondente scaled deviance é definida por S(y;m) =
D (y; m) /¢, com ¢ estimado pelo quociente entre o valor de D (y; m) referente ao mod-
elo 6ptimo e os respectivos graus de liberdade.

O procedimento adoptado pelos autores para seleccionar o modelo 6ptimo desenrola-
se num conjunto de etapas. Em primeiro lugar, é determinada a ordem (r, s) éptima do
modelo.’* Com base neste resultado, é analisado o impacto da introdugéo dos coeficientes
Ysj (que determinam a dependéncia do ajustamento temporal em relacdo a idade) na
estatistica deviance.’®> A validacdo final do modelo é feita analisando os residuos e os
resultados dos testes de ajustamento descritos no Capitulo 3.

Tratando-se de um método eminentemente extrapolativo, é necessédrio averiguar se a
boa capacidade de ajustamento no periodo amostral tem correspondéncia em termos de
projeccao de mortalidade. Sithole et al. (2000) investigam este aspecto e concluem que
o modelo que proporciona o melhor ajustamento aos dados ndo gera, necessariamente,
projecgoes de mortalidade plausiveis. Por esta razdo, recomendam a determinacio do
modelo por etapas, encontrando um equilibrio entre qualidade do ajustamento e alisa-

mento das projecgdes.5

34 A escolha éptima & feita testando se a melhoria na estatistica S (y;m) em resultado de acréscimos
sucessivos no mimero de parimetros do modelo é estatisticamente significativa (quando comparada com
o valor de x§,=1). Os valores 6ptimos de r e s serdo aqueles a partir dos quais os incrementos na deviance
sdo insignificantes do ponto de vista estatistico.

55Nas duas etapas iniciais é imprescindivel verificar se os pardmetros estimados séo significativamente
diferentes de zero, usando para tal o habitual teste t-student.

%Em particular, os autores reconhecem que alguma qualidade de ajustamento pode ser sacrificada
com o intuito de obter projec¢des adequadas, concluindo ainda que a dependéncia da mortalidade em
relacdo ao tempo cronolégico é expressa por polinémios de baixa ordem. Seleccionado o modelo éptimo,
os autores efectuam projecgdes com um horizonte temporal de 20 anos. Por fim, revéem o modelo com
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6.8. Modelacdo dos factores de reducdo da mortalidade

Alcancado o compromisso entre a qualidade do ajustamento e a capacidade preditiva
do modelo, é possivel definir factores de redugdo na mortalidade para cada idade e ano

recorrendo a

RF(z,t) = 22t (6.7.6)
Nm,O

onde p, o representa a forga de mortalidade para um individuo com idade z no ano base
(t = 0), extraida, por exemplo, de uma tdbua contemporénea, e ji, , representa o forca
de mortalidade para uma vida que atinge a idade = no ano (futuro) t. Estes factores de

reducao sao compardveis com os produzidos pela metodologia do CMIB.

6.8 Modelacao dos factores de reducao da mortalidade

Nesta secgéo, analisamos & aplicagdo dos GLM’s na modelagdo e projeccao dos factores
de redugdo da mortalidade proposta por Renshaw e Haberman (2000, 2003b,c,d).

6.8.1 Caracterizacao do problema

Seja t o tempo cronolégico, com origem em t = 0, situado no centro do perfodo base, e
gzt & probabilidade de dbito entre as idades x € z + 1 no momento ¢ > 0. O factor de

redugdo para g ; € definido pela equagéo

RF(z,t) = %, vt >0 (6.8.1)
z,0

ou, de forma equivalente, por
zt = @z 0RF(z,t), Vt>0

sujeito as restrigoes

(6.8.2)

RF(z,0)=1  VYz>0
0< RF(z,t) <1 Vz,t >0,

onde g0 denota o valor no ano base.
Alternativamente, o factor de redugéo pode ser definido em termos de u,, a forga
de mortalidade & idade z no momento ¢ (¢t > 0)

Hoy = o oRF(z,), VE>0 (6.8.3)

base na informagdo extraida do ajustamento e das forgas de mortalidade projectadas averiguando, em
particular, se este proporciona projécgdes que apresentam um padrdo de evolugdo suave com respeito a
idade e ao tempo cronolégico.
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6.8. Modelagao dos factores de redugido da mortalidade

sujeito, de novo, as restrigdes (6.8.2), e com p, o determinado de forma ansloga ao
referido para g; 0. Considere-se agora a transformagao logaritmica de (6.8.3)%7 e respec-

tivas restrigoes, i.e.,
log g 4 = log pu, o + log RF(x,t) tal que log RF(z,0) =0, Vz,t>0. (6.8.4)

Se adoptarmos o esquema basico do método Lee-Carter, podemos reescrever a equacio
(6.8.4) como
logpy s = az o+ Bk talque kKo =0, ¢ >0, (6.8.5)

onde
g0 = log py o & 1y o = exp (ag,0)
{ Bkt =log RF(x,t) & RF(z,t) = exp (B k¢) -
Ao contrério do método LC original, neste caso a origem ¢t = 0 é bem definida em
termos temporais, razao pela qual o pardmetro a; o adopta um sufixo adicional. A uni-
cidade da solugéo requer, uma vez mais, a normalizacio das estimativas dos parametros

de acordo com as condigoes

ZTmax

Ko = 07 Z 133: = 11 Qz0 = loglu’:z:,O'

IT=ZTmin

6.8.2 Factores de redugao e modelos GLM
Definicao do modelo

Consideremos em primeiro lugar a modelagéo de g, ;. Denotemos por dz: e Ez; 0o mimero
de 6bitos e de expostos inicialmente ao risco na idade x e momento t, respectivamente.
Admitamos que dy; ~ Bin (E;4t;grt) - Estas hipéteses definem um modelo GLM com

varidvel de resposta

st (1—qct)

d
Yo: = =t com E (Yzi) = Gzt, Var(Yz:) E
x,t

' Ext

’

com previsor linear 7, , e funcio link g, monétona e diferencidvel, tal que®

Mot =9 @et) € Gap =97 (Mss)

S"Idéntico procedimento pode ser aplicado no caso de factores de reducdo definidos em termos do
quociente de mortalidade g .
8 A metodclogia é compativel com todas as fungdes link consideradas no Capitulo 3.
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6.8. Modelagao dos factores de reducdo da mortalidade

onde ¢ denota um pardmetro de sobredispersdo. Se considerarmos a equagdo (6.8.1), o

factor de redugdo é definido por

g7 ()

RF(x,t) =
( ) 4dz,0

com RF(z,0)=1. (6.8.6)
Para acomodar esta restricio, os autores sugerem uma decomposicao aditiva do pre-

visor linear

nx,t = 77:2,0 + nlx,t com 77/1:,0 = 0’

donde resulta

-1 !
x + x
RF(z,t) =2 ("q’oo Tet). (6.8.7)
Z,

A primeira condicio em (6.8.2) implica que g7 (7,,9) = ¢z,0 ou aindan, o = g(gs,0) -
O termo 7, o representa, assim, um “offset” conhecido que ¢ adicionado ao previsor linear.
O passo seguinte consiste em encontrar uma fungdo paramétrica para n’w’t que respeite

a condicdo n’. o = 0, com base na qual é possivel escrever®®
z,0 ’

97 (N0 + 1)
g-l (779:,0)

RF(z,t) = tal que RF(z,0)=1. (6.8.8)

Estimacao, previsao e intervalos de confianca

Considere-se, a tftulo de exemplo, a fungio paramétrica 1., = B,t. O ajustamento do
p nx,t T

modelo baseia-se no previsor linear

Nzt = 9 (qz,0) + Byt

com offset g(gz0), calculado aplicando a funcio link as probabilidades graduadas da

tabua base.

39Entre as fun¢des paramétricas de interesse consideradas pelos autores destacam-se as seguintes:

Nye = Byt, Vaz,t

r k
n;,t = ZZIBij (.'Z: - zj):. X t1 vz,t'
i=1 j=1

No primeiro caso, trata-se de uma recta que passa pela origem e tem inclinacio dependente da idade.
No segundo, trata-se de uma fungio de splines envolvendo k+1 nés z; (zo < z1 < --- < zx). A utilizacdo
de splines cibicos (r = 3 e B;; = 0,Vi = 1,2) acrescenta a possibilidade de se conseguir algum alisamento
nos factores de redugdo com respeito a idade, tendo-se revelado, na maioria dos casos, uma solugéo
adequada.

219



6.8. Modelacao dos factores de redugao da mortalidade

A correspondente estimativa dos factores de reducéo é dada por

— Go: 97 {g (4z0) + th}
RF(z,t) = 2=t = (6.8.9)
dz,0 qz,0

ou, em escala logaritmica, por

log RF(z, ) = log |g™" {9 (420) + Bt} | — Iog (az.0) (6.8.10)

A derivagdo de intervalos de confianca (bilaterais) com nivel de confianca (1 — &) x
100% para as estimativas socorre-se da hipétese de aproximacgiio por uma distribuigio
Normal estandardizada (McCullagh e Nelder, 1989), i.e.,

0(Gae) = o & a2/ Var (7g) = g (gu0) + (Bz " zam/Var(Bz)) t (68.11)

onde z, /o representa o quartil o/2 da distribuicdo Normal standardizada. Os correspon-

dentes intervalos de confianga para os factores de redugio siao dados por

g [g (@) + (B 2 oy Ver(3,) ) t] /220 (6.8.12)

ou, em escala logaritmica, por

log {9‘1 {g (¢z0) + (BI £ 2521/ Var(&)) t} } —log gz 0. (6.8.13)

A previsdo no modelo consegue-se pela extrapolagio do comportamento do previsor
linear para além do intervalo amostral, ou seja, para um momento tmax + s, 5 > 0.
Os valores projectados e os respectivos intervalos de confianca sdo obtidos substituindo

tmax + § nas expressoes (6.8.9) e (6.8.12), respectivamente.

Factores de redugao baseados na for¢a de mortalidade

A metodologia apresentada nas secgdes anteriores pode ser adaptada & modelacio de
factores de reducdo baseados na forca de mortalidade J7 (Renshaw e Haberman, 2000,
2003b). Admitamos que Dy ~ Poisson (Ezp, ;) , onde E;; representa agora o nimero
de expostos centralmente ao risco. O modelo GLM ¢ definido por

E (va,t) = Ex,t/-‘:c,t = Ex,tﬂx,oRF(m, t), Var (Y:-t,t) = d)]E (Dz,t) .
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6.8. Modelacao dos factores de redugdo da mortalidade

Considere-se ainda a seguinte relagéo entre previsor linear e funcio link

Nee =9 (o) © Hoe =97 (Ngy) -
Se usarmos de novo uma decomposigio aditiva do previsor linear, i.e.,
Mot = Moo+ Mgy COM 750 =0
o factor de reducao é definido por

' (Tep + 72
RF(z,t) = Pat _ 9 (o0 % Tee) (6.8.14)

Kz 0 Hz0

condicionado pela restricao (6.8.2), que implica

eo=9" (Mzp) © Nao =9 (Hso) -

Nos demais aspectos, a metodologia apresentada na secgio anterior aplica-se, com
a diferenga de que gz & substituido por u, . e os expostos inicialmente ao risco pelos
expostos centralmente.®® No caso em que optamos por um link logaritmico, o previsor

linear é dado por
Mgy = log Byt + log uy o + log RF(z,t) tal que log RF(z,0) =0,

onde (log E;; + log p, o) corresponde a um termo offset.
O ajustamento do modelo é feito, como habitualmente, através da optimizacéo da
funcéo de verosimilhanga. As projeccgoes de mortalidade sio calculadas com recurso a!

Ft a5 = Bt ©P(B25), 8> 0. (6.8.15)

60Renshaw e Haberman (2003b) sugerem, por exemplo, as seguintes estruturas paramétricas para
log RF(z,t) :

1. logRF(z,t) = ~.t+8,t
2. log RF(x,t) Yot + B (E —t5)_ + Bt

onde

t, t<0
(t)_={ 0 t>0 ° t € [tmin,tmax]s  tmin < < to < tmax
3

onde to expressa o momento base. No segundo modelo introduz-se alguma flexibilidade ao incluir uma
possivel quebra estrutural, situada em ¢; < to, de modo a dar mais énfase 4s tendéncias mais recentes na
mortalidade. Os termos +, sdo adicionados de modo a garantir a igualdade entre os nimeros observado
e esperado de 6bitos, tal como no método LC.

61 Considerando, a titulo de exemplo, a funcdo paramétrica log RF(z,t) = vt + B,t.
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6.8. Modelacao dos factores de reducéo da mortalidade

Renshaw e Haberman (2005) desenvolvem uma reformulacio do método LC que con-
templa mortalidade assintética positiva. A reformulagio, inspirada nos modelos adop-

tados pelo CMIB, envolve a seguinte definicdo alternativa para os factores de reducéo
REy(z,t) =a(z) + {1 —a(z)}exp(Bykt), 0<La(x)<1 (6.8.16)

baseada na reparametrizacgo de (6.5.12) com

fo=pslog{1-fn@}, m=t

e valores assint6ticos ndo nulos a (z). Os valores projectados sio agora dados por

RE(%, tmax + ) = @ (z) + {1 — a (z)} exp (B (bt = Fimes)|» 5> 0. (6.8.17)

Apesar das muitas semelhangas entre o método LC e abordagem GLM, existe uma
diferenca fundamental no tratamento do tempo cronolégico. Com efeito, enquanto no
método LC o tempo é modelado como um factor multiplicativo &;, conjuntamente com
B, mediante uma SVD, na abordagem GLM o tempo é explicitamente considerado como
varidvel explicativa, com uma origem bem definida, sendo que apenas 3, necessita de

ser estimado.62

6.8.3 Meétodo Lee-Carter modificado

Renshaw e Haberman (2003a) desenvolvem uma versdo modificada do método Lee-
Carter. As principais novidades referem-se a proposigdo de solugdes alternativas para
estimar a; e 4 graduagdo das séries brutas {é;} e {B,}. Em termos formais, considere-
se o seguinte intervalo rectangular de dados com = € [Zmin,Tmax] € t € [tmin, tmax) -
Seja [tm,tmax] O subintervalo de dimensdo k = (tmax — tm + 1) compreendendo os da-
dos que servem de base 4 construcdo de uma tdbua contemporinea, em cujo centro
se fixa a origem to, to = tmax — [k/2], onde [k/2] simboliza a parte inteira de k/2 e
tmin < tm < 0 < tmax. Os autores preconizam a estimagdo do modelo segundo as

seguintes etapas:

82Qutra diferenga diz respeito ao facto do ajustamento destinado a igualar o nimero de 6bitos obser-
vado ao respectivo valor estimado ser feito, no método LC, sem a devida compensacio no parametro
B., enquanto que na abordagem GLM ele é tido em conta na estimagdo dos pardmetros 3,. Em contra-
partida, como o tempo é modelado como varidvel explicativa e 0 termo a, como um offset, na abordagem
GLM a tnica fonte de incerteza estd associada aos erros na estimagdo do pardmetro 8, um aspecto que
limita, de certa forma, a sua capacidade para capturar a incerteza quanto ao futuro.
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6.8. Modelacao dos factores de reducao da mortalidade

1. Estimacao de a, ¢ por qualquer um dos seguintes métodos:

(a) Gz = logpy g, onde {y, o} € extraida da tsbua graduada com base na ex-
periéncia observada no intervalo de tempo [tm, tmax)-

(b) Gz = log (Ei;‘;’r‘n dei/ Zi";?’; z,t) » com base nos dados brutos {dy s; Fy:}.

(c) @z o =log ( fmex m;/tk ), i.e., com base na média geométrica das m, ;.63

2. Alisamento da série {G; 0} obtida em 1.(b) e 1.(c), caso se considere apropriado.

3. Estimagdo de (8;, £¢) mediante a aplicacdo da SVD & matriz 2, 4] = [Inth, s — @y,
respeitando as restrigdes (6.6.2) e (6.6.3).

4. Eventual graduaggo da série {3, } usando métodos paramétricos ou ndo-paramétricos.¢

5. Ajustamento das estimativas &; de modo a igualar os totais de 6bitos observados

e estimados.

6. Conversao dos valores iy em (&; — Rg) e anédlise dos residuos.

A previsdo no modelo baseia-se, tal como no método LC original, na modelagio da
série {#¢} usando um modelo ARIMA. Denotando por {&;,_ +s : § > 0} a correspondente

previséo, o valor projectado do factor de reducgio é dado por®
log RF(Z,tmax + 8) = Byt tsy s> 0. (6.8.18)

Renshaw e Haberman (2003a) estabelecem ainda o paralelismo entre a reformﬁla@éo
do método LC e a metodologia desenvolvida por Renshaw e Haberman (2000) no con-

texto dos modelos GLM. Em termos mais concretos,

RF(.’I), t) _ g—l {g (exp az,O) + :Bx’{t},

ko =0, (6.8.19)

83No caso em que k = 1, as alternativas (b) e (c) sio naturalmente equivalentes.

84Para uma aplica¢io da técnica de P-Splines na graduagio dos termos log-bilineares do método
Lee-Carter e do modelo de Brouhns et al. (2002a) veja-se Durban et al. (2002) e Currie et al. (2003).

%" No caso particular em que adoptamos um modelo ARIMA(0, 1,0) , obtemos

ktn+s = I%ltn + XS.
Neste caso, a equagdo (6.8.18) reduz-se a

10g RF(Z, tmax + 8) = By (Ftpmay + As), s> 0.
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6.8. Modelacao dos factores de redugdo da mortalidade

onde g é uma funcéo link pré-definida no contexto de modelos do tipo Binomial ou

Poisson descritos anteriormente.%

6.8.4 Meétodo Lee-Carter com duplo previsor log-bilinear

Booth et al. (2002) e Renshaw e Haberman (2003c,d) desenvolvem uma extensdo do
método LC onde consideram um segundo previsor log-bilinear e uma abordagem multi-

variada. Neste caso, a estrutura base do método LC d4 lugar a

2
Moy =0+ Y BOKY (6.8.20)

i=1

no contexto de um modelo Gaussiano ou, de forma equivalente, a

2
Moy =log Euy + 0z + Y Bk (6.8.21)

i=1

no quadro do modelo de Poisson.%”

As restrigGes que asseguram a identificagdo do modelo sao agora definidas por

tmax

Sk = Z kD = (6.8.22)
t=tmin t=tmin

Tmax Tmax

gl = > P =1 (6.8.23)
T=Lmin T=ZTmin

Em consequéncia, os valores de a; continuam a ser estimados pela média das In (mgy).

. N ' i . ~ . ~
Para estimar os parametros ,B,(f e /-cg ), ¢t = 1,2, sao sugeridas duas solugées. Uma

primeira, que envolve a incorporagéo das segundas componentes da SVD (Booth et al.,
2002). Uma segunda, que implica a reformulagéo do procedimento iterativo (6.9.10)

proposto por Brouhns et al. (2002a) nas parcelas relativas aos parametros ,33(;) e ngl) .

8 Em particular, a utilizacio do link logarftmico na modelagéo de RF(x,t) para p, , conduz-nos a
RF(z,t) = exp (B,k:)

ou seja, a uma estrutura idéntica & descrita em (6.8.5).

87 Esta mesma, estrutura e metodologia podem ser usadas para obter projeccdes de taxas de mortalidade
em populagbes desagregadas (Renshaw e Haberman, 2003d). A tnica diferenca refere-se  utilizacéo de
um previsor do tipo

"7;,“ IOgE:Jt-i—a,] +Zﬁ(t) (1,)

i=1
onde j ( j =1,2,...) identifica 0 subconjunto da populacio considerado.
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6.8. Modelagdo dos factores de redugdo da mortalidade

No que respeita & previsdo no modelo, podemos optar por gerar projeccdes mode-
lando o comportamento das séries {ngi) : 4 = 1,2} usando processos ARIMA separados
(Renshaw e Haberman, 2003c) ou, em alternativa, recorrer a um vector autoregressivo
(VAR) do tipo (Renshaw e Haberman, 2003d)%8

Yt = Qo + a’lt + Qyt—l + & (6824)

a10 a ¢11 ®12
— , = ) @ = )
% ( ag0 ) * ( an ) ( $21 P22 )

onde se assume que o vector de erros & ~ Nor(0,Q) e Q é uma matriz simétrica

com

definida positiva. O modelo VAR pode ser aplicado sobre varidveis em nfveis (i.e.,
Yy, = (ngl) ,ngz))) ou em diferencas (i.e., y, = (Angl),Ang))), testando a existéncia de
relacoes de cointegracdo. Denotemos por {nggn 41 8> 0,i=1,2} os valores projectados
do pardmetro ;. As taxas de mortalidade previstas pelo modelo sdo calculadas mediante

2
T, a8 = T e €XP | D B (n§2u+s - nﬁfj‘x)J , §>0, (6.8.25)
i=1
onde
RF(z,tmax + 8) = exp [Z BY (Kggax'{'s - nggu)} , §>0. (6.8.26)
i=1

pode, uma vez mais, ser interpretado como um factor de reducdo da mortalidade.

6.8.5 Factores de redugao com inclusao de efeitos geracionais

Num estudo recente sobre as tendéncias da mortalidade no Reino Unido e num conjunto
de paises desenvolvidos, Willets (2004) e Willets et al. (2004) encontraram evidéncia
empirica suficiente para suportar a impofténcia do efeito geracao (cohort) no compor-
tamento da mortalidade. Os estudos concluem que os efeitos temporais no compor-
tamento da mortalidade acompanham a ocorréncia de factores contemporaneos, como
sejam o nivel geral de saide da populagio, a qualidade dos cuidados de satide, a existén-
cia de condigdes climatéricas especialmente adversas, entre outros. Em relacio ao efeito
geracional, os estudos indicam que existe uma relagdo préxima entre estes e alteracoes
estruturais (e.g., II Guerra Mundial, mudancas nos hébitos alimentares e de tabagismo).
Os estudos recomendam ainda a construcao de cendrios e a andlise das causas de morte

8 Para uma andlise detalhada dos modelos VAR veja-se, por exemplo, Hamilton (1994).
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6.8. Modelagao dos factores de reducdo da mortalidade

‘ para uma efectiva apreciagdo dos efeitos temporal e geracional.

A pensar neste fenémeno, foram propostos recentemente modelos que conjugam,
simultaneamente, os efeitos idade, tempo cronoldgico e geragéo (e.g., Tabeau (2001),
CMIB (2005)). O modelo base é definido por

log pi s = 8a () + 8p (t) + s (T), (6.8.27)

onde s,, Sp € 5. sao funcdes da idade x, do ano ¢ e da geragdo T = t — z, respectivamente.

Ainda neste dominio, Renshaw e Haberman (2005, 2006) desenvolvem uma adaptacio
do método L.C com vista & projecgao de factores de redugio com inclusio de efeitos gera-
cionais. Seja (dg:; Ey+) uma matriz rectangular onde d;; denota o nimero de 6bitos e
E, ; simboliza o correspondente exposigdo ao risco. Supde-se que os dados estdo classi-
ficados por ano cronolégico t € [tmin, tmax) € por idade = € [Zmin, Tmax), agrupados por
categorias, ou por ano cronolégico individual, caso em que o ano de nascimento (ou ano
da geragdo) T =1t — Z, T € [tmin — Tmax, tmax — Tmin) S€ encontra bem definido.

O objectivo da anélise é agora o de captar as tendéncias temporais na mortalidade
em cada idade, incorporando os efeitos geracionais quando a base de dados o permitir.

Para o efeito, considera-se a seguinte defini¢do geral do factor de reducio

RF(z,t) = exp {ﬂ;‘”st_z +> 6&%"’} (6.8.28)
=1
ty: = exp (ag + log RF(x,t)), (6.8.29)

onde §;_, identifica um indice que capta os efeitos geracionais, ¢ denota a ordem da

estrutura log-bilinear do modelo e as demais varidveis mantém o significado habitual. O

modelo definido em (6.8.28) incorpora, como casos particulares, algumas das estruturas

jé analisadas neste capftulo. De facto, no caso em que ,B;(co) = 0 e c = 1 obtemos a

estrutura log-bilinear original do método LC. No caso especial em que ¢ = 0 (5&0) =B,),

o modelo refere-se a uma estrutura em que se consideram apenas o efeito idade e geracéo.
Quando formulado no contexto dos GLMs, o modelo é definido por

V (Yay)
Wy t

*

Yot = Dzt, E(Yer) = ppiEzt, Var (Yoi) =¢ (6.8.30)

com parametro de escala ¢, funcdo de variancia V (Y; ;) = E (Y;:) e ponderadores fixos

Wg,t = 1.
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Usando um link logaritmico, o previsor nio-linear Tz € definido por
Net = log E (Yz ) =log By + + oy + log RF (x, t).

A estimac@o deste modelo é complexa uma vez que as varidveis estdo restringidas
pela relagio geragdo=(perfodo—idade). Para assegurar uma estimativa tnica para os

paradmetros, os autores propéem um procedimento implementado em duas fases:

1. Estimagéo de oy segundo o método LC original (com média geométrica)

tmax
d,;:log( I mi?), T = tmax — tmin + 1.

t=tmin

2. Os restantes parametros so estimados adaptando o procedimento iterativo descrito
em (6.9.10), considerando as varidveis de resposta Yzt = dz ¢ no modelo de Poisson,

link logaritmico, offset (log E; : + ;) e restrigoes

Tmax Tmax

Ctmntmae =0 O BY =1, kg =0, Y P =1

T=Tmin LT=Tmin

As taxas de mortalidade projectadas, alinhadas com os ultimos valores conhecidos

Mg tmax, 580 calculadas mediante
mmytmax+5 = mz,tmaxRF(x) tmax + 8)7 (6-8-31)
onde

c
. ~(0) /=~ - ~() (. NG
RF = exp { 39 (Etw-z+s _ gtm_z) +3 39 (,gggu e — Kgnzu)} , >0, (6.8.32)
=1

e onde (Biz),ét_z, ﬁ:ﬁ’)) sdo vectores de parametros estimados. As séries (£,_,, ngz)) de
valores projectados sdo derivadas a partir de modelos ARIMA separados

{7+t € [tumins tmas] i=1,...,c}n——+{k§2ﬂx+s:s>0, i=1,..,c}

~(4) .
{57- T E [tmin — Tmax, bmax — xmin]} — {Etma.x_mmin'i's 18> O} »
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onde

é.tmax—zmin‘f's’ O S s S (.’L‘ - xmin)
Etmax—zmin'f's’ s> (m - xmjn)

ftmax—zmin+s = {

6.9 Modelo de Poisson

6.9.1 Definicao

Uma das principais criticas apontadas ao método LC refere-se a hipéStese de que os erros
sdo normalmente distribuidos com variancia constante. A hipétese de homocedasticidade
é claramente irrealista na medida em que se sabe que, devido 4 existéncia de um ntimero
reduzido de ébitos nas idades avangadas, o logaritmo de p, é muito mais varivel nestas
idades do que nas idades jovens. Para contornar este problema, Brouhns et al. (2002a)
desenvolvem um modelo, fundado no método LC, em que consideram que o nimero de
6bitos verificados & idade x no ano t segue uma distribuicio de Poisson

Dyt ~ Poisson (p, 1Ey ) A (6.9.1)

com
,u'm,t = €xp (al‘ + :BzK't) ) (692)

onde os parimetros respeitam as restriges?

Imax Tmax
dom=0 e > B.=1 (6.9.3)
t=tmin T=Zmin

O modelo definido por (6.9.1)-(6.9.2)-(6.9.3), que designaremos doravante por modelo
de Poisson, requer ainda, no contexto da elaboracao de tdbuas de mortalidade prospecti-
vas, uma generalizacdo da hipétese (2.2.30) de consténcia da forca de mortalidade entre
idades, de modo a acomodar a dimensio temporal. Neste sentido, o0 modelo assume que
Mzt € constante no interior de cada quadrado do diagrama de Lexis, ou seja, admite que
a mortalidade sofrida em cada instante por um individuo de idade z no momento t é

constante em cada perfodo sucessivo de um ano. Formalmente,

Briettr = Hzt, 0<§,7<1 com z et inteiros. (6.9.4)

89 As semelhangas entre os métodos de Lee-Carter e de Poisson e a abordagem proposta por Renshaw
et al. (1996), Renshaw e Haberman (2003a,b) e Sithole et al. (2000) séo evidentes, diferenciando-se
no entanto pelo jé mencionado tratamento distinto do elemento temporal. De facto, enquanto que no
primeiro caso o tempo é modelado como um factor, no segundo o elemento temporal é modelado como
uma covaridvel conhecida.
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Com base na hipétese (6.9.4), deduz-se igualmente que

ePo = exp (—Eppy) = {Pog}t, 0<€<1
e que a exposi¢ao ao risco & idade = e ano t, E,;, tem a seguinte relagio com gy ;

—lz tQzx,t
Epy =it
I,t ln (1 _ qm,t) b

onde /; ; denota o mimero de sobreviventes 4 idade x e ano t.

Como se observa, o modelo preserva a estrutura log-bilinear para. Ky ¢, Mas substitui
as hipéteses relativa ao termo erro €, ; pela lei de Poisson para dz:. Os parametros
@z, B, € kx mantém, na sua esséncia, o significado originalmente atribuido pelo método
Lee-Carter.

Os proponentes do modelo de Poisson identificam, no entanto, algumas vantagens
face a0 método LC que o tornam especialmente atractivo em aplicagdes actuariais. Em
primeiro lugar, o modelo reconhece explicitamente a natureza inteira de Dy, contrari-
amente ao que acontece no método LC. Em segundo, o modelo deixa cair a hipétese de
homocedasticidade do termo erro e reconhece a maior variabilidade de Uy ¢ nas idades
mais elevadas. Em terceiro, a especificagdo (6.9.1) permite o recurso ao método de m4-
xima verosimilhanca para estimar os parametros. O facto do ajustamento do modelo
nao depender de uma SVD significa que este ndo exige uma matriz rectangular de da-
dos completa. Por fim, e ndo menos importante, o modelo dispensa o procedimento de
reestimagao dos &;’s.

Uma das principais vantagens do modelo de Poisson é a sua flexibilidade. Com
efeito, o modelo pode ser facilmente expandido de modo a considerar o impacto sobre a
mortalidade de outras varidveis explicativas (covaridveis) que ndo apenas a idade z ou
o tempo cronoldgico ¢ (e.g., profissdo, grau de incapacidade, nivel de rendimento, etc.).
Efectivamente, se adoptarmos, por exemplo, o esquema multiplicativo proposto por Cox
(1972), a formulagdo (6.9.1) é substituida por

S
Dyt ~ Poisson | Egip, cexp | Bo+ Z,szm’t,j , (6.9.5)
j=1

onde (i, ; representa a mortalidade base e z;; sdo covaridveis codificando a presenca

(ou a auséncia) e a magnitude de caracteristicas adicionais na populacao.
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6.9.2 Fundamentagao da utilizacao da distribuicdo de Poisson

Considere-se uma observacio (z,t) qualquer. S&o registados D, ; 6bitos de um total de
lz+ individuos com idade x recenseados no perfodo de observacdo anual. Admitamos
que as suas duragoes de vida podem ser consideradas varidveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas. Associemos a cada um dos individuos uma varigvel 0z4,

que indica a ocorréncia do 6bito, i.e.,

P 1 se o individuo i faleceu a idade x
o 0 caso contrério,
1 =1,2,...,l; ;. Representemos por 7,; o tempo vivido pelo individuo . Em termos

mais precisos, 7z; = 1 no caso do individuo ¢ alcancar a idade z + 1. No caso deste
falecer & idade x, 7, ; simboliza a fraccéo de ano vivida pelo individuo. Admitamos que
dispomos, para cada um dos I, ; individuos, das observagdes (64, 7z ;) - Se considerarmos
a hipétese (6.9.4), a contribuicdo do 7*™° individuo para a verosimilhanca pode ser
definida da seguinte forma:

e 1o caso do individuo sobreviver, a verosimilhanca correspondente é dada por

Pzt = exp (—Hg ;)

e 1o caso do individuo falecer, a verosimilhanca associada é a seguinte

T2, Pztlztr, t4r, ; = €XP (—Tz,iﬂz,t) Bzt

Em alternativa, a contribuicdo do i*™° individuo pode ser rescrita segundo

exp (—Taitio) {toe = -

Em resultado da hipétese de independéncia, é possivel escrever a verosimilhanca

associada aos I ; individuos da seguinte forma

l:c,t
v (,u'z,t) = HeXp (_Tm,i.u‘z,t) {Hz,t}éz’i
=1

= exp (~zs7e) {Hae} ™ (6.96)
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onde
l:c,t lz,t

Te = Z'rw,i e 0y = Z(Sw—.

i=1 i=1
O termo J, representa, assim, o nimero de 6bitos observados & idade z no ano t,
D;+, enquanto 7, denota o tempo total vivido pelos I, ; individuos no decurso do ano
t. A verosimilhanga (6.9.6) difere da que decorre da hipdtese (6.9.1) apenas por uma
constante, pelo que no caso de recorrermos ao principio de méxima verosimilhancga para
estimar os pardmetros do modelo, resulta indiferente trabalhar com uma ou outra.”

6.9.3 Estimagao dos parametros por mdxima verosimilhanga

Uma vantagem importante deste modelo face a0 método LC reside, como vimos, no facto
de ele permitir a estimagcéo dos parametros pelo método de méxima, verosimilhancga, sem
necessidade de recorrer 4 SVD ou ao método dos mfnimos quadrados ponderados. Em
termos formais, designemos por Az,¢ 0 nimero esperado de 6bitos na idade z e ano t, i.e.

Art =E([Dy,] = E;exp (og + B k) (6.9.7)

e por dy; o respectivo valor observado de Dy ;.
A funcio de log-verosimilhanga £ («, 3, k) =InV (e, B, k) é definida por

tmex  Tmax [ \dwt o -z
s = of T 1T (S525))

tmin T=Tmin

lmax Tmax

= Z Z {detInXsy — Azt — In{(dye)}

t=tmin T=%min

tmax  Tmax

= Y Y {detlnEyy+ duy (0 + Bok) (6.9.8)

t=tmin T=Tmin

—Egexp (ag + Bykt) — In[(dge)1]}
tmax Tmax

= Z Z {dz,t (att + ﬂzK‘t) - Ez,t exp (az + ﬁznt)} +¢

t=tmin T=Tmin

onde @ = (zpyny-- -, 0., ), B = (Baminr -+ 1 Bapn) s & = (Ktmins - -+ s Kitmay) € € € Uma

constante.

"Brillinger (1986) demonstra, com base na formulagdo de hipdteses razodveis quanto aos processos
que governam os nascimentos e os 6bitos, que a distribuigio de Poisson surge naturalmente como uma
solugdo particularmente adequada para modelar o mimero de 6bitos observados nas diferentes idades.
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Os estimadores de méxima verosimilhanga dos parametros o, 3, e k; correspondem
aos valores que maximizam £ (a,3,k). A presenca do termo bilinear B «; na especi-
ficagao (6.9.2) de ., impede a estimagdo dos parametros pelos packages informéticos
tradicionais que incluem o modelo de Poisson. Por esta razao, os autores propdem a
adopgao do algoritmo iterativo desenvolvido por Goodman (1979), assente no método
de Newton-Raphson. O procedimento assenta num principio simples: em cada iteracdo
v, um unico conjunto de pardmetros 6; é actualizado, mantendo os restantes fixos 4 sua

estimativa anterior, com a ajuda do seguinte esquema de actualizacio

1 LW /dh;
g — g 9L /doy (6.9.9)
o2Lw)/ dg;
onde L) = E(é(v)).
No nosso caso, existem trés conjuntos distintos de pardmetros, correspondentes aos
termos ay, 3, e K;. Neste sentido, dado um vector de valores iniciais para os parametros

0 .
”go), i) e ngo) , as estimativas sdo revistas segundo o algoritmo

tmax NOI OGN
> [dz,t — Egpiexp(bz ' + By Ay )]
&:(L‘U_F_l) — &gu) _ t=tmint

- _Z [E“exp(a(w (v) (v))]

(6.9.10)
max BS/) [dxt —E, teXp(a(v'H) + ,B(U) (v))]
I%§U+1) - kgv)_ T=Zmin
> (B2 [E sexp(GITY 4 Bf,”)f-cﬁ“’)]
ti%x '%gv“) [dz t— Ery exp(a(“‘H) + 5(“) (v+1))]
B(““) _ B(v) t=tmin
z - T T - - -
4 tz (k)2 [ Egzexp(@®t) + BkS +1))]

ou, em alternativa, recorrendo 4 formulagdo matricial de (6.9.10)

GHav+) — (eNha® L L@

(G&”) (G&")e&™ + Ly

(GMRFD = (GMYR® + L®) (6.9.11)
v)\ Hv+1) = (v v

(6B = (¢BY +1LY,
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onde GY), G¥ e G(") sao matrizes diagonais de dimenséo (M x V), (T x T) e (N x N),

respectivamente, e elemento representativo definido por

tmax ~(v )
(GP)az = 3 Brpexp(al” + BV R)
t=tmin
(G = 3% (BY)2E, s exp(af ) + B (6.9.12)
T=Tmin
Tmax N
(G = 35 ) Bupexp(@lt) + BRCD)

e Lg'), L,(J') e Lg') sdo vectores coluna de dimensdo N, 7 e N, respectivamente, e

elemento representativo definido por

tmax
00 = 55 s Burenpla + £O50)

t=tmin
@), = 3% 3Y [dw’t—E,,,’texp(aeg_,“"‘l)—f- BS’);;S’))] (6.9.13)

T=Tmin
(L(u)) _ tf ~(v+1) [ ot — Eot exp(&a(;,+1) +,Biv)k§v+1))] ,
t=tmin
com N = (Tmax — Zmin + 1) € T = (tmax — tmin + 1) -

A iniciacao do algoritmo e a fixag8o do critério de éptimo obedecem a procedimentos
idénticos aos definidos para o método LC.”! Ao contrério do que acontece no método
LC, a maximizacdo de L (a, B, k) garante a igualdade entre os mimeros observado e
estimado de 6bitos em cada idade ao longo do perfodo de observacdo dispensando, por
isso, o procedimento de reestimacao dos R:’s descrito na etapa 3 do método LC.

As estimativas @, Bz e R: geradas pelo método de méxima verosimilhanca nao
garantem, automaticamente, o cumprimento das restrigdes (6.9.3). Para o conseguir, é

introduzida uma reparametrizagdo que converte (&, 3, k) em (a*, 8%, k*) com

* ~ _ % ,B:r
Ky — (K/t - K,) K e /Bz — EZIIX_B, (6914)
T=Tmin I~ T
onde & corresponde 4 média aritmética de &;, i.e
1 tmax
kK= — Rt
T
t—tmm

"IEm alternativa, Renshaw e Haberman (2003b) propdem que o critério de 6ptimo envolva a optimiza-
¢ao da funcéo de verosimilhanga monitorando o valor da estatistica deviance.
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e K é uma constante arbitrdria. Os autores optam por seleccionar K segundo

Tmax

K= ) 8,

T=Tmin

Por fim, da necessidade de respeitar a igualdade
Oz + :ant = a + BzK’t

deduz-se que

o = G+ ByRe — BEKT
= G+ szt - zmli:c = (th - 17:',) K
T=Zmin 'Bz
= G+ B (6.9.15)

As novas estimativas a}, 8, e k; asseguram o cumprimento das restri¢oes (6.9.3) e
fornecem a mesma estimativa do nimero de 6bitos dy ; dado que & + B %: = af + Bk}
A qualidade do ajustamento é aferida pelo cdlculo da deviance

D (dat dae) =2 ti zmz wﬂ{ dy ¢ In (i“) ~ (das - J\M)}, (6.9.16)

t=tmin T=Tmin z,

onde

1, Ez,t > O
Wet =
0, Eg4=0

e pela anilise do comportamento dos residuos

r2, = V2 sign (dz,t - S\I,t) \/ dy ¢ In E\im’t - (dz,t - 3\”). (6.9.17)

x,t

A previsao no modelo baseia-se, & semelhanga do que acontece no método LC, na
aplicagdo da metodologia de Box-Jenkins & série temporal das estimativas &;.

Um ponto delicado nos métodos de LC e de Poisson reside na nio simultaneidade
dos procedimentos de estimacdo dos parametros, uma vez que a modelagido decorre em
duas fases. Numa primeira, os parametros oy, 3, € k; sdo estimados. Numa segunda, o
pardmetro x; é extrapolado usando a metodologia de Box-Jenkins.

Para contornar esta limitacdo, Czado et al. (2005) desenvolvem uma formulagéio
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‘Bayesiana do modelo de Poisson onde, apds escolher a ordem do modelo ARIMA, pro-
cedem & estimagao simultdnea da totalidade dos pardmetros com o auxilio de técnicas
de simulagao de MCMC (Markov Chain Monte Carlo). A abordagem Bayesiana trata
todos os parametros desconhecidos a,, 5, € K¢ como varidveis aleatérias e deriva a sua
distribui¢do condicionada & informacao conhecida (E; ;; d; ;) . Esta abordagem apresenta
ainda a vantagem de permitir estimar directamente intervalos de confianca para os in-

dicadores de interesse.

6.9.4 Extensao do modelo com incorporagao de P-Splines e estimacao
dos parametros por mdaxima verosimilhanga penalizada

Os estudos empfricos realizados com base no modelo de Poisson (e no de Lee-Carter)
revelam que as estimativas dos parametros apresentam, nalguns casos, alguma irregula-
ridade entre idades consecutivas.”® Se no caso da tendéncia temporal &; este perfil & de
certo modo esperado, na medida em que se admite que contemporaneamente ocorrem
eventos com repercussoes na mortalidade (e.g., avancos na medicina, conflitos militares,
epidemias), nos casos das séries & e 3, as descontinuidades devem merecer uma atencgao
especial.

O parametro oy representa, como vimos, o comportamento médio da mortalidade
em cada idade e num intervalo de tempo relativamente longo. Por este motivo, nio é
expectdvel que as estimativas geradas pelo modelo apresentem anomalias significativas,
uma hipétese que é confirmada pelos estudos empiricos.”> Em relacdo as estimativas do
parametro Bx, o cendrio é distinto na medida em que a generalidade dos estudos confirma
a presenca de alguma irregularidade. O pardmetro 3, condiciona, como vimos, todo o
processo de extrapolagio das taxas de mortalidade para o futuro. Neste sentido, qualquer
irregularidade verificada nas suas estimativas traduzir-se-4, inevitavelmente, em tdbuas
de mortalidade projectadas com oscilagGes errdticas nos quocientes de mortalidade entre
idades consecutivas, uma caracterfstica indesejada do ponto de vista actuarial.

De facto, os actudrios baseiam o calculo dos prémios e das responsabilidades finan-
ceiras das companhias de seguros em tdbuas de mortalidade. Qualquer irregularidade
verificada nestas propaga-se no pricing das apdlices e nos balangos das empresas. Se
exceptuarmos os casos em que as anomalias correspondém a caracterfsticas particulares

"2 No Capitulo 7 teremos oportunidade de verificar que o estudo realizado para a populagio portuguesa
reforga esta afirmacdo.

30 facto de apresentar um perfil suave nio significa, contudo, que a curva dos é; deixa, em momento
algum, de representar os fenémenos habituais, como sejam a mortalidade infantil e juvenil mais elevada,
a tradicional “bossa” de acidentes, mais significativa nos homens, ¢ a mortalidade crescente nas idades
avancadas.
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do risco coberto pelas seguradoras, a causa provével para este padrio reside em erros
amostrais, razao jé antes avancada para justificar o recurso a técnicas de graduagéo.

Uma solugao simplista para este problema passaria, por exemplo, pelo alisamento das
estimativas brutas dos pardmetros do modelo de Poisson recorrendo, por exemplo, a um
dos métodos de graduagio descritos no Capitulo 4. Uma outra envolveria o alisamento
de alguns dos parametros (e.g., ,31.), preservando as estimativas iniciais dos restantes.”™
Embora simples, este procedimento tende, em poténcia, a produzir discrepancias intol-
erdveis entre os valores observados para a mortalidade e os valores estimados pelo modelo.
Uma alternativa possivel envolve a graduagio das tdbuas de mortalidade produzidas pelo
procedimento de estimac@o usando, por exemplo, métodos nio-paramétricos. Contudo,
esta solucao implica, na prética, a perda de informagdo importante, em particular aquela
que se refere & decomposicdo da projecgdo nas trés séries de parametros oy, 3, e K.

Para resolver este problema, ensaiamos nesta. sécgéo uma nova técnica que incorpora
as preocupagoes quanto ao alisamento das séries no procedimento de estimacio dos
parametros do modelo de Poisson.” A solucgdo é inspirada na técnica de P-Splines
desenvolvida por Eilers e Marx (1996) e analisada em detalhe no Capitulo 4. Em termos
mais precisos, sugere-se a imposigao de uma penalizagido (de ordem d) incidindo sobre a
diferenca finita entre os coeficientes estimados do modelo de Poisson.

Denotemos por D,(Jd), Dgi) e D,(cd) os operadores de diferencas A% em notacio matri-
cial, onde A? denota a d®™? diferenca finita, com dimenséo (M — d) x N, (N — d) x Ve
(T — d) x T, respectivamente. Como vimos no Capitulo 4, a estrutura dos operadores de
diferencas pode assumir intimeras configuracdes possiveis. Uma matriz de diferenciacio

de primeira ordem (d = 1), Dgl), i € (a,8,k), do tipo

-1 1 0 0

p®_| 0
0
o -~ 0 -11

introduzird, uma penalizagdo sobre as diferengas entre dois valores consecutivos dos
pardmetros (e.g., AB, = 8, — B,_,). De forma ansloga, uma matriz de diferenciacio de

™Esta solucdo néo & virgem uma vez que, como vimos na Seccdo 6.8.3, foi sugerida por Renshaw e
Haberman (2003a) no 4mbito da versio modificada do método LC.
"5Solucdo andloga pode ser desenvolvida para o método Lee-Carter.
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segunda ordem (d = 2), D§2), i € (a, 8, K), do tipo

1 -2 1 0 --- 0
0

D® =
P 0
0 -~ 0 1 -2 1

penalizard as diferencas de segunda ordem (e.g., A28, = B, — 28,_1 + Bz—s), € propor-
cionard naturalmente séries estimadas mais alisadas.

Consideremos de novo o modelo definido por (6.9.1)-(6.9.2)-(6.9.3). A introdugéo
de uma penalizagdo no procedimento de estimagcio dos coeficientes do modelo de Pois-
son conduz-nos, no espirito de (4.3.17), a uma funcio de log-verosimilhanca penalizada
Lp (a, B, k) definida por

1
Lp(a,B,k)=L(a,B,K)— —;—)\aa'D;Daa - 5)\@3’ DB — %/\Kn’D;D,{n (6.9.18)

onde Ay, Ag e A s@o pardmetros de penalizagdo ou alisamento e £ (a, 3, k) representa
a funcao de log-verosimilhanga.

Como se observa, o primeiro termo da funcéo objectivo (6.9.18) mede o grau de ajus-
tamento face aos valores observados, enquanto os seguintes correspondem a penalizagdes
directamente proporcionais as diferencas finitas (de ordem d) nos parametros oy, Bz €
k¢ do modelo. A fungao objectivo estabelece, deste modo, um compromisso entre a qual-
idade do ajustamento (primeiro termo) e o alisamento das séries d;, 3, e &; (restantes
termos).

A importancia relativa dos dois objectivos é controlada pelos parametros de pena-
lizagdo Aq, Ag e Ac. No limite, quando A\; — oo ¢ € (@, 8, k) 0 procedimento produz um
ajustamento linear. No extremo oposto, i.e., no caso em que todos os parametros siao
nulos Ay = Ag = A¢ = 0, o procedimento devolve as estimativas iniciais geradas pelo
método de maxima verosimilhanga.

Para estimar os parametros, recorremos a uma adaptacéo do esquema iterativo geral
(4.3.18) desenvolvido em Eilers e Marx (1996), Marx e Eilers (1998) e Durban et al.
(2002). A adaptagéo envolve a reformulagdo do procedimento iterativo (6.9.11) segundo

(GY) + B,)a¥*+) = (G¥ + B, - P,)a® + LW
(GV) + B &) = (G¥ + B, — P& + LY (6.9.19)
(G +Bp)B""™" = (GY +Bs-PpBY + LY,
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onde P; = \D.D;, i € (o,8,k), e B; = diag (P;) denota uma matriz composta,
exclusivamente pelos elementos da diagonal principal de P;.

Para implementar o método resta-nos, para além de iniciar o algoritmo e definir o
critério de 6ptimo, escolher o valor dos parametros de penalizagao Ay, Ag e A. Conforme
referimos no Capitulo 4, o valor dos pardmetros de penalizacao pode ser escolhido de
forma subjectiva ou, em alternativa, resultar de um procedimento automaético. Eilers e
Marx (1996) e Durban et al. (2002) consideram diferentes critérios (AIC, BIC, validacéao
cruzada, validagio cruzada generalizado).

Tomando como exemplo o critério de validagdo cruzada definido em (4.8.1), con-
sideremos como erro de previséo €, (z,t, Ai), 1 € (o, B,K), a definicdo de restduos de
deviance (6.9.17) usada no contexto dos GLMs, suprimindo a observagio correspondente
4 idade z e ano de calenddrio t. O critério de validagao cruzada selecciona os parametros

de penalizacdo Ay, Ag € Ax minimizando a seguinte soma de quadrados

Tmax tmax
(Xa,Aﬂ,iK)zargAngnA {&D = Z Z €rp (:c,t,/\i)z}, i€ (o,B,K). (6.9.20)

T=Tmin {=tmin

Em alternativa, podemos recorrer aos critérios BIC (Bayesian Information Criterion)

ou AIC (Akatke Information Criterion), definidos por
D(y;,8,k,A) + 6dim (e, B, K, A), (6.9.21)

onde D (y; o, B, Kk, A) denota a deviance, dim (e, B, k, A) = trace(H) a dimenséo efec-
tiva do vector de parametros, H a matriz de projeccdo (hat matriz) e § = In(N x T)
ou § = 2 no caso dos critérios BIC e AIC, respectivamente.

Por 1ltimo, como as estimativas &, Bz e Rt geradas pelo procedimento de estimacéao
nao asseguram automaticamente o respeito pelas restrigoes (6.9.3), recorre-se de novo a

uma reparametrizagido do modelo nos termos do definido na Seccdo 6.9.3.

6.9.5 Extensao de Renshaw-Haberman com duplo previsor log-bilinear

Na sequéncia da sugestdo apresentada por Renshaw e Haberman (2003c,d), desen-
volvemos nesta secgdo a versao do modelo de Poisson com duplo previsor log-bilinear.
Partindo de (6.9.2), a introdugdo de um segundo termo log-bilinear d4 origem a um

modelo definido por (6.9.1) e pela equagdo base

fiz s = exp (0 + By 1Ke1 + Beoke2) - (6.9.22)
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As restrigoes de identificagdo do modelo sao agora descritas por

tmax tmax

Yooka o= Y k2=0 (6.9.23)
t=tmin t=tmin

Tmax Tmax

> Ban = D Bea=1 (6.9.24)
T=Tmin T=Tmin

As hipéteses do modelo conduzem-nos, neste caso, 4 seguinte funcao de log-verosimilhanca

tmax Tmax

Lo, B,k) = Z Z {dot (0z + By ike1 + Bz ake2)

t=tmin T=Tmin

—FEg texp (az + By ikt + ﬁx’zﬁtg)} +c (6.9.25)

onde ¢ é uma constante e as demais varidveis tém o significado habitual.
Para estimar os paraAmetros, é reformulado o procedimento iterativo desenvolvido por

Goodman (1979) de modo a contemplar os pardmetros adicionais 3, 5 € k¢2

trnax

dot — Eagexp(al” + B + BUaA)|

1

dgu+1) — A(’U) mmtrnax - . (6926)
= 3 [Bepexp(ad? + BARY + B2AY)]

t=tmin

Tmax . (y
S B [doi — Brrexp(a8™ + B + Aokl

k(11+1) _ I%(U) _ T=Tmin
t, - Imax v v

55 (B51)? [Breexp(al™) + BRLY + BL2R(3)]

T=Tmin

tmax
~ (v+1) ~(v) t—;. ’%g,vlﬂ) [dzt_EmtexP( (U+l)+,3(U) (v+1)+5a(cv% sz))]
z,1 = ,3;5,1" _m::nax (v+1) (u+1) (w) .. (v+1) ()., ()

~ (v v v v

= 5% R [Bupexp(ad™ + BRI + BI0R(D)]

Tmax . v 1
o B [des — Euvexp(@l? + BT VR + AR
N ~lv T=Tmin
t2 = K‘tz Tmax N 1

= 3T (B2 [Bevexp(aD + B VRS + BoaY)]

T=Tmin

tm R +1
or1) ) ; /~c£v2+1) [dx,t_EmteXp(a(U+1)+,B(v & ﬁ+1)+,3§:)2) £1;2+1))]
Bz,2 = z,2 m:nax (+1) (v+1) (v+1) (+1) (+1)

~{v v v v
- 5 RGP Brremp(al ™ + B3 + BRG]
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A iniciacdo do algoritmo requer um vector de valores iniciais para os parametros
~(0) (0 . o .2 . .

a9, i,) ( il) # 0) e kgg) (i=1,2). As estimativas &, B,; e Ay (i =1,2) geradas

pelo algoritmo de estimacgdo (6.9.26) ndo garantem necessariamente a satisfacio das

restricoes (6.9.23) e (6.9.24). Para tal, é necessdrio aplicar uma vez mais a seguinte

reparametrizacao
-~ ~ 2 ~
Gy — Gzt Bk
i=1
fig — (Reg—F1)Bes (1=1,2) (6.9.27)
Bpi — =L (i=1,2)
l Be
onde
1 tmax R Tmax .
Ri=? Z Rig e Bei= Z Bei (1=12).
tztmin T=Tmin

O aumento do nimero de pardmetros do modelo proporciona, como veremos no
Capitulo 7, uma melhoria da sua capacidade de ajustamento. Em contrapartida, o
aumento da complexidade do modelo condiciona, em certa medida, a sua aplicacio
pratica em problemas de previsao. Com efeito, os dois fndices temporais &; e &2 séo,
na prética, duas séries temporais altamente correlacionadas. Este facto torna a sua
extrapolacdo para o futuro uma tarefa bastante mais complexa do que no caso em que
existe uma unica série, uma vez que sao exigidos modelos multivariados.

Por outro lado, no capitulo seguinte teremos oportunidade de verificar que as esti-
mativas dos pardmetros tendem a apresentar uma irregularidade acrescida, que dificulta
inclusive a sua interpretagfo. Acresce ainda que neste caso as séries Bx e k¢ do modelo

cléssico e 8, ; e A:,1 do modelo extendido podem divergir significativamente.

6.9.6 Extensao do modelo com inclusdao de “Tdbua Limite”

Conforme referimos anteriormente, o comportamento assintético das taxas de mortali-
dade projectadas pelos modelos de Poisson e de Lee-Carter pode, nalguns casos, revelar-
se pouco satisfatério. Os estudos empiricos realizados com base nestes modelos (onde se
inclui o relativo & populacado portuguesa, apresentado no capitulo seguinte) revelam uma,
trajectéria claramente decrescente para o indice temporal &;, acompanhada de estima-
tivas de 3, positivas, um resultado antecipado num contexto marcado pelo decréscimo
da mortalidade.

Neste sentido, a aplicagdo de métodos de séries temporais na extrapolacio de &; para
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um horizonte infinito conduz-nos, invariavelmente, a taxas de mortalidade assintéticas
nulas, um cendrio improvével, pelo menos com base no conhecimento actual. De facto,
nos casos em que Bz > 0 e &, é finito verifica-se que

lim  exp(ég + Byhe) =0

Kit——00

As preocupagdes quanto ao comportamento assintético dos modelos de projecgdo
motivaram, como vimos nas secgoes anteriores, o desenvolvimento de solugoes que im-
poem, A partida, um valor arbitrario positivo para as taxas de longo prazo. No caso
do modelo exponencial implicito na metodologia do CMIB (1990) e no caso da reformu-
lagdo do método LC proposta por Renshaw e Haberman (2005), este valor corresponde
ao pardmetro positivo a ().

A abordagem usada nestes estudos situa-se no campo dos denominados modelos
de projecgdo com tdbua limite (ou tdbua objectivo). Desenvolvidos inicialmente por
Bourgeois-Pichat (1952), estes modelos admitem a existéncia de uma tdbua “6ptima”
para a qual convergem os ganhos de longevidade verificados ao longo do tempo.”™ Dito
de outro modo, estes modelos admitem, explicitamente, que existem limites naturais
para a longevidade humana, dos quais decorrem nfveis de mortalidade minimos abaixo
dos quais se assume ser impossivel descer no futuro.

Inspirados neste principio, formulamos nesta seccao uma extensao do modelo de
Poisson em que admitimos que as projecgoes de mortalidade séo balizadas por uma de-
terminada tdbua limite, para a qual tendem os ganhos de longevidade de uma populagéo.
Designemos por pli™ e por ¢li™ as taxas instantaneas e os quocientes de mortalidade cor-
respondentes a essa tdbua limite. A determinacio deste limite requer, naturalmente, a
formulagéo de um conjunto de juizos mais ou menos subjectivos sobre as tendéncias pre-
visiveis nas diferentes causas de morte, sobre os avangos na medicina ou sobre o sucesso
no combate as epidemias.

Na prética, na eventualidade de este exercicio prospectivo se revelar dificil, uma forma
diferente de interpretar o modelo passa por considerar como tdbua limite uma tdbua que
reflicta o comportamento da mortalidade numa populagido mais avangada em termos
condigdes de desenvolvimento econémico e social (populagio alvo), para a qual tenderd a
convergir a experiéncia em estudo. Outra solugdo passa por adoptar uma qualquer fungio
paramétrica sobre a qual seja possivel equacionar diferentes cendrios quanto as grandes
tendéncias demograficas na longevidade humana (e.g., rectangularizacio e expansio da
curva de sobrevivéncia), incorporando informagédo estatistica e avaliagdes de natureza

"Na sec¢do seguinte voltaremos a este tema com mais detalhe.
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subjectiva.””

Em termos formais, a incorporagdo de uma tdbua limite no modelo de Poisson exige

a substitui¢do da hipétese (6.9.1) por
Dyt ~ Poisson(Eq (™ + p2%)) (6.9.28)

com

124 = exp (g + Bykt) (6.9.29)

e as habituais restri¢des de identificacdo

tmax max
Z k=0 e EZ B, =1 (6.9.30)
t=tmin T=ZTmin

Como se observa, o modelo estipula que o ntimero de 6bitos esperados a4 idade z
e ano ¢t é determinado pela exposicao ao risco E;; e por uma forca de mortalidade
que resulta da soma do valor limite ui™ com o valor adicional (contemporaneo) u‘;‘:"it.
Esta solucdo simples para incorporar o valor limite é inspirada nas formulagoes (6.5.3)
e (6.8.16) adoptadas no ambito do modelo exponencial e na modelagdo dos factores de
redugido (Renshaw e Haberman, 2005). Seja A; ¢ o nimero de 6bitos esperados a idade

T e ano t, com
At =E[Dys] = Egy (,ugm + exp (az + ,ant)) (6.9.31)

A funcao de log-verosimilhanga correspondente é definida por

fmax Tmax [ 3Imteyp (L,
con - oL (520

t=tmin =Tmin

tmax ZTmax

= > > {dsilndgi— Aoy —In[(dey)!]}

t=lmin T=Tmin

tmax Tmax

= z Z {dz,t InE;;+dz¢ln ( hm 4 exp (0 + ﬂznt)) (6.9.32)

t=tmin T=Tmin

s (W™ + exp (o -+ o)) — In [(de)1]}

tmax ZTmax

- Z Z {dz,t In ( m ) exp (ag + ﬂ,,.nt)) 0 €xp (ag + ﬁzﬂt)} +c

t=tmin T=Tmin

""Por exemplo, Duchene e Wunsch (1988, 1991) construiram uma tébua de mortalidade unisexo com
base na lei de Weibull (2.5.47), expressando um conjunto de quocientes g minimos que, segundo os
autores, constituem os limites naturais para a vida humana.
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- onde c é uma constante e as demais varidveis mantém o seu significado habitual.

Em face das limitagdes dos packages tradicionais, ensaiamos de novo uma solugio
baseada no algoritmo de Goodman (6.9.9) para estimar os parametros. Seja £ (6;) =
L(ey,B4,K5), 7 € (a,t), a fungdo objectivo. Considere um par (z,t) qualquer. A

primeira derivada parcial da fungdo objectivo com respeito a 6; é dada por

d:z:t (%&) d
dL (6; ' j du?
L(6;) _ /g, (L) (6.9.33)
N ) df;
onde 4 4
dlu'g,t _ ad d:u?:,t . ad d'“zt

IBxiu‘:z: t-

daz - lu’$,t’ dﬂx - K’tl‘l’m,t’ d

A segunda derivada parcial da funcéo objectivo com respeito a §; ¢ dada por

2
d? l‘;dt lim dl‘;dt)
1 + 3
¢LO;) _ ( @ ) e I i (6.9.34)
d6? ® (i + )2 “t\ a8 )’ e
onde d 2, ,ad 2 ,,ad
d2'u‘a$,t__ad d'u’g,t__ 2 ad d'u'a 2ad
da:% - tuz,tv d,@2 - (Kt) Kz ts d (Bz)

Assim, por exemplo, as expressoes (6.9.33) e (6.9.34) para a, sio dadas por

dL(0;)  deppld

dog (pelim + #3(,17:)

— Eg i (6.9.35)

e por
d2L (6; o
- ) _ 4 -“—”“z—t—i — Ep s, (6.9.36)
o (plim 4 p2d)
respectivamente.

Expressoes anédlogas podem ser derivadas para os pardmetros (3, e K.
d [+ 9 K
Seja fi (” veiwe) _ exp(az ve) 4 ,3( & (V"))

(a(o),ﬁio), "£°)) e as expresses (6.9.35) e (6.9.36), a adaptagdo do algoritmo (6.9.9)

Dado um vector de valores iniciais
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- conduz-nos a estimativas de oy revistas segundo

: ﬁad(u,u,u)
N o= t ~ad
Ota(vv+1’1) - Z (d li - ~ad(v,v,v) — B t/’l'z t(u " V)>
t=tmin ,uzlm + ,J
tmax llfhm ~ad(v,v,v)
Cf\tg;v-l_l’z) = dz,t . matd(y ) - z,tﬁ;(:lt(u’u’u)
t=tmin (,Ll,hm + ﬂ )
~(v+1,1)
Gt — g _ 2=
T T ~ (v+1,2) "
Qg

Usando um raciocfnio andlogo, as estimativas de x; e 8, sio revistas segundo

z ®) ﬂad(u+1,u,u)
(o411 max (v t ~ad(v41,v,
K:.EU-’- ) — Z ﬂx dz’t . z, Aad(y+luu) Ez,t,u'am’t(y_'_ v,v)
&=Zmin ™+ g
hm ~ad(v+1,v,v)
~(v+1,2) _ Tmax (v)\2 d iuzt _E ~ad(v+1,v,0)
K¢ " %: (B ) w,t( o Aad(u—i—ll/u)) z,tHx t
min pEm +
L (u+1,1
I%('U'*'l) — k(”)_ K‘gv )
i - i I%(v+1,2)
t
~ad(v+1,v,v+1)
S(v+11) tmex ~(v+1) Myt ~ad(v+1,v,v+1)
& B t=§,:nin & ot ugm + ﬂad(u+1w+1) ~ B tllyy
~ad(v+1,v,0+1
H+12) lmex 21y 1 g Ly ~ad(v+1,0,0+1)
z - Z ( dw,t = xtHgt
t—tmln . (Mz + ﬂad(y-!-l WV V+1))
~{u+1,1)
B(v+1) _ B(u) 3 B
z - Mz - (v+1,2)
Ba

Uma solugio simples para determinar a condicdo de paragem (critério de 6ptimo)
deste algoritmo envolve a fixacdo de um valor minimo para a variagao absoluta na funcio

objectivo £ (o, B3, k) . Formalmente, o algoritmo termina na iteracdo v quando
abs (c(w 6;) - L&V (8, )) <e,

onde € denota um patamar inferior pré-definido.
Por fim, as estimativas iniciais dos parametros geradas pelo algoritmo sio reajustadas
de modo a respeitar as restriges de identificacdo (6.9.30). Usando argumentos idénticos
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~ aos apresentados na Seccdo 6.9.3, o ajustamento envolve

n P _ 1 tmax
by — by + B,R, nz? > A
t—tmin
. R . e N Tmax .
Kkt < (Rt—'f)ﬂg, Be = T
T=Tmin
B, — P
Be

A avaliagdo da qualidade do ajustamento é aferida da forma habitual, com base na

estatistica deviance e na andlise dos residuos do modelo.

6.9.7 Construcao de intervalos de confianca

O modelo de Poisson ndo permite a obtengao de solugdes analiticas para os intervalos de
confianca das estimativas das varidveis de interesse. A principal justificacio prende-se
com o facto do modelo combinar duas fontes de incerteza, relativas aos erros amostrais
nos pardmetros do modelo de Poisson e referentes aos erros de previsdo nos parametros
do modelo ARIMA. Acresce ainda que as medidas de interesse (e.g, t; 4, €z,t) s30 fungdes
nao-lineares complexas dos parémetros oy, 3, e k; e dos pardmetros do modelo ARIMA.

Para contornar estas limitagoes e permitir a construcéo de intervalos de confianca,
Brouhns et al. (2002b, 2005) desenvolvem trés abordagens alternativas, todas elas as-
sentes em métodos de simulagdo. Uma primeira, de natureza paramétrica ou por sim-
ulagao de Monte Carlo, que assume que a especificagao log-bilinear de Poisson (6.9.2)
é correcta. Uma segunda, de natureza semi-paramétrica (parametric bootstrap), onde
se admite que a hipétese relativa a distribuicdo de Poisson (6.9.1) é adequada para
gerar matrizes aleatérias para o nimero de 6bitos ou de residuos. Uma terceira, de
natureza nao-parameétrica, onde apenas se impoem alguns pressupostos relativamente a

distribuicdo Multinomial.

Meétodo de Simulagao de Monte Carlo

A abordagem paramétrica ou por Simulagdo de Monte Carlo (SMC), descrita em de-
talhe por Brouhns et al. (2002b), parte do pressuposto de que o modelo de Poisson é
adequado. Por outro lado, como os parametros do modelo séo estimados pelo método de
maéxima verosimilhanga, sabemos que eles obedecem aproximadamente a uma lei Normal
multivariada, de média (o, 3, k) e matriz de varidncias-covaridncias igual & inversa da

matriz de informagao de Fisher Z. Os elementos desta matriz correspondem ao (nega-
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~ tivo) do valor esperado das segundas derivadas parciais da funcéo de log-verosimilhanca,
L (e, B, K) com respeito aos parametros oy, B, e K;.'°

A segunda fonte de variabilidade tem origem, como referimos, no modelo de previsao.
No caso de um modelo ARIMA, toda a informagao necesséria estd contida nas estimativas
dos parametros e da vari4ncia o2 do rufdo branco.

Designemos por o', B7 e k" os valores dos parametros referentes & méi™# simulacao,
m=1,...,M, para t = tpax € por £, t > tmax + 1, 0s valores projectados do fndice
temporal. A primeira fase do método de simulagdo de Monte Carlo desenrola-se nas

seguintes quatro etapas:

1. Sao geradas simulagées de al*, 87" e k* a partir da distribui¢ado Normal multivari-
ada com meédias iguais s estimativas de mdxima verosimilhanca dos parametros e

respectiva matriz de varidncias-covariincias.

2. E estimado o modelo ARIMA usando os valores Ki'y t = tmin,---,tmax, COMO

observagoes.

3. Projecta-se o valor de &7 usando o modelo ARIMA estimado em 2. Os erros de
previsdo £;" sao simulados a partir da distribui¢do Normal univariada com média

0 e desvio-padrdo o™, i.e., Nor (0,0™).
4. Calculam-se as medidas de interesse para cada simulaco realizada.

A primeira etapa reflecte a incerteza associada as estimativas dos parametros do
modelo de Poisson. A segunda etapa toma em consideracio o facto da incerteza nos
pardmetros do modelo ARIMA depender da incerteza em relacdo aos parametros do
modelo de Poisson. Na terceira etapa considera-se que a incerteza nos valores projecta-
dos de k; depende, nao apenas do desvio-padrdo do modelo ARIMA, mas também da
incerteza em relagao aos préprios pardmetros do modelo ARIMA. Tal é assim porquanto
a cada simulagdo m correspondem parametros distintos no modelo ARIMA. Por fim, na
quarta etapa todas as fontes de incerteza sao incorporadas no cdlculo das medidas de
interesse.

A segunda fase do método SMC envolve a aplicacdo da abordagem pelo percentil para.
construir intervalos de confianga para os indicadores de interesse. Consideremos as M
estimativas {6; (m),m =1,..., M} da varidvel §; gerada pelo método SMC. O intervalo
de confianca a (1 — 2a) % para a varigvel 6; é definido por [9§~a), @§1_a) ], onde 9§a) denota

ésimo

o (100 x @)®™° percentil empirico de 6;, correspondente ao (M X «) valor na lista

"8 Para mais detalhes sobre a matriz de informacéao de Fisher, veja-se a Secgdo 7.8.1 do Capitulo 7.
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6.9. Modelo de Poisson

~ ordenada de valores simulados {8, (1),6;(2),...,0; (M)}.0 100x (1 - )®™° percentil
@)

. oa(l- .
empirico 05- é obtido de forma anéloga.

Método de bootstrap paramétrico

O método de Simulacio de Monte Carlo admite que o modelo de Poisson é adequado.
Pressupde ainda que a dimensdo da amostra é suficientemente grande para. justificar o
recurso 4 lei assint6tica (Normal) dos estimadores de méxima verosimilhanga dos pardme-
tros. Desenvolvido por Brouhns et al. (2005), o método de bootstrap paramétrico é uma
abordagem de natureza semi-paramétrica que retém apenas a hipStese (6.9.1), mas ndo
impde a estrutura log-bilinear (6.9.2) para p, ;.

O método ¢é implementado, uma vez mais, em duas fases. A primeira desagrega-se

em cinco etapas, nos seguintes termos:

1. Partindo do conjunto de observacdes (Fz 1; dz 1) , sdo construfidas B amostras aleatdrias
(Ez,t; dg’t), b=1,...,B, onde os valores d’;,t sao gerados por simulagao a partir
da distribuicdo de Poisson com média Ey il ; = dzy, ie.,

d’;’t ~ Poisson (dzz) .

2. Para cada simulagao bootstrap (Ez,t; dg,t) , os parametros do modelo de Poisson

sao estimados através do método de méxima verosimilhanca.

3. Em cada simulaggo, sdo estimados os parametros do modelo ARIMA(p, d, q) selec-
cionado com base nas observagdes iniciais e recorrendo a série Kb = {fc?, t = tmin,
< tmax, b= 1,..., B} . Note-se que a estrutura do modelo ARIMA ¢é preservada,

sendo apenas reestimados os seus parametros.

4. Sao geradas estimativas £ com base nos parametros do modelo ARIMA estimado

na etapa 3. Os termos residuais ef sao simulados a partir da lei normal Nor (O, ob) .

5. Calculam-se os indicadores de interesse para cada simulagao.

A segunda fase do método de bootstrap paramétrico decorre nos termos do anteri-

ormente descrito para o método de SMC.

Meétodo de bootstrap paramétrico com base nos residuos

Uma variante do método de boostrap paramétrico é aquela que contempla a construgao

de intervalos de confianga a partir de um procedimento de bootstrap aplicado directa-
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6.9. Modelo de Poisson

mente sobre os residuos do modelo e nao sobre os ¢bitos. O pressuposto base do modelo
é o de que os residuos séo independentes e identicamente distribuidos. Em termos préati-
cos, o método é implementado em duas fases, sendo que a primeira pode desagregar-se

nas seguintes etapas:

1. Partindo do conjunto de observagoes (E; +;dst), sdo estimados os parametros oy,
B e kt do modelo de Poisson por intermédio do método de méxima verosimilhanca.

9. E calculada a matriz dos residuos de deviance rp segundo (6.9.17). Em alternativa,

o método pode ser aplicado com base nos resfduos de Pearson rf$m°" = (d, ; —

dz,t)/ Cix,t-

3. Sao geradas B réplicas {rg), b=1,..., B}, mediante um procedimento de amostragem
com reposicdo dos elementos da matriz rp. A equagéo (6.9.17) para os residuos de
deviance ¢ invertida de modo a obter as correspondentes matrizes para o nimero

estimado de 6bitos {dh<b) b=1,...,B}.

T,

4. Aplica-se o método de maxima verosimilhanca as matrizes (Ey 4; ciibl), obtendo-se
b

um total de B estimativas dos parametros {&2,4,,%%, b=1,..., B}.

5. Em cada simulagéo, sdo estimados os pardmetros do modelo ARIMA(p, d, q) selec-
cionado com base nas observagdes iniciais e recorrendo a série K? = {nf y i =tmin, -+,
tmax,0=1,...,B}.

6. Sao geradas estimativas &2 com base nos parametros do modelo ARIMA estimado

na etapa 5. Os termos residuais €} sdo simulados a partir da lei normal AMor (O, ab) .

7. Calculam-se os indicadores de interesse.

A segunda fase do método desenrola-se nos mesmos moldes que os métodos anteriores.

Método de bootstrap nao paramétrico

A aplicacdo do método de bootstrap ndo paramétrico na construcao de intervalos de
confianga para os indicadores de mortalidade é devida a Brouhns et al. (2005). Esta ter-
ceira abordagem, mais geral, implica o desenho de um esquema multinomial envolvendo
a redistribuicdo do niimero de 6bitos observado nas diferentes idades de cada pseudo-
geracao, segundo as probabilidades estimadas com base nas estatisticas de mortalidade

disponiveis.
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6.10. Modelo Binomial bilinear

Em termos mais precisos, para cada par (z,t) é seguida a pseudo-geracao (Ey +;dx ),
(Ez+1,t+15de+1,e4+1) » (Bzt2+2; dz42,4+2) , - - - - Registe-se, no entanto, que estamos na re-
alidade perante uma geragao ficticia, uma vez que ela combina, como vimos no quadrado
de Lexis da Figura 6.3.1, individuos nascidos nos anos t — z e t — x — 1. Posto isto, a
primeira fase do método de bootstrap ndo parameétrico pode decompor-se nas seguintes

etapas:

1. Para cada uma das geragoes ficticias, sdo geradas simulagdes do pseudo-niimero

de ébitos dg,t, dg, 4141 - - com o auxilio de uma distribuicao Multinomial com
expoente
de = doikirk
k>0
e parametros
(j _ dz,t
Tt =
de
o _ d:z:+1,t+1
dr+1lt+1 — —d——
{ ]

2. A aplicagdo do método prossegue entdo segundo os procedimentos descritos nas
etapas 2 a 5 do método de bootstrap paramétrico, considerando naturalmente os

novos valores {dj ;,b=1,...,B} simulados em 1.

Saliente-se que a relagéo

de = Z etk t+k
k>0

é respeitada em cada simulacdo bootstrap. Por outras palavras, o procedimento de
bootstrap preserva o nimero total de ébitos de cada geracdo ficticia. A segunda fase do
método de bootstrap ndo paramétrico decorre nos mesmos moldes do referido anterior-

mente para os métodos de SMC e bootstrap paramétrico.

6.10 Modelo Binomial bilinear

Cossette et al. (2005) desenvolvem uma variante do método Lee-Carter com recurso a
distribuicdo Binomial, onde sustentam que a modelagdo de D, ; através da distribuicdo

de Poisson pode ser considerada uma aproximagio ao “verdadeiro” processo binomial
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6.10. Modelo Binomial bilinear

que gera o nimero de ¢bitos. Nesta secgdo, descrevemos os principais resultados obtidos
pelos autores.
Admitamos que Dy ; segue uma distribuicdo Binomial com pardmetros E; € gz ;. A

especificagao completa do modelo é dada por

com
gzt = 1 —exp(—exp (az + ByKt)), (6.10.2)

onde, na equagio (6.10.2), fizemos uso da definicdo de p, , apresentada em (6.9.2). A
identificacdo do modelo requer de novo o cumprimento das restrigdes (6.9.3).
Com base na hipé6tese de independéncia entre os 6bitos, é deduzida a seguinte funcéo

de log-verosimilhanga

t T
L (C!, ﬂ, K',) = In { H H (d 7:) QI,tdm't (1 _ qz,t)EI't dz‘t}

t=tmin T=Tmin

t T
mnax max Ez

t=tmin L=Zmin

tmax Tmax

= Y Y dopln[(1-exp(—exp(ag + Byke))) (6.10.3)

t=tmin L=Tmin

- (E:c,t - dx,t) €xp (aiﬂ + :Bx'y"'t)] +c,

onde ¢ é uma constante e as demais varidveis assumem o seu significado habitual.

A semelhanca do que acontece no modelo de Poisson, a presenca do termo bilinear
Bkt forca a estimagdo do modelo através do esquema iterativo sugerido por Goodman
(1979). Seja

i) = exp(a + 5, 7)

¢) =1 —exp(—u{) = 1-p.

O procedimento iterativo usado para derivar as estimativas de méxima-verosimilhanca
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& definido por

dx
(%)
a+h al) — Ztmin o (6.10.4)

B tmax (U)+ (v) (v}
E u(”) ( ::')a; Pzt Ew,t)
=t ()

B 40,) ( dz,; - Ez,t)

('U+1) _ A(U) _ t=lmin

tmax (U) (v) _(v)
> (#)ugy (dz,t——f—+“= et —E>

(42)

Tmax . (y+1 v dayt
> 510 )#( ) (d(u) z,t)

t=tmin

Lo+]) () T=Zmin
1 = RO o)) '
(U+1) (’U) d +ﬂ-x tpz t E
E (B :z:t () 2 Tt
T=Tmin (Q::,t)

A iniciacdo do algoritmo e a defini¢do do critério de éptimo sdo feitas nos mesmos
termos dos métodos anteriores. Os residuos de deviance apropriados para monitorar a

qualidade de ajustamento do modelo sao agora calculados segundo

dz t
< - E d
rl?,t = \/é . szgn (dm,t - )\z,t) dz-’t In '1—:'?—: + dzn: In (#{’;t) . (6105)
T, T, 14T,

Cossette et al. (2005) comparam o desempenho dos modelos baseados nas dis-
tribuicées de Poisson e Binomial numa populacdo de pensionistas e concluem que o
modelo de Poisson apresenta, em termos relativos, um desempenho ligeiramente supe-

rior.

6.11 Modelos de projeccao com “Tdbua Limite”

Os modelos de projecgao analisados nas secgoes anteriores baseiam-se na extrapolagéo
das tendéncias observadas na mortalidade. Apesar de esta ser a opgdo mais natural,
existem abordagens distintas (algumas delas jé analisadas) que merecem ser analisadas.

Uma das questoes que desde hd muito preocupa actudrios e demdgrafos refere-se
a duracao da vida humana. Com efeito, e como vimos no Capitulo 2, no século XVIII
Abraham de Moivre representou a funcao de sobrevivéncia por uma equacio matemaética
em que a idade méxima w era fixada em 86 anos. No século XIX, as investigactes de
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Gompertz e Makeham incidiram igualmente sobre o tema, embora Gompertz (1825) fosse
da opinido de que “The limit to the possible duration of life is a subject not likely ever to
be determined, even should it exist.” Um ndmero considerdvel de leis de mortalidade foi
entretanto desenvolvido, considerando distintos valores para w (e.g., De Graaf (1729) e
Lambert (1772) assumiam que w = 92 e w = 96, respectivamente).

Uma abordagem alternativa consiste, como vimos na Secgdo 6.9.6, em construir
tdbuas de mortalidade limite, tomando por base os dados relativos a paises com elevada
esperanca de vida. Neste contexto, o modelo de projeccdo com relacéo a uma tédbua lim-
ite (ou tdbua objectivo), trabalho pioneiro atribufdo a Bourgeois-Pichat (1952), admite
a existéncia de uma tdbua “6ptima” para a qual convergem os melhoramentos na mor-
talidade verificados ao longo do tempo. A escolha deste limite compreende a formulacio
de um conjunto de hipdteses, a consideracdo de uma experiéncia alvo e/ou a elaboragéo
de cenirios para a evolugéo de indicadores caracteristicos.

Em termos formais, seja ¢i™ a probabilidade limite para a idade z e Gz, O Seu
respectivo valor actual. Admitamos que a mortalidade projectada é expressa da seguinte

forma
gz(t) = Fo (q:lcim§(h',to) ) (6.11.1)

onde Fy (-) denota uma qualquer fungio interpoladora. Em particular, se considerarmos

uma funcgdo do tipo exponencial, i.e.,
Tt =™+ [Qx,to - qu] e~ Aa(t=t0) (6.11.2)

com Az > 0, deduz-se que lim;—o0 ¢z = gi™. Para além da aplicacio j4 demonstrada na
Secgéo 6.9.6 e dos exemplos af mencionados, a projeccido com tdbua limite pode ainda
ser adoptada (embora com menor fiabilidade) no contexto dos métodos paramétricos
analisados na Seccdo 6.4. A adopc@o do método vertical de projeccao significa que o
problema envolve agora a interpolagdo entre o valor dos pardmetros 6 que caracterizam

a situagio actual e o respectivo valor limite §'™:

6.12 Modelos de projeccao com “Tdbua Modelo”

Em alternativa & utilizagdo de modelos paramétricos, é possivel representar a evolugio
da mortalidade através de um conjunto de indicadores resumo ou “markers” (Heligman,
1984; Pollard, 1987; Tabeau, 2001). O primeiro conjunto de tdbuas modelo foi elaborado

pelas Nacoes Unidas em 1955, com o objectivo de servir de base a elaboracdo de pro-
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" jecgdes nos paises em desenvolvimento (United Nations, 1955).7 Em termos genéricos, o
procedimento de projeccéo, ilustrado na Figura 6.12.1, decompde-se nas seguinte etapas:

1. E escolhido um conjunto de tsbuas modelo, que representem a mortalidade de uma
determinada populagdo em diferentes épocas e que, se antevé, possam igualmente

espelhar o seu comportamento futuro.
2. A trajectéria expressa em cada tdbua é resumida por um conjunto de “markers”.

3. Sao analisadas as tendéncias registadas nesses indicadores e extrapolado o seu valor

futuro, por exemplo com recurso a um modelo matemstico.80

4. Projectados os “markers”, sdo incorporadas hipé6teses subjectivas destinadas a dis-

tribuir a mortalidade pelas idades que compdem a vida humana.?!

As principais limitagtes deste método dizem respeito a dificuldade em seleccionar as
tabuas modelo e & necessidade de introduzir hip6teses sobre a distribuigao da mortalidade
por idade. Com efeito, indicadores como ép sdo medidas altamente nao lineares da
mortalidade registada em cada idade. De facto, as tendéncias histéricas demonstram
que quando a mortalidade decresce de um nivel elevado, a maior contribuicdo para o
aumento de & provém da diminuigdo na mortalidade infantil e juvenil. Pelo contrério,
quando a mortalidade decresce de um nivel baixo, como aquele que se regista actualmente
nos paises industrializados, os ganhos na esperanca de vida s&o atribufdos, sobretudo, &

redugéo da mortalidade nas idades mais avancadas.®?

™A sua construcio assentou em 158 tdbuas de mortalidade distintas para cada sexo, e recorreu a
técnicas estatisticas que relacionam a mortalidade de uma idade (ou grupos de idades) com a mortalidade
da idade precedente através de uma funcio quadratica. Entre as contribui¢des importantes neste domfnio,
destaque para as tdbuas modelo regionais de Coale e Demeny (1966) e para o sistema de tdbuas modelo
de Lederman e Breas (1959), que recorre a anélise factorial para identificar as varidveis que explicam a
variacio entre as 154 tabuas usadas no estudo. Realge ainda para o modelo relacional (logit) de Brass
(1971).

80Por exemplo, o0 Banco Mundial projecta o indicador é, usando uma fungéo logistica da taxa de vari-
a¢do da mortalidade no tempo. Qutro exemplo interessante pode ser encontrado em Buettner (2002), que
desenvolve uma variante do método Lee-Carter destinada a projectar o comportamento da mortalidade
na base de tdbuas modelo indexadas pela esperanca de vida & nascen¢a. Dado que as tdbuas modelo
n&o contém uma referéncia temporal, a reformulagio do método Lee-Carter envolve a substitui¢do do
indice temporal ¢ em (6.6.1) por um {ndice que reflicta o nivel de esperanga de vida. A equagdo base do
modelo é dada por

lnmz,e =0z + ﬂz’ie + €ze,
onde o parimetro s. representa a tendéncia no nivel de éo.

81 A calibragem de tibuas projectadas pode envolver, por exemplo, a distribui¢io da mortalidade
observada numa populagio tipo.

82Keyfitz (1985) demonstra, por exemplo, que mesmo nos casos em que se admite um decréscimo
constante e simétrico 4 nas taxas de mortalidade de todas as idades a esperanca de vida aumenta a uma
taxa decrescente, numa propor¢io Hé onde H denota a entropia da tédbua.
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Téndencias observadas
nos indicadores Extrapolagéo

/Markers

Tabuas
Mortalidade

N

/

Passado Futuro
Figura 6.12.1: Projec¢ao com Tdbuas Modelo

6.13 Projecgao via transformacao de fungoes da tabua de
mortalidade

Nas seccOes anteriores, enfatizdmos que as tendéncias registadas na mortalidade podem
ser analisadas com recurso a distintos indicadores: gz, 4y, €z, 9z/Pz, entre outros. Uma,
solucao alternativa para realizar projeccdes consiste em recorrer a transformacoes das
funcoes base de uma tdbua de mortalidade. Entre as multiplas transformacoes pos-
siveis, duas merecem destaque pela sua difusdo e validade empirica: a transformacio
logit da funcao de sobrevivéncia, que d4 corpo ao conhecido “método relacional”, e a

transformagao pela “funcgfo de resisténcia”.

6.13.1 Modelo relacional

Desenvolvido por Brass (1971, 1974), o “modelo relacional” presume que a relacao entre
a mortalidade de duas populagoes distintas pode ser devidamente representada por uma

transformagao logit da funcdo de sobrevivéncia. Seja A, a transformacéao logit de uma
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tadbua de mortalidade genérica {g, }

1 (s
A= 5 In (Zp()) , (6.13.1)

onde ig% representa o ganho méximo possivel na fungio de sobrevivéncia 4 idade z, com
T

S(z) =z po. Note-se, em particular, que lim, g A; = —00 e que limy_, 40 Az = +00.

Registe-se ainda que A; = 0 quando ;g0 =; po, ou seja, quando ,py = %, o valor

correspondente 3 mediana da vida aleatéria residual, quando medida a nascenca. O
método relacional de projecgao usa a fungdo (1 — I;), com lp = 1, ou seja, considera a

proporcao dos falecidos a idade x. Substituindo em (6.13.1), obtemos

As =3 ( » ) . (6.13.2)

Com base em estudos empiricos, Brass (1974) demonstra que a relacdo entre A e
a correspondente transformacdo logit para uma populagio standard, AS*#d. ¢ aproxi-
83

madamente linear®?, i.e.,

Ay = a+ BAStand, (6.13.3)

onde os pardmetros o e 3 sdo, nas palavras do autor, (quase) independentes da idade.
O parametro o denota o nivel geral de mortalidade enquanto que o parametro 3 espelha,
a intensidade da sua relacdo com a mortalidade da populacdo standard. A utilizagio
do modelo relacional num contexto dindmico exige, numa primeira fase, a obtencao de
estimativas para os pardmetros o; e 3, em cada um dos anos que compdem a amostra.
De seguida, sao aplicados modelos ARIMA na extrapolacao das tendéncias observadas
em « e 3, visando a construc¢ao de tdbuas projectadas.

O modelo relacional é particularmente interessante quando aplicado a dados gera-
cionais, na medida em que os estudos empiricos realizados sugerem que os valores trans-
formados pela fungéo logit referentes a sucessivas geracdes estio, aparentemente, linear-
mente relacionados (Pollard, 1987). Neste sentido, se designarmos por Az (7) o logit da
funcdo de sobrevivéncia para a geragdo nascida no ano 7, l; (1), i.e.,

Ay () = %m (1 s (T)) , (6.13.4)

Iz (1)

83Brass (1971) nota que a linearidade nem sempre existe e que, nalguns casos, ela pode ser obtida
usando as diferencas entre os logit para diferentes momentos no tempo e a transformacdo logit da

populacdo standard, i.e.,
Ap — AT = o + (B — 1) AT,
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a relagdo entre a mortalidade de duas geragoes nascidas em 7 e Tgy1 € entdo definida

por

Az (Tk+1) = + /Bk;Ax (Tk;) . . (6135)

As projeccoes de mortalidade envolvem, uma vez mais, a extrapolagéo das séries {ax }
e {Bi}. Os valores projectados {l‘m,tmu“ (r):8> 0} deduzem-se a partir da inversa da

transformacao logit®*
1

T Ttexp2A; (1)

Apesar da sua simplicidade e objectividade, o modelo relacional apresenta alguns

(6.13.6)

Iz (7)

problemas. Em particular, a transformagao é efectivamente uma fungéo da probabilidade
de sobrevivéncia desde a nascenca até uma dada idade futura z dependendo, por isso, de
todas as taxas m, para as idades anteriores a z. Significa isto que a funcédo logit ndo é
particularmente sensfvel & mortalidade registada numa idade particular, o que dificulta

naturalmente a reconstituigao adequada dos valores de ¢,.

6.13.2 Funcao de resisténcia

Petrioli e Berti (1975, 1979) sugerem uma transformacéo alternativa da funcao de so-
brevivéncia S(z), baseada na denominada “funcdo de resisténcia”, r (z), definida da

seguinte forma
S(z)

oy (w—z)
xT

onde w denota a idade méxima na tdbua. Como se observa, a transformacio tradug,

na prética, o racio entre duas probabilidades médias anuais de 6bito para um recém-

nascido, respectivamente apés a idade z (numerador) e antes da idade = (denominador).

840 modelo relacional pode ainda ser aplicado num contexto em que a mortalidade ¢ representada
por uma funcdo paramétrica. Por exemplo, Petrioli (1975, 1996) admite que u, segue a popular lei de
Gompertz p, = Bc®, donde se deduz

lnp, =InB+zlne.

Considerando que a experiéncia de duas tdbuas {u;} é representada adequadamente pela lei de

Gompertz, o modelo relacional é definido por

In(4;) = a+ Bl (43),

i=1,2

onde
o = InB; — (].IlC1 lnBz)

Incy

_ 11101
T lne’

B
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A funcéo de resisténcia foi graduada usando a férmula
r(z) = 2 (w — 1) A% +Be+C (6.13.8)
ou, em particular, usando uma versao simplificada com apenas trés pardmetros
r(z) = kz® (w —z)P. (6.13.9)

Num contexto dinémico, as tendéncias na mortalidade sio representadas assumindo
que alguns dos parametros da fungio dependem do ano cronolégico t. Assim, se consi-

derarmos a equagdo (6.13.9), temos
r(z,t) = k (t) 2% (w — 2)PY

numa estrutura formal equipardvel & dos modelos paramétricos analisados na Seccio
6.4.85 Registe-se, por fim, que a funcdo de resisténcia pode ser incorporada num modelo

relacional (Petrioli, 1996) com recurso a uma equacio de ligacdo do tipo

Infr;(z) €] =a+Bln[ry(z) - £, (6.13.10)

onde { = (w — z) /z.

6.14 Meétodos nao paramétricos

6.14.1 P-Splines

Currie et al. (2003, 2004) demonstram que o método das P-Splines apresentado no
Capitulo 4 pode ser utilizado para graduar e projectar tdbuas num contexto bidimen-
sional em que se consideram, simultaneamente, a idade actuarial e o tempo cronolégico.
Designemos por B, = B (z,), na X Ca, & matriz de regressores contendo as B-Splines
referentes a varidvel explicativa idade, z,, onde n, denota o mimero de idades consi-
deradas e c, representa o niimero de nés contemplado nesta dimensdo. Denotemos por
By = B (x1), n; X ¢t, a matriz de regressores contendo as B-Splines referentes & varidvel
explicativa tempo cronolégico, x;, onde n; define o mimero de anos incluidos na janela

de observagao e ¢; simboliza o nimero de nés contemplado na dimenso temporal.

85 Este modelo fot usado para projectar a mortalidade da populagdo italiana e adoptado pela Associagio
Italiana de Actudrios (ANIA) para construir tdbuas projectadas para aplicacdo no mercado de rendas
vitalicias.
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A matriz de regressores para este modelo bidimensional é dada por
B = B;®B,, (6.14.1)

onde ® simboliza o produto de Kronecker entre duas matrizes. Note-se que B tem nqn;
linhas e c,c; colunas. Associado a B surge um vector de coeficientes da regressdo a de
dimensao c,c;. Esses coeficientes sao arrumados numa matriz A com colunas e linhas
dadas por A = (ai,...,a,) e A’ = (af,...,a}).

Seja p o vector das u, , brutas, consideradas como realizagoes de varidveis Poisson
com média u, ,E;;. Quando especificado no contexto dos modelos GLM, o modelo &
definido por

logp =log E + Ba, (6.14.2)

onde log E indica o tradicional offset do modelo.
Para evitar o problema de sobreparametrizacio do modelo os autores introduzem

uma penalizacio sobre os coeficientes a. A matriz de penalizagdo P é definida por
P=XI,®D,D,+MD.D;®1I,,, (6.14.3)

onde I., é uma matriz identidade de dimens&o ¢,, D, é uma matriz de diferencas com
dimensdo (¢, — pa) X ¢, onde p, simboliza ordem da penalizacdo sobre a idade. I o €
D; tém interpretacéo andloga, com a diferenga de que estdo associados & penalizacio
que incide sobre os coeficientes da dimens8o temporal. Os pardmetros A, e A, que
determinam o nivel de alisamento sobre a dimensdo idade e tempo, respectivamente,
sao seleccionados através de um procedimento de optimizagao com respeito a um dado
critério (e.g., BIC, AIC).
Os coeficientes da regressao sao estimados maximizando a funcao de log-verosimilhanca,

com B definida por (6.14.1), penalizada pela matriz P, i.e.,
1,
Ly=L(ajy) - 30 Pa. (6.14.4)

A previs@o no modelo assenta no principio de que os valores futuros sdo desconheci-
dos, atribuindo valores arbitrarios a dy: € E;;. A funcio de penalizacio possibilita
entao, de forma simultinea, o ajustamento aos dados observados e a projecgio dos va-

lores futuros, assegurando o alisamento da série projectada.
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6.14.2 Meétodos baseados em smoothers do tipo Kernel

Felipe et al. (2001) desenvolvem um método nao-paramétrico de graduacao com respeito
4 idade e ao tempo cronolégico, onde combinam alguns principios bésicos de processos
estocasticos com smoothers do tipo Kernel.?6 Em termos mais precisos, seja t o tempo
cronoldgico, X (t) o processo seguido pela idade e n o mimero de individuos observados
i = 1,...,n. Denotemos por N; o processo de contagem do ntimero de falhangos para
o i*m° individuo no intervalo de tempo [t;,%2]. A intensidade aleatéria do processo
A= (A1,..-,An) & definida por

Ai () = a{X; (t),t} Vi (¢), (6.14.5)

onde X; (t) é um processo previsivel unidimensional para a idade e o (-) & funcio sem
forma funcional definida. Y;(t) é um processo previsivel que assume valores em {0, 1},
tomando o valor 1 quando o *i™° individuo est4 exposto ao risco e 0, caso contrario.
Seja K uma funcao kernel unidimensional e b = (b1,b2) um vector bidimensional de
bandwith. O estimador de « é dado por

K
;ﬁ;jt (6.14.6)

T,

& (z,t) =
onde

dyy = Z/t2 K, {7 — Xi(s)} Kb, (t — 5) dN;(s)
i=17h

n ta
Ef, = > [ Ko {z—Xi(s)} Ko, (t — 5) Yi(s)ds
=17l
definem, respectivamente, o nimero de ocorréncias e o niimero de expostos ao risco,
devidamente suavizados. O estimador corresponde, assim, ao tradicional récio entre o
nimero de 6bitos observados e o mimero de expostos ao risco. Para separar os efeitos
idade e tempo cronolégico, os autores analisam, em particular, o submodelo multiplica-

tivo bidimensional, definido por

a(z,t) = a1 (z) ay (t).

86 A metodologia é classificada, pelos préprios autores, como sendo uma técnica exploratéria de dados,
especialmente concebida para diagnosticar o comportamento da mortalidade nas dimensbes etdria e
temporal, numa analise prévia i gradua¢do mediante fun¢bes paramsétricas.
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O modelo pode ser interpretado como um ratio de mortalidade continuo, cuja tnica
hipdtese se refere & interacgao multiplicativa entre as duas componentes. Trata-se de
uma hip6tese algo restritiva, na medida em que pressupde que a passagem do tempo
influencia as taxas de mortalidade em todas as idades na mesma proporgao. Os autores
sustentam que a principal vantagem do método corresponde 4 separacio das compo-
nentes idade e tempo cronolégico. Reconhecem, todavia, as suas limitacdes, face as
potencialidades oferecidas, por exemplo, pelos métodos paramétricos em termos de pro-

jecgao, interpretagao dos parametros e inferéncia estatistica.

6.15 Meétodos de projecgcao nas idades avancadas

Nos tltimos dois séculos, a esperanga de vida 4 nascenca nos pafses desenvolvidos du-
plicou aproximadamente, atingindo os 72 e os 79 anos no caso de homens e mulheres,
respectivamente (United Nations, 2002). Uma boa fatia deste acréscimo é atribuivel a
significativa redugéo alcangada na mortalidade infantil e juvenil, que assume hoje valores
tao baixos que futuras diminui¢des pouco impacto terdo no aumento da esperanca de
vida. Neste sentido, a manutengéo da trajectéria crescente da esperanca de vida exigirs,
redugdes importantes na mortalidade das idades mais avancadas.

O continuado aumento da esperanca de vida tém implicacdes claras. Por um lado,
um numero crescente de pessoas sobrevive até as idades mais avancadas. Por outro,
os 6bitos registados nestas idades representam uma proporcio cada vez maior do total
de 6bitos registados num ano. Durante muito tempo, a escassez e pouca fiabilidade
da informagdo estatistica sobre o mimero de 6bitos nestas idades fez com que o perfil
da mortalidade permanecesse relativamente desconhecido. N&o admira, por isso, que
no passado as estimativas resultassem, frequentemente, de extrapolacdes efectuadas com
base nas idades mais jovens, usando modelos paramétricos fundados nas leis de Gompertz
ou de Makeham.

Nos ultimos anos, a melhoria da qualidade da informacao estatistica permitiu iden-
tificar um comportamento aparentemente inesperado na mortalidade das idades mais
avancadas. Com efeito, os estudos empfricos realizados no campo da demografia (e.g.,
Horiuchi e Wilmoth (1998), Olshansky e Carnes (1997), Cheung e Robine (2007)) detec-
taram uma desaceleragio na taxa de crescimento da mortalidade a partir de uma certa
idade. Em particular, a curva z +— m, tende a apresentar, em escala logarftmica, uma
forma concava nas idades mais avancadas, formando uma espécie de “platean”. Por out-
ras palavras, o crescimento exponencial pressuposto, por exemplo, pela lei de Gompertz,

nao se confirma na realidade.
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Esta incapacidade das leis de mortalidade cldssicas para representar o perfil nas
idades avangadas, com o progressivo afastamento face as hipéteses estipuladas pelas leis
de Makeham ou Gompertz, motivou os investigadores na procura e desenvolvimento de
modelos alternativos que captassem, de forma adequada, o comportamento do fenémeno.
Nesta seccao, apresentamos uma sintese dos principais contributos desenvolvidos nesta
matéria, tendo em vista a selecgao da melhor solugéo a adoptar na construcio de tdbuas

prospectivas.87

6.15.1 Modelo de Heligman-Pollard

Uma das primeiras solugdes propostas envolve a utilizacio de uma versdo reduzida do
modelo de Heligman e Pollard (1980), analisado em detalhe no Capitulo 3. O modelo
inclufa, na sua verséo original, oito parAmetros e cobria todo o espectro de idades desde
o nascimento até as idades mais avancadas. Quando aplicada apenas as idades mais

avancadas, a segunda lei de HP (3.6.4) reduz-se a

GH*

= m, (6.15-1)

qz

ou seja, a uma fungédo com trés parametros G, H e K, cujo significado foi detalhado
anteriormente. Na sua formulacdo original, o modelo destinava-se 4 graduacao de tabuas
contemporineas. Como se observa, apesar da sua maior flexibilidade esta versdo restrita
do modelo de HP replica, em boa medida, o padrdo de mortalidade implicito na lei de

Gompertz.

6.15.2 Modelo Logit

O modelo relacional de Brass (1971), assente na parametrizagio da transformacio logit

de g, por uma fungao linear, i.e.,

logit (gz) = In ( fo ) =a+fz (6.15.2)
1—q;

constitui uma alternativa simples para estimar a mortalidade nas idades mais avancadas.

As semelhangas entre o modelo logit e 0 modelo de Heligman-Pollard sio evidentes.

Com efeito, se aplicarmos a fungao inversa a (6.15.2) e resolvermos em ordem a g,

87 Para uma anslise mais detalhada veja-se, por exemplo, Boleslawski e Tabeau (2001), Buettner (2002),
Thatcher et al. (1998) e Pitacco (2004).
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" obtemos
e thz e®ebr GH*

= 1+ ecthz 1+ecefr 1+ GH*=

Qx (6.15.3)

onde G=e¢*e H =P,

6.15.3 Meétodo de Coale-Kisker

Coale e Guo (1989) desenvolveram uma técnica de fecho de tdbuas de mortalidade, que
consiste na substitui¢ido das taxas de mortalidade observadas das idades mais avancadas
(85 anos e seguintes) por uma sequéncia de valores extrapolados para os grupos de idades
85-89, 90-94, ..., 105-109 anos. Num estudo empirico sobre a experiéncia de seis paises
(Austria, Franca, Japao, Noruega, Pafses-Baixos, Suécia), os autores detectaram uma
diminuigao relativamente constante na taxa de crescimento da mortalidade em intervalos
de idades quinquenais a partir dos 80/85 anos.88

No ano seguinte, Coale e Kisker (1990) explanaram uma abordagem semelhante mas
aplicada no fecho de tdbuas completas. O método proposto por Coale e Guo (1989) e
Coale e Kisker (1990) ficaria conhecido na literatura por método de Coale-Kisker. Em
termos formais, designemos por k, a taxa de variagido da taxa de mortalidade my

kz=In ( i ) =Inmgy —Inmy_;, (6.15.4)

Mg—1

donde resulta
Mg = My_1€xp (kz) . (6.15.5)

Se fixarmos, por exemplo, z = 85 e aplicarmos recursivamente a equacéo (6.15.5),

podemos escrever

T
My = Mgy €XP Z ky1, z=85,...,Zmax, (6.15.6)
y=85

onde Tyax representa a idade maxima (limite) considerada.8?
Os autores assumem que k, é linear acima de uma determinada idade, 85 anos neste

830 método proposto pelos autores foi aplicado no fecho das tdbuas modelo de Coale-Demeny, tdbuas
abreviadas com idades agrupadas em intervalos quinquenais.
89Repare-se que no caso em que k. & constante (i.e., kz = k), a equacdo reduz-se ao cldssico modelo
de Gompertz
mg = maaexp [(z — 84) k] .
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caso, ou seja
ky = kgs +(x —85)s, x € [85,Tmax] - (6.15.7)

Para determinar a inclinacdo s da recta (6.15.7), Coale e Kisker (1990) impdem um
valor pré-determinado para a taxa m, correspondente i idade limite m,_,_, que fixam
em Tmax = 110 anos a partir das observagoes efectuadas na populacao sueca

1.0, homens
miio =
0.8, mulheres.

A fixacdo de valores diferentes para homens e mulheres é intencional e destina-se a
evitar o cruzamento das m; dos individuos de ambos os sexos nas idades mais avancadas.

Se incorporarmos estas restrigdes em (6.15.6) obtemos

110 110
mit0 = mgsexp | > ky | =mesexp | Y (kss+ (y—85)s)|,
y=85 y=85

donde se deriva a seguinte estimativa do parametro s

In (f—n-m) — 26kgs

msg4

s = 358 (6.15.8)
Os valores de my relativos a cada idade sdo calculados mediante
T
Mg = Mgy eXp Z [kgs +(y —85)s] p, x=285,...,Tmax (6.15.9)
y=85
ou, se nao desejarmos acumular os valores de k; e s, através de
Mg = My_1€xp [kss + (x —85)s], = =285,...,ZTmax. (6.15.10)

O método parte da hipétese de que as taxas em torno da idade z = 85 sdo fisveis,
garantindo que o parémetro kg5 pode ser calculado directamente a partir das estimativas
brutas. Wilmoth (1995b) demonstra que o modelo de Coale-Kisker implica uma funco
exponencial de polinémios quadrética com respeito & idade, i.e.,

Mg = exp (a.a:2 + bz + c) (6.15.11)

contrastando, assim, com a hipétese de Gompertz.
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6.15.4 Meétodo de Lindbergson

Lindbergson (2001) propde uma técnica que consiste em modificar a férmula de Makeham
substituindo o crescimento exponencial por uma linha recta nas idades mais avancadas.

Em termos formais, a forga de mortalidade a idade = é definida por

a + be®t , TN

(6.15.12)
a+be+k(z—n) ,z>mn,

/J’:l: (a'a ba C, d) = {
onde a, b, c e k sdo parametros e 7 indica a idade a partir da qual a mortalidade tende
a estabilizar. Dado um valor para 7, os pardmetros podem ser estimados com base no

método do minimo Chi-Quadrado, i.e., pela minimizagdo da seguinte equacio

Tmax E R
=3 {f (B = iz (a,b,¢, d))z}, (6.15.13)

onde fi, e E; assumem o seu significado habitual. Para determinar a idade de transicao,
é recomendada a repeticdo do procedimento de minimizagéo (6.15.13) para diferentes
valores de 7 no sentido de encontrar o valor que minimiza a estatistica ©2.9° O autor
testa o desempenho do modelo numa amostra relativa a populacio sueca e aos perfodos
1988-1992 e 1993-1997, desagregada por sexo, e conclui que o ajustamento é satisfatério.
O facto do modelo impor uma trajectéria linear para u, nas idades extremas contrasta

com a evidéncia empirica que aponta, como vimos, para uma configuracio céncava.

6.15.5 Meétodo de Denuit e Goderniaux

O método desenvolvido por Denuit e Goderniaux (2005) trabalha com base nos quo-
cientes de mortalidade ¢, e prescreve uma condicao de fecho para as tdbuas. O método
envolve o ajustamento, pelo método dos minimos quadrados, do seguinte modelo log-
quadrético

Ing, = a+br+cr?+e;, e ~Nor (0,02) (6.15.14)

as observacoes relativas as idades mais elevadas, respeitando duas restricdes

Ty, = 1 (6.15.15)
= 0, (6.15.16)

’
iz nax

90 Assinale-se ainda que os célculos sio feitos considerando apenas as idades x a partir das quais se
observam p, crescentes.
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~onde ¢, designa a primeira derivada de g, com respeito & idade z.
Se incorporarmos as restrigdes (6.15.15) e (6.15.16) em (6.15.14) demonstra-se, ap6s

alguma manipulacdo algébrica, que a equagéo base do modelo pode ser expressa segundo
NG = (Thax — 27 (Tmax) + 2°) c+ €5, € ~ Nor (0,07) . (6.15.17)

As restrigoes (6.15.15) e (6.15.16) impdem 4 curva dos quocientes g, uma configuracéo
cobncava nas idades elevadas e a existéncia de uma tangente horizontal no ponto £ = Zpax.
A restricdo (6.15.16) visa impedir um eventual decréscimo dos quocientes nas idades
avangadas.

Um dos aspectos criticos no modelo refere-se 4 determinagio da idade a partir da
qual as estimativas brutas ¢, sdo substituidas pelos valores ajustados provenientes do
modelo (6.15.14). Em relacéo a este ponto, os autores recomendam s escolha da “idade
de corte”, xp, que maximiza o coeficiente de determinacgio da regressio R?, repetindo
o procedimento para diferentes valores de zo no intervalo z € [50,85]. Alertam ainda
para a provivel necessidade de alisar a série {¢,} em torno da idade de corte, recomen-
dando para tal, por exemplo, a utilizagdo de uma média geométrica dos §, nas idades
Tz =x9—95,...,7z0 + 5. Este procedimento evita o surgimento de descontinuidades no
comportamento da série na vizinhanca de xg.

Os autores testam o desempenho empirico de diferentes métodos de fecho nos dados
relativos &s populagbes francesa, holandesa e sueca nos anos de 2002, 2001 e 1999, re-
spectivamente, comparando os seus méritos relativos e analisando as consequéncias da
sua utilizagao na tarifacio de rendas vitalicias. Concluem que a escolha do método de

fecho nao ¢é irrelevante e tém implicagdes no calculo dos prémios.

6.15.6 Modelo logistico

O modelo logfstico analisado no Capitulo 2 assenta numa curva em “S”, que cresce
primeiro rapidamente para depois desacelerar essa progressio, apresentando um com-
portamento assintético interessante na modelacao das idades avancadas. Thatcher et al.

(1998) testam o seu desempenho com base na seguinte formulagio

92693:‘c
=0+ ——— 6.15.1
My 1+1+046031a (6.15.18)
onde §; (¢ =1,...,4) sfo parametros a estimar.

No extremo inferior do intervalo de idades, as estimativas proporcionadas pelos mod-

elos de Makeham e (6.15.18) ndo se afastam significativamente, na medida em que, para
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valores de 0; reduzidos, o denominador do segundo termo em (6.15.18) se aproxima da

unidade. Em contrapartida, no extremo superior os modelos divergem uma vez que,

enquanto (6.15.18) nivela no patamar 6; + gﬁ, a Lei de Makeham cresce sem limite.

Recentemente, Bongaarts (2004) desenvolveu uma variante do modelo logfstico, que
apelidou de “shifting logistic model”, com base na seguinte funcio

a(t)ef®

T, t) = ———n t), 6.15.19

B0 = 75 o + 0 (6.15.19)

onde a (t) e 7 (t) sdo parametros que dependem do tempo cronolégico. O autor assume

que o pardmetro 3 pode diferir entre populagbes e entre os sexos, mas é constante no

tempo.

6.15.7 Modelo de Kannisto

O modelo de Kannist (1992) constitui uma variante do modelo logfstico em que a trans-
formagao logit de g; é expressa em termos de uma funcdo linear da idade. Formalmente,

gr=1—exp {— (1 - efl(:zi Ezzg — 1)>J | (6.15.20)

A equacdo (6.15.20) & um caso particular de (2.5.44) fixando #; = 0 e 02 = 65.
A principal vantagem deste modelo prende-se com a sua facilidade de ajustamento, na

temos

medida em que apenas é necessdrio estimar dois parametros (61, 03).

6.15.8 Meétodo das geracgoes extintas

Um dos principais problemas na andlise da mortalidade nas idades avancadas refere-se
a obtencdo de estimativas de populagdo. Atribuido a Vincent (1951), o método das
geragoes extintas constitui uma solugao para derivar estimativas de populacio para as
geragoes sem membros sobreviventes no final do periodo de observagao. Neste método,
o efectivo populacional P;; 4 idade £ no momento t é estimado somando todos os 6bitos

futuros desta geracdo, calculados da seguinte forma

o

Pry = Z [ it g + A vir1etig)» (6.15.21)
i=0

onde d e dV denotam os 6bitos registados nos triangulos inferior e superior, respectiva-

mente.

266



6.15. Métodos de projecgao nas idades avangadas

O método assume que os 6bitos tém dupla classificacio (por idade e data de nasci-
mento) e que ndo existem migragdes internacionais apés a idade z na geracdo g em
andlise, uma hipdtese razosvel apenas nas idades avangadas. Um ponto prévio na apli-
cagio deste método prende-se com a determinacdo das geracoes j4 extintas. Regra geral,
assume-se que uma geracao estd extinta se alcancou a idade limite w (e.g., 120 anos) no

final do perfodo de observagdo.%!

6.15.9 Método do racio de sobrevivéncia

Desenvolvido por Thatcher et al. (2002), o método do récio de sobrevivéncia (survivor
ratio method) é usado igualmente para obter estimativas de populacao nas idades mais
avancadas. O método das geracOes extintas pressupde que sé apds o falecimento de
todos os membros de uma geracdo é possivel reconstruir os niimeros de sobreviventes
nas idades anteriores, admitindo que nos confinamos a idades em que o fenémeno da
migragao é negligencidvel.

Em alternativa, o método do ricio de sobrevivéncia nao requer a extingao completa
da geragao, bastando para tal que os membros da gerago atinjam uma dada idade (e.g.
100 anos). A justificacdo é a de que, nesta idade, se assume que apenas uma pequena
propor¢ao do efectivo original ters sobrevivido, ou seja, que o ricio entre o nimero de
sobreviventes face aos elementos da geracdo que faleceram nos tltimos k& anos pode ser
estimado com base na experiéncia das geragdes precedentes.

Designemos por ricio de sobrevivéncia, RS; 4,4, O Técio entre os sobreviventes da
geracgao g com idade z em 1 de Janeiro do ano t e os sobreviventes da mesma geracio k

anos antes
P, x,l

RSwatvgvk = P kit k'
T—k,t—

(6.15.22)

<.
Assumindo que nao existe migracdo na geracio no intervalo de tempo [(t — k), 1],

este rdcio pode ser definido por

P:c,t

RSntak =1 D0

(6.15.23)

onde
k

D, = Z [dzU-—i,t-—i,g + daL:—i+1,t—i,g] .

i=1

Resolvendo (6.15.23) em ordem a P, ;, obtemos

%1Para mais detalhes sobre este tema veja Wilmoth et al. (2005).
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P ;= RSz,t,g,k
® (1 - RSz,t,g,k)

O récio RS; ;4 para a mais velha geracao nao extinta (com idade w — 1 no momento

D.. (6.15.24)

de observagdo) é desconhecido, uma vez que nio existe informacao sobre a dimensao do
efectivo FP,_1;. No entanto, rdcios compardveis sdo conhecidos para todas as geragoes
precedentes, uma vez que é possivel usar o método das geragoes extintas para derivar
estimativas de populagdo. Admitamos que o ricio assume aproximadamente o mesmo

valor na geracao em andlise face s m geragOes precedentes, i.e.,

Prg o Pepn o Priem

-~

RS.’E,t,g,k =

Ptk  Prgpr1 P ktkem

Uma forma de estimar RS; ;g consiste em calcular o ricio agregado para as m
geragOes precedentes, i.e.,

Z P:c,t—i
== (6.15.25)

*
Sx,t,y,k - m
> Pookp—k—i
i=1

Conhecendo os valores de RS}, ok € D,, é possivel estimar P;; mediante

5 RS:, .
Pot=p S D (6.15.26)

Aplicando este método recursivamente desde a idade w—1 até a idade desejada (e.g.,
90 anos), é possivel derivar estimativas de populagdo para as idades correspondentes.

Estudos empiricos realizados por Kannisté (1996) demonstraram, no entanto, que
quando as taxas de mortalidade apresentam uma trajectéria descendente, os rdcios de
sobrevivéncia nao sao constantes entre geragoes, razao pela qual o autor propde a intro-
dugdo de um factor de correc¢ao o e a substituicido da estimativa (6.15.26) por

1-RS?

) Sz
Ppy=a—2tok p (6.15.27)
( z,t,g,k)

onde o € um pardmetro a estimar. Quando a mortalidade é decrescente/crescente/constante,

o valor de a deve ser maior/menor/igual 4 unidade.%?

920 autor defende ainda que o procedimento iterativo de reconstitui¢io deve ser calibrado de modo a
que as estimativas de populagido obtidas pelo método coincidam com os valores apurados pelos organismos
oficiais para a idade méxima disponivel (e.g., 85 anos em Portugal). O coeficiente a desempenha, nesta
matéria, um papel fundamental.
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Capitulo 7

Tabuas de Mortalidade
Prospectivas para a Populacao

Portuguesa

“And in the end, it’s not the years in your life that count. It’s the life in

your years.” (Abraham Lincoln)

7.1 Introducao

Para responder aos desafios criados pelo aumento da longevidade humana, os actusrios
devem caminhar no sentido da utilizagsio de tdbuas de mortalidade prospectivas, que
lhes permitam calcular os prémios e as reservas financeiras relativas a rendas vitalicias
e outros produtos com beneficios de longo prazo em caso de vida, quer no contexto
da actividade privada, quer no dominio dos sistemas publicos de seguranca e proteccio
social. A construcao de tdbuas prospectivas envolve, como vimos no capitulo anterior,
a adopgao de métodos estatisticos que projectam as tendéncias histéricas registadas na
mortalidade para o futuro. Estes métodos permitem igualmente a derivacao de medidas
da incerteza subjacente as projeccdes, que se consubstanciam na construcao de intervalos
de confianca para as estimativas pontuais.

O objectivo deste capitulo é o de construir tdbuas de mortalidade prospectivas para
a populacdo portuguesa visando, quer o estabelecimento de bases técnicas adequadas a
uma correcta quantificacao e controlo do risco de longevidade por parte das companhias
de seguros, quer a avaliagdo da sustentabilidade financeira dos sistemas de seguranca so-

cial. Os resultados obtidos permitem ainda analisar e projectar a evolucao de indicadores
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7.1. Introdugao

como a esperanga de vida e constituem, em conjunto com as componentes fecundidade e
migragao, um elemento chave na elaboragéo de projecgdes demograficas de longo prazo.

O Capftulo est4 organizado da seguinte forma. No que resta desta Seccéo, é discutida
a importancia das bases técnicas na actividade seguradora e a necessidade de tdbuas
prospectivas. Na Secgéio 7.2, so examinadas as grandes tendéncias de evolugéo da
mortalidade em Portugal, considerando uma abordagem transversal assente em tabuas
contemporineas produzidas pelo INE. Esta andlise transversal ndo tem naturalmente
em conta o percurso longitudinal dos individuos no diagrama de Lexis, pelo que os
indicadores analisados se referem a geragdes ficticias. Nas Secgdes 7.3 e 7.4, testamos a
aplicagdo do modelo de Poisson (nas suas multiplas variantes) e do método Lee-Carter
na obtencao de projecgGes de mortalidade para a populagio portuguesa.

Na Secgéo 7.5, investigamos a aplicagdo de métodos de séries temporais na pro-
Jecgdo das tendéncias temporais. Na Seccdo 7.6, examinamos a utilizagio de métodos
de projecgio da mortalidade nas idades avangadas e de fecho de tébuas. Na Secgéo 7.7,
analisamos a evolugdo da longevidade numa dptica transversal e numa 6ptica longitu-
dinal ou prospectiva. Na Secgdo 7.8 procuramos quantificar a incerteza em torno das
quantidades projectadas e o risco de longevidade. Para tal, sio testadas duas metodolo-
gias alternativas de construcdo de intervalos de confianca empiricos, a saber o método
de Simulagio de Monte Carlo e o método parametric bootstrap. Por fim, na Secgio 7.9
sao resumidas as principais conclusdes dos estudos efectuados.

7.1.1 Bases técnicas

A evolugéo da longevidade humana tem consequéncias 6bvias no pricing e no célculo das
responsabilidades financeiras das empresas com produtos do ramo vida com beneficios
em caso de vida, em particular com rendas vitalicias e pensdes. A determinagio do
prémio puro de uma renda vitalicia assenta, & semelhanca do que acontece noutros
produtos do ramo vida, no principio da equivaléncia. Segundo este princfpio, o valor
actual esperado das prestagdes devidas pela seguradora deve ser igual ao valor actual
esperado dos prémios puros pagos pela pessoa segura. Ao prémio puro assim obtido,
é habitual as companhias adicionarem um conjunto de cargas (margem de seguranca,
comissdo de gestdo, comissdo de emissdo, etc.), obtendo em resultado o denominado
prémio comercial.

As bases técnicas de um contrato de seguro do ramo vida cléssico compdem-se: (i) de
uma taxa de juro técnica, usada para actualizar os fluxos financeiros futuros gerados pelo

contrato, que é normalmente fixada obedecendo a regras de prudéncia sendo, nalguns
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casos, garantida durante todo o contrato; (ii) de uma lei de sobrevivéncia (descrita por
uma tébua de mortalidade), e (iii) dos montantes (ou percentagens) das diferentes cargas
adicionais que agravam o prémio puro.

Em Portugal, a legislacio em vigor! estabelece que a taxa de juro técnica a usar no
calculo de prémios e provisdes matemdticas do ramo vida deve ser escolhida de forma
prudente, tendo em conta a natureza e a maturidade dos compromissos assumidos, bem
como os activos em que a companhia de seguros se propéde investir os valores correspon-
dentes as provisdes.2 J4 no que se refere 4 componente demogréfica, as entidades de
supervisao recomendam a adopcao de tdbuas de mortalidade suficientemente prudentes
e adequadas as classes de risco envolvidas, considerando margens de seguranca razodveis
para fazer face a variagGes inesperadas desfavordveis nos diferentes factores de risco.

Conforme referimos no Capitulo 5, ndo existem em Portugal tdbuas de mortali-
‘dade regulamentares homologadas pelas entidades de supervisao, nem para a populacio
portuguesa, nem para as subpopulagoes de pessoas seguras. Em consequéncia, as com-
panhias a operar no mercado socorrem-se de tdbuas adoptadas noutros pafses, seleccio-
nando mormente aquelas que melhor aproximam o comportamento da mortalidade na
sua carteira. Apesar de esta prética se enquadrar nas normas orientadoras da activi-
dade seguradora, nao deixa de constituir uma solu¢éo de recurso que envolve riscos de
base substanciais e que deve, por isso, merecer uma atencgdo prioritdria de companhias
e entidades reguladoras no sentido de se colmatar esta lacuna. Neste sentido, centramo-
nos neste capitulo no desenvolvimento de tdbuas de mortalidade prospectivas para a
populagdo portuguesa analisando, em particular, as suas implicages sobre a tarifacio

no mercado de rendas vitalicias.

7.1.2 Necessidade de tdbuas prospectivas

Tradicionalmente, os actudrios baseiam o célculo dos prémios de seguro em tédbuas con-
temporéneas ou de momento. Essas tdbuas sdo, como vimos nos capitulos anteriores,

1Vidé o artigo 82 do Decreto-Lei 94-B/98 de 17 de Abril.

*Embora com caricter meramente prudencial, estabeleceram-se igualmente regras para a determi-
nagdo da taxa de juro técnica a utilizar. Assim, para os contratos de taxa garantida, o Instituto de
Seguros de Portugal (ISP) fixou por via da norma regulamentar n° 19/94 uma taxa de juro técnica
méxima de 4%, podendo ascender a 6% no caso dos contratos de rendas vitalicias. N&o se encontram
abrangidos por esta regra os contratos de seguros e operagdes ligados a fundos de investimento, con-
tratos de prémio inico com uma dura¢do mdxima de 8 anos e contratos sem participacio de resultados.
Em investimentos auténomos, recomenda-se que a taxa de juro técnica seja determinada em funcio
da rentabilidade da aplicagdo, desde que cumpridas as margens e 0s requisitos estabelecidos pelo ISP.
Caso ndo sejam cumpridos estes requisitos, poderd haver lugar & constituicio de uma provisio adicional,
designada por provisdo para compromissos de taxa. Por fim, a taxa de juro utilizada nunca podera ser
superior ao rendimento dos activos.
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7.2. Evolugao da mortalidade em Portugal

construidas a partir de observacoes relativas a um periodo determinado (que vai, tipica-
mente, de 1 ano a um méximo de 5 anos). Esta forma de proceder afigura-se claramente
desajustada nos casos em que a mortalidade evolui no tempo. Com efeito, suponhamos
que o actudrio utiliza as probabilidades anuais de morte (ou quocientes de mortalidade)
obtidas a partir de um ano de observagoes da sua carteira. Nesse caso, os segurados de
idade x servirdo para estimar a probabilidade g, de morte nesse ano para um indivi-
duo que alcanca essa idade. As diferentes estimativas ¢, de g, servirao para calcular os
prémios dos diferentes produtos comercializados pela empresa.

Esta abordagem simples e pragmatica sofre, no entanto, de uma debilidade funda-
mental. Com efeito, os prémios assim calculados nio reflectirdo o risco real de nenhuma
das pessoas seguras da carteira, salvo na hipétese, pouco provével, de que a mortalidade
permanece estédtica no tempo. De facto, na Secgdo 6.3 provamos que na realidade cada
uma das g, é estimada com base em, pelo menos, uma geracdo diferente. Por outras
palavras, se o objectivo for o de calcular o prémio a pagar por um individuo com zg
anos de idade no momento da subscricdo do contrato, g, serd estimado a partir dos
individuos com essa idade na carteira (fazendo, por isso, parte da mesma geragio que
o segurado), gz,+1 a partir daqueles com idade zg + 1 (ou seja, precedentes da geracao
imediatamente anterior & do novo segurado), gz,+2 com base nos individuos com idade
o + 2, e assim sucessivamente. Num cendrio de diminui¢do da mortalidade, resulta
evidente que as probabilidades adequadas a aplicar no cdlculo do prémio serdo inferiores
a §go+1 & idade T + 1, inferiores a ¢z,+2 & idade xg + 2, e assim sucessivamente.

Com base neste raciocinio, conclui-se que, em contextos de aumento da longevidade,
o pricing com base em tdbuas contemporineas conduz a uma subestimacgio sistemética
dos prémios relativos a operagoes em caso de vida. Se é verdade que esta subestimacio
pode, pelo menos parcialmente, ser compensada pela aplicagio de cargas adicionais
sobre o prémio puro, num contexto em que a longevidade é dindmica e os mercados
sdo competitivos a adopgao de bases técnicas adequadas passa, inevitavelmente, pela

utilizagdo de tdbuas de mortalidade prospectivas.

7.2 Evolucao da mortalidade em Portugal

Nesta secgdo, procedemos a uma caracterizagdo da evolu¢ao da mortalidade em Portu-
gal desde 1930 até ao presente, usando para o efeito as tdbuas de mortalidade contem-

poraneas produzidas pelo INE e por Mexia e Corte-Real (1995).
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7.2.1 Rectangularizacio da funcao de sobrevivéncia

A anélise da distribuicio do mimero de ébitos nas diferentes idades (i.e., do gréfico da
funcdo = +— dy/lp), representada na Figura 7.2.1, permite-nos constatar claramente uma
crescente concentracdo da mortalidade em torno da moda da distribuicéo, localizada
nas idades adultas. Em consequéncia, observa-se uma progressiva rectangularizacao
da funcgéio de sobrevivéncia, sobretudo nos individuos do sexo feminino, um fen6meno
bem patente nas Figuras 7.2.2 e 7.2.3 onde sdo representados os grificos da funcdo
T ¢ po = lz/lp. Nestas figuras é representada, no eixo das ordenadas, a percentagem

dos membros da populagio que alcancam a idade z indicada em abcissa.
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Figura 7.2.1: Densidade z ~ d,;/lp (homens & esquerda e mulheres & direita)

Expliquemos em detalhe o fenémeno da rectangularizagdo. O mimero de sobre-
viventes de uma geragio decresce normalmente em fungéo da idade, e desde os primeiros
anos. A queda continuada dos quocientes g, registada em Portugal, em quase todas as
idades, tem como resultado que uma percentagem muito significativa dos elementos de
cada geracao sobrevive até as idades avangadas, por volta dos 70-75 anos. Esta evolucao
na mortalidade faz com que a fun¢io de sobrevivéncia se desloque verticalmente e se
aproxime cada vez mais da forma rectangular, como se constata nas Figuras 7.2.2 e
7.2.3.
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274



7.2. Evolucdo da mortalidade em Portugal

Se observarmos atentamente a Figura 7.2.1, verificamos igualmente que a moda da
distribuicéo tende a deslocar-se em direcgéo as idades mais elevadas (em torno dos 80
anos), naquilo que é conhecido na literatura como o fenémeno de expansio da funcéo de
sobrevivéncia.

No Quadro 7.2.1 verificamos que os fenémenos de rectangularizacio e de expanséo
registados em Portugal no periodo em anélise tém conduzido, em ambos os sexos, a um
significativo aumento da esperanca de vida & nascenca e a uma diminuicdo da variancia
(e do coeficiente de variacdo associado) da duragdo da vida humana ao longo do tempo.
Como se observa no quadro, o coeficiente de variacio diminuiu significativamente desde
os anos 30 até ao presente passando, no caso dos homens, de um valor de 0.66 em 1930-
1931 para um valor de 0.24 em 2002-2003, enquanto que no caso das mulheres se registou
uma descida de um valor de 0.63 para 0.20 no inicio do século XXI.

Esperanca de vida Variancia Coef. de variagéo
Periodo éo =E[T] Var [T v Var [T]/E[T]
Homens | Mulheres | Homens | Mulheres | Homens | Mulheres
1930-1931 48.08 52.12 994.81 1066.40 0.66 0.63
1939-1942 | 48.58 52.82 1005.11 | 1047.13 0.65 0.61
1949-1952 55.52 60.50 880.57 922.14 0.53 0.50
1959-1962 | 60.73 66.35 778.36 771.66 0.46 0.42
1969-1972 64.25 70.48 578.83 541.32 0.37 0.33
1979-1982 | 68.44 75.35 459.48 390.45 . 0.31 0.26
1990-1991 70.60 77.52 393.60 306.43 0.28 0.23
2002-2003 73.93 80.23 327.03 252.73 0.24 0.20

Quadro 7.2.1: Esperanca de vida & nascenca, varidncia e coeficiente de variagio das
tabuas de mortalidade da populagio portuguesa (I.N.E.) no perfodo de 1930-31 a 2002-
03

A anélise do Quadro 7.2.1 permite-nos ainda concluir que o fenémeno de rectangu-
larizagdo da funcdo de sobrevivéncia é ligeiramente mais acentuado nos individuos do
sexo feminino do que nos individuos do sexo masculino.

Para quantificarmos o fenémeno da rectangularizacio, calculdmos de seguida a de-
nominada entropia da funcdo de sobrevivéncia ou da tdbua de mortalidade, definida

como vimos no Capftulo 6 por

S 1z In (1) do

H =
f0°° l.de

onde [, representa agora a funcdo de sobrevivéncia (para [y = 1).
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7.2. Evolugao da mortalidade em Portugal

Uma reformulagdo simples desta expressi@o conduz-nos a uma interpretacio mais

intuitiva do conceito de entropia.®> Com efeito, se recordarmos que

1d d

obtemos, apds alguma manipulacdo

1 [o o] T
H = — . / dx
loeo/o ( 0 uﬁd&)
1 o0
- = Id
loéo /0 He </ng x) “

1

= o lzbed. 7.2.1
o | e (7.2.1)

Se considerarmos a ultima equagdo em (7.2.1), podemos interpretar o conceito de
entropia da seguinte forma. O numerador de H representa o nimero médio de anos de
vida restante “perdidos” em consequéncia dos 6bitos registados. Tal é assim porquanto
pzlz Teproduz o nimero médio de ¢ébitos A idade z, e é, denota o valor esperado da
duragao de vida restante de cada um deles nessa idade. O denominador lgéy traduz a
esperanca de vida & nascenga de toda a geragdo. Uma diminuicio na mortalidade traduz-
se num aumento do nimero total de anos vividos por toda a geracdo. Neste sentido, a
entropia pode ser entendida como um indicador dos ganhos relativos de esperanca de
vida conseguidos pela diminui¢do da mortalidade.

Dois casos extremos merecem, a este propésito, uma referéncia especial:

e Em primeiro lugar, no caso de todos os membros da populacgio falecerem exacta-
mente 4 mesma idade x*, prova-se que H = 0. Com efeito, nesse caso y, = 0 para
z € [0,z*[ e [; =0 para z €]z*, 00[, pelo que o integral em (7.2.1) é nulo.

e Em segundo, nos casos em que u, é constante ao longo de todo o intervalo de
idades, i.e., u; = p Vz, deduz-se que

1
éy = " ely = lpexp (—px) (7.2.2)

30 conceito de entropia ¢ adoptado em domfnios tdo distintos como a termodindmica, probabilidades
e estatfstica, investigagdo operacional, economia, finangas, marketing, planeamento urbano e de redes
de transportes, com defini¢des e interpreta¢des naturalmente distintas. Formulado originalmente no
contexto da fisica, a entropia é adoptada como uma medida da desordem de um sistema fisico. J4 no
dominio da teoria da informacfo, a sua introdugéo é atribuida a Shannon (1948), referindo-se 4 incerteza
de uma distribui¢do de probabilidade.
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donde se deriva que H = 1.

Em suma, o valor da entropia H de uma tébua de mortalidade posiciona-se entre
estes dois extremos, ou seja, H € [0,1]. O fenémeno de rectangularizacio da funcéo de
sobrevivéncia traduz-se numa diminuicdo da entropia.

No Quadro 7.2.2 reportamos a evolugdo de H desde os anos 30 até ao presente.
Como se observa, regista-se uma diminuigdo progressiva nos valores de H em ambos os
sexos em todo o perfodo analisado, reflectindo a diminuicdo da mortalidade infantil e a
j& mencionada rectangularizacdo das curvas de sobrevivéncia. A comparacdo entre as
trajectérias evidenciadas pelas séries de H relativas a ambos os sexos pde de novo em

evidéncia a maior incidéncia do fenémeno da rectangularizacio no caso das mulheres.

Periodo Entropia H
Homens | Mulheres
1930-1931 0.509 0.467
1939-1942 | 0.500 0.448
1949-1952 0.389 0.339
1959-1962 0.307 0.260
1969-1972 0.245 0.199
1979-1982 | 0.206 0.157
1990-1991 0.188 0.139
2002-2003 0.164 0.122

Quadro 7.2.2: Entropia das tdbuas de mortalidade da populacdo portuguesa de 1930-
1931 a 2002-2003

Uma forma alternativa de apreender o fenémeno da rectangularizacdo consiste em
analisar a evolugdo do indicador vida mediana (ou vida provdvel) vm,, definida em
(2.3.6) por ym,pz = 0.5. No Quadro 7.2.3 reportamos os valores da vida provdvel a
nascenca vmg no periodo em anslise. Como se observa pela leitura do quadro, a vida
provével progrediu de forma assinaldvel em ambos os sexos entre 1930-31 e 2002-03,
aumentando 18.68 e 17.80 anos nos homens e mulheres, respectivamente. Em resultado,
um individuo nascido no perfodo 2002-03 tera 50% de probabilidade de alcancar os 77.54
anos, se for do sexo masculino, e de perfazer 83.58 anos, se for do sexo feminino. Estes
valores indicam que um nimero cada vez maior de elementos de cada geracio sobrevive
até mais tarde, até as idades avancadas, idades onde se registam a maioria dos 6bitos e

apo6s as quais o mimero de sobreviventes decai de forma acelerada.
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Periodo Vida mediana vmyg
Homens | Mulheres
1930-1931 58.86 65.78
1939-1942 59.79 66.52
1949-1952 66.33 72.31
1959-1962 70.06 75.75
1969-1972 70.99 76.71
1979-1982 73.62 79.67
1990-1991 75.04 81.21
2002-2003 77.54 83.58

Quadro 7.2.3: Vida mediana subjacente as tdbuas de mortalidade da populagdo por-
tuguesa de 1930-1931 a 2002-2003

Para concluir a anélise sobre o fenémeno da rectangularizacao, analisamos no Quadro
7.2.4 a variabilidade da distribuicao apresentando os valores do intervalo inter-quartis,
IQR = 2" — &/, onde / e z” sdo as idades para as quais Iy = 0.75 e I;v = 0.25
(com lp = 1). Como se observa, a diminuicio assinaldvel do JQR em ambos os sexos
(especialmente no sexo feminino) verificada no periodo em anslise acompanha a crescente
concentragdo do nimero de 6bitos em torno da moda, e confirma a cada vez menor

dispersao da distribuicéio da vida residual da populacdo portuguesa.

Intervalo inter-quartis JQR
Periodo Homens Mulheres

Quartilins | Quartilsyp | JQR | Quartiliye | Quartily,, | IQR
1930-1931 18.17 74.06 55.90 22.01 78.16 56.15
1939-1942 19.55 73.56 54.01 23.97 77.85 53.89
1949-1952 41.03 76.89 35.86 50.33 81.12 30.79
1959-1962 54.00 78.92 24.93 63.16 83.82 20.65
1969-1972 58.42 78.91 20.49 67.19 83.02 15.83
1979-1982 62.09 81.10 19.01 71.25 85.66 14.41
1990-1991 64.10 82.52 18.42 73.33 ND ND
2002-2003 67.53 ND ND 76.20 ND ND

Quadro 7.2.4: Intervalo inter-quartis JQR subjacente as tébuas de mortalidade da pop-
ulagdo portuguesa de 1930-1931 a 2002-2003

7.2.2 Evolugao da esperancga de vida

No Quadro 7.2.5 apresentamos a evolugdo da esperanga de vida & nascenga & (t) e
aos 65 anos égs (1), extraida das tdbuas de mortalidade para a populacio portuguesa
publicadas pelo INE no perfodo de 1930-31 a 2002-03. O facto mais destacado pela leitura
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do quadro refere-se, naturalmente, aos ganhos notdveis nos indicadores de esperanga de
vida registados neste perfodo em ambos os sexos. Com efeito, em apenas 70 anos a
esperanca de vida & nascenca aumentou 25.85 anos (ou 54%), no caso dos homens, e
28.11 anos (ou 54%) no caso das mulheres, um progresso assinalével sob todos os pontos
de vista. A evolucdo do indicador égs (t) é naturalmente menos expressiva em termos
absolutos (4.08 e 5.59 anos, respectivamente), mas igualmente assinalével em termos
relativos, com ganhos de 36% e 43% nos homens e mulheres, respectivamente. Registe-
se, por fim, que os ganhos de esperanga de vida ocorreram a um ritmo irregular, com as

maiores conquistas a serem registadas na primeira metade do periodo analisado.

Periodo éo (t) égs ()
Homens | Mulheres | Homens | Mulheres
1930-1931 48.08 52.12 11.49 13.09
1939-1942 | 48.58 52.82 10.82 12.70
1949-1952 55.52 60.50 11.90 13.96
1959-1962 | 60.73 66.35 12.42 14.64
1969-1972 | 64.25 70.48 12.02 14.49
1979-1982 | 68.44 75.35 13.41 16.36
1990-1991 70.60 77.52 ] 14.12 17.13
2002-2003 73.93 80.23 15.57 18.68

Quadro 7.2.5: Evolugdo da esperanga de vida da populacio portuguesa entre 1930-1931
e 2002-2003

A Figura 7.2.4 representa as fungdes = + é; (t) no periodo de 1930-31 a 1994. Como
se observa, as curvas z — é; (t) apresentam, desde 1930-1931 até 1969-1972, um pico em
torno dos 4-5 anos, ou seja, verifica-se que a esperanca de vida comeca por crescer até
por volta dos 5 anos, para em seguida decrescer. Este comportamento, aparentemente
inesperado, é caracterfstico de populagdes onde o nivel de mortalidade infantil é todavia

significativo. Para melhor compreendermos este fenémeno, notemos que

d, d (1 [*®
o e (E /0 lz+£d§)

1 d o
= -1- (—lx)—z (%Lc) /0 lztedg.

Se recordarmos que %lz = —lzu, obtemos, apés alguma manipulacdo matemética
d, .
o= 14 p é,. (7.2.3)
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7.2. Evolugao da mortalidade em Portugal

O significado desta equagio torna-se agora claro. Nas idades em que a forca de
mortalidade é muito baixa (i.e., p, =~ 0), cada novo aniversdrio aproxima-nos um ano
do fim da vida (i.e., %éx ~ —1). Pelo contrério, nas idades em que a mortalidade
é importante (i.e., em que o valor de u, é significativo) e a esperanca de vida éy &
considersvel, a derivada de é; em relagio a x pode ser positiva. Este é, em particular, o
caso das idades muito jovens em populagdes onde a mortalidade infantil é todavia muito
elevada, nas quais é normal a esperanca de vida remanescente de uma crianca de 5 anos
ser superior 4 de um recém-nascido.

A Figura 7.2.4 mostra igualmente que, num passado mais recente, a esperanga de
vida &, decresce regularmente com a idade, num sinal de que a mortalidade infantil
em Portugal diminuiu para valores muito baixos. Com efeito, Portugal apresenta hoje
indicadores de mortalidade infantil semelhantes aos reportados pelos pafses com melhor

performance a nfvel mundial.

- 1930-1931
- 1939-1942
- 1949-1952

1930-1931
1939-1942
1949-1952
1959-1962
1969-1872
1979-1982
1994

- 1979-1982
1994

5 2

ex
40
i

idade idade

Figura 7.2.4: Esperanca de vida z + &; (t) (homens & esquerda e mulheres & direita)

7.2.3 Bossa de acidentes

A denominada “bossa” de acidentes (assim comummente designada, embora ela repre-
sente outros fenémenos como o suicidio) representa um fenémeno de sobremortalidade
observével nas idades juvenis da maioria das populagdes. Para confirmarmos a presencga
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7.2. Evolucéo da mortalidade em Portugal

deste fenémeno na populagio portuguesa, representamos nas Figuras 7.2.5 e 7.2.6 o
logaritmo dos quocientes ¢, para ambos os sexos no perfodo em andlise.

o

g 4.
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@
T T T T T T
0 20 40 60 80 100
idade

g
g v
g
- 1930-1931
- 1939-1942
@ - 1949-1952
- 1959-1962
1969-1972
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L
T T T T T T
[*] 20 40 80 80 100

Figura 7.2.6: Logaritmo do quociente de mortalidade z + In(g;), Mulheres
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7.2. Evolugdo da mortalidade em Portugal

Como se observa, a “bossa” de acidentes perdeu alguma da sua importancia em
ambos 0s sexos num passado mais recente, apresentando uma tendéncia para se dis-
persar, em especial no caso da populagdo feminina. A bossa traduz-se por quocientes
particularmente elevados no intervalo de idades entre os 15-30 anos, em consequéncia do
risco acrescido da ocorréncia de mortes violentas, em particular no caso da populacao
masculina.

A observagido das Figuras 7.2.5 e 7.2.6 permite ainda verificar que se regista um
decréscimo nos quocientes g, até por volta dos 15 anos, e que partir dos 25-30 anos o
fenémeno segue a sua normal trajectéria ascendente. Realce ainda para a irregulari-
dade no comportamento dos quocientes nas idades elevadas, confirmando as suspeitas

avangadas no capitulo anterior aquando da discussdo dos métodos de fecho de tdbuas.

7.2.4 Diferencial de mortalidade entre homens e mulheres

O debate em torno dos fundamentos que explicam as diferengas na esperanca de vida
entre homens e mulheres alimenta, desde hd muito, acesas discussées na comunidade
cientifica, em razao da dificuldade em decifrar as complexas interacgbes entre condigdes
biolégicas, sociais e comportamentais que influenciam o fenémeno.*

As diferencas de mortalidade entre sexos tém naturalmente repercussoes importantes
sobre a proporgao de mulheres na populagio idosa. Com efeito, dados do US Bureau
of Census para os pafses desenvolvidos indicam que em 1998 existiam 69.7 homens por
cada 100 mulheres com mais de 60 anos e 44.3 homens por cada 100 mulheres com mais
de 80 anos. As projeccdes efectuadas por Kinsella e Gist (1998) para o horizonte de
2025 indicam que estas cifras se situar@o nos 78 e 55.8 homens, respectivamente, ou seja,
projectam uma ligeira reducdo na assimetria da distribuicdo por sexos da populacio
idosa devido a (prevista) maior velocidade de crescimento da esperanca de vida para os
homens.

Neste contexto, mesmo que exista uma distribuigao equilibrada entre sexos nos novos
nascimentos, as diferengas na mortalidade entre homens e mulheres induzem uma alte-
ragao progressiva na composicao da populacao adulta e idosa em favor do sexo feminino.
Esta dominancia feminina tem evidentemente consequéncias a vdrios niveis (e.g., sobre
a gestdo dos regimes de seguranga social, sobre a procura de servigos de saide). A
importancia deste fenémeno é analisada, entre outros, por Kinsella e Gist (1998). Os

autores destacam a espectacular evolugao da esperanca de vida & nascenga registada

1A andlise detalhada deste tema vai muito para além do objectivo deste trabalho. Para uma con-
tribuicdo recente veja-se, por exemplo, Lemaire (2001). Neste trabalho o autor analisa, para um total
de 169 paises, uma série de factores que explicam a maior longevidade feminina.
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7.2. Evolucdo da mortalidade em Portugal

no século XX e evidenciam, em especial para os pafses desenvolvidos, que salvo raras
excepgoes, os valores de &) sdo superiores nas mulheres. Concluem ainda que o ritmo de
crescimento da longevidade est4 longe de ser linear, particularmente no caso dos homens,
e que o diferencial de longevidade entre homens e mulheres cresceu com o tempo em favor
das mulheres.

No que respeita & realidade portuguesa, os dados apresentados no Quadro 7.2.5
evidenciam claramente a maior longevidade das mulheres, que em 2002-03 registavam
uma esperanca de vida & nascenca 6.3 anos superior & dos homens, contra um diferencial
de 3.11 anos a idade 65. Este diferencial é comparsvel com o valor médio registado nos
pafses desenvolvidos, estimado actualmente em cerca 7 anos.

Na Figura 7.2.7 representamos a evolugdo da esperanca de vida 4 nascenca ép e aos
65 anos égs por sexo, bem como o diferencial (63 —é¥) (065> onde M e H designam
mulheres e homens, respectivamente. Como se observa, a amplitude (em termos absolu-
tos) do diferencial entre as esperancas de vida de ambos os sexos aumentou entre 1930-31
e 2002-03, quer & nascenca, quer aos 65 anos. Assinale-se, contudo, que durante a iltima
década do século XX se observa uma ligeira diminuigio no diferencial (&)1 — &ff).

g - 8
3 2
%8 2 s
Homens ©  Homens
4 Mulheres 4 Mulheres
x Diferenclal X
8 &1 /
e
W W
o o
1940 1960 1880 2000 1940 1960 1980 2000
periodo periodo

Figura 7.2.7: Evolucio da esperanca de vida & nascenga ép e aos 65 anos égs por sexo

Esta concluséo é reforcada na Figura 7.2.8, onde se representa a diferenga entre as
esperancas de vida é; de homens e mulheres em funcéo da idade z, nos vdrios momentos
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7.2. Evolugao da mortalidade em Portugal

considerados. Um valor positivo no gréfico indica uma esperanga de vida (em anos)

superior para as mulheres.

© -

ex(Mutheres)-ex(Homens)
4
i

Figura 7.2.8: Evolugdo do diferencial entre as esperancas de vida (e — eff) em fungéo
da idade z

Como se observa, o diferencial de longevidade esperada é favoravel as mulheres em
(praticamente) todas as idades e em todos os momentos analisados.® O aumento deste
diferencial com o tempo é bem patente em todas as idades, mas sobretudo nas mais
jovens onde atinge o seu valor méximo.

Na Figura 7.2.9 representamos o ratio entre os quocientes g, de ambos os sexos
z > qf /gM para as 7 tdbuas de mortalidade consideradas. Um valor superior 4 unidade
indica sobremortalidade dos homens face as mulheres na idade e perfodo considerados.

A leitura do gréfico permite concluir, em primeiro lugar, que a mortalidade mas-
culina é superior & feminina em praticamente todas as idades e perfodos analisados. Em
segundo, regista-se no decurso do tempo um aumento significativo na sobremortalidade
masculina na generalidade das idades, em especial no intervalo 10-40, explicdvel em parte
pela j4 mencionada “bossa” de acidentes, que afecta de forma mais premente os jovens

do sexo masculino. Por fim, nas idades avangadas assiste-se a alguma convergéncia no

$Exceptua-se o caso da tdbua de 1994 que apresenta um comportamento inexplicdvel e anormalmente
erratico nas idades elevadas.
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comportamento da mortalidade entre os sexos.

1930-1931
1939-1942
1949-1952

[}

ratio qx H/M

Figura 7.2.9: Ratio entre os quocientes de mortalidade g /g em fungso da idade =

7.3 Modelo de Poisson

7.3.1 Estatisticas de mortalidade

O ponto de partida de qualquer anslise sobre a evolugdo da mortalidade consiste em
recolher um conjunto de dados fidveis sobre a populacdo estudada. Em particular, para
08 anos tmin, - - -, tmax © para as idades Tuin, - - . , Tmax & Necessério compilar informagao
sobre o nimero de 6bitos registados em cada idade e sobre a correspondente exposicao
ao risco. A este respeito, os dados usados neste estudo compreendem o nimero de
6bitos d ¢, discriminados por idade (mas ndo por data de nascimento, i.e., referem-se ao
quadrado de Lexis) e sexo no perfodo (tmin, tmax) = (1970, 2004) , com intervalo de idades
igual a (Zmin, Tmax) = (0,117), no caso dos homens, e igual a (Zmin, Tmax) = (0,124),
no caso das mulheres. Compreendem ainda as estimativas de populagéo residente Py,
discriminadas por sexo e idade no perfodo (tmin, tmax) = (1970,2004) , com intervalo de
idades igual a (ZTmin, Tmax) = (0,84) em ambos os sexos. Os dados foram fornecidos
pelo Instituto Nacional de Estatfstica (I.N.E.) e referem-se ao conjunto da populagio

portuguesa.
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Conforme referimos no capftulo anterior, a estimagio de alguns modelos (e.g., Lee-
Carter) pressupde a existéncia de uma matriz de dados completa na forma rectangular.
Como se observa no caso em apreco, as restricdes da amostra em termos de intervalo de
idades coberto pelas estimativas de populagio residente condiciona, invariavelmente, a
andlise do comportamento da mortalidade nas idades mais avangadas.

J4 no que toca ao modelo de Poisson, salientdmos oportunamente que o ajustamento
néo depende de uma decomposicio em valores singulares, pelo que a sua implementagao
é possivel independentemente da existéncia ou néo de uma matriz rectangular de dados
completa. Dito de outro modo, Tmin € Zmax N80 necessitam de ser idénticos em todos
os anos de calendario tmin, - - - , tmax da amostra. Acresce ainda que o método acomoda
perfeitamente casos em que alguma observagéo (z,t) ndo estd disponfvel.

7.3.2 Estimativa bruta da forca de mortalidade

Nas Figuras 7.3.1 e 7.3.2 representamos a estimativa bruta de p, 4, « € [0, 84], no perfodo
considerado. A observagdo atenta dos gréficos permite detectar as mesmas tendén-
cias assinaladas na seccdo anterior no contexto da andlise transversal, nomeadamente a
diminuicdo progressiva da mortalidade ao longo do tempo em todas as idades, a queda
acentuada da mortalidade infantil e a importancia do fenémeno “bossa” de acidentes,
sobretudo na populagio do sexo masculino.

Figura 7.3.1: Estimativas brutas de p,; no perfodo 1970-2004, Homens
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Figura 7.3.2: Estimativas brutas de y,, no perfodo 1970-2004, Mulheres

7.3.3 Estimacao dos parametros por méxima verosimilhanca

Nesta secgdo testamos a versio base do modelo de Poisson descrito em detalhe no Capf-
tulo 6, que envolve, como vimos, a estimagdo dos parmetros oz, B, e k; através do
método de méxima verosimilhanca. A primeira etapa em qualquer procedimento de
projecgao consiste em reduzir a dimenséo do problema. De facto, seria praticamente im-
possfvel tratar simultaneamente todas as séries cronolégicas que descrevem a evolugio ao
longo do tempo dos quocientes g, (ou das taxas instantaneas p,) nas diferentes idades.

O primeiro aspecto a ter em conta respeita & selecgdo do intervalo de idades a con-
siderar pelos modelos na estimagio dos pardmetros. Neste campo, se para estimar
indicadores como €& (t) nfo nos resta outra hipétese que ndo a de contemplar todas as
idades disponfveis, no caso da anslise visar o célculo de indicadores & idade 65 anos
(e.g., &5 (t)), podemos confinar o estudo e considerar apenas, por exemplo, a evolugéo
da mortalidade nas idades superiores a 50 anos. Esta delimitacdo procura garantir que
o modelo estimado é expurgado de um certo “rufdo” gerado pela mortalidade infantil
e juvenil, ou pela “bossa” de acidentes, fenémenos que, como veremos em seguida, sao
diffceis de modelar e podem influenciar a estimagdo (e naturalmente a projecgdo) do
fndice temporal k.

Neste sentido, num primeiro momento testdmos uma versio do modelo em que foram
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considerados os dados disponiveis para todas as idades = € [0,84] e anos de calendério
t € [1970,2004]. Posteriormente, testdmos a sensibilidade dos resultados a uma, alteragéo
no intervalo de idades, restringindo a anélise as idades x € [50, 84].

Para estimar os parametros do modelo, recorremos ao método de méxima verosimi-
lhanca adoptando o método iterativo desenvolvido por Goodman (1979) e materializado
no algoritmo (6.9.10). Para iniciar o algoritmo, considerdamos o seguinte vector de valores
iniciais para os pardmetros: (ag") , fg§°) , 50)) = (0,1,0.1). A condigao de paragem (critério
de 6ptimo) da rotina envolveu a fixagdo de um valor minimo € = 10~ para a variacio
absoluta na funcéo de log-verosimilhanga (fungdo objectivo) £ (e, B, k) . As estimativas
dos parametros do modelo e os resultados dos testes de qualidade do ajustamento foram
conseguidos com o auxilio de uma rotina informdtica especialmente escrita para o efeito,
implementada no package SAS (Release 9.1).

- Nas Figuras 7.3.3 e 7.3.4 representamos as estimativas dos parametros &, Bm e K do
modelo de Poisson aplicado, respectivamente, a todas as idades e apenas as idades z > 50
anos. Os respectivos valores encontram-se discriminados no Anexo 7.A. O primeiro
aspecto a realcar refere-se 4 influéncia exercida pela escolha do intervalo de idades nas
estimativas de alguns dos pardmetros do modelo. Como se observa pela comparacio das
figuras, os parAmetros Bm e Kk diferem significativamente nalgumas idades, um resultado
que confirma as diferentes trajectorias registadas na mortalidade das idades jovens e das
idades avancadas.

A curva dos &, assume, como se antevia, a sua configuracdo habitual, ou seja, apre-
sentando taxas de mortalidade médias relativamente elevadas para os recém-nascidos e
idades infantis, que decrescem muito rapidamente com a idade para atingir o seu mfnimo
por volta dos 12 anos, progredindo depois regularmente com a idade, com excepc¢io da
ja referida “bossa” de acidentes em torno dos 20-25 anos (visivelmente mais acentuada
no caso dos homens).

Por outro lado, & possivel constatar que as maiores oscilacdes temporais nas taxas y,,
(associadas a valores mais significativos do parametro f3,) esto situadas nas idades mais
jovens, muito provavelmente em consequéncia dos progressos realizados pela medicina no
combate & mortalidade infantil e juvenil. O padréo gréifico do pardmetro Bz em torno dos
25 anos deixa ainda antever, por um lado a importancia da mortalidade acidental no sexo
masculino e, por outro, os progressos incipientes registados neste dominio no perfodo
em andlise. Com efeito, os valores do parametro Bz aproximam-se bastante de zero
neste segmento, apresentando inclusive valores ligeiramente negativos nalgumas idades,
sinénimo de que as taxas registadas nalgumas idades ndo acompanharam o decréscimo

geral observado no periodo.
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Figura 7.3.3: Estimativas dos parametros az, B, e k; do modelo de Poisson aplicado a
todas as idades (homens a esquerda e mulheres & direita)
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Destaque ainda para a maior sensibilidade das taxas as variagGes em k; nas idades
adultas do sexo masculino, por contraposi¢do ao comportamento mais estdvel no sexo
feminino.

Por dltimo, a anélise da trajectéria do indice temporal &; revela, em ambos os sexos,
uma tendéncia decrescente bem definida (aproximadamente linear). Este resultado, con-
jugado com estimativas Bz positivas para a esmagadora maioria das idades, traduz em
ambos os sexos o decréscimo acentuado das taxas de mortalidade observado em Portugal
no dltimo terco do século XX.

Para aferir da qualidade do ajustamento, calculdimos em primeiro lugar o indicador
deviance definido em (6.9.16). Os resultados obtidos, no valor de 15667.51 no caso dos
homens e de 15249.63 para as mulheres, poem em evidéncia o (ligeiro) melhor desem-
penho do modelo na populagdo feminina, uma diferenga que nio &, todavia, estatistica-
mente significativa.

De seguida, e com o objectivo de obter um termo de comparacdo entre os desem-
penhos do modelo de Poisson e do método Lee-Carter, determindmos a percentagem da
varidncia temporal explicada pelo modelo em cada idade z. Para tal recorremos, em
cada idade z, & seguinte expressao

t=tmin =tmin

1 tmax N 2 1 tmax ~ 2,
F 2 () = F Y By

t=tmin t=tmin

2
tma-x -~ tm&x ~

7 > (Bg)?— <% > Az,t)

1_

(7.3.1)

onde T = (tmax — tmin + 1), Az = ftz 2 — exp(bg + By e fi; denota a estimativa
bruta de p, ;.

O Quadro 7.3.1 reporta os resultados obtidos num conjunto de idades seleccionadas.
A leitura do quadro permite concluir que a percentagem da variancia explicada pelo
modelo pode ser considerada boa na generalidade das idades, com excepgdo do intervalo
20-35 anos, no caso dos homens, onde a qualidade do ajustamento se deteriora forte-
mente. A explicagdo para este comportamento deficiente encontra-se, uma vez mais, na
dificuldade do modelo em captar o fenémeno da mortalidade acidental, bastante irregular
no tempo, que afecta sobretudo este segmento.

Por outro lado, verifica-se que o modelo aplicado no intervalo de idades 50-84 apre-
senta melhores resultados que o seu homoélogo aplicado a todas as idades, dada a menor

variabilidade observada nas idades avancadas no periodo em anélise.
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Idade z€[0,84 z € [50, 84
Homens | Mulheres | Homens | Mulheres
0 0.9828 0.9696
5 0.9200 0.8553
10 0.7401 0.6930
15 0.5929 0.3325
20 0.3055 0.4770
25 0.0827 0.5975
30 0.0003 0.5162
35 0.0710 0.5580
40 0.3895 0.7142
45 0.6214 0.6637
50 0.7226 0.8051 0.8188 0.8503
55 0.7980 0.8920 0.8241 0.9223
60 0.8035 0.8683 0.8828 0.9063
65 0.7950 0.8650 0.8775 0.9086
70 0.8030 0.8317 0.8957 0.8800
75 0.6165 0.7365 0.6904 0.7846
80 0.7342 0.7295 0.8174 0.8007
84 0.4978 0.4615 0.5284 0.5012

Quadro 7.3.1: Percentagem da variincia explicada pelo modelo Poisson em idades selec-
cionadas

Para avaliar a capacidade de ajustamento do modelo, analisdmos ainda o compor-
tamento dos residuos. O objectivo é o de averiguar se estes nao apresentam qualquer
padrao que indicie problemas na especificacio do modelo e na sua capacidade para re-
alizar previsdo. Nesse sentido, calculdmos num primeiro momento a diferenca entre o

nuimero total de ébitos

Tmax

Do,t: Z d:r,t

ZT=Tmin
observado em cada ano de calenddrio e a sua correspondente estimativa

Tmax
Do,t = Z Ez,t exp(&z +,3zkt)

=T min
Na Figura 7.3.5 apresentamos os resultados deste exercicio. Como se constata, ape-
nas no caso do modelo aplicado & populagdo masculina nas idades 0-84 anos é possivel
descortinar um (ligeiro) padréo oscilatério. Em consequéncia do teorema do limite cen-
tral, D, s segue uma distribuicdo aproximadamente Normal, de média e variincia igual
ay omex  F.rexp(Gg + ,le%t) Esta aproximacao permite-nos construir intervalos de

T=Tmin

confianga ao nivel de 95%, representados na Figura 7.3.5 a tracejado.
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Como se observa, todos os resfduos estao situados dentro dos intervalos correspon-

dentes a distribuicdo Normal, um resultado conforme com o modelo.
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Figura 7.3.5: Diferenca entre o nimero de ébitos observado em cada ano de calenddrio
e o seu valor estimado pelo modelo aplicado a todas as idades (em cima) e apenas as
idades z > 50 (em baixo) e respectivos intervalos de confianca a 95% (homens & esquerda

e mulheres & direita)

Num segundo momento, procedemos ao célculo dos residuos estandardizados (ou de
deviance), rgt, definidos pela equagéo (6.9.17). A Figura 7.3.6 representa a evolucio
temporal dos residuos rgt nalgumas idades seleccionadas. Tal como se antevia, é nas
idades mais jovens 0-20 anos (sobretudo nos modelos para o sexo masculino) que se
observam as estruturas de correlacdo mais pronunciadas. Nas restantes idades, verifica-
se que a maioria dos residuos nao excede os valores de referéncia relativos aos intervalos
de confianca da distribuicdo Normal. A qualidade do modelo é considerada adequada
e a estrutura de correlacao apresentada nao aparenta ser suficiente para justificar a

introducdo de varidveis explicativas adicionais (e.g., de um segundo termo log-bilinear).
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Figura 7.3.6: Residuos de deviance padronizados do modelo de Poisson (homens & es-

querda e mulheres & direita)

Ainda assim, na Secg¢ao 7.3.6 confirmamos esta suspeita e testamos uma extensao do

modelo de Poisson com duplo previsor log-bilinear.
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7.3.4 Modelo com incorporacao de P-Splines e estimacdo dos
- parametros por méxima verosimilhanca penalizada

Nesta seccao, testamos a utilizacdo do modelo de Poisson com inclusdo de P-Splines e
estimacgao dos parametros por méxima verosimilhanca penalizada desenvolvido no capi-
tulo anterior, considerando a amostra relativa & populacdo portuguesa. Este estudo visa
averiguar a capacidade do modelo para estabelecer um compromisso entre o grau de
ajustamento face aos valores observados e a obtengdo de estimativas alisadas para as
séries de parametros.

Como vimos no capitulo anterior, o modelo imp&e uma penalizagdo na fun¢io ob-
jectivo que incide sobre a diferenca finita entre os coeficientes estimados do modelo de
Poisson cldssico. Esta solucao, inspirada na técnica de P-Splines, envolve a definicio,
num primeiro momento, da ordem da penalizacdo a introduzir. No nosso caso, foram
testadas diferentes versées do modelo, optando-se finalmente por considerar um valor
d = 2, ou seja, por penalizar as diferencas de segunda ordem entre as estimativas dos
parametros. Esta escolha revelou-se suficiente para obter séries graduadas.

A segunda etapa na aplicacdo do modelo envolveu a selecgio do valor dos parametros
de penalizacio Ay, Ag e A\c. Conforme referimos no Capitulo 6, o valor destes pardmetros
pode ser escolhido de forma subjectiva ou, em alternativa, resultar de um procedimento
automdtico, nomeadamente do procedimento de validagdo cruzada com minimiza¢éo do
quadrado dos erros de previsio usando a defini¢do de residuos de deviance. O célculo
dos residuos de deviance rf’t para uso neste contexto implica a supressdo da observagao
correspondente 4 idade x e ano de calenddrio ¢.

Em termos computacionais, o problema que é necessdrio resolver é complexo e ex-
tremamente exigente. Por exemplo, se considerarmos apenas o pardmetro Ag, o procedi-
mento de validagao cruzada requer um total de (Tmax — Zmin + 1) X (tmax — tmin + 1)
ajustamentos, os quais nado podem ser realizados pelo algoritmo (6.9.19) na medida em
que em cada iteragdo um par (z,t) estard em falta.

Para contornar este problema, optdmos por recorrer a uma solugio simples baseada
num procedimento de tentativa e erro, que envolve o célculo do critério BIC para um
nimero limitado de valores pré-definidos de Ay, Ag e Ac. Os estimadores ;\a, 5\/3 e e
corresponderao & combinacdo de pardmetros de penalizacdo que minimiza este critério.

Para ilustrar a aplicacao deste método, consideramos uma versao restrita do modelo
em que a penalizacao incide unicamente sobre as diferencas finitas dos coeficientes Bz, o
que pressupde que A, = A, = 0. Esta opgfo justifica-se, como vimos na seccdo anterior,
pela maior irregularidade detectada neste pardmetro e pelo facto de ; ser objecto de
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alisamento no ambito do procedimento de extrapolagéo da tendéncia temporal.

Para iniciar o algoritmo, considerdamos o seguinte vector de valores iniciais para os
parametros: (ag"), /%ﬁo), AS))) = (0,1,0.1). A condigéo de paragem do algoritmo envolveu
a fixacdo de um valor mfnimo ¢ = 0.0001 para a variacéo absoluta na funcéo de log-
verosimilhanca penalizada Lp (o, 8,K). A estimagéo dos parmetros e o célculo dos
indicadores de qualidade do ajustamento foram obtidos com base numa rotina infor-
mética especialmente escrita para o efeito, implementada no package SAS (Release 9.1).

Nas Figuras 7.3.7 e 7.3.9 representamos as estimativas de 3, obtidas considerando um
conjunto seleccionado de valores para o parametro de penalizagdo Ag. Como se observa,
quanto maior for o valor do parmetro de penalizagdo maior é o grau de alisamento da
série. O caso em que A\g = 0 traduz, naturalmente, as estimativas geradas pelo método
de méxima verosimilhancga cléssico.

A introducgéio de uma penalizagio sobre as diferencas finitas dos parametros 3, tem
obviamente consequéncias sobre os estimadores &, e Rk, como se comprova pela obser-
vagio das Figuras 7.3.8 e 7.3.10. Se no caso do estimador &, a introdugéo de uma
penalizagio na funcio objectivo exerce efeitos negligencisveis, no caso do estimador do
fndice temporal #; o impacto & um pouco mais notério e de certo modo expectdvel,

atendendo & natureza multiplicativa deste em relagéo a .

Figura 7.3.7: Estimativas do parmetro 3, pelo método de méxima verosimilhanca
penalizada para valores seleccionados de Ag (homens)
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Figura 7.3.8: Estimativas dos parametros a; e k; pelo método de méxima verosimilhanca
penalizada para valores seleccionados de Ag (homens)
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Figura 7.3.9: Estimativas do parametro 8, pelo método de méxima verosimilhanga
penalizada para valores seleccionados de Ag (mulheres)
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4

Figura 7.3.10: Estimativas dos pardmetros a, e &; pelo método de méxima verosimil-

hanca penalizada para valores seleccionados de Ag (mulheres)

Numa. tentativa de determinar aproximadamente o valor 6ptimo da penalizacio Ag,
reportamos no Quadro 7.3.2 os valores do critério BIC (0, Ag,0) para um painel de
valores arbitrdrios de Ag. A leitura do quadro permite verificar que o valor 6ptimo do
parametro de penalizagio é aproximado por 5\,3 ~ 10000, no caso dos homens, e por

S\ﬂ = 20000 no caso das mulheres.

Homens Mulheres

As BIC (0, Ag,0) Ag BIC (0, ,0)
17307.10 0 16889.22
1 17307.10 1 16889.19
10 17306.99 10 16888.95
100 17303.65 100 16881.20
1000 17282.22 10000 16838.48
10000 16930.17 20000 16786.69
20000 17074.01 40000 16880.16
40000 17300.53 80000 16895.81
80000 17339.10 100000 16975.63
100000 17379.71 200000 17237.64

Quadro 7.3.2: Estimativa dos parametros de penalizacio éptimos
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Investigagoes futuras deverdo ser capazes de desenvolver um procedimento automdtico
de determinagao dos pardmetros 6ptimos de penalizagdo que seja eficiente e computa-

cionalmente vidvel, e de fécil incorporagdo no algoritmo (6.9.19).

7.3.5 Extensao do modelo com inclusao de tdbua limite

No Capitulo 6 desenvolvemos uma extensdo do modelo de Poisson em que admitimos
que as projeccoes de mortalidade sdo balizadas por uma determinada tdbua limite, para
a qual convergem os ganhos de longevidade. Nesta secgao, testamos a aplicagdo desta
versao do modelo considerando os dados relativos & populagdo portuguesa.

Um dos aspectos criticos na aplicagdo de modelos de projecgdo com tédbua limite
refere-se a selec¢io da tdbua limite, ou seja, 4 defini¢do daquilo que sdo considerados os
limites plausiveis para a longevidade humana. A fixacdo deste limite requer a formulacao
de hipéteses mais ou menos fundamentadas quanto a evblugéo futura de um conjunto
muito significativo de varidveis bioldgicas, econémicas e sociais. A este respeito, o autor
desta dissertagdo nao tem conhecimento de quaisquer estudos cientificos que sustentem
uma hipétese credivel sobre a longevidade maxima da populacdo portuguesa.

Uma solugao para contornar o problema passa, como vimos no capitulo anterior, por
considerar como tdbua limite uma tdbua que reflicta o comportamento da mortalidade
numa populagdo alvo, residindo a dificuldade neste caso na escolha da populagio alvo
adequada, ou uma lei paramétrica que projecte as grandes tendéncias na longevidade.

Para ilustrar a aplicagdo deste método na populagdo portuguesa, optdmos por con-
siderar como (hipotética) tdbua limite a tdbua unisexo proposta por Duchéne e Wunsch
(1988, 1991). Esta tdbua foi construida com base na hipétese de que a forca de mortal-
idade é bem representada por uma lei de Weibull

ey = % <%>a_1 | (7.3.2)

com 3 = 95 e a = 14.40198275. Admite ainda que a idade limite w da populagao é
igual a 115 anos, que a idade modal é de 95 anos e que, de um total de um milhao de
nascimentos, apenas um individuo sobreviverd até aos 114 anos. Por fim, os autores
admitem ainda, de forma algo arbitréria, que a mortalidade durante o primeiro ano de
vida se traduz em dois ébitos por cada 1000 nascimentos.

Da equacdo (7.3.2) resulta a seguinte funcao de sobrevivéncia

I, = lgexp {— (%)a] (7.3.3)
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A Figura 7.3.11 representa a fungdo = + [, /1y resultante das hipéteses acima assumi-
das. Como se observa, a tdbua limite estabelece uma elevada rectangularizacio da funcao

de sobrevivéncia, uma consequéncia da quase auséncia de mortalidade “prematura”.

0.8 1.0
1

100A(0)
0.6
1

04

0.2

0.0

Figura 7.3.11: Tébua limite de Duchéne-Wunsch, fungéo de sobrevivéncia = +— I/l

Na Figura 7.3.12 representamos as taxas de mortalidade ditadas pela tdbua limite de
Duchéne-Wunsch e as estimativas brutas de Ky Para a populagio portuguesa em anos
seleccionados t = 1970, 1985,2004. Como se observa, se exceptuarmos a idade z = 0, a
tdbua limite estipula taxas mfnimas nulas até por volta dos 40 anos, uma hipétese algo
irrealista se considerarmos a probabilidade de ocorrerem acidentes.

As estimativas dos pardmetros do modelo (6.9.28)-(6.9.29)-(6.9.30) com inclusdo da
tdbua limite de Duchéne-Wunsch foram obtidas com base no algoritmo (6.9.32) e através
de uma rotina informética escrita e implementada no package SAS (Release 9.1). Para
iniciar o algoritmo, consideramos o seguinte vector de valores iniciais para os parimetros:
(&;(;0), ﬁ;§°), Bio)) = (0,1,0.1). Os resultados da estimacio sao representados nas Figuras
7.3.14 e 7.3.13.

Como se observa, as principais diferencas em relacio aos estimadores Gy, Bz e Rt
gerados pelo modelo de Poisson cléssico situam-se nas idades para as quais a tdbua lifite
prevé patamares significativamente néo nulos, ou seja, a partir dos 60 anos de idade. A
influéncia do método no parémetro &; é pouco expressiva replicando, no essencial, a

tendéncia decrescente na mortalidade registada no periodo em anilise.
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Figura 7.3.12: Comparagdo entre as taxas p,, da tdbua limite de Duchéne-Wunsch e
as estimativas brutas em 1970, 1985 e 2004
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Figura 7.3.13: Estimativas dos parametros x; do modelo de Poisson com tébua limite
de Duchéne-Wunsch (homens & esquerda e mutheres & direita)
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Figura 7.3.14: Estimativas dos parAmetros o, e 3, do modelo de Poisson com tdbua

limite de Duchéne-Wunsch (homens a esquerda e mulheres i direita)

Para termos uma melhor percepgdo sobre a influéncia exercida pela incorporacao
de uma t4bua limite nas taxas projectadas pelo modelo de Poisson, representamos na
Figura 7.3.15 as estimativas brutas de figy; no intervalo ¢ € [1970,2004] e a trajectéria
projectada pelos modelos de Poisson cléssico e com incluséo de tdbua limite. A linha
horizontal a tracejado representa o valor limite pfif* estipulado pela tdbua de Duchéne-
Waunsch.

Como se constata, a convergéncia para um nfvel de mortalidade nulo pressuposta
pelo modelo cldssico é substitufda por uma convergéncia para a taxa p.ggﬂ pressuposta
pela t4dbua limite, balizando desta forma os potenciais ganhos na longevidade humana.
Estudos futuros deverdo ser capazes de desenvolver uma tdbua limite para a populacdo
portuguesa assente, por exemplo, em hipé6teses fundamentadas quanto & evolugao de um
indicador que sintetize a evolucdo da longevidade humana (e.g., esperanga de vida).
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Figura 7.3.15: Trajectéria projectada pelo modelo Poisson com tdbua limite para a

taxa figy, (homens & esquerda e mulheres & direita)

7.3.6 Extensao do modelo com duplo previsor log-bilinear

Nesta secgdo testamos a aplicagdo da extensdo do modelo de Poisson proposta por Ren-
shaw e Haberman (2003c,d) na populagio portuguesa. Como vimos no capitulo anterior,
a extensdo materializa-se na inclusdo de um segundo termo log-bilinear na especificago
do modelo.

As estimativas dos parametros do modelo (6.9.22)-(6.9.23)-(6.9.24) foram obtidas
com base no algoritmo (6.9.26) e através de uma rotina inform4tica escrita e implemen-
tada no package SAS (Release 9.1). Para iniciar o algoritmo, considerdmos o seguinte
vector de valores iniciais: (a&o),ﬁzﬁ"f, “§°2),ﬂi°i, ff% =(0,1,1,0.1,0.1).

Nas Figuras 7.3.16, 7.3.18, 7.3.17 e 7.3.19 representamos as estimativas dos pardme-
tros Qq, ﬁm,l, Bm,27 Rt e Re2 do modelo aplicado a todas as idades para ambos os
sexos. Como se observa, a introducao de um segundo termo log-bilinear exerce um
efeito negligencidvel nas estimativas do parametro é&,. Pelo contrério, as estimativas dos
parametros Bm,l e k¢ evidenciam, na amostra em estudo, algumas diferengas face aos
valores Bx e k; gerados pelo modelo de Poisson cléssico.
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Figura 7.3.16: Estimativas de a; no modelo de Poisson com duplo previsor log-bilinear
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Figura 7.3.17:  Estimativas de 8,1, B;9, #t1 € kt2 do modelo de Poisson com duplo

previsor log-bilinear (Homens)
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Figura 7.3.18: Estimativas de a; no modelo de Poisson com duplo previsor log-bilinear
(Mulheres)
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Figura 7.3.19: Estimativas de 8,1, B, 2, Kt,1 € kt,2 do modelo de Poisson com duplo
previsor log-bilinear (Mulheres)
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Este resultado néo surpreende na medida em que a estimagdo dos parametros no
modelo (6.9.22) e no modelo de Poisson cldssico é feita, ao contririo do que se passa
no método Lee-Carter, de forma independente.5 Verifica-se ainda que estimativas do
segundo pardmetro de sensibilidade B:z:,2 evidenciam, em ambos os sexos, um padrao
grafico bastante mais errdtico do que as correspondentes a Bz’l, com a volatilidade a
aumentar significativamente com a idade.

As estimativas de &:1 replicam, no essencial, a trajectéria decrescente detectada
nas secgoes anteriores considerando o valor do indice temporal no modelo original. Um
aspecto interessante refere-se, contudo, &s tendéncias antagénicas seguidas por &1 € &¢2
em ambos os sexos, decrescentes no primeiro caso e ascendentes no segundo. Constata-se
que o segundo indice temporal ;2 revela, em ambos os sexos, uma tendéncia irregular
e de mais dificil explicacao.

Verifica-se, inclusive, que a partir de finais dos anos 80 o pardmetro assume valores
positivos, um facto que ndo nos permite todavia tirar conclusotes claras uma vez que o
sinal de 31,2 oscila significativamente entre idades. Como seria de prever, as séries &1 e
K2 sao altamente correlacionadas, como se depreende pelo elevado valor dos coeficientes
de correlacdo (-0.92 e -0.83 para homens e mulheres, respectivamente).

Na Figura 7.3.20 representamos a percentagem da varincia explicada pelo modelo
de Poisson com um e dois termos log-bilineares, numa tentativa de analisar os ganhos
obtidos em termos de qualidade de ajustamento. Como se constata, a introducao de um
segundo termo log-bilinear influencia maioritariamente o comportamento do modelo nas
idades adultas e mais avangadas, revelando-se incapaz de melhorar significativamente
o ajustamento nas idades problemadticas, correspondentes 4 “bossa” de acidentes, mais
importante como vimos no caso dos homens.

Idéntica conclusao pode ser retirada com base na andlise da Figura 7.3.21, onde
sao representados os residuos de deviance do modelo de Poisson com um e dois termos
log-bilineares. Com efeito, observa-se que apenas nas idades adultas a estrutura dos
residuos do modelo com duplo previsor aparenta ser um pouco mais consentinea com o
estipulado pela distribuicio Norfnal, quando comparada com aquela proporcionada pelo

modelo original.

8Com efeito, recordamos que na versdo original do método Lee-Carter uma tnica decomposi¢io em
valores singlares permite estimar a totalidade dos parAmetros oz, 8, = 8, 1, Kt = K1, Bz € K2
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Figura 7.3.20: Percentagem da variincia explicada pelo modelo de Poisson com um e

dois termos log-bilineares (homens em cima e mulheres em baixo)

A anédlise dos resultados permite-nos concluir que, na amostra em estudo, o aumento
do nimero de pardmetros decorrente da adigdo de um segundo termo log-bilinear no
modelo de Poisson proporciona uma ligeira melhoria na qualidade do ajustamento. No
entanto, a maior irregularidade nas estimativas dos pardmetros e o facto de A3 1 e At 2
se constitufrem como duas séries temporais fortemente correlacionadas dificulta a sua
interpretacdo e extrapolagdo para o futuro, tornando bastante mais complexa a tarefa

de projectar o comportamento da mortalidade.
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7.4. Método Lee-Carter

7.4 Meétodo Lee-Carter

Nesta seccao, testamos a aplicacao do método de Lee-Carter na populagdo portuguesa
e comparamos o seu desempenho com o proporcionado pelo modelo de Poisson. Os
pardmetros do modelo 6.6.1 foram estimados pelo método dos minimos quadrados or-
dindrios, adoptando o método iterativo descrito na Secgéo 6.6.3.

A solucao do problema de optimizacao 6.6.4 respeitou as trés etapas preconizadas pelo
método Lee-Carter, e assentou numa rotina informética especificamente concebida para
o efeito e implementada no package SAS (Release 9.1). Na estimagao dos parametros,
considerdmos os dados disponiveis para todas as idades e anos de calenddrio. Para
iniciar o algoritmo 6.6.13, usdmos o seguinte vector de valores iniciais (olc(,;o), f%go), Aio)) =
(0,1,0.1).

Na Figura 7.4.1 efectuamos uma comparagdo entre as estimativas dos parametros
oz, (B, € k¢ obtidas pelos métodos Lee-Carter e de Poisson, aplicados a todas as idades.
Saliente-se que os valores relativos ao pardmetro k; respeitam as estimativas iniciais, ou
seja, antes da reparametrizacdo destinada a respeitar as restrigcoes do modelo.

Como se observa, as diferengas face ao modelo de Poisson sdo pouco significativas,
em especial no que respeita ao pardmetro a,. De seguida, e em conformidade com a
Etapa 3 do método Lee-Carter, reajustdmos os &; gerados pelo algoritmo de modo a
garantir que o numero total de 6bitos observado em cada ano iguala o seu numero
previsto. Recorremos, para tal, a um algoritmo (6.6.12) baseado no método iterativo de
Newton-Raphson . O impacto desta reestimagéo é visivel na Figura 7.4.2.

A Figura 7.4.3 d4-nos uma ideia da capacidade de ajustamento de ambos os modelos.
Como se observa, a percentagem da variancia explicada pelos modelos é praticamente
indistinguivel na generalidade das idades, embora se constate que o modelo de Poisson
apresenta um comportamento ligeiramente melhor nas idades mais jovens. Esta ténue
superioridade do modelo de Poisson é confirmada pelos valores obtidos para a estatistica
deviance, que ascendem, no método Lee-Carter, a 16609.27 e 15650.48 para homens e
mulheres, respectivamente, valores que contrastam com 15667.51 e 15249.63 calculados
para o modelo de Poisson.

A anélise do comportamento dos residuos nalgumas idades seleccionadas nio revela,
como se observa pela leitura da Figura 7.4.4, diferengas substanciais em relagao ao que
afirmdmos anteriormente a propésito do modelo de Poisson.

Em sintese, se somarmos as vantagens teéricas do modelo de Poisson cléssico relati-
vamente ao método Lee-Carter aos resultados obtidos em termos de grau de ajustamento

e & maior facilidade de implementagao, inclinamo-nos a favor da escolha do primeiro.
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Figura 7.4.1: Estimativas dos parametros oy, (3, e k; obtidas pelos métodos Lee-Carter
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7.5 Extrapolagao da tendéncia temporal

Os modelos de Poisson e de Lee-Carter resumem toda a informagao sobre a evolugdo da
mortalidade no tempo no fndice temporal ;. Neste sentido, a obtengio de projeccoes
para os indicadores de mortalidade e, em particular, a construgao de tdbuas prospectivas
passa, em primeiro lugar, pela modelagdo do comportamento desta série temporal com
vista & sua extrapolacdo para o futuro (i.e., para t > tpax + 1).

O método de projecgdo por extrapolagdo possui, como é bem sabido, as vantagens
e as desvantagens da objectividade. O seu pragmatismo reside no facto de procurar
projectar no futuro um conjunto de tendéncias passadas detectadas na mortalidade,
assumindo que os factores que ditaram essas tendéncias continuarao a marcar a sua
evolugdo futura. Por esta razdo, o método desvaloriza, em boa medida, a importan-
cia da opinido de especialistas sobre a evolugdo previsivel de um conjunto de varidveis
que condicionam, decisivamente, os ganhos futuros na longevidade (e.g., progressos da
medicina, surgimento de novas doengas, evolugao dos estilos de vida).

Esta abordagem é obviamente susceptivel de critica, entre outras razdes pela sua
incapacidade de prever choques estruturais (e.g., descoberta de um novo medicamento,
terramoto). Pese embora estas limitagdes, o facto da mortalidade humana ser o resultado
de uma interacgao complexa de muiltiplos factores sociais e biolégicos, bastante dificeis
de ésmiugar, faz com que a modelacdo por extrapolacdo constitua, ainda hoje, a técnica
standard a nfvel internacional.

Seja {Rt, t = tmin, - - -, tmax} uma realizacio de dimensdo finita da série cronoldgica
K = {#¢,t € N}. Para modelar o comportamento da série, recorremos a modelos do tipo
ARIMA e adoptamos a convencional metodologia de Box-Jenkins. Recordemos que a
expresséo geral de um modelo ARIMA é dada por’

d Oq (B) &

(1-B)k: =#+_£Q(T)’
onde B representa o operador de desfasamento (i.e., B (k;) = kt—1, B? (k1) = Ki—2,...),
1 — B é o operador de diferengas (i.e., (1 — B) ky = ks — k1, (1 — B)2 ks = ks — 2601 +
Kt-2,...), ©q(B) é o polinémio relativo a componente média mével, com coeficientes
6 = (01,0:,...,0,), ®4(B) é o polinémio relativo & componente autoregressiva, com

coeficientes ¢ = (gbl, Doy - gbp), e € ¢ um ruido branco com varisncia 2.

A modelacao paramétrica de uma série temporal assenta essencialmente na estrutura

de dependéncia existente entre os elementos que a compdem. Nesta sec¢io apresentamos,

"Para uma descricio detalhada da metodologia de Box-Jenkins veja-se, por exemplo, Hamilton (1994).
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7.5. Extrapolacao da tendéncia temporal

~ de forma detalhada, os resultados obtidos pela aplicacio da metodologia de Box-Jenkins
4 série de parametros {&;} estimada pelo modelo de Poisson cldssico aplicado a todas
as idades. Um quadro recapitulativo final resume os modelos ARIMA seleccionados nas

demais séries.

7.5.1 Estacionaridade da série

O método proposto por Box-Jenkins aplica-se a processos estocdsticos estaciondrios
em covaridncia (ou na forma fraca). Tal pressupde, para além da existéncia dos dois
primeiros momentos, a constdncia da média ao longo do tempo e fungbes de auto-
covaridncia e de auto-correlagdo que dependem apenas do desfasamento temporal (lag)
entre as observagoes e ndo do momento (da data) da observacao.

A primeira etapa da modelagdo consiste, assim, em assegurar que K satisfaz ad-
equadamente estas condigoes. Caso contririo, torna-se necessario introduzir alguma
transformacao (e.g., por diferenciacdo) que nos permita atingir a desejada estacionar-
idade. Existem dois métodos principais para apreciar a estacionaridade da série: (i)
avaliacdo subjectiva com base na anilise do grafico da série temporal e do seu respectivo
correlograma; (ii) testes estatisticos formais para a deteccao de rafzes unitdrias.

A primeira condigfo necessdria ao ajustamento de um modelo ARIMA ¢é a estabili-
dade em varidncia da série. Tal exige que a variabilidade seja homogénea ao longo
do periodo de observacdo. Na Figura 7.5.1 é possivel constatar que a variabilidade é
relativamente estdvel no periodo temporal em andlise, pelo que & primeira vista nao se
afigura necessdria qualquer transformacao.

A metodologia de Box-Jenkins requer igualmente que as séries sejam estacionérias
em média, ou seja, destitufdas de tendéncia temporal. Na Figura 7.5.1 resulta claro que
as séries anuais sao claramente decrescentes, logo néo estaciondrias, mas ndo apresentam
sinais de sazonalidade. Neste sentido, devemos aplicar uma primeira diferenciacéo, tanto
no caso dos homens como no caso das mulheres. A aplicacdo desta técnica implica,
naturalmente, a perda de uma observacdo. As séries diferenciadas Ak; assim obtidas
sao, como se observa na Figura 7.5.1, aparentemente estaciondrias em média.

Para confirmar este diagndstico preliminar, realizamos de seguida um conjunto de
testes estatisticos formais (teste ADF e teste de Phillips-Perron) destinados a avaliar
a presenca de rafzes unitdrias e a ordem da estacionaridade da série. Recordamos que
o teste ADF (Augmented Dickey Fuller) avalia a hipétese nula de que a série Ax; é
I(0), contra a alternativa de que é I (1), assumindo que a dinidmica da série pode ser

representada por uma estrutura do tipo ARMA(p, q) com ordem desconhecida. O teste

314



7.5. Extrapolacao da tendéncia temporal

~ ADF baseia-se na seguinte equagao de regressao

P
Ak =a+yt + 7K1 + Zzij/{t_j + &, (7.5.1)
=1
onde a, v, m e ¥; (j=1,...,p) s@o pardmetros a estimar. Os p termos (diferengas)

desfasados, Ak;_j, sao usados para aproximar a estrutura do tipo ARMA do termo
erro, sendo que o valor de p é fixado de modo a garantir que o termo erro nao exibe
autocorrelagdo. Segundo a hipétese nula, Ax; é I(0), o que implica que 7 = 0.
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Figura 7.5.1: Séries iniciais &; e primeiras diferencas (1 — B) &; (homens a esquerda e

mulheres & direita)
Uma solugdo alternativa para averiguar a presenca de rafzes unitdrias consiste em

usar o teste de Phillips-Perron (PP), que difere do teste ADF essencialmente pelo facto
de ignorar a eventual presenca de autocorrelagdo no termo erro da equacgio de regressao.
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7.5. Extrapolagao da tendéncia temporal

A equacao base do teste & a seguinte

Ak = a + Yt + TKi-1 + Uz, (7.5.2)

onde u; é I (0) e pode apresentar heterocedasticidade. O teste PP considera a eventual
presenca de autocorrelacdo e heterocedasticidade no termo erro u; modificando direc-
tamente a estatistica de teste. O teste de PP é considerado mais robusto que o teste
ADF porque admite formas mais gerais de heterocedasticidade no termo erro u;. Qutra
vantagem é a de que neste caso ndo é necessdrio especificar a dimensdo do desfasamento
(parametro p) na equagdo de regressao.

Os Quadros 7.5.1 e 7.5.2 resumem os resultados obtidos pela aplicacio dos testes PP
e ADF a ambas as séries. A andlise dos valores das estatisticas de teste e dos valores de
prova (p—values) permite-nos rejeitar a hipétese nula de que a raiz é unitdria e as séries

séo I (0), em favor da alternativa de que as séries {k;} sdo I (1), i.e., estaciondrias em
(primeiras) diferencas.

Homens Estatistica  Valores criticos Dickey-Fuller
teste 1% 5% 10%
Z(p) -28.294 -23.652 -18.584  -16.032
Z (1) -4.192 -4.297 -3.564 -3.218
* MacKinnon approximate p—value for Z(t) = 0.0046
Termo Parametro | Estimativa | Std. error | t—value | p—value
constante o 19.24462 5.212382 3.69 0.001
tendéncia ¥ -1.160177 | 0.288109 -4.03 0.000
Ki—1 T 0.2653236 | 0.183177 1.45 0.158
Mulheres Estatistica  Valores criticos Dickey-Fuller
teste 1% 5% 10%
Z (p) -19.415 -23.652 -18.584  -16.032
Z (1) -3.475 -4.297 -3.564 -3.218
* MacKinnon approximate p—value for Z(t) = 0.0422
Termo Parédmetro | Estimativa | Std. error | t—value | p—value
constante o 17.91657 5.899336 3.04 0.005
tendéncia vy -1.11439 0.326156 -3.42 0.002
Ke_1 m 0.4434802 | 0.161659 2.74 0.010
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7.5.

Extrapolacao da tendéncia temporal

Homens Estatfstica Valores criticos DF
teste 1% 5% 10%
Z () 4011 4297 3564  -3.218
* MacKinnon p—value for Z(t) = 0.0042
Termo Pardmetro | Estimativa | Std. error | t—value | p—value
constante o 19.24462 5.212382 3.69 0.001
tendéncia vy -1.160177 | 0.2881087 | -4.03 0.000
Ki—1 T -0.7346764 | 0.1831773 | -4.01 0.000
Mulheres Estatistica Valores criticos DF
teste 1% 5% 10%
Z (t) -3.443 -4.297 -3.564 -3.218
* MacKinnon p—value for Z(t) = 0.0460
Termo Parametro | Estimativa | Std. error | t—value | p--value
constante o 17.91657 5.899335 3.04 0.005
tendéncia ¥ -1.11439 0.326156 -3.42 0.002
Ki_1 s -0.5565198 | 0.161659 -3.44 0.002

Quadro 7.5.2: Testes ADF para a existéncia de rafzes unitérias

Por fim, conduzimos um conjunto de testes & hipétese nula de ruido branco para
as séries originais {k;} e em primeiras diferengas {A;x:}. Os resultados decorrentes da
aplicagdo dos testes de Portmanteau e de Bartlett & hipétese nula de que os coeficientes
de autocorrelagdo para diferentes niveis de desfasamento sdo conjuntamente nulos, i.e.,
Hy:py == p; =0, contra a alternativa H; : p; # 0 para algum ¢ € {1,--- ,m}, séo
apresentados no Quadro 7.5.3.

Teste Portmanteau | Teste Bartlett
Q" stat | p-value | B stat | p-value

Homens Kt 131.9774 | 0.0000 | 2.7040 { 0.0000
Ak | 34.5482 | 0.0029 | 1.5596 | 0.0154

Mulheres Kt 129.8582 | 0.0000 | 2.6771 | 0.0000
Ajke | 48.6481 | 0.0000 | 1.8542 | 0.0021

Quadro 7.5.3: Testes de Portmanteau e Bartlett & hipétese de ruido branco

A anglise dos resultados obtidos nos testes permite concluir que a hipétese de ruido
branco para as séries em nivel e em primeiras diferencas deve ser rejeitada em ambos
os sexos. Verifica-se, assim, que o modelo ARIMA(0, 1,0), a escolha cldssica do método
Lee-Carter, ndo é adequado as séries em estudo, sendo por isso necessdrio o recurso aos

procedimentos de identificagdo preconizados pela metodologia de Box-Jenkins.

317



7.5. Extrapolacao da tendéncia temporal

- 7.5.2 Identificacio do modelo

Para identificar o modelo adequado socorremo-nos, em primeiro lugar, da inspeccio
visual dos gréficos das fungbes de autocorrelagio (ACF) e de autocorrelagio parcial
(PACF) das séries diferenciadas, representadas na Figura 7.5.2. Estas funcdes traduzem,
por definicao, a influéncia entre duas observagdes em fungdo do desfasamento que as

separa e assumem um papel preponderante na andlise da dependéncia temporal da, série.
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Figura 7.5.2: Coeficientes de autocorrelagdo e de autocorrelagdo parcial para as séries
diferenciadas Ajx; (homens & esquerda e mulheres 4 direita)

Como se observa, o decréscimo relativamente rdapido dos coeficientes de autocorre-
lagdo e de autocorrelagao parcial para os limites estabelecidos pelos intervalos de confi-
anga (a tracejado) confirmam a hipétese de estacionaridade da série diferenciada. Por
outro lado, o comportamento dos coeficientes face aos respectivos intervalos de confianca
deixa antever que um modelo ARIMA com uma estrutura relativamente simples deve
ser suficiente para captar a estrutura de dependéncia da série. Ainda assim, é bem
sabido que a ACF e a PACF n#o sdo particularmente elucidativas no que se refere a
determinagdo da ordem adequada do modelo ARIMA.

318



7.5. Extrapolacido da tendéncia temporal

Para esta finalidade, a nossa opgéo recaiu sobre a hierarquizagdo dos modelos can-
didatos pelos critérios BIC (Bayesian Information Criterion) e AIC (Akaike Information
Criterion). A informagao fornecida por estes indicadores foi posteriormente complemen-
tada com a anilise dos resultados proporcionados pela aplicagdo dos métodos ESACF
(Extended Sample Autocorrelation Function) e SCAN (Smallest CANonical correlation
method) desenvolvidos por Tsay and Tiao (1984, 1985), e pelo método MINIC (MINi-
mum Information Criterion) proposto por Hannan and Rissannen (1982), disponiveis no
package SAS. Por uma questao de parciménia, restringimos a nossa apreciagdo a mode-
los com um nimero de pardmetros igual ou inferior a 4. Os resultados sdo apresentados
no Quadro 7.5.4.

Modelo Homens Mulheres
BIC AIC BIC AIC

ARIMA(0, 1,0) | 150.74 | 149.21 | 168.44 | 166.91

ARIMA(1,1,0) | 143.90 | 140.85 | 157.02 | 153.97.

ARIMA(0,1,1) | 141.49 | 138.43 | 158.46 | 155.40

ARIMA(1,1,1) | 144.48 | 139.90 | 158.52 | 153.94

ARIMA(2,1,0) | 143.44 | 138.86 | 156.95 | 152.37

ARIMA(0,1,2) | 144.49 | 139.91 | 157.89 | 153.31
)

ARIMA(2,1,1) | 144.99 | 138.88 | 158.67 | 152.57
ARMA(1,1,2) | 147.98 | 141.87 | 161.05 | 154.95
ARIMA(3,1,0) | 146.41 | 140.30 | 158.92 | 152.82
ARIMA(0,1,3) | 147.63 | 141.52 | 160.09 | 153.98

Quadro 7.5.4: Identificagdo da ordem do modelo ARIMA

A anélise dos diferentes critérios levou-nos a identificagdo do modelo ARIMA(0,1,1)
como o mais adequado para a populagao masculina, enquanto que no caso da populagéo
feminina a escolha recaiu sobre um modelo do tipo ARIMA(1, 1, 0) com estrutura autore-
gressiva. O Quadro 7.5.5 resume a ordem (p,d,q) dos modelos ARIMA seleccionados
com o auxilio dos critérios BIC e AIC nos diferentes modelos testados, considerando
distintos intervalos de idades. Assinale-se que, no caso dos homens, o intervalo de idades

considerado exerce alguma influéncia sobre a ordem do modelo ARIMA.

Modelo Poisson | Poisson | Lee-Carter
Intervalo Idades 0-84 50-84 0-84
Homens 0,1,1) | (0,1,2) (1,1,0)
Mulheres (1,1,0) | (1,1,0) 1,1,0)

Quadro 7.5.5: Ordem dos modelos ARIMA selecionados
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' 7.5.3 Estimacao dos parametros do modelo ARIMA

Para estimar os modelos seleccionados na sec¢do anterior, recorremos ac método de
méxima verosimilhanca condicional. Consideremos os modelos ARIMA(0,1,1) para os
homens

Ak = p™ + 0T + e

e ARIMA(1,1,0) para as mulheres
Arky =p¥ + VK +ef

2
m

2

& € os indices m e w respeitam

onde ¢;* e £} sao rufdos brancos com variancia o7, e o
a homens e mulheres, respectivamente. As estimativas foram obtidas com recurso ao
procedimento ARIMA, implementado no package SAS.

O Quadro 7.5.6 resume os principais resultados obtidos.

| Parametro | Estimativa | Std error | t—value | p—value |
o -1.64623 0.11663 -14.11 <.0001
o 0.64315 0.14831 4.34 0.0001
Om 1.800992
oY -2.14802 0.23969 -8.96 <.0001
v -0.63606 0.15145 -4.20 0.0002
Ouw 2.263249

Quadro 7.5.6: Estimativas dos parametros do modelo ARMA

A anilise dos valores de prova permite-nos concluir que todos os pardmetros sio

significativos ao nfvel de significancia a = 0.05.

7.5.4 Andlise dos residuos

Para completar a anélise sobre a qualidade do ajustamento do modelo ARIMA, resta-nos
verificar se os residuos da estimagio constituem realizagdes de um processo do tipo rufdo
branco. Para o efeito, dispomos de um teste global sobre a hipétese de correlacao nula
entre os resfduos, baseado na estatistica @ (m) de Ljung e Box (1978), com @ (m) ~ x2,.
Os resultados obtidos considerando diferentes niveis de desfasamento m = 6,12, 18 sio
reportados no Quadro 7.5.7.

A anélise dos valores da estatistica de teste e respectivos valores de prova nao nos
coloca, em todos os casos analisados, em condigdes de rejeitar a hipétese nula de auséncia

de correlacao entre os residuos dos modelos ARIMA.
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To lag Homens Mulheres

x? | df | p—value | x2® | df | p—value
6 439 | 5| 04943 | 589 | 5 | 0.3170
12 996 | 11 | 0.5343 | 15.69 | 11 | 0.1530

18 18.05 | 17 | 0.3854 | 25.48 | 17 | 0.0846

Quadro 7.5.7: Teste de Ljung e Box para os residuos do modelo ARIMA

Na Figura 7.5.3 avaliamos o grau de ajustamento dos residuos dos modelos a dis-
tribuicAo normal estandardizada. Como se observa, os quartis empiricos e teéricos
aproximam-se bastante, confirmando as conclusdes retiradas com base no teste de Ljung-
Box.

QQ Plot QQ Plot

Quantiles of Standard Normai Quanfles of Standard Normal

Figura 7.5.3: QQ-plots normal dos residuos dos modelos ARIMA (homens & esquerda e

homens & direita)

Esta conclusdo foi igualmente confirmada pelos resultados obtidos nos testes de

Shapiro-Wilk e Jarque-Bera para a hip6tese nula de normalidade dos resfduos.

7.5.5 Previsao

Os modelos ARIMA(p, d, q) estimados na secgio anterior colocam-nos em condicoes de

projectar a série {&;} para o futuro. Na Figura 7.5.4 representamos o valor projectado de
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7.5. Extrapolacao da tendéncia temporal

Kt {Ktpp+s © 8 > 0} para o horizonte temporal 2060, bem como os respectivos intervalos
de confianca a 95%. Em condicBes ideais, uma base de dados com apenas 35 anos nao
nos qualificaria & partida para efectuar previsdes avisadas para um horizonte temporal
tao longinquo.® Esta limitacdo &, neste caso, suplantada pela necessidade de calcular
prémios relativos a rendas vitalicias e indicadores como a esperanga de vida remanes-
cente, célculos que envolvem, inevitavelmente, a realizacdo de projeccoes de longo prazo
para k¢. Registe-se, no entanto, que temos bem presente a incerteza inerente a realizacao

de projeccoes para um horizonte tao longinquo.

Projecciio ARIMA Projecgio ARIMA

©  ktobs
- ktproj

1980 2000 2020 2040 2080 1980 2000 2020 2040 2060

Figura 7.5.4: Projecgdo do pardmetro k; para o horizonte temporal 2060 e respectivos
intervalos de confianca a 95% (homens & esquerda e mulheres & direita)

Feita esta ressalva, resta-nos usar os valores projectados de k; para obter tdbuas de
mortalidade prospectivas. Com efeito, tomando a projeccdo {fK20044s:8=1,2,...}, &

possivel deduzir

i 20085 = €XD(8c + Bofaooars), $=1,2,...

8 Esta afirmacdo decorre do principio, muitas vezes seguido, de que o horizonte de projeccao deve ser,
no méximo, igual 4 dimensdo do intervalo de estimagao.
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7.6 Projeccao da mortalidade nas idades avancadas

Como se observa nas Figuras 7.3.1 e 7.3.2, as estimativas brutas de u, calculadas de
forma classica sofrem de alguma instabilidade nas idades mais avancadas. Este com-
portamento, explicdvel em boa medida pela escassez de dados, justifica a introducéo de
algum alisamento nas séries.

Por outro lado, a idade méxima para a qual dispomos de observagdes (em especial
no que toca as estimativas de populagéo residente) é manifestamente insuficiente para
permitir a modelacdo da extingdo total de uma populagdo. No nosso caso, 84 anos
é certamente insuficiente quando sabemos que, no periodo em anilise, existem 6bitos
registados aos 117 e aos 124 anos nas populagdes masculina e feminina, respectivamente.

Os continuados aumentos na esperanca de vida registados nas tltimas décadas tradu-
zem-se, por um lado, num niimero crescente de sobreviventes até as idades mais avancadas
e, por outro, num acréscimo da proporcao dos ébitos registados nestas idades em relacao
ao total. Entende-se assim o crescente interesse pelo estudo do comportamento da mor-
talidade nas idades avancadas.

Nesta seccdo, sdo aplicadas técnicas de graduacdo com o objectivo de suavizar as
estimativas brutas de u, observadas nas idades mais avancadas. Em paralelo, é aplicado
um método de fecho das tdbuas que envolve a extrapolagio condicionada dos quocientes
observados nas idades avancadas para uma dada idade limite, fixada neste caso nos 120

anos.

7.6.1 Fixacao da idade biolégica médxima

O debate em torno da existéncia de uma idade limite w (ou idade biolégica méxima)
desperta desde ha muito o interesse da comunidade cientifica. Trata-se, naturalmente,
de um tema cuja discussdo vai muito para além dos objectivos desta dissertacio, sobre o
qual ndo existe unanimidade e que ndo est4 isento de alguma controvérsia. Com efeito, o
estado actual do conhecimento ndo nos coloca em condices de avancar com uma idade
biol6égica méxima para a espécie humana.

Num estudo relativamente recente (Vaupel, 1997), elaborado a partir de uma impor-
tante base de dados, a saber 70 milhdes de seres humanos de 14 paises que atingiram
os 80 anos de idade, entre os quais se contam 200.000 centendrios, foi possivel detectar
uma desaceleracao na taxa de crescimento dos ¢, a partir dos 80 anos, segmento onde
inclusive foi possivel registar algum decréscimo no nivel de mortalidade. Nao sendo su-
ficiente para abandonarmos formalmente a hipétese de uma idade méxima, este padrao

de mortalidade alerta-nos para a incerteza em torno da duracdo da vida humana.
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A maioria dos actudrios, apoiados nas opinides autorizadas de médicos ou proe-
minentes bidlogos, adopta contudo uma posigdo pragmitica e acredita na existéncia
de um limite superior para a duracdo da vida humana. A consequéncia imediata é a
necessidade de “fechar” as tdbuas de mortalidade, ou seja, a necessidade de extrapolar
as probabilidades anuais de ébito para além das idades observadas até uma idade limite.
Uma alternativa simples passaria por admitir que as probabilidades g, sio constantes
a partir do tltimo valor observado, apesar dos estudos empiricos realizados apontarem
para a formagao de uma espécie de “plateau” nas idades avancadas.

No nosso caso, entendemos que a adopg¢éo de uma idade limite se apresenta como
a hipétese mais razodvel e consentinea com a realidade. Para tal, considerdmos como
idade limite para a populagdo portuguesa os 120 anos, em ambos os sexos. Esta idade
méxima pode, no entanto, ser entendida como um limite a partir do qual os eventuais
sobreviventes serdo negligenciados no célculo de indicadores demograficos ou de prémios
de contratos de seguros.

A idade de 120 anos proposta no nosso caso pode, 4 primeira vista, ser considerada
elevada se atendermos unicamente ao reduzido niimero de centendrios a residir actual-
mente em Portugal. No entanto, convém recordar que este mesmo limite ser4 considerado
em todo o horizonte temporal de projecgéo, bem assim como na construcio de tdbuas
prospectivas para as geragoes mais jovens. Este facto, combinado com a trajectéria des-
cendente da mortalidade registada nas ltimas décadas pode, no futuro, transformar a

idade limite de 120 anos num patamar perfeitamente trivial.

7.6.2 Meétodo de fecho das tidbuas

Fixada a idade limite, o passo seguinte consistia em seleccionar o método de fecho das
tabuas mais adequado & realidade. A este respeito, testdmos alguns dos modelos descritos
na Secgdo 6.15, nomeadamente os métodos de Coale-Kisker e de Denuit e Goderniaux e
os modelos logistico de Perks e de Kannisto analisados nos Capitulos 2 e 6.7

Os resultados obtidos permitiram concluir que os métodos de Denuit-Goderniaux
(DG) e de Coale-Kisker (CK) adoptam trajectérias compardveis para a evolucio da
mortalidade, embora se tenha constatado que no meétodo CK a qualidade do ajusta-
mento depende, em boa medida, dos valores pré-definidos para a taxa de mortalidade
correspondente & idade limite my,,.. O melhor comportamento destes modelos nao pode

ser dissociado da imposigao de restri¢des no processo de extrapolagio, que permitem cal-

%0Os resultados desta anslise fazem parte de um estudo realizado pelo autor no 4mbito de um grupo
de trabalho criado pelo Instituto Nacional de Estatistica para definir a nova metodologia de c4lculo das
tdbuas de mortalidade contemporineas portuguesas.
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ibrar os modelos as condigoes observadas em cada momento, atendendo nomeadamente &
idade méxima para a qual sdo registados 6bitos na populacio. O método DG apresenta,
no entanto, uma vantagem importante face ao método CK, uma vez que permite fixar
antecipadamente a idade de fecho da tdbua, ou seja, & idade para a qual se estima um
quociente de mortalidade unitério.

Pelo contrario, os modelos logisticos de Kannisto e Perks envolvem basicamente o
ajustamento das estimativas brutas, seguido de extrapolacio nio condicionada da mor-
talidade. Em funcdo disto, constatou-se que os modelos geram trajectérias bastante
irregulares e inconsistentes com o comportamento normal da mortalidade nas idades
avangadas, seja produzindo quocientes g, estagnados com a idade, seja gerando trajec-
térias explosivas, que ndo acompanham o j4 referido fenémeno de desaceleracio da taxa
de crescimento. Acresce que os modelos ndo convergem automaticamente para a idade
de fecho definida, apresentando ainda oscilagdes muito significativas de ano para ano.

Em face destes argumentos, os resultados do estudo recomendaram a utilizagio do
método proposto por Denuit e Goderniaux (2005). Conforme vimos na Seccdo 6.15, o
método trabalha directamente sobre os quocientes de mortalidade e introduz condicdes
de fecho de modo a impor a curva dos ¢, uma configuracio concava nas idades elevadas
e a impedir um eventual decréscimo dos quocientes nas idades avancadas. A estimacéo
do método envolveu o ajustamento, pelo método dos minimos quadrados, do modelo
log-quadrético (6.15.14), i.e., de

Ings =at)+bt)z+c(t)z® + e (t), €zs~Nor (o, o2 (t))

com as seguintes restrigoes

Q20 =1 e gy90 =0,

em cada um dos anos que integram a amostra, considerando as observacdes relativas as
idades no intervalo 65 < z < 84. Este procedimento foi efectuado com base numa rotina
construida e implementada no package SAS (Release 9.1).

Um dos aspectos criticos no modelo refere-se 4 determinagao da idade a partir da qual
as estimativas brutas g, sdo substituidas pelos valores ajustados provenientes do modelo.
Para responder a esta questdo, usémos como critério de optimizacdo a maximizagio do
coeficiente de determinacio R? da regressio, fazendo variar a “idade de corte” num
intervalo entre os 70 e os 84 anos. Os valores obtidos para a estatfstica R? revelaram-se,
em todos os casos, muito préximos e sempre superiores a 0.98. Em consequéncia desta
evidéncia, e por uma questio de simplicidade, optdmos por considerar um limite inferior
tnico em todos os anos de calenddrio, e por substituir os quocientes brutos pelos valores
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estimados pelo modelo a partir dos 85 anos, inclusive.

De seguida, combindmos os valores observados e projectados de g, com os valores ger-
ados pelo método de fecho. O resultado é uma nova matriz {g,: : « € [0,120],t € [1970,2124]},
constitufda pelos quocientes brutos para = € [0,84] e por valores graduados para = €
[85,120]. Para evitar o surgimento de descontinuidades no comportamento da série
na vizinhanca da idade de corte, provocadas pela aplicacdo do procedimento de re-
gressdo, introduzimos algum alisamento na série recalculando os quocientes ¢g; nas
idades = € [80,90] usando médias geométricas de 5 anos. Em termos formais, os quo-

cientes suavizados sao obtidos mediante

Sl

ﬁ; = (%—2 “Gz—1"Gz * Qot1- q:c+2) , ©=280,..., 90. (7'6'1)

Em sintese, dispomos agora de uma matriz de quocientes {Gz;:z =0,...,120;
t =1970,...,2124} onde ¢yt = G4, para « € [80,90] e gzt = §z+ nas demais idades.
Esta matriz torna possfvel a construcao de tdbuas projectadas e o célculo de indicadores
como a esperanca de vida ou o preco de uma renda vitalicia, usando quer uma abordagem
transversal, quer uma abordagem diagonal ou geracional.

Os quocientes obtidos pela aplicagdo do procedimento de fecho das tédbuas sao re-
presentados nas Figuras 7.6.1 e 7.6.2.

1,000

0,750

ax®
0500

0250

Figura 7.6.1: Quocientes g;; com tébuas fechadas (Homens)
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0500 0750 1000

0,250

Figura 7.6.2: Quocientes g;; com tébuas fechadas (Mulheres)

7.7 Evolugao da mortalidade

7.7.1 Por ano cronolégico

As tébuas prospectivas derivadas na secgao anterior colocam-nos em condigdes da anali-
sar a evolucdo da mortalidade ao longo do tempo considerando, quer uma abordagem
transversal ou de momento, quer uma abordagem geracional ou prospectiva. Todos os
calculos apresentados nesta seccdo sdo efectuados com base nas taxas ajustadas (para
t < tmax) OU projectadas (para t > tmax) provenientes da estimagao dos pardmetros do
modelo de Poisson cléssico considerando as estatisticas relativas & populagao portuguesa
no perfodo 1970-2004.

As Figuras 7.7.1 e 7.7.2 representam a evolugao observada e estimada das taxas p  ;
em anos seleccionados entre 1970 e 2050, para os modelos aplicados a todas as idades ou
apenas as idades no intervalo 50-84, numa 6ptica transversal. Na Figura 7.7.3 é possfvel
observar a evolucdo dos quocientes de mortalidade entre 1970 e 2124 num conjunto de
idades representativas. Como se observa, as figuras assinalam, de uma maneira geral,
uma trajectéria decrescente da mortalidade no tempo, com os valores projectados pelo
modelo a replicarem as tendéncias observadas no periodo amostral. Assinala-se que os
principais ganhos de longevidade sdo observados nas idades mais jovens, até por volta

dos 15-20 anos, e em menor escala nas idades adultas a partir dos 40 anos.
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log(mux)

Figura 7.7.1: Evolugdo das p,,; ajustadas pelo modelo de Poisson aplicado a todas as

idades (homens & esquerda e mulheres & direita)
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Figura 7.7.2: Evolucéo das p, , ajustadas pelo modelo de Poisson aplicado ao intervalo

de idades z € [50,84] (homens a esquerda e mulheres & direita)
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Figura 7.7.3: Evolucio dos ¢, entre 1970 e 2124 para algumas idades representativas

(homens & esquerda e mulheres & direita)

O fenémeno “bossa” de acidentes registado no perfodo amostral tende a acentuar-se
com o tempo, em especial no caso da populagdo masculina, onde se observa uma espécie
de estagnacio nas taxas i, ; correspondentes a essas idades. Este resultado é reflexo
dos ganhos incipientes ou nulos observados neste segmento no perfodo 1970-2004, que
projectando-se no futuro aumentam a sua importéncia relativa no conjunto do arco da
vida humana. Nas idades avancadas, o padrao de decréscimo afigura-se consistente no

tempo, a um ritmo ligeiramente mais acelerado no caso das mulheres.

7.7.2 Por geracao ou ano de nascimento

A construgdo de tédbuas prospectivas oferece-nos novas oportunidades em termos de
andlise do fenémeno da mortalidade, designadamente a possibilidade de investigar o seu
comportamento nao mais em termos de anos de calendério mas por geragao ou data de
nascimento. Se recapitularmos a ilustragdo do problema realizada na Figura 6.3.1, trata-
se, no fundo, de passar de uma abordagem transversal (ou vertical) em que se analisam
uma sequéncia de tdbuas contemporineas, uma por cada ano cronolégico t, para uma
abordagem longitudinal, em que o fenémeno é investigado considerado uma sequéncia

de tdbuas prospectivas, uma por cada ano de nascimento ou geracao t.

329



7.7. Evolucao da mortalidade

Nas Figuras 7.7.4 e 7.7.5 representamos a evolugéo das p, ; ajustadas pelo modelo de
Poisson para os individuos nascidos em geragoes seleccionadas entre 1970 e 2004 e para os
individuos que completam 50 anos de idade entre 1970 e 2004, respectivamente. Como
se observa, as grandes caracterfsticas apontadas no ambito da 6ptica transversal (de-
créscimo acentuado na mortalidade infantil, bossa de acidentes, etc.) sdo uma vez mais
facilmente identificdveis agora numa 6ptica geracional. Constata-se, no entanto, que a
evolucio da mortalidade entre geragoes sucessivas apresenta oscilagoes menos acentuadas
do que entre anos de calenddrio, aparentando ser mais fidvel e razodvel.

Na Figura 7.7.6 efectuamos uma comparacao entre as taxas u, , derivadas nas épticas
transversal e geracional em anos de calendério (e respectivas geragoes) seleccionados.
Como se observa, num cendrio de diminuigdo generalizada da mortalidade os valores
previstos segundo a 6ptica longitudinal sdo naturalmente menores que os registados
segundo a abordagem transversal, com a diferenca a aumentar com a idade do individuo
e com o ano de nascimento da geragao.

A excepcao refere-se, uma vez mais, ao comportamento registado nas idades corre-
spondentes & “bossa” de acidentes, nas quais é bem patente a estagnacao (e até um

ligeiro retrocesso previsto) na evolugdo da mortalidade.

log(mux)
-6
!
log(mux)

0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Idade Idade

Figura 7.7.4: Evolugéo das p,, ajustadas pelo modelo de Poisson para os individuos

nascidos nos anos de 1970, 1980, 1990 e 2004 (homens & esquerda e mulheres & direita)
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Figura 7.7.5: Evolugdo das p, , para as geragoes de individuos que atingem os 50 anos
em 1970, 1980, 1990 e 2004 (homens & esquerda e mulheres & direita)

7.7.3 Estimativas da esperanca de vida

Nesta seccao, analisamos a evolugdo das estimativas da esperanca de vida completa
é; (t) em funcdo do ano de calendério t = 1970,...,2004 nas idades x = 0 e 65 anos.
Recordamos que, na abordagem transversal, é; (t) é calculado com base na mortalidade
relativa ao ano ¢ (i.e., com recurso aos quocientes gy ¢, k = 0,1,2,...), sendo por isso
comparével com os valores reportados pelo I.N.E. para o ano t. Em termos formais, se

assumirmos que fi ¢, = fiy; (para 0 < ¢ < 1 e z inteiro), deduz-se que

1
6 () = /0 exp (—€p, 1) dé

k—1 k+1
= z H exp (—,“z+j,t) / exp (“ (E—k) #z+k,t) d§
k>1 | j=0 *
_ 1 —exp (_:u':c,t)
ll':z:,t
+ — | B exp (_l"'z+k,t)
Z H exp (—u$+j7t) . (7.7.1)
k>1 | j=0 Hzykt

331



7.7. Evolucao da mortalidade

1970 1970
& - Transversal o ~  Transversal
~  Longitudinal = Longitudinal
=z ¥ 9 =Y o
g g
g7 8"
? =
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Idade Idade
1980 1980
o = Transversal B = Transversal
~  Longitudinal % =~ Longitudinal
g g7
e e
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Idade Idade
1990 1990
* ~  Transversal b Transversal
& ~  Longitudinal ~  Longitudinal
® 1 %
g 5
& g
e =
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Idade Idade
2004 2004
o - Transversal L - Transversal
=~  Longitudinal =~ Longitudinal
=Y 9 =Y 9
¢ g
‘gf @ ‘gf b
=] -
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Idade Idade

Figura 7.7.6: Comparacao entre as taxas j, , obtidas nas dpticas transversal e geracional

em anos seleccionados (homens & esquerda e mulheres a direita)
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Pelo contrério, na abordagem longitudinal é, (t) representa o valor esperado da du-

ragao de vida remanescente dos individuos que alcancam a idade z durante o ano t,

sendo, por isso, calculada a partir dos quocientes gz 1% 1+% (kK = 0,1,2,...). Formalmente,

prova-se que a aplicagdo da hipétese (6.9.4) nos conduz & seguinte expresséo para é; (t)

balt) =

1
/0 exp (—€p, ) d€

k>1 | j=0

1= exp (—/‘x,t)

H’x,t
k-1

+ Z H exP (—Hoijtrj)

k>1 | j=0

1 —exp (—/Jz+k,t+k)

Kotk t+k

k-1 k+1
+ Z H exp (_N:H-j,t—l—j) /k exp (— () #z+k,t+k) dg§

(7.7.2)

Dito isto, o Quadro 7.7.1 resume os valores estimados para a esperanca de vida

completa & nascenca eq(t) usando os modelos de Poisson e de Lee-Carter, segundo

as opticas longitudinal e transversal.

Os resultados detalhados sdo apresentadas no

Anexo 7.A. A coluna AééP'Lc) reporta a diferenca (em anos) entre os valores estimados

pelo modelo de Poisson e pelo método Lee-Carter.

A coluna Aéy indica os ganhos

médios anuais (em dias) registados no indicador & (t) entre 1970 e 2004 (tomando como

referéncia os valores obtidos pelo modelo de Poisson).

Homens
éo (t) Longitudinal Transversal
: S(P-LC) . : S(P-LC) i
t Poisson | Lee-Carter | Aé Aéy | Poisson | Lee-Carter | Aé Aéy
1970 71.99 72.09 -0.10 63.21 63.29 -0.08
2004 83.30 83.49 -0.19 1179 | 74.55 74.66 -0.11 118.3
Mulheres
éo (t) Longitudinal Transversal
X S(P-LC) 5 : S(P-LC) "
t Poisson | Lee-Carter | Aé, Aég | Poisson | Lee-Carter | Aé, Aéy
1970 80.37 80.23 0.14 69.32 69.27 0.05
2004 | 90.63 90.43 0.20 107.0 | 81.05 81.01 0.04 122.4

Quadro 7.7.1: Evolugdo da esperanga de vida & nascenga eg(t)

O primeiro aspecto a salientar diz respeito aos ganhos notéveis de esperanca de vida

registados no periodo 1970-2004. Com efeito, segundo a visdao transversal, por cada
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ano decorrido a esperanga de vida aumentou, em média, aproximadamente 4 meses
em ambos os sexos (mais concretamente 118.3 e 122.4 dias para homens e mulheres,
respectivamente). Estes valores sdo ligeiramente mais moderados (em especial para a
populagao feminina) no caso da vis@o longitudinal, com ganhos de 117.9 e 107.0 dias
para homens e mulheres, respectivamente.

O segundo dado importante refere-se & diferenca significativa entre os valores cal-
culados segundo as visdes longitudinal e transversal. De facto, a utilizacdo das tdbuas
prospectivas permite-nos estimar que a “verdadeira” esperanca de vida a nascenca para
um individuo nascido em 2004 serd, respectivamente, de 83.30 e 90.63 anos para homens
e mulheres, e nao de 74.55 e 81.05 anos, como prevé a tradicional visdo transversal. Dito
de outro modo, a projecgdo para o futuro das tendéncias de decréscimo da mortalidade
verificadas entre 1970 e 2004 traduz-se numa subestimagéo da verdadeira esperanca de
vida em 8.75 e 9.58 anos para homens e mulheres, respectivamente, quando baseada
na abordagem transversal. Esta conclusdo, aparentemente surpreendente, é suficiente
para reforgar a necessidade de dispor de tdbuas de mortalidade prospectivas para uma
correcta avaliagao da longevidade humana.

Os valores de é (t) calculados com base nas estatisticas de mortalidade brutas pu-
blicadas pelo INE relativas ao perfodo 2002-2003 ascendem a 73.93 e 80.23 anos para
homens e mulheres, respectivamente. A mesma média, quando calculada com base no
modelo de Poisson e relativa aos anos de 2002 e 2003, ascende a 73.74 e 80.33 anos.
Ou seja, se compararmos as estimativas oficiais e as geradas pelo modelo de Poisson
constatamos que as diferencas sao negligencidveis, o que atesta bem a qualidade do
ajustamento proporcionada pelo modelo. Por outro lado, as diferencas entre os valo-
res estimados pelos modelos de Poisson e de Lee-Carter sdo pouco significativas, em
particular na abordagem transversal. v

No que diz respeito as estimativas da esperanca de vida restante aos 65 anos, égs (t),
os valores reportados no Quadro 7.7.2 indicam que as diferencas entre as visdes transver-
sal e longitudinal continuam bem patentes, embora se apresentem, naturalmente, menos
acentuadas (quer em termos absolutos quer em termos relativos). Ainda assim, e
tomando como referéncia o modelo de Poisson aplicado no intervalo de idades z € [0, 84],
a aplicagao da visdo transversal subestima a esperanca de vida remanescente aos 65 anos
em 1.07 e 1.65 anos para homens e mulheres, respectivamente. Estas diferencas podem,
a primeira vista, ser consideradas de pouca monta, mas a verdade é que elas assumem,
como veremos em seguida, uma expressao significativa no pricing de rendas vitalicias e
de outros produtos com beneficios de longo prazo em caso de vida.

Os valores publicados pelo INE para o perfodo 2002-2003 ascendem, como se observa
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no Quadro 7.2.5, a 15.57 e 18.68 anos para homens e mulheres, respectivamente, que
comparam com 15.39 e 18.81 (média em 2002-2003) calculados segundo o modelo de
Poisson.

A anélise dos valores referentes aos ganhos de esperanca de vida permite concluir
que, em média, cada ano decorrido entre 1970 e 2004 significou um aumento de 39.2
(38.0) e 48.3 (49.0) dias no indicador égs (t) para homens e mulheres, respectivamente,
de acordo com a visao longitudinal (transversal).

Em relacao ao desempenho dos vérios modelos testados, constata-se uma vez mais que
a diferenca entre os valores estimados é pouco expressiva. A consideracao de diferentes
intervalos de idades na estimacao dos parametros do modelo de Poisson néo se traduz,
na prética, em diferengas importantes no indicador égs (t). Ainda assim, verifica-se que
os valores estimados pelo modelo aplicado no intervalo z € [50,84] sao inferiores aos
calculados pelo modelo aplicado a todas as idades. Esta diferenca pode ser explicada
pelo facto de o modelo restrito estar expurgado das idades infantis e juvenis onde o

decréscimo na mortalidade foi, como vimos, mais acentuado.

Homens
ées (t) Longitudinal Transversal
t Poisson | Poisson | LCarter | Aégs | Poisson | Poisson | LCarter | Aégs
0-84 50-84 0-84 0-84 50-84 0-84
1970 13.16 13.11 13.20 12.21 12.17 12.27
2004 16.91 16.78 17.04 39.2 15.84 15.82 15.89 38.0

Mulheres
ées (1) Longitudinal Transversal
t Poisson | Poisson | LCarter | Aégs | Poisson | Poisson | LCarter | Aégs
0-84 50-84 0-84 0-84 50-84 0-84
1970 16.24 16.20 16.28 14.53 14.48 14.56
2004 20.87 20.73 20.83 48.3 19.22 19.19 19.20 49.0

Quadro 7.7.2: Evolucao da esperanca de vida aos 65 anos egs(t)

Na Figura 7.7.7 representamos a evolugdo da esperanca de vida é; (t) segundo as
épticas transversal e longitudinal no periodo t € [1970,2004] e idades z = 0 e 65 anos.
Como se observa, os diferenciais entre as estimativas de ég (t) e égs5 (t) calculadas se-
gundo as duas abordagens permanecem relativamente estdveis no periodo analisado, um

resultado esperado atendendo & trajectéria descendente (quase linear) das taxas y, ;.
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Figura 7.7.7: Evolugdo da esperanca de vida é (t) segundo as Spticas transversal e
longitudinal no perfodo ¢ € [1970,2004] e idades z = 0 e 65 anos (homens & esquerda e

mulheres & direita)

O Quadro 7.7.3 e a Figura 7.7.8 fornecem uma perspectiva de longo prazo para a
evolucao dos indicadores ég (t) e ég5 (t), calculados segundo a visdo transversal. Com
a devida reserva que uma projecgdo para um horizonte tdao longinquo deve merecer, o
exercicio de extrapolacdo permite perspectivar a manutencao da tendéncia de aumento
da longevidade e de acréscimo da esperanca de vida em ambos o sexos, embora seja bem

patente alguma desaceleragdo no seu ritmo de crescimento.
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Registo ainda para a ligeira diminuicdo projectada para o diferencial de esperanca

de vida entre homens e mulheres no final do perfodo de previsao.

Ano é() (t) é65 (t)
Homens | Mulheres | Homens | Mulheres
2004 74.55 81.05 15.84 19.22
2025 77.54 84.60 18.05 21.81
2050 81.15 88.04 20.62 24.46
2075 84.15 90.68 22.84 26.60
2100 86.61 92.75 24.72 28.34
2124 88.56 94.35 26.26 29.74

Quadro 7.7.3: Evolucéo previsivel da esperanga de vida eq(t) e egs(t) segundo uma ptica
transversal

e0(t) eB5(t)

L4 Homens
* Mulheres

30
il

® Homens
Lot Mulheres

60

=

T T T T
2000 2050 2100 2000 2050 2100

Figura 7.7.8: Evolugdo projectada da esperanga de vida & nascenca e aos 65 anos calcu-

lada numa éptica transversal

Por tltimo, a nova Lei de Bases da Seguranca Social (Lei n® 4/2007 de 16 de Janeiro)
recentemente aprovada estipula, no niimero 1 do artigo 64°, que ao montante da penséao
estatutéria, calculada nos termos legais, é aplicdvel um factor de sustentabilidade rela-

cionado com a evolucdo da esperanca média de vida, tendo em vista a adequagao do
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sistema as modificagoes resultantes de alteragoes demogréficas e econémicas. O factor
de sustentabilidade é definido pela relagao entre a esperanga média de vida aos 65 anos
verificada em 2006 e a esperanga média de vida registada no ano anterior ao do reque-
rimento da pensdo, calculada para o conjunto da populagdo (i.e., igual para ambos os
sexos). Esta definigdo implica que um aumento em égs (t) se traduzird, inevitavelmente,
num factor inferior & unidade, ou seja, numa reducao do valor da pensao a receber.
Neste sentido, se considerarmos as estimativas produzidas por este estudo, o factor
de sustentabilidade a aplicar, por exemplo, a um individuo que solicite a pensdo em
2050 serd de 0.775 (0.799) se for do sexo masculino (feminino), admitindo que o factor

¢é diferenciado entre sexos.

7.7.4 Evolugao do prego de uma renda vitalicia

Nesta secgdo, centramos a nossa atencdo na andlise da evolugao do prego de uma renda
vitalicia imediata de valor unitédrio calculada para um individuo que atinge a idade = no

ano t, i.e., segundo a 6ptica longitudinal. O seu valor actual, a, (t), é calculado mediante

k 1 k+1
Qg (t):Z sz+j,t+j (m) ) (7.7.3)

k>0 | j=0

onde 7y representa a taxa de juro spot (anual nominal) aplicdvel a uma operacdo com
maturidade em k (taxa de juro técnica).

Por uma questao de simplificagdo, assumiremos nos cdlculos que a taxa de juro técnica
é constante e igual a 3%, i.e., rox =i = 3% Vk. A consideragdo de um comportamento
mais realista para a estrutura temporal de taxas de juro implicaria, naturalmente, o
abandono desta hipdtese e a necessidade de incorporar na andlise modelos estocédsticos
capazes de projectar o comportamento de longo prazo das taxas de juro para as vérias
maturidades. Refira-se, contudo, que é sempre possivel fazer oscilar a varidvel ¢ num
intervalo razoavel de modo a testar a sensibilidade dos resultados a variagoes na taxa
de juro. A este propdsito, recordamos que, ceteris paribus, o impacto de variagoes na
mortalidade sobre o prego de uma renda vitalicia é tanto maior quanto menor for a taxa
de juro técnica adoptada.

A expressdo (7.7.3) derivada numa 6ptica longitudinal contrasta com a sua equiva-

lente no contexto da éptica transversal, definida por

az (t) =Y xpz(t) -5, (7.7.4)

k>1
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onde v = (1 +1)~! denota o factor de desconto.

No Quadro 7.7.4 reportamos alguns valores que nos ddo uma panoramica sobre a
evolugao do prego de uma renda vitalicia & nascenga ag (t) e aos 65 anos ags (t), calculado
segundo as épticas transversal e longitudinal e considerando as estimativas geradas pelo
modelo de Poisson. Os valores apresentados nas colunas Aag e Aags referem-se aos

ganhos médios anuais no valor de a, (t) registados entre 1970 e 2004.

Homens
t ag (t) Aag ag (t) Aagy
Longitudinal | (anual) | Transversal | (anual)
1970 26.84 25.90
2004 29.82 0.085 29.02 0.089
Mulheres
t ag (t) Aag ag (t) Aag
Longitudinal | (anual) | Transversal | (anual)
1970 28.18 27.06
2004 30.72 0.073 29.89 0.081
Homens
t ags (t) Aags ags (t) Aags
Longitudinal | (anual) | Transversal | (anual)
1970 9.88 9.29
2004 12.22 0.0668 11.64 0.0671
Mulheres
t ags (t) Aags aes (t) Aags
Longitudinal | (anual) | Transversal | (anual)
1970 11.86 10.85
2004 14.56 0.077 13.70 0.081

Quadro 7.7.4: Evolucao do preco de uma renda vitalicfa & nascenca ag(t) e aos 65 anos
ags5(t), calculado segundo as 6pticas transversal e longitudinal

Como se aprecia, a adopc¢ao de uma 6ptica transversal subavalia claramente o preco
a pagar por uma renda vitalicia, quer no caso de um recém-nascido, quer no caso de um
individuo com 65 anos. Esta subavaliagdo, bastante expressiva em ambos os sexos, chama
a aten¢ado para a importancia que a utilizagao de tdbuas prospectivas pelas companhias
de seguros assume no presente contexto. Recordamos que num ambiente de taxas de juro
historicamente baixas, as consequéncias de qualquer erro na avaliacio da componente
demogréfica das bases técnicas sdo claramente mais gravosas do que num cendrio em

que o preco do dinheiro é mais elevado. Destaque ainda para os ganhos médios anuais
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no valor de a; (t) registados entre 1970 e 2004.

No Quadro 7.7.5 admitimos que a evolugdo da mortalidade pode ser equiparada ao
processo de desconto financeiro usando uma determinada taxa de juro. Nesse sentido,
calculamos a Taxa Interna de Rentabilidade (TIR) (ou simplesmente taxa de desconto)
necessdria para igualar o valor de uma renda vitalicia imediata de valor unitédrio calculada
no ano de 2004 segundo a éptica longitudinal ao valor dessa mesma renda calculado
usando a correspondente tdbua transversal. Os valores inscritos na coluna “A(b.p.)”
traduzem, para cada idade, a diferenca, medida em basis points (b.p.), entre a taxa de

juro técnica de 3% e a TIR estimada.

Idade Homens Mulheres
TIR | A(b.p.) | TIR | A(b.p.)
0 3,11% +11 3,10% +10
65 | 355% | +55 | 3,60% | +60

Quadro 7.7.5: Taxa interna de rentabilidade

A leitura do quadro permite verificar, por exemplo, que para um individuo do sexo
masculino com 65 anos de idade a taxa de desconto requerida para igualar o valor de
ags (2004) calculado segundo as duas 6pticas ascende a 3.55%, que compara com a taxa
de juro técnica de 3%.

Este valor significa que o facto da mortalidade implicita na tdbua prospectiva ser
inferior a mortalidade implicita na tdbua transversal equivale, na préatica, & utilizacio
de uma taxa de desconto superior em 55 basis points a taxa de juro base. Dito de outro
modo, para que a companhia nao apresente prejuizos financeiros pelo facto de subestimar
o preco da renda em resultado da adopgdo de uma tdbua transversal, é necessédrio que
esta obtenha taxas de retorno nos mercados de capitais (ganhos financeiros) superiores
em 55 basis points a taxa de juro técnica.

Estes valores constituem, uma vez mais, um sinal claro dos riscos subjacentes a
utilizacao de tdbuas de mortalidade desajustadas face ao comportamento da populacao
em andlise.

Por fim, na Figura 7.7.9 representamos a evolucao do preco de uma renda vitalicia
ags (t) calculado segundo as épticas transversal e longitudinal no perfodo ¢ € [1970,2004],
com 7 = 3%. Como se observa, o diferencial entre os valores de ags (t) calculados segundo

as duas Opticas é relativamente estdvel, sobretudo a partir do final da década de 80.
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Figura 7.7.9: Evolugao do preco de uma renda vitalicia ags (t) calculado segundo as
épticas transversal e longitudinal no periodo ¢t € [1970,2004], com 7 = 3% (homens &

esquerda e mulheres & direita)

7.8 Intervalos de confianga

Em previsao, é indispensével fornecer informagéo sobre a variabilidade das quantidades
projectadas. No caso em apreco, ela permitird ao actudrio avaliar o grau de confianca a
atribuir as estimativas pontuais do prémio puro de uma renda vitalicia, facultando-lhe
igualmente informacao valiosa no momento de definir a margem de seguranca adequada
para efeitos de pricing, ou mesmo no momento de optar por uma solug¢ao de cobertura do
risco de longevidade adequada (e.g., por um contrato de resseguro). A ferramenta mais
indicada neste caso corresponde ao intervalo de confianca para a estimativa pontual.
Neste contexto, o objectivo desta seccao é o de construir intervalos de confianga para os
indicadores de mortalidade (e.g., e; (t) e a; (t)) a partir do modelo de Poisson log-bilinear
cldssico.

Os modelos em anilise ndo permitem a derivagdo analitica dos intervalos de confianca
desejados. Esta impossibilidade é justificada por duas ordens de razdes. Em primeiro

lugar, na construcao dos intervalos é necessédrio combinar duas fontes de variabilidade
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bastante distintas: uma primeira, constituida pelos erros de estimacdo dos parametros
oz, B, e Ki; uma segunda, associada aos erros de previsdo do indice temporal x;. A
segunda justificagao prende-se com o facto dos indicadores que nos interessam serem
funcdes nao-lineares relativamente complexas, quer do modelo de Poisson, quer do mo-
delo de previsaio ARIMA adoptado. Em face destes constrangimentos, a derivacao dos

intervalos de confianca serd feita com recurso a métodos de simulagao.

7.8.1 Meétodo de Simulacao de Monte Carlo

Nesta secgao, analisamos os resultados proporcionados pela aplicacio do método de

Simulacao de Monte Carlo descrito na Secg¢ao 6.9.7 do Capitulo 6.

Matriz de informacgao de Fisher

De modo a simplificar a notagao na caracterizacao dos elementos da matriz de informacao
de Fisher, o nimero esperado de 6bitos de individuos com idade z no decurso do ano t de
um total de E ; individuos expostos ao risco é definido de forma ligeiramente diferente.

Formalmente, seja

)‘z,t = Em,t exp (az ~+ 5:1:571)
Tmax Tmax tmax—1
= Ex,t €Xp l:( Z amyay> =t ( Z bzyBy) + < Z ktr“r)jl )
Y=Tmin Y=Tmin T=lmin

onde agy, byy € ki s@o elementos de trés matrizes de ponderacdo A e B de dimensdo
N XN),N =(Zmax — Tmin + 1), e K de dimensdo 7 X (tmax — tmin)> 7 = (tmax — tmin + 1),
cujos elementos estao associados aos pardmetros do modelo de Poisson. ~Para facili-
tar a derivagao da matriz de informagdo de Fisher, introduzimos uma reparametriza-

cao do modelo de Poisson que passa, nomeadamente, pela substitui¢do da restricio

> oame B, =1 por
B, =1 (7.8.1)

Tmin

Os novos estimadores sdo facilmente obtidos por transformacao de varigvel

kt — ’%tﬁz
Be

min

By & 5=
ﬁzmin

Em resultado, a satisfagdo das restri¢oes (6.9.3) e (7.8.1) impde a seguinte definicao
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para as matrizes A, B e K

1 0
1 0
A = B = e K =
0 1
0 1
-1 -1
Note-se que fixar &y,,,, = —1 equivale a afirmar que &y, = — Y == ml Kr, de maneira

a respeitar as restrigoes de identificacao. Esta é igualmente a razao pela qual a matriz
K tem apenas (fmax — tmin) colunas em vez de 7.

Dito isto, se designarmos por V (e, 3, k) a func@o de verosimilhanca, os elementos da
matriz de informagao de Fisher relativos aos parametros oz, , ..., Qz_ .., B +152 = P s

, Ktmax—1 S0 definidos por

thlV Tmax  tmax
= (m) = 2 et

T=Tmin t=tmin

€ Kt

min? " " °

Tmax tmax

Z Z A:z:,t (K‘tbxy) (K'tbzy')

T=Tmin {=tmin

d21 Tmax  tmax
B (dm;/:) - Z Z )‘:z:,t (/Ba;kn‘) (:sztr’)

T=Zmin {=tmin

d2 an Tmax  lmax
w(E) - S i)
T=Tmin t=tmin

Tmax  tmax

= Z Z Ar,ta:cy (ﬁxktr)

T=Tmin t=tmin

B(ERV) S S ) (e (k)
dﬁ dIiT = z,t tYzy xvir

T=Tmin t=tmin

Se substituirmos ay, (, e k; pelas suas estimativas &g, BI e K; ajustadas de modo
a respeitar (7.8.1), obtemos uma projeccio da matriz de informacao de Fisher 7. Para

retornar 4 parametrizacao original, procedemos & seguinte transformagao

-~ 2 Imax
Rt — RiBe, Be= Y B

T=Tmin

BI =

ol

343



7.8. Intervalos de confianca

Resultados

A aplicacao pratica do método de Simulagao de Monte Carlo (MSMC) consubstanciou-se
na geragao de M = 1000 simulacoes aleatdrias segundo os procedimentos descritos no
Capitulo 6. Para tal, recorremos a uma rotina informdtica construida e implementada
no package SAS (Release 9.1).

No Quadro 7.8.1 reportamos os valores médios e os percentis empiricos para é; (2004)
e ay (2004), z = 0, 65. Os intervalos de confianca empiricos ao nivel de 90% sao definidos
pelos intervalos situados entre os percentis go o5 € o 95. Nas Figuras 7.8.1 e 7.8.2 repre-
sentamos os histogramas da distribuigdo empirica dos indicadores no sentido de propor-
cionar uma percepcao gréfica sobre os intervalos de confianca. Nestes, as linhas verticais

a tracejado representam os percentis empiricos gg o5 € go.95, respectivamente.

| Homens |

€0(2004) | Qo.o5 | Qoso | Qo.os | a0 (2004) | Qo.os | Qos0 | Qo.os
83.63 82.08 | 83.68 | 85.06 29.87 29.71 | 29.88 | 30.03
Margem erro: 1.49 (1.78%) Margem erro: 0.16 (0.54%)

€65 (2004) | Qo.05 | Qo.s0 | Qo.os | aes (2004) | Qo.os | Qoso | Qo.gs
17.12 16.54 | 17.12 | 17.64 12.34 11.99 | 12.36 | 12.64
Margem erro: 0.55 (3.21%) Margem erro: 0.325 (2.64%)

| Mulheres ]

€0 (2004) | Qo.o5 | Qo.s0 | Qo.9s | a0 (2004) | Qo.os | Qoso | Qo.os
90.74 90.24 | 90.76 | 91.19 30.73 30.67 | 30.73 | 30.77
Margem erro: 0.475 (0.52%) Margem erro: 0.05 (0.16%)

€65 (2004) | Qo.05 | Qo.s0 | Qo.o5 | ass (2004) | Qo.os | Qoso | Qo.os
20.98 20.63 | 20.98 | 21.29 14.61 14.42 | 14.61 | 14.79
Margem erro: 0.28 (1.33%) Margem erro: 0.185 (1.27%)

Quadro 7.8.1: Valores médios e percentis empiricos de e;(2004) e a.(2004), z = 0,65,
gerados pelo método de Simulacao de Monte Carlo, onde @, denota o percentil empirico
de ordem «

Da anélise dos valores destacamos, desde logo, o facto dos intervalos de confianca
se revelarem mais estreitos para as mulheres do que para os homens. Este facto é
explicado, em boa parte, pelo nimero mais elevado de termos residuais incluidos no
modelo de previsao escolhido para projectar a tendéncia temporal k; na mortalidade
masculina (modelo ARIMA(0,1,1)). Em consequéncia, as projecgoes k7" geradas na

etapa 3 da Simulagdo de Monte Carlo possuem um carédcter aleatério mais pronunciado.
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Figura 7.8.1: Histogramas dos valores empiricos de ey (2004) e egs (2004) , MSMC
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Por outro lado, constata-se que as estimativas pontuais geradas pelo modelo de Pois-
son cldssico e pelo método Lee-Carter se encontram claramente no interior dos intervalos
de confianca a 90% estimados. Mais, as estimativas pontuais aproximam-se bastante dos
valores médios da distribui¢do empirica gerada pela Simulacdo de Monte Carlo. Este
facto prova que a diferenca entre o ajustamento proporcionado pelos dois modelos néo
é muito significativa, pese embora a maior flexibilidade do modelo de Poisson.

Como se constata, os intervalos de confianca estimados (e as correspondentes margens
de erro) podem ser considerados relativamente estreitos em ambos os sexos. Este facto é
explicado, em boa medida, pelo comportamento assintético assumido no modelo. Com
efeito, na derivacao dos intervalos considerdamos como primeira fonte de variabilidade
o risco subjacente & estimagdo dos parametros ag, 3, e k¢, admitindo em seguida que
os estimadores de maxima verosimilhanga seguem aproximadamente uma distribuicao
Normal Multivariada. Sendo esta uma escolha metodolégica devidamente fundamentada,
nao podemos ignorar que ela restringe, de algum modo, o espaco para a ocorréncia de
valores extremos na distribuicéo.

As observacao das Figuras 7.8.1 e 7.8.2 permite-nos verificar que o perfil gréifico da
distribui¢ao empirica dos indicadores é préximo do da tradicional distribuicao gaussiana,
com as estimativas pontuais do modelo de Poisson a situarem-se bem no centro dos

intervalos de confianga empiricos.

7.8.2 Parametric bootstrap

Nesta secgao, analisamos os resultados numeéricos gerados pela aplicacio do método
parametric bootstrap (com base no nimero de 6bitos), considerando um total de B =
1000 realizagoes aleatdrias. Para tal, recorremos a uma rotina informética construida e
implementada no package SAS (Release 9.1).

O Quadro 7.8.2 contém informacdo sobre os valores médios e sobre os percentis
empiricos de é; (2004) e a; (2004), z = 0,65. As Figuras 7.8.3 e 7.8.4 permitem nova-
mente visualizar os detalhes sobre a distribuicdo empirica dos indicadores analisados.
Constata-se que os intervalos de confianca para a populacio do sexo feminino sdo in-
distinguiveis dos obtidos na seccdo anterior. Pelo contrério, os intervalos masculinos,
sem apresentarem maior amplitude, sao ligeiramente deslocados para a esquerda quando
comparados com os gerados pelo método de Simulacdo de Monte Carlo.

Para termos uma ideia da variabilidade dos quocientes prospectivos simulados pelo
método parametric bootstrap, representamos na Figura 7.8.5 100 realizagdes de go4x (2004 + k)

(k=0,1,2,...), que incidirao sobre os individuos nascidos em 2004.
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7.8. Intervalos de confianca

[ Homens I

€0 (2004) | Qo.0s | Qoso | Qo.os | a0 (2004) | Qo.05 | Qoso | Qo.9s
83.60 81.91 | 83.68 | 84.99 29.87 29.68 | 29.88 | 30.02
Margem erro: 1.54 (1.84%) Margem erro: 0.17 (0.60%)

€65 (2004) | Qo.05 | Qo.50 | Qo.95 | ass(2004) | Qo.os | Qo.s0 | Qo.os
17.10 16.50 | 17.14 | 17.66 12.33 11.96 | 12.35 | 12.65
Margem erro: 0.58 (3.39%) Margem erro: 0.345 (2.80%)

[ Mulheres I

€0(2004) | Qo.05 | Qo.s0 | Qo.gs | a0(2004) | Qo.os | Qoso | Qo.gs
90.75 90.26 | 90.77 | 91.23 30.73 30.67 | 30.73 | 30.78
Margem erro: 0.485 (0.53%) Margem erro: 0.055 (0.18%)

€65 (2004) | Qo.0s | Qos0 | Qo.os | ass(2004) | Qo.os | Qo.so | Qo.os
20.98 20.64 | 20.99 | 21.28 14.61 14.42 | 14.62 | 14.78
Margem erro: 0.32 (1.53%) Margem erro: 0.18 (1.23%)

Quadro 7.8.2: Valores médios e percentis empiricos de e;(2004) e a,(2004), z = 0, 65,
simulados pelo método parametric Bootstrap, onde @, denota o percentil de ordem o

Homens Mulheres
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Figura 7.8.3: Histogramas dos valores de eg (2004) e egs (2004) , Parametric Bootstrap

347



7.8. Intervalos de confianca
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Figura 7.8.4: Histogramas dos valores de ag (2004) e ags (2004) , Parametric Bootstrap

log(gx)
log(qx)

Figura 7.8.5: Quocientes de mortalidade goyx (2004 + k) simulados pelo método para-

metric bootstrap (homens & esquerda e mulheres & direita)
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7.9. Conclusao

Como se observa, a volatilidade das projecgées é importante, ligeiramente mais sig-
nificativa no caso dos homens em todas as idades, exceptuando o segmento relativo a
bossa de acidentes onde a oscilagdo é menor em razdo dos valores mais reduzidos do
parametro 3,. Convém referir que uma boa parte desta variabilidade nos quocientes
nao se repercute depois no célculo dos indicadores sintéticos inscritos no Quadro 7.8.2,

em virtude do processo de actualizagao ou desconto.

7.9 Conclusao

O célculo dos prémios puros nos contratos de seguros do ramo vida baseia-se, regra geral,
no principio da equivaléncia, segundo o qual o valor esperado das prestagdes a pagar pela
seguradora deve ser igual ao valor esperado dos prémios puros pagos pela pessoa segura.
Tradicionalmente, os actudrios fundamentam o cédlculo dos prémios em tdbuas de mor-
talidade contemporaneas, relativas a geragdes ficticias, residindo a principal vantagem
desta abordagem no facto de ela apenas requerer a observacao da populacio em causa
durante um nimero reduzido de anos. O reverso da medalha é o de que uma tdbua desta
natureza mistura multiplas geracoes nao descrevendo, na pratica, o comportamento da
mortalidade de nenhuma delas. Em particular, os valores caracteristicos assim calcula-
dos (e.g., a esperanca de vida) no tém uma interpretacio concreta, nem correspondem
a uma geragao em particular.

Neste capftulo, examindmos num primeiro momento as grandes tendéncias na evolucao
da mortalidade da populagdo portuguesa no perfodo entre 1930-31 e 2002-03, adoptando
uma abordagem transversal com base em tdbuas contemporaneas publicadas pelo INE.
Da anélise dos diferentes indicadores destacamos, em ambos os sexos, a crescente con-
centracdo dos ébitos em torno da moda da distribuicéo, localizada nas idades adultas,
uma progressiva rectangularizacdo da funcgéo de sobrevivéncia, a expansio da longe-
vidade humana com aumentos significativos na esperanca de vida em todas as idades,
em particular & nascenca, a importancia do fenémeno “bossa” de acidentes, em espe-
cial na populagdo masculina, e o diferencial de longevidade favordvel as mulheres, que
ultrapassa actualmente os 6 anos de idade 4 nascenca.

Num segundo momento, desenvolvemos as bases que sustentam a adopg¢io de uma
abordagem longitudinal no estudo da mortalidade. Em particular, testdmos um conjunto
de métodos de projeccao e de elaboragao de tdbuas prospectivas, avaliando a sua capaci-
dade de ajustamento aos dados, comparando em particular o desempenho do tradicional
método Lee-Carter com as diferentes versdes do modelo de Poisson. A modelacéo das
séries temporais permitiu a realizacao de previsdo nos modelos e a elaboragdo, pioneira,
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7.9. Conclusao

~ de tédbuas prospectivas para a populagio portuguesa.

A comparagdo entre os resultados proporcionados pelas abordagens transversal e
longitudinal permitiu detectar diferencas significativas entre os valores da esperanca de
vida. Com efeito, a utilizacdo das tdbuas prospectivas permite-nos estimar em 83.30
e 90.63 anos para homens e mulheres, respectivamente, a “verdadeira” esperanca de
vida 4 nascenca para um individuo nascido em 2004, valores que contrastam com os
74.55 e 81.05 anos calculados segundo a tradicional visdo transversal. Significa isto
que, a manterem-se as tendéncias de decréscimo da mortalidade verificadas entre 1970 e
2004, a abordagem tradicional subestima em 8.75 e 9.58 anos para homens e mulheres,
respectivamente, a verdadeira esperanca de vida & nascenca. Idénticas conclusdes sao
retiradas quando se investigam as estimativas da esperanca de vida aos 65 anos e os
prémios puros de rendas vitalicias segundo as duas abordagens.

Para quantificar a incerteza em torno das quantidades projectadas e estimar a im-
portancia do risco de longevidade, sdo derivados intervalos de confian¢a empiricos, usan-
do os métodos de Simulagdo de Monte Carlo e parametric bootstrap (com base no niimero
de 6bitos). A aplicagio destas técnicas permitiu a obtencdo, nos virios indicadores
actuariais (quocientes ou taxas de mortalidade, esperanca de vida, prémio de rendas
vitalicias), de medidas que quantificam a variabilidade da projecgao.

Os resultados obtidos neste estudo confirmam que basear a tarifacdo numa tdbua
transversal equivale, implicitamente, a assumir que a mortalidade é constante no tempo,
uma hipétese rejeitada pela evidéncia empirica observada na populagio portuguesa.
Neste sentido, consideramos que esta realidade deve preocupar seriamente as companhias
que operam o ramo vida e as entidades reguladoras do sector, constituindo a adopcao
de uma tdbua prospectiva ou dinamica uma solugdo indispensdvel para minimizar a

importéncia dos riscos de longevidade.
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7.A. Anexos

7.A Anexos

7.A.1 Estimativas dos pardmetros do modelo de Poisson

Homens Mulheres Homens Mutheres
Idade Qg Bz Oy B Idade g B, O B

0 -4.10743 | 0.04955 | -4.31514 | 0.03692 43 -5.48633 | 0.00728 | -6.29567 | 0.00954
1 -6.44733 | 0.05092 | -6.59634 | 0.04093 44 -5.41286 | 0.00748 | -6.22204 | 0.00804
2 -6.85158 | 0.03671 | -7.10901 | 0.03158 45 -5.33216 | 0.00820 | -6.11832 | 0.00660
3 -7.13812 { 0.03412 | -7.40539 | 0.02898 46 -5.28706 | 0.00794 | -6.02785 | 0.00865
4 -7.29643 | 0.03046 | -7.65501 | 0.02667 47 -5.19578 | 0.00938 | -5.96874 | 0.00828
5 -7.44896 | 0.02907 | -7.79602 | 0.02259 48 -5.10115 | 0.00949 | -5.86740 | 0.00878
6 -7.59172 | 0.03113 | -7.85649 | 0.02027 49 -5.02909 | 0.00963 | -5.82817 | 0.00907
7 -7.54206 | 0.02424 | -7.97292 | 0.01653 50 -4.94714 | 0.00976 | -5.72588 | 0.00977
8 -7.71731 | 0.02527 | -8.08482 | 0.01602 51 -4.89337 | 0.00916 | -5.66479 | 0.00796
9 -7.68698 | 0.02405 | -8.16748 | 0.01989 52 -4.81440 | 0.01106 | -5.57036 | 0.00864
10 -7.66856 | 0.02014 | -8.17621 | 0.01250 53 -4.71693 | 0.01011 | -5.50262 | 0.00900
11 -7.68131 | 0.01802 | -8.12277 | 0.01473 54 -4.64992 | 0.01091 | -5.45539 | 0.00946
12 -7.70597 | 0.01848 | -8.18658 | 0.01265 55 -4.56376 | 0.01024 | -5.36438 | 0.00941 |
13 -7.56869 | 0.01828 | -8.13454 | 0.01348 56 -4.49183 | 0.01052 | -5.28036 | 0.00978
14 -7.40622 | 0.01768 | -7.90882 | 0.00976 57 -4.39636 | 0.01113 | -5.22312 | 0.00994
15 -7.13148 | 0.01228 | -7.82966 | 0.00686 58 -4.32333 | 0.01111 | -5.09845 | 0.01058
16 -6.81321 | 0.01094 | -7.74849 | 0.00772 59 -4.22587 | 0.01105 | -5.01729 | 0.00991
17 -6.59859 | 0.00894 | -7.74243 | 0.01008 60 -4.13252 | 0.01140 | -4.91636 | 0.01068
18 -6.42548 | 0.00755 | -7.67165 | 0.00813 61 -4.05645 | 0.01025 | -4.84609 | 0.01042
19 -6.34235 | 0.01053 | -7.60066 | 0.00719 62 -3.96588 | 0.01194 | -4.74368 | 0.01109
20 -6.31585 | 0.00720 | -7.60398 | 0.00614 63 -3.86797 | 0.01128 | -4.64254 | 0.01158
21 -6.29839 | 0.00584 | -7.53918 | 0.00918 64 -3.79395 | 0.01183 | -4.53166 | 0.01175
22 -6.34077 | 0.00318 | -7.58208 | 0.00842 65 -3.68853 | 0.01121 | -4.43443 | 0.01160
23 -6.32543 | 0.00513 | -7.53717 | 0.00878 66 -3.61407 | 0.01056 | -4.33629 | 0.01159
24 -6.31470 | 0.00516 | -7.43395 | 0.00646 67 -3.51349 | 0.01123 | -4.22088 | 0.01155
25 -6.28886 | 0.00408 | -7.47383 | 0.00788 68 -3.41594 | 0.01177 | -4.10214 | 0.01198
26 -6.28544 | 0.00107 | -7.38241 | 0.00841 69 -3.32022 | 0.01215 | -3.97576 | 0.01279
27 -6.27316 | -0.00090 | -7.34411 | 0.00950 70 -3.20933 | 0.01192 | -3.83522 | 0.01204
28 -6.24969 | -0.00093 | -7.34135 | 0.00841 71 -3.12754 | 0.01089 | -3.72689 | 0.01162
29 -6.24119 | -0.00059 | -7.27234 | 0.00811 72 -3.01831 | 0.01283 | -3.59831 | 0.01259
30 -6.17804 | 0.00015 | -7.21534 | 0.00726 73 -2.91823 | 0.01168 | -3.47652 | 0.01214
31 -6.16882 | -0.00067 | -7.12739 | 0.00752 74 -2.80663 | 0.01203 | -3.31679 | 0.01299
32 -6.12429 | 0.00060 | -7.10735 | 0.00977 75 -2.70036 | 0.01240 | -3.18377 | 0.01349
33 -6.08828 | -0.00018 | -7.00011 | 0.00749 76 -2.59783 | 0.01171 | -3.06536 | 0.01248
34 -6.04011 | 0.00133 | -6.94562 { 0.00718 77 -2.49340 | 0.01231 | -2.94122 | 0.01205
35 -5.99397 | 0.00202 | -6.85251 | 0.00666 78 -2.39219 | 0.01179 | -2.80455 | 0.01229
36 -5.94799 | 0.00108 | -6.83182 | 0.00900 79 -2.28135 | 0.01183 | -2.66799 | 0.01251
37 -5.89146 | 0.00291 | -6.75983 | 0.00799 30 -2.17014 | 0.01243 | -2.52920 | 0.01207
38 -5.83148 | 0.00432 | -6.65931 | 0.01003 81 -2.07996 | 0.01121 | -2.42138 | 0.01088
39 -5.77171 | 0.00500 | -6.57240 | 0.00908 82 -1.97253 | 0.01232 | -2.27932 | 0.01206
40 -5.69557 | 0.00526 | -6.48188 | 0.00784 83 -1.86871 | 0.01183 | -2.16090 | 0.01126
41 -5.64555 | 0.00626 | -6.43727 | 0.00755 84 -1.76529 | 0.01207 | -2.03479 | 0.01158
42 -5.55832 | 0.00709 | -6.35044 | 0.00740

Quadro 7.A.1: Estimativas dos parametros o, e 8, do modelo de Poisson
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Ano | Homens | Mulheres
1970 { 27.9919 | 37.2707
1971 | 27.1893 | 36.8966
1972 | 21.4907 | 30.2154
1973 | 24.5586 | 34.3471
1974 | 21.5383 | 28.4966
1975 | 20.1871 | 24.0109
1976 | 19.3789 23.654
1977 | 16.1934 | 18.4823
1978 | 14.0073 | 17.7053
1979 | 10.0880 | 13.2522
1980 | 10.0183 | 11.6405
1981 7.6184 9.5543
1982 | 4.4546 5.0368
1983 | 4.5547 5.6693
1984 | 3.9801 2.9098
1985 | 3.4656 1.8482
1986 | 0.5712 -0.3494
1987 | -1.8285 | -3.0761
1988 | -1.9484 -3.5484
1989 | -5.5121 -7.3859
1990 | -3.8161 -4.015
1991 | -4.1225 | -5.4789
1992 | -7.8395 | -10.6824
1993 | -6.3165 | -9.3526
1994 | -12.8471 | -16.4262
1995 | -12.1167 | -15.2275
1996 | -11.0962 | -15.7167
1997 | -14.8403 | -18.4289
1998 | -15.5427 | -20.2696
1999 | -17.1130 | -21.1308
2000 | -20.1513 | -25.0894
2001 | -22.8932 | -27.7219
2002 | -23.7533 | -29.7903
2003 | -25.4111 | -29.8062
2004 | -30.1381 | -37.4941

Quadro 7.A.2: Estimativas do parametro x; do modelo de Poisson
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7.A.2 Evolugao da esperanca de vida & nascencga e aos 65 anos

Homens Mutheres

Ano eo (1) egs (1) eo (1) egs (t)
Long | Trans | Long | Trans | Long | Trans | Long | Trans
1970 | 71.99 | 63.21 | 13.16 | 12.21 | 80.37 | 69.32 | 16.24 | 14.53
1971 | 73.52 | 63.07 | 12.75 | 11.54 | 82.05 | 69.59 | 15.99 | 13.94
1972 | 74.61 | 64.84 | 13.02 | 11.90 | 82.97 | 71.12 | 16.18 | 14.24
1973 | 74.60 | 63.96 | 13.05 | 11.45 | 82.97 | 70.37 | 16.28 | 14.00
1974 | 75.46 | 64.80 | 13.15 | 11.38 | 83.86 | 71.55 | 16.55 | 14.14
1975 | 75.77 | 65.09 | 13.73 | 12.27 | 83.93 | 72.56 | 16.99 | 15.23
1976 | 76.32 | 65.33 | 13.38 | 11.93 | 84.60 | 72.65 | 16.84 | 15.00
1977 | 76.73 | 66.47 | 13.63 | 12.37 | 85.07 | 73.67 | 16.92 | 15.48
1978 | 77.09 | 67.10 | 13.55 | 12.64 | 85.06 | 73.94 | 16.99 { 15.55
1979 | 77.55 | 67.95 | 13.94 | 13.02 | 85.68 | 74.62 | 17.34 | 15.87
1980 | 77.84 | 67.87 | 13.81 | 13.11 | 85.91 | 74.80 | 17.26 | 16.00
1981 | 78.47 | 68.16 | 13.84 | 13.20 | 86.23 | 75.17 | 17.38 | 16.16
1982 | 78.71 | 68.94 | 14.02 | 13.52 | 86.58 | 75.82 | 17.50 | 16.48
1983 | 78.96 | 68.93 | 14.09 | 13.35 | 86.68 | 75.76 | 17.60 | 16.43
1984 | 79.23 | 69.11 | 14.98 | 13.38 | 87.10 { 76.12 | 18.37 | 16.52
1985 | 79.26 | 69.30 | 14.91 | 13.46 | 87.15 | 76.36 | 18.47 | 16.71
1986 | 79.63 | 69.75 | 14.67 | 13.71 | 87.35 | 76.65 | 18.17 | 16.89
1987 | 79.85 | 70.18 | 14.66 | 13.93 | 87.59 | 77.02 | 18.31 | 17.11
1988 | 80.16 | 70.12 | 14.78 | 13.87 | 87.84 | 77.15 | 18.49 | 17.06
1989 | 80.41 | 70.68 | 14.97 | 14.15 | 88.05 | 77.59 | 18.58 | 17.34
1990 | 80.58 | 70.45 | 14.99 | 13.95 | 88.33 | 77.34 | 18.84 | 16.99
1991 | 80.84 | 70.25 | 15.10 | 13.98 | 88.50 | 77.48 | 1898 | 17.17
1992 | 81.16 | 70.78 | 15.12 | 14.26 | 88.73 | 78.08 | 18.99 | 17.53
1993 | 81.36 | 70.80 | 15.48 | 14.05 | 88.90 | 77.95 | 19.30 | 17.36
1994 | 81.59 | 71.76 | 15.47 | 14.54 | 89.04 | 78.66 | 19.30 | 17.89
1995 | 81.71 | 71.47 | 15.78 | 14.50 | 89.25 | 78.71 | 19.60 | 17.80
1996 | 81.93 | 71.42 | 15.93 | 1444 | 89.46 | 78.77 | 19.71 | 17.83
1997 | 82.11 | 71.97 | 16.04 | 14.75 | 89.55 | 79.03 | 19.90 | 18.11
1998 | 82.29 | 72.12 | 16.11 | 14.71 | 89.75 | 79.21 | 20.02 | 18.15
1999 | 82.50 | 72.40 | 16.28 | 14.79 | 89.91 | 79.39 | 20.16 | 18.16
2000 | 82.59 | 72.89 | 16.45 | 15.10 | 89.97 | 79.79 | 20.35 | 18.48
2001 | 82.80 | 73.19 | 16.54 | 15.32 | 90.20 | 80.08 | 20.45 | 18.66
2002 | 82.95 | 73.55 | 16.65 | 15.38 | 90.27 | 80.31 | 20.60 | 18.85
2003 | 83.18 | 73.92 | 16.80 | 15.39 | 90.41 | 80.35 | 20.73 | 18.77
2004 | 83.30 | 74.55 | 16.91 | 15.84 | 90.63 | 81.05 | 20.87 | 19.22

Quadro 7.A.3: Evolugdo da esperanca de vida e, (t) no periodo 1970-2004
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Capitulo 8

Avaliacao do Efeito Seleccao
Adversa no Mercado de Fundos

de Pensoes em Portugal

“Nowadays, people know the price of everything and the value of nothing.”
(Oscar Wilde)

8.1 Introducgao

A existéncia de selec¢ao adversa é um fenémeno tipico do mercado de seguros. A teoria
econémica prevé que no caso de nao existirem quaisquer barreiras no acesso dos con-
sumidores aos produtos de seguro (i.e., nos casos em que nio existe qualquer filtragem
devida a factores como o rendimento, nfvel de escolaridade, raga, sexo, etc.), a presenca
de seleccdo adversa manifesta-se através de taxas de mortalidade superiores para os indi-
viduos que adquirem seguros de vida e inferiores para aqueles que compram anuidades,
relativamente & populacdo em geral (McCarthy e Mitchell, 2003).

A importéncia da selecgao adversa tende igualmente a ser maior nos casos em que os
individuos compram seguros voluntariamente do que nos casos em que sao compelidos
a fazé-lo em razdo de outras condicionantes (e.g., no caso de um seguro de vida de uma
empresa). Nos paises em desenvolvimento, em que é comum a existéncia de uma grande
disparidade na distribuicdo do rendimento, espera-se analogamente que o fenémeno de
seleccao adversa seja mais significativo do que em sociedades onde a assimetria é menor.

Para avaliar a importancia do efeito seleccao adversa no contexto do problema de

projeccao da mortalidade, testamos neste capftulo a hipétese de que a populagdo por-
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tuguesa e a populacé@o de beneficidrios de fundos de pensées, descrita no Capitulo 5, tém
perfis de mortalidade semelhantes. Com efeito, constitui divida razodvel admitir que a
populacao coberta pelo universo dos fundos de pensdes a operar no mercado portugués
apresenta caracteristicas especificas (e.g., condigdes sécio-econémicas dos beneficidrios,
estado de satide, niveis de educagao e estilos de vida) que a distinguem da populacido em
geral. A confirmar-se esta hipé6tese, as tdbuas prospectivas desenvolvidas no capitulo an-
terior nao podem ser consideradas adequadas para uso no mercado de fundos de pensdes,
devendo por isso ser ajustadas as caracteristicas especificas de cada subpopulacao.

O capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Seccdo 8.2, investigamos a apli-
cacdo de um modelo relacional do tipo sugerido por Brass (1971) no contexto de um
modelo linear generalizado para estabelecer a ligagdo entre a mortalidade nas popu-
lagoes portuguesa e de pensionistas. Na Secgdo 8.3, sdo derivadas tdbuas prospectivas
para a populacdo de pensionistas. Na Seccdo 8.4, estimamos a importancia do efeito
selecgao adversa na esperanca de vida e no prego de rendas vitalicias.

Na Seccao 8.5, avaliamos a adequagio de duas tdbuas regulamentares usadas no
mercado de seguros em Portugal ao comportamento da mortalidade nas populacoes
portuguesa e de pensionistas. Na Secgéo 8.6, sdo derivados intervalos de confianca para
as estimativas. Por fim, na Seccdo 8.7 sdo resumidas as principais conclusées deste

estudo.

8.2 Relacao entre a mortalidade das populacgoes

O presente estudo sobre a relagdo entre a mortalidade dos pensionistas e da populacao
portuguesa em geral (POP) assenta nos dados coligidos pelo Instituto de Seguros de
Portugal (ISP) para a categoria beneficidrios de fundos de pensdes (BFP), relativos ao
perfodo temporal 1997-2004.

Na Figura 8.2.1 representamos as taxas brutas p; 9904 observadas em 2004 na popu-
lacao portuguesa e na carteira de beneficidrios de fundos de pensdes, em individuos com
mais de 50 anos de ambos os sexos. Em paralelo, a Figura 8.2.2 pde em evidéncia a,
evolugao temporal dessas mesmas taxas em idades seleccionadas.

A observagao das figuras permite constatar, desde logo, a maior volatilidade do com-
portamento da mortalidade no caso dos BFP, um facto explicdvel pela menor dimensao
(em termos relativos) da populacdo exposta ao risco. Ressalvadas as diferencas na di-
mensao das amostras em estudo, detecta-se a existéncia de comportamentos distintos na
mortalidade das duas populacgoes, que ndo aparentando ter amplitude elevada, assumem

algum significado no caso dos individuos do sexo masculino.
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Figura 8.2.1: Taxas brutas p, ago4 (z > 50) para a populacdo portuguesa e para os

beneficidrios de fundos de pensoes (homens & esquerda e mulheres & direita)

Em face das diferencas registadas, é importante adaptar as tdbuas prospectivas cons-
truidas no capitulo anterior para a populagio portuguesa de modo a espelhar adequada-
mente a lei de sobrevivéncia na carteira de pensionistas.

A primeira vista, poderfamos tentar repetir a anslise efectuada no capitulo anterior
usando, por exemplo, o modelo de Poisson e os dados estatisticos relativos a populagao
de pensionistas. Contudo, o facto de dispormos de uma série temporal de apenas 8
anos relativa ao perfodo 1997-2004 (contra 35 anos no caso da populagdo portuguesa)
impede-nos, por uma questao de significincia estatistica, de reproduzir o estudo nos

mesmos moldes e remete-nos, por isso, para novas solucoes.
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Figura 8.2.2: Taxas brutas u,; (z = 55,65, 75,85) para a populagdo portuguesa e para
os beneficidrios de fundos de pensdes (homens & esquerda e mulheres & direita)
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8.2. Relagao entre a mortalidade das populagoes

8.2.1 Modelo relacional de tipo Brass

Face 4 impossibilidade de aplicar directamente a metodologia usada no capitulo anterior
para obter tdbuas prospectivas para a populagao de BFP, a solugdo encontrada passou
por adaptar um modelo relacional do tipo proposto por Brass (1971). A ideia subjacente
é a de encontrar uma relacdo simples (idealmente linear) que associe as caracterfsticas
da mortalidade das populagées portuguesa e de BFP.

Encontrada essa relagdo, admitimos de seguida que ela é estdvel no tempo, o que
nos permite derivar tdbuas prospectivas para a populagio de BFP a partir das corres-
pondentes tdbuas elaboradas para a populagdo portuguesa. Estas colocam-nos, por fim,
em condicoes de estimar a importancia do fenémeno de seleccio adversa no mercado de
fundos de pensoes em Portugal. Formalmente, o modelo relacional ¢ definido por

9(pg) =0 (g(uief)) : (8.2.1)

onde ¥ (-) denota uma fungdo qualquer, g (4,) denota uma transformacio de u, (e.g.,
logaritmica, logit) e ut* denota o comportamento de {4, numa populagdo de referéncia.

8.2.2 Modelo log-linear com intercepto varidvel com a idade

Como ponto de partida para a nossa anilise, representamos na Figura 8.2.3 os pares de

valores
(Inpl?P mpBfP), z=50,...,84 et =1997,...,2004

referentes a observagbes para a populacdo portuguesa (identificadas pelo indice superior
“POP”) e de pensionistas (que reconheceremos pelo indice superior “BFP”), onde

~POP __ 4 2oz
Injip 75 = bz + Byhe

denota o logaritmo da taxa u,, ajustada pelo modelo de Poisson e ﬂf,f‘ P simboliza a

estimativa bruta da taxa de mortalidade para os BFP de idade z no ano t. A Figura
8.2.3 deixa transparecer uma tendéncia relativamente linear entre In ﬂf‘f P eln ﬂf’ ?P ,
com uma inclinagao que, numa parte significativas das idades aparenta ser independente
da idade z. Ainda assim, detecta-se alguma variabilidade nas estimativas, sobretudo nas
idades onde é menor a dimensao da amostra.

Neste sentido, testdmos em primeiro lugar um modelo relacional log-linear com inter-
cepto varidvel com a idade e inclinacdo constante, inserido na estrutura de um modelo

linear generalizado com distribuicdo de Poisson.
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8.2. Relagdo entre a mortalidade das populacoes

Em termos formais, seja
DE{? ~ Poisson (ESF P uBlF), (8.2.2)

onde Eff P denota a populacio exposicao ao risco (i.e., o nimero de pensionistas com
direito ao recebimento de uma pensio) e

Inpli? = n,+60mpfor (1)
= 1, +0(ag + Byke), T > 50, (8.2.3)

onde 7, e  sdo pardmetros a estimar (os valores &, 8, e A; s3o iguais aos estimados

para a populacdo portuguesa).
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Figura 8.2.3: Relagdo entre as taxas p,, das populagdes portuguesa e de beneficidrios

de fundos de pensdes em idades seleccionadas (homens em cima e mulheres em baixo)
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8.2. Relacdo entre a mortalidade das populacoes

A especificagio (8.2.3), que designaremos por modelo Poisson-Relacional A, PRA,
admite uma inclinagio constante mas estipula que a ordenada na origina varia em funcéo
da idade do individuo. Note-se, porém, que se assume que os parametros nio sao funcao
do tempo cronoldgico. Como se trata de um modelo de Poisson linear, é possivel recorrer
as rotinas de estimacdo de GLMs implementadas na maioria dos packages informaticos.
No nosso caso, recorremos ao procedimento GENMOD! do package SAS (Release 9.1)
para obter as estimativas dos parametros 7, e §. Em termos mais precisos, o procedi-
mento GENMOD considera, neste caso, o método de mdxima verosimilhanga com dis-
tribuicdo de Poisson, link logaritmico, varidvel de resposta dgf Pe termo offset In Eff P

As estimativas de 8 sdo reportadas no Quadro 8.2.1.

Sexo 6 | o0 x* | p—value | IC 95%

[Homens | 0.1593 | 0.1396 | 1.30 | 0.2538 | [-0.1143,0.4328)
Mulheres | -1.1793 | 0.1990 | 35.13 | <0.0001 | [—1.5692, —0.7893]

Quadro 8.2.1: Estimativas do parametro § do modelo log-linear com intercepto varigvel
com a idade

Como se observa, no caso dos homens nio podemos rejeitar a hipé6tese de que a
estimativa de 6 seja nula.

Na Figura 8.2.4 representamos, por sua vez, as estimativas do parametro 1, do
modelo (8.2.3) e respectivos intervalos de confianga a 95%. Como se observa, os valores
de 7, tendem a adoptar um comportamento tendencialmente linear e crescente com a
idade, sobretudo no caso da populagio feminina. Perante esta evidéncia, e na procura
de uma versdo simplificada para o modelo em estudo, test4mos a pertinéncia de uma

relacao linear entre 7, e a idade z, i.e.,
ﬁz = ¢0 + ¢1$ + €x, €z~ NO’/' (0, 0'2) (824)

Os resultados da regressao (8.2.4) sdo reportados no Quadro 8.2.2. Como se observa,
os valores obtidos para o coeficiente de determinagio (0.9358 e 0.9628 para homens e
mulheres, respectivamente), para a estatistica RMSE e no teste F' confirmam a significan-
cia estatistica da relagdo linear.? A anislise das estatisticas de teste e dos respectivos
valores de prova permite-nos concluir que todos os pardmetros sio significativos ao nivel

de significAncia o = 0.01.

'Procedimento de estimagio de modelos lineares generalizados (GLM’s).
?Efectudmos ainda uma regressdo linear ponderada pela inversa da variancia associada a cada esti-
mador 7). Os resultados obtidos foram sensivelmente iguais.
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eta(x)
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Figura 8.2.4: Estimativas do parametro 7, do modelo (8.2.3) e respectivos intervalos de

60
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T
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T
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confianca a 95% (homens a esquerda e mulheres & direita)

T T
70 80

| HOMENS |
Pardmetro | Estimativa s.e. t—value | p—value
o -7.42923 | 0.19437 | -38.22 <.0001
01 0.06290 0.00287 { 21.93 <.0001
R?=0.9358; RMSE = 0.17140; F—value: 480.84
| MULHERES
Parémetro | Estimativa s.e. t—value | p—value
oo -24.01177 | 0.50251 | -47.78 <.0001
N 0.21686 0.00742 | 29.24 <.0001

R? =0.9628; RMSE = 0.44312; F—value: 855.02

Quadro 8.2.2: Regressdo linear do pardmetro 7, sobre a idade x

A qualidade do ajustamento pode igualmente ser apreciada na Figura 8.2.5.

361



8.2. Relagdo entre a mortalidade das populagdes

staix)
eta(x)

14
!

Figura 8.2.5: Resultado da regressao linear de ), sobre a idade = (homens 4 esquerda e

mulheres & direita)

8.2.3 Modelo log-linear com intercepto linearizado

A boa aproximacao conseguida na regressao linear entre 7, e x incentivou-nos a testar
uma versdo simplificada do modelo (8.2.3) incorporando esta caracterfstica. O resultado
é um modelo Poisson-Relacional do tipo B, PR, definido por (8.2.2) e pela relacdo

InplfP (1) = ¢+ ¢z +0InploF (t)
= o+ 12 +0(&g + ByRe), T > 50, (8.2.5)

onde ¢g, ¢; e 8 sdo parametros a estimar.

No Quadro 8.2.3 reportamos os resultados da estimacgo do modelo (8.2.2)-(8.2.5). A
andlise das estatisticas de teste e dos respectivos valores de prova permite-nos concluir
que todos os pardmetros sio significativos ao nivel de significincia o = 0.05. O sinal
positivo de g?)l observado em ambos os sexos sugere que o efeito seleccao adversa decresce
com a idade do individuo.

Embora descreva de forma adequada os dados do problema, o modelo (8.2.2)-(8.2.5)
apresenta uma limitacdo importante. Com efeito, nas idades avancadas o termo linear na
idade tende a dominar os restantes e a produzir taxas de mortalidade pouco razodveis.
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| HOMENS ]
Parametro | Estimativa | s.e. Int confianga 95% | x? | p—value
%o "2.0455 | 1.0911 | [—5.0841, —0.8069] | 7.29 | 0.0069
&, 0.0219 | 0.0105 | [0.0013,0.0425] | 4.34 | 0.0373
0 0.6373 0.1041 [0.4332,0.8413] 37.47 | <.0001

Deviance: 701.41; Log Likelihood: 30034.07

| . MULHERES
Parmetro | Estimativa | s.e. | Int confianca 95% | x? | p—value
&0 -6.0014 1.5269 | [—8.9941,—3.0087] | 15.45 | <.0001
é, 00519 | 00148 | [0.0229,0.0809] | 12.31 | 0.0005
6 0.4221 0.1211 [0.1847,0.6595] 12.14 { 0.0005

Deviance: 1075.44; Log Likelihood: 8641.93

Quadro 8.2.3: Estimativas dos pardmetros do modelo log-linear com intercepto lin-
earizado

8.2.4 Modelo log-linear com intercepto constante

Numa tentativa de simplificar o modelo relacional, ajustdémos a seguinte regressao linear

BFP

~POP
In My 2 + €z,

=vo +vilnjy, €z ~ Nor (0, af) (8.2.6)

aos pares de pontos (In 2P, In 4£?*) , usando o método dos mimimos quadrados pon-
derados, com cada observagdo a ser ponderada pela respectiva exposicdo ao risco.
Os resultados da estimagdo sdo apresentados no Quadro 8.2.4.

Quadro 8.2.4: Estimativas dos pardmetros do modelo log-linear com intercepto constante

j HOMENS ]
Pardmetro | Estimativa s.e. t—value | p—value
vg -0.76410 | 0.09337 -8.18 <.0001
U1 0.83891 0.02381 35.23 <.0001
Adj R? =0.9264 RMSE = 9.39823

| MULHERES ]
Parametro | Estimativa s.e. t—value | p—value
Vo -0.67332 | 0.18932 | -3.56 0.0004
v 0.87805 | 0.04184 | 20.99 <.0001
Adj R? =0.8151 RMSE = 14.24706

pelo método dos minimos quadrados ponderados
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8.2. Relagao entre a mortalidade das populacdes

Os valores do coeficiente de determinagao ajustado, 0.9264 e 0.8151 para homens e
mulheres respectivamente, atestam a qualidade da relagéo. Verifica-se igualmente que
todos os pardmetros sdo significativos ao nivel de significancia a = 0.01.

A Figura (8.2.6) complementa esta anslise e dé4-nos uma panoramica quanto ao grau
de ajustamento da regressao aos dados, em particular no caso dos homens onde a varia-
bilidade em torno de uma tendéncia positiva bem definida é menor.

° valores observados ° valares observados
regresséo simples ponderada . - regressao simples ponderada

Inmu FP
Inmu FP

Inmu Pop Inmu Pap

Figura 8.2.6: Estimacao do modelo log-linear com intercepto constante pelo método dos

minimos quadrados ponderados (homens & esquerda e mulheres & direita)

Em face destes resultados, equaciondmos uma versio simplificada do modelo (8.2.3)3
considerando um intercepto independente da idade. A tradugdo deste princfpio é um
modelo Poisson-Relacional do tipo C, PR, definido pela hipétese (8.2.2) e pela relagao

Inpgi ¥ =n+0mpg??, = >50 (8.2.7)

com apenas dois pardmetros para estimar.
Os resultados da estimagdo dos parametros n e # do modelo (8.2.2)-(8.2.7) com
recurso ao procedimento GENMOD sio reportados no Quadro 8.2.5.

30u, equivalentemente, do modelo (8.2.5) considerando ¢, =0.
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[ HOMENS
Parametro | Estimativa | s.e. x2 p—value IC 95%
7 06748 | 0.0401 | 282.98 | <.0001 | [~0.7534, —0.5962]
V) 0.8527 0.0119 | 5164.07 | <.0001 [0.8294, 0.8760]
Deviance: 705.76; Log Likelihood: 30031.89
MULHERES
Parametro | Estimativa [ s.e. X2 p—value 1C 95%
n -0.6462 0.0585 | 122.17 | <.0001 | [-0.7608,—0.5316]
0 0.8443 0.0158 | 2856.97 | <.0001 [0.8133,0.8752]
Deviance: 1087.97; Log Likelihood: 8635.67

Quadro 8.2.5: Estimativas dos parametros do modelo log-linear com intercepto constante
no contexto dos modelos lineares generalizados

Na Figura 8.2.7 comparamos os valores estimados pelo modelo de regressao linear
(estimado pelo método dos mfnimos quadrados ponderados) e pelo modelo de Poisson
(estimado pelo método de méxima verosimilhanga).

valores
~ - regressio simples ponderada
T ~  regressbo de Poisson Lod
T L T T T
5 -4 3 2 6 5 -4 -3 2
Inmu Pop fpmu Pop

Figura 8.2.7: Estimativa do modelo relacional (8.2.7) ligando as taxas de mortalidade
da populacéo e dos BFP (homens & esquerda e mulheres & direita)
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Como se observa, o critério dos minimos quadrados ponderados tende a sobrestimar o
efeito de selec¢do adversa na populacao de beneficidrios de fundos de pensdes, em especial
no caso de individuos do sexo feminino. Esta conclusdo decorre do facto do critério dos
minimos quadrados ponderados estimar em todas as idades valores inferiores aos gerados
pelo modelo de Poisson, o que significa que prevé taxas de mortalidade u, ; também elas

inferiores.

8.2.5 Comparacao entre os modelos

Combinando as estimativas dos parametros dos trés modelos relacionais estudados com
as tdbuas de mortalidade prospectivas calculadas para a populagdo portuguesa, estamos
agora em condigOes de construir tdbuas prospectivas para a populacgio de beneficidrios de
fundos de pensoes e de apurar um conjunto de indicadores caracteristicos, que sintetizem
a presenca ou nao de significativos efeitos de seleccdo adversa.

Nesta sec¢ao, comparamos o desempenho dos trés modelos analisados em termos dos
indicadores égs (2004) e ags (2004) (i = 3%), calculados numa 6ptica transversal (Trans)
e numa Optica longitudinal (Long). Os resultados sao sintetizados no Quadro 8.2.6.

HOMENS |
Modelo €65 (2004) ags (2004)
Long | Trans | Long | Trans
PRA | 16.866 | 16.698 | 12.232 | 12.140
PRE | 17.598 | 16.925 | 12.631 | 12.267
PRC | 17.996 | 17.087 | 12.858 | 12.370

MULHERES |

Modelo ée5 (2004) ags (2004)

Long | Trans { Long | Trans
PRA | 16.642 | 18.405 | 12.214 | 13.190
PRE | 19.943 | 19.278 | 14.047 | 13.696
PRE | 20.969 | 19.630 | 14.603 | 13.906

Quadro 8.2.6: Estimativas de eg5(2004) e ae5(2004) segundo as épticas transversal e
longitudinal calculadas com base nas tdbuas geradas pelos modelos relacionais

A observagdo atenta do Quadro 8.2.6 evidencia a existéncia de diferencas importantes
entre os trés modelos testados. Estas sdo mais acentuadas nos indicadores calculados
segundo a Optica longitudinal e sobretudo no caso da populagdo feminina. De facto,

verifica-se que neste caso os modelos PRA e PRE proporcionam valores considerados
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muito baixos face aos correspondentes indicadores estimados para a populacdo em geral,
atendendo aos valores observados na Figura 8.2.1 para as taxas de mortalidade nas duas
populagoes. Pelo contrario, o modelo log-linear com intercepto constante (modelo PRC)
apresenta, em ambos os sexos, estimativas consideradas mais razodveis. Por esta razéo, e
pela sua simplicidade (o modelo inclui apenas do<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>